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Wstep

Obdz Naukowy Olimpiady Matematycznej odbyl sie w dniach 5-19 czerw-
ca w Mszanie Dolnej, w oérodku ,Stoneczny”. Kadre obozu stanowili: Kamil
Duszenko, Andrzej Grzesik, Szymon Kanonowicz, Michal Kieza, Przemystaw
Mazur oraz Michal Pilipczuk. Ponadto z goécinnymi wyktadami wystapili: Da-
nuta Ciesielska, Krzysztof Ciesielski, Joanna Ochremiak, Bartosz Walczak oraz
Michal Wojciechowski.

W dniach 6, 7, 8, 9, 10, 13, 14, 16 i 17 czerwca odbyly sie zawody indywidu-
alne, 15 czerwca mialy miejsce zawody druzynowe, a 11 i 18 czerwca rozegrane
zostaly mecze matematyczne (regulamin meczu znajduje sie na koncu tego ze-
szytu).

Podczas zawodéw indywidualnych uczestnicy mieli cztery i pét godziny na
rozwiazanie czterech zadan. Zawody druzynowe polegaly na rozwigzywaniu
przez kilkuosobowe druzyny czterech zadan i trwaty od rana do wieczora, a mecz
matematyczny — od wieczora dnia poprzedniego do popotudnia.

W ramach zawodéw indywidualnych mozna bylo uzyska¢ 216 punktéow. Trzy
najlepsze wyniki to 146, 134 i 132 punkty. Punkty uzyskane za poszczegdlne
zadania przedstawia tabela na nastepnej stronie. W tym miejscu wypada nad-
mienié¢, ze nie wszyscy uczestnicy byli na calym obozie, co powoduje, ze sumy
liczb w poszczegdlnych wierszach moga sie réznié.

12 czerwca odbyla sie piesza wycieczka na Turbacz, natomiast 15 czerwca
odbyta sie wycieczka do Zakopanego, gdzie uczestnicy podzielili si¢ na dwie
grupy, z ktorych jedna pozostata w miescie, a druga dotarta do Czarnego Stawu
Gasienicowego.

Bezposrednio po zakonczeniu obozu, w dniach 19-22 czerwca w Krakowie
odbyty sie XI Czesko-Polsko-Stowackie Zawody Matematyczne. Uczestniczyli
w nich uczniowie, ktorzy weszli w sktad delegacji tych krajéow na Miedzynaro-
dowa Olimpiade Matematyczna. Przewodniczacym delegacji polskiej byt Michat
Pilipczuk, zastepca przewodniczacego byl Andrzej Grzesik. W dniach 20 i 21
czerwca kazdy z zawodnikdéw rozwigzywal po trzy zadania, majac na to po cztery
i pot godziny.

Niniejszy zeszyt zawiera wszystkie zadania z obozu wraz z rozwiazaniami
oraz zadania z XI Czesko-Polsko-Stowackich Zawodéw Matematycznych wraz
z rozwiazaniami. Zeszyty z poprzednich Obozéw Naukowych znajduja sie na
stronie internetowej Olimpiady Matematycznej: www.om.edu.pl



Zadanie

Liczba prac
na 6 punktow

Liczba prac
na 5 punktow

Liczba prac
na 2 punkty

Liczba prac
na 0 punktow

1. 12 6 0 4
2. 11 3 1 7
3. 15 0 0 7
4. 6 2 2 12
d. 6 2 1 13
6. 9 1 1 11
7. 8 1 1 12
8. 2 2 0 18
9. 19 2 0 1
10. 8 1 0 13
11. 0 2 0 20
12. 5 1 1 15
13. 16 1 0 5
14. 9 0 1 12
15. 4 1 0 17
16. 3 0 0 19
17. 8 3 4 7
18. 8 0 0 14
19. 9 6 0 7
20. 7 0 4 11
21. 17 1 0 2
22. 1 0 0 19
23. 6 1 0 13
24. 4 1 1 14
25. 3 2 2 13
26. 10 0 1 9
27. 8 ) 0 7
28. 1 0 0 19
29. 4 0 0 16
30. 0 0 0 20
31. 0 0 0 20
32. 2 1 0 17
33. 9 2 0 9
34. 1 5 2 12
35. 1 2 4 13
36. 8 0 1 11




TresSci zadan

Zawody indywidualne

1. Dany jest czworokat wypukly ABCD. Proste AB i C'D przecinaja sie
w punkcie E lezacym na poélprostej AB™, a proste AD i BC' — w punkcie F’
lezacym na pélprostej AD ™. Przypusémy, ze istnieje okrag styczny do polpro-
stych BE™ i DF ™ oraz do odcinkow EC i CF. Wykazaé, ze odcinek stycznej
poprowadzonej z punktu B do okregu wpisanego w tréjkat ABD ma taka sama
dhugoéé, jak odcinek stycznej poprowadzonej z punktu D do okregu wpisanego
w tréjkat BC'D.

2. Rozstrzygnaé, czy istnieje taka liczba catkowita n, ze liczba n? + 7 jest
podzielna przez 22011,

3. Funkcje f, g : (0,2) — (0, 2) spelniaja dla kazdej liczby x € (0, 2) réwnosci

flg(@) =g(f(x)) == oraz f(z) + g(x) = 2.
Udowodnié, ze f(1) = g(1).

4. 7 klockéw 2 x 2 x 1 zbudowano szescian o krawedzi 20. Dowies¢, ze istnieje
prosta réwnolegta do jednej z krawedzi szescianu, przecinajaca wnetrze szeScianu
i nie przecinajaca wnetrza zadnego z klockow.

5. Rzucamy 2011-krotnie moneta i zapisujemy wynik w postaci ciaggu
(a1,a2,...,a20711), gdzie dla i = 1,2,...,2011 przyjmujemy a; = 1 albo a; = 2
w zaleznosci od tego, czy w i-tym rzucie wypadl orzel, czy reszka. Niech p
oznacza prawdopodobienstwo tego, ze a; + az + ... + a; = 2011 dla pewnej
liczby 7 € {1,2,...,2011}. Znalez¢ pieésetna cyfre po przecinku w rozwinigciu
dziesigtnym liczby p.

6. Punkty P i Q leza wewnatrz rombu ABCD, przy czym
/PBQ = /PDQ = %AABC

oraz trojkaty APB i BQC maja rozlaczne wnetrza. Udowodnié, ze suma pdl
tréjkatéw APB, PDQ i BQC jest réwna potowie pola rombu ABCD.



7. Niech p bedzie liczba pierwsza. Wyznaczy¢ najmniejsza liczbe naturalna
n o nastepujacej wlasnosci: dla dowolnych n takich par liczb catkowitych, ze
w kazdej parze liczby daja rézne reszty z dzielenia przez p, mozna wybraé po
jednej liczbie z kazdej pary w taki sposob, by suma n wybranych liczb byla
podzielna przez p.

8. Rozstrzygnaé, czy istnieje taki nieskoniczony zbiér punktéw na plaszezyz-
nie, ze zadne trzy punkty z tego zbioru nie lezg na jednej prostej, a odleglosé
miedzy dowolnymi dwoma jego punktami jest liczba wymierna.

9. W szedciokacie wypuklym ABCDEF przeciwlegle boki sa réwnolegte.
Udowodnié, ze tréjkaty ACE i BDF maja réwne pola.

10. Dla n = 1,2,3,... niech a, oznacza sume cyfr w zapisie dziesietnym
liczby 2". Rozstrzygnaé, czy ciag ai, as, as, ... jest poczawszy od pewnego
miejsca niemalejacy.

11. Dany jest wielomian W (x) stopnia n o wspdlczynnikach rzeczywistych,
przy czym wspdlczynnik przy potedze z" wynosi 1. Wykazaé, ze istnieje co
najwyzej n réznych liczb catkowitych a, dla ktoérych

n'

W(a)l < 5

12. W grupie n oséb kazdy ma co najmniej d znajomych, przy czym 2d < n.
Wiadomo, ze nie da sie tak podzieli¢ danej grupy na dwie podgrupy, ze zadna
osoba z jednej podgrupy nie zna zadnej osoby z drugiej podgrupy. Dowiesé, ze
mozna wybraé¢ 2d + 1 oséb i usadzi¢ je wzdluz jednej krawedzi prostokatnego
stotu w taki sposéb, ze kazdy bedzie znal swoich sasiadow.

13. Na plaszczyznie danych jest n punktow bialych oraz n punktéw czar-
nych, przy czym zadne trzy z tych 2n punktéw nie lezg na jednej prostej. Udo-
wodni¢, ze mozna narysowaé n parami rozlacznych odcinkéw tak, by kazdy
z nich mial jeden koniec bialy i jeden czarny.

14. Liczby dodatnie a, b, ¢, d spelniaja warunek ab + bc + cd + da = 1.
Dowiesé, ze

—_

a® b3 ? d?
> —.
b+c+d+c+d+a+d+a+b+a+b+c 3




15. Dany jest nieskonczony rosnacy ciag arytmetyczny liczb calkowitych
zawierajacy kwadrat liczby calkowitej oraz szescian liczby catkowitej. Wykazad,
ze w ciggu tym wystepuje szosta potega liczby catkowite;j.

16. Trapez ABCD o podstawach AB i C'D jest wpisany w okrag o1. Okrag oy
jest styczny do odcinkéw BC i C'A oraz jest styczny wewnetrznie do okre-
gu 07 w punkcie F'. Okrag wpisany w trojkat ABC' jest styczny do odcinka AB
w punkcie F. Dowie$¢, ze punkty D, E, F' leza na jednej prostej.

17. Znalezé wszystkie takie funkcje f : R — R, ze dla dowolnych liczb
rzeczywistych x, y spelniona jest rownosé

FUf @) + f(y) = af(2) +y.

18. W tréjkacie nieréwnoramiennym ABC dwusieczna kata C' przecina
bok AB w punkcie D. Prosta £ jest styczna do okregéw opisanych na trdj-
katach ACD i BCD odpowiednio w punktach P i Q. Dowiesé, ze prosta £ jest
styczna do okregu przechodzacego przez srodki odcinkéw AD, BD i PQ.

19. W turnieju ping-ponga kazdy gracz rozegral dokltadnie jeden mecz z kaz-
dym z pozostalych graczy. Udowodnié, ze albo mozna umiesci¢ wszystkich gra-
czy przy okraglym stole tak, by kazdy wygral ze swoim sasiadem z prawej
strony, albo mozna rozbi¢ wszystkich graczy na takie dwie grupy, ze dowolny
gracz z pierwszej grupy wygral z dowolnym graczem z drugiej grupy.

20. Niech p > 5 bedzie liczba pierwsza. Wykazaé, ze liczba

()

jest podzielna przez p°.

21. Dana jest liczba catkowita a. Ciag liczb dodatnich aq, as, as, ... spelnia
réwnosé )
a +a
Unio=—2L" " dlan=1,2,3,....
n
a% + a% +a

aiaz

Udowodnié, ze jezeli liczby ay, as oraz sg caltkowite, to wszystkie

wyrazy danego ciagu sa catkowite.



22. Rozstrzygnaé, czy istnieje taki Scisle rosnacy cigg arytmetyczny o wyra-
zach naturalnych i réznicy niepodzielnej przez 10, ze suma cyfr zapisu dziesiet-
nego dowolnego wyrazu jest wieksza niz 20112011,

23. Wyznaczy¢ liczbe sposobéw takiego rozmieszczenia 2500 kréli na sza-
chownicy 100 x 100, ze zaden krol nie znajduje sie w polu razenia zadnego
innego, a kazdy wiersz i kazda kolumna zawiera dokladnie 25 kroli.

24. Dany jest trojkat ABC, w ktérym AB # AC. Okrag o przechodzi
przez punkty B i C oraz przecina odcinki AB i AC. Okrag o’ jest styczny do
odcinkéw AB i AC odpowiednio w punktach D i F, zas do okregu o wewnetrznie
w punkcie F'. Punkt M jest srodkiem tuku BC' okregu o zawierajacego punkt F'.
Dowies¢, ze proste BC, DE i F M przecinaja si¢ w jednym punkcie.

25. Wyznaczy¢ wszystkie trojki nieujemnych liczb calkowitych (z,y, z) spel-
niajacych réwnanie
27 +3Y = 5%,

26. Dla skoniczonego ciggu zer i jedynek rozwazamy nastepujaca operacje:
w dowolnym miejscu wpisujemy lub z dowolnego miejsca wykreslamy ciag posta-
ci www, gdzie w jest dowolnym ciaggiem ztozonym z zer i jedynek. Rozstrzygnad,
czy rozpoczynajac od ciagu 01 mozna w wyniku wielokrotnego wykonywania ta-
kich operacji otrzyma¢ ciag 10.

27. Dane sa trdjkaty ostrokatne ABC i XY Z. Rozpatrujemy takie trojkaty
PQR podobne do trojkata XY Z (przy czym punktom P, @), R odpowiadaja
kolejno punkty X, Y, Z), ze punkty A, B, C leza odpowiednio na bokach QR,
RP, PQ. Dowieé¢, ze srodki okregéow wpisanych we wszystkie takie trojkaty
PQR leza na jednym okregu.

28. Wyznaczy¢ najwieksza warto$é, jaka moze przyja¢ wspoélczynnik przy
najwyzszej potedze wielomianu W (zx) réznego od stalego i spelniajacego waru-
nek

[W(zx)| <2 dla kazdego x € [-2,2].



29. Dany jest trojkat ostrokatny ABC, w ktérym AB # AC. Okrag o $rod-
ku J jest styczny w punkcie F do odcinka BC' oraz jest styczny do przedtuzen
bokéw AB i AC. Odcinki BC'i AJ przecinaja sie w punkcie D. Okregi opisane
na tréjkatach ABC i ADFE przecinaja si¢ w punkcie F' ré6znym od A. Udowod-
ni¢, ze ZAFJ = 90°.

30. Liczby rzeczywiste x1, T2, ..., Tn, Y1, Y2, - - -, Yn Spelniaja réwnosci
2, .2 2 _ 2., 2 2 _ _
ri+xy+.. 4z, =y +ys +...+y, =1 oraz z1y1 +x2y2+... +xpYn = 0.
Dowiesé, ze

((E1+(E2++$n)2+(y1+y2++yn)2<n

31. Niech A bedzie n-elementowym zbiorem zlozonym z dodatnich liczb
catkowitych. Wykazaé, ze istnieje n-elementowy zbiér dodatnich liczb catkowi-
tych B o nastepujacych dwoch wlasnosciach:

1. Dla dowolnych dwdch réznych podzbioréw Bi, By C B suma wszystkich
elementéw podzbioru B jest rézna od sumy wszystkich elementéw pod-
zbioru Bs.

2. Kazdy element zbioru A jest suma wszystkich elementéw pewnego pod-
zbioru zbioru B.

32. Dane sg dodatnie liczby catkowite a, m, n, przy czym a > 1 oraz m # n.
Dowiesé, ze jezeli liczby a™ — 1 i a™ — 1 maja te same dzielniki pierwsze, to
liczba a + 1 jest potega dwdjki o wykladniku catkowitym.

33. Dany jest wielomian W (x) = 23 — 32. Znalez¢ najmniejsza liczbe natu-
ralna n, dla ktérej wielomian W(W (... (W (W (z)))...)) ma co najmniej 2011
— —

n
réznych pierwiastkéw rzeczywistych.

34. Dla kazdej liczby naturalnej n > 2 wyznaczy¢ najmniejszg liczbe natu-
ralna m o nastepujacej wlasnosci: Spoéréd dowolnych m réznych ciggéw o diu-
gosci n ztozonych z zer i jedynek mozna wybraé n ciagéw i wpisaé¢ je w wiersze
kwadratowej tabeli tak, by na gtéwnej przekatnej tabeli wszystkie liczby byly
rowne.



35. Wewnatrz wielokata wypuklego A1 A, ... A, lezy taki punkt P, ze jego
rzuty Py, Ps, ..., P, odpowiednio na proste A As, AsAs, ..., A, A1 znajduja sie

wewnatrz bokéw wielokata. Dowiedé, ze dla dowolnych punktéw X, Xo, ..., X,
lezacych odpowiednio wewnatrz odcinkow A1 Ao, AsAs, ..., A, Ay zachodzi nie-
réwnosé
X1Xo X2X3 Xn X1
ma , ey > 1.
PP RBPs PP

36. Niech k£ bedzie taka dodatnia liczba catkowita, ze liczba p = 4k — 1 jest
pierwsza. Wyznaczy¢ reszte z dzielenia przez p liczby

(12+1)(22+1)...((2k—1)* +1).

10



Zawody druzynowe

1. Dany jest tréjkat ostrokatny ABC. Niech o4 bedzie okregiem o $redni-
cy BC, za$§ wy — okregiem stycznym do odcinkéw AB i AC oraz zewnetrznie
do okregu o4 w punkcie X 4. Analogicznie definiujemy okregi op, oc, wg, wc
oraz punkty Xp, X¢. Udowodnié, ze proste AX 4, BXp, CX¢ przecinaja sie
w jednym punkcie.

2. Niech a; < a2 < a3z < ... bedzie ciagiem zlozonym ze wszystkich liczb
naturalnych, ktore mozna zapisa¢ w postaci z¥, gdzie x,y > 2 sa liczbami
catkowitymi. Dowiesé, ze

3. Dane sa takie wielomiany F(z) i G(x), ze punkty o wspdlrzednych
(F(1),G(1)), (F(2),G(2)), ..., (F(2011),G(2011)) na plaszczyznie sa kolejny-
mi wierzchotkami 2011-kata foremnego. Wykazaé, ze przynajmniej jeden z tych
wielomianéw ma stopien nie nizszy niz 2010.

4. Dowiesé, ze dowolng grupe oséb mozna podzieli¢ na takie dwie podgru-
py (z ktérych jedna moze byé pusta), ze kazda osoba ma w swojej podgrupie
parzysta liczbe znajomych.

11



Pierwszy Mecz Matematyczny

1. Wyznaczy¢ najmniejsza taka liczbe naturalna n, ze liczba 2™ — 1 jest
podzielna przez 257101,

2. Dana jest liczba pierwsza p oraz rézne liczby a, b, ¢, d ze zbioru
{1,2,...,p— 1}, przy czym liczby a*, b, ¢*, d* daja jednakowe reszty z dziele-
nia przez p. Udowodnié, ze liczba a? + b% + c? + d? jest podzielna przez liczbe
a+b+c+d.

3. Wyznaczy¢ wszystkie takie liczby naturalne n, ze liczba 2™ — 1 jest dziel-
nikiem pewnej liczby postaci m? + 9, gdzie m jest liczba catkowita.

4. Kazde pole szachownicy 12 x 12 pomalowano na jeden z trzech kolorow.
Wykazaé, ze istnieja cztery pola o tym samym kolorze, ktérych srodki sa wierz-
chotkami prostokata.

5. W grupie n chlopcow i n dziewczyn kazdy chlopiec zna co najmniej
k dziewczyn. Przypus$émy, ze mozna zorganizowaé wystep calej grupy na scenie
tanecznej, podczas ktorego kazdy chlopiec zatanczy w parze ze znang mu dziew-
czyng. Dowie$é, ze mozna zorganizowaé bal sktadajacy sie z k! takich wystepow,
przy czym uklad par nie powtorzy sie w roznych wystepach.

6. W ogrodzie zoologicznym zyje n zwierzat. Wycieczka dzieci chce zwie-
dzi¢ ogrod, przy czym kazde dziecko chce zobaczyé swoje ulubione zwierzeta.
Dla kazdego niepustego podzbioru A zbioru dzieci istnieje zwierze, ktére chece
zobaczy¢ nieparzysta liczba dzieci ze zbioru A. Wyznaczyé¢, w zaleznosci od n,
najwieksza mozliwg liczbe uczestnikow wycieczki.

7. Punkty D, E, F leza odpowiednio na bokach BC, C'A, AB trdjkata
ABC'. Przypusémy, ze okregi wpisane w trojkaty AEF, BF D, CDE sg stycz-
ne do okregu wpisanego w tréjkat DEF. Udowodnié, ze proste AD, BE, CF
przecinaja sie w jednym punkcie.

8. Czworokat ABC'D jest wpisany w okrag o srodku O. Punkt P lezy we-
wnatrz tego czworokata. Punkty O1, Os, O3, O4 sa odpowiednio $rodkami okre-
géw opisanych na tréjkatach ABP, BCP, CDP, DAP. Wykazaé¢, ze $rodki
odcinkéw 0103, O204 i OP leza na jednej proste;j.

12



9. Udowodnié¢, ze w dowolnym czworoécianie suma miar katéw dwusciennych
przy wszystkich krawedziach jest mniejsza niz 540°.

10. Wyznaczy¢ wszystkie takie funkcje ciagle f: [-1,1] — R, ze

J(22° —1) = 2 f(2)

dla wszystkich liczb z € [-1,1].

11. Wielomian W (z) o wspétezynnikach rzeczywistych przyjmuje dodatnie
wartosci dla nieujemnych argumentéw. Dowiesé, ze istnieja takie wielomiany
F(z) i G(x) o wspolezynnikach dodatnich, ze

dla kazdego x.

13



Drugi Mecz Matematyczny

1. Liczby rzeczywiste x1, x2, =3, ... spelniaja warunek
Tmtn < Ty + T, dlam,n=1,2,3,....
Udowodnié, ze dla kazdej liczby naturalnej n prawdziwa jest nieréwnosé

+ 2B, s
I g Bt R Rk L %
T T n

2. Danych jest n réznych liczb catkowitych aq, ao, ..., a,. Niech
bi = (ai — al)(ai - ag) NN (ai — ai_l)(ai — CL1'+1) [N (a,» — an)

dlai=1,2,...,n. Dowies¢, ze dla kazdej liczby caltkowitej k > 1 liczba

k E E
9, %2 n
by + by +...+ b,
jest caltkowita.
3. Ciag ag, a1, as, ... jest zadany wzorami: ag = 0, a; = 1 oraz
(py1 = 2ap + ap_1 dlan=1,2,3,....

Udowodnié, ze dla kazdej liczby naturalnej n najwyzsze potegi dwdjki dzielace

liczby n i a, sa jednakowe.

4. Wyznaczy¢é wszystkie takie pary liczb pierwszych (p,q), ze liczba

(5P — 2P)(59 — 29) jest podzielna przez pq.

5. Zbadaé, czy istnieje taki 2011-elementowy zbiér zlozony z liczb catkowi-
tych, ze $rednia arytmetyczna wszystkich elementéw dowolnego jego niepustego
podzbioru jest potega liczby catkowitej o wykladniku catkowitym wiekszym niz

2011.

6. Rozpatrujemy wszystkie $cisle malejace ciagi dodatnich liczb catkowitych
o sumie réwnej 2011. Wykazac¢, ze wsrod nich ciaggéw o dlugodci parzystej jest

tyle samo, co ciagéw o dlugosci nieparzyste;j.
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7. Wyznaczy¢ wszystkie takie trojki liczb naturalnych (k, m,n), ze trzy Scia-
ny prostopadtoscianu k£ x m X n o wspdélnym wierzchotku mozna oklei¢ nieza-
chodzacymi na siebie prostokatami 3 x 1. Prostokaty moga by¢ zaginane na
krawedziach prostopadloscianu.

8. Znalez¢ najmniejsza liczbe naturalna d, dla ktérej prawdziwe jest naste-
pujace twierdzenie:

Dany jest skonczony zbior punktéw na plaszczyznie, z ktorych zadne trzy
nie lezg na jednej prostej. Kazda pare punktow poltaczono odcinkiem czerwonym
albo zielonym. Wéweczas jeden z tych koloréw ma taka wlasnosé, ze dowolne dwa
punkty, ktére mozna potaczy¢ Sciezka tego koloru, mozna takze potaczy¢ Sciezka
tego koloru sktadajaca sie z co najwyzej d odcinkow.

9. Na tréjkacie nieréwnobocznym ABC opisano okrag o srodku O. Punkty
A’ B', C’ s odpowiednio $rodkami tych tukéw BC, C A, AB tego okregu, ktére
zawieraja wewnatrz wierzcholek danego trojkata. Rozwazmy punkty przeciecia
prostych: X = AB'NBA',)Y = BC'NCB’, Z = CA'NAC’. Dowieé¢, ze punkty
O, X, Y, Z leza na jednej proste;j.

10. W tréjkacie ostrokatnym ABC odcinki AD, BE, C'F s3 wysoko$ciami
i przecinaja si¢ w punkcie H. Okrag o §rodku O przechodzacy przez punkty
A'i H przecina boki AB i AC odpowiednio w punktach P i @ réznych od A.
Okrag opisany na trojkacie OPQ jest styczny do odcinka BC' w punkcie R.
Wykazaé, ze
CR ED
BR FD’

11. Rozstrzygnaé, czy istnieje ostrostup czworokatny o krawedziach bocz-
nych réznej dtugosci, ktéry mozna podzieli¢ na trzy przystajace czworoSciany.
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Czesko-Polsko-Stowackie Zawody Matematyczne

1. Niech a, b, ¢ beda dodatnimi liczbami rzeczywistymi spelniajacymi wa-
runek a? < be. Udowodnié, ze spetniona jest nieréwnosé

b® 4+ ac? > ab(a + c).

2. Na tablicy napisano n nieujemnych liczb catkowitych, ktorych najwiekszy
wspOlny dzielnik wynosi 1. W jednym kroku mozna zmazaé dwie liczby x, y
takie, ze x > y, oraz zastapi¢ je liczbami x — y, 2y. Rozstrzygnaé, dla jakich
poczatkowych ciggdw liczb catkowitych mozna doprowadzi¢ do sytuacji, w ktorej
n — 1 liczb na tablicy jest zerami.

3. Punkty A, B, C, D leza w tej kolejnosci na okregu, przy czym proste
AB i CD nie sa réwnolegle oraz dltugos¢ tuku AB zawierajacego punkty C, D
jest dwa razy wigksza niz diugo$é tuku C'D nie zawierajacego punktéow A, B.
Punkt F lezy po tej samej stronie prostej AB co C oraz D, przy czym AC = AE
oraz BD = BE. Wykaza¢, ze jesli prosta prostopadia do prostej AB przecho-
dzaca przez E potowi tuk C'D nie zawierajacy punktéw A, B, to LZAC'B = 108°.

4. Wielomian P(x) o wspdélezynnikach catkowitych ma nastepujaca wla-
snosé: dla dowolnych wielomianéw F(z), G(x), Q(x) o wspdlczynnikach catko-
witych, jesli

P(Q(x)) = F(z) - G(x),
to F(z) lub G(x) jest wielomianem stalym.

Wykazaé, ze P(x) jest wielomianem stalym.

5. W czworokacie wypuktym ABC D punkty M, N sa odpowiednio srodkami
bokéw AD oraz BC. Punkty K oraz L leza odpowiednio na bokach AB i CD,
przy czym LMKA = ZNLC. Wykazaé, ze jesli proste BD, KM oraz LN
przecinaja si¢ w jednym punkcie, to spelnione sa réwnosci

ZKMN = /ZBDC oraz LLNM = ZABD.

6. Niech a bedzie liczba catkowita. Wykazaé, ze istnieje nieskoniczenie wiele
liczb pierwszych p, dla ktérych

pln*+3 oraz plm® —a

dla pewnych liczb catkowitych n, m.
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Rozwigzania

Zawody indywidualne

1. Dany jest czworokat wypukly ABCD. Proste AB i C'D przecinaja sie
w punkcie E lezacym na polprostej AB™, a proste AD i BC' — w punkcie F’
lezacym na pélprostej AD ™. Przypusémy, ze istnieje okrag styczny do polpro-
stych BE™ i DF™ oraz do odcinkow EC i CF. Wykazaé, ze odcinek stycznej
poprowadzonej z punktu B do okregu wpisanego w tréjkat ABD ma taka sama
dhugoéé, jak odcinek stycznej poprowadzonej z punktu D do okregu wpisanego
w tréjkat BC'D.

Rozwiagzanie:
Niech P, Q, R, S oznaczaja odpowiednio punkty stycznosci pierwszego z da-
nych w zadaniu okregéw do prostych AB, EC, CF, AD. Wowczas

AP = AB+BP=AB+BR=AB+ BC+CR,
AS = AD+ DS =AD+DQ =AD+ DC + CQ,

a poniewaz AP = AS i CR = CQ, wigc stwierdzamy, ze
(%) AB+ BC = AD + DC.

Pozostaje spostrzec, ze odcinek stycznej poprowadzonej z punktu B do okregu
wpisanego w trojkat ABD ma dlugosé %(AB +BD — AD), za$ odcinek stycznej
poprowadzonej z punktu D do okregu wpisanego w tréjkat BC'D ma dlugosé
%(DC + DB — BC), i na mocy zwiazku (x) obie te dlugosci sa réwne.

2. Rozstrzygnaé, czy istnieje taka liczba catkowita n, ze liczba n? + 7 jest
podzielna przez 22011,

Rozwiazanie:

Odpowiedz: Tak. Wykazemy indukcyjnie, ze dla kazdego k > 3 istnieje taka
liczba catkowita n, ze 2F |n? + 7.

Dla k = 3 taka liczbg jest n = 1. PrzejdZzmy teraz do kroku indukcyjnego;
przypuéémy zatem, ze 2F | n?+7 dla pewnej liczby n. Jezeli réwniez 281 | n2 47,
to krok indukcyjny jest zakoniczony. W przeciwnym razie dla liczby m = n+2F~1
mamy m? 47 = n?+742Fn+22=2 Ponadto liczby n?+7 oraz 2*n sa podzielne
przez 2 ale nie przez 2+! (gdyz liczba n jest nieparzysta). Stad ich suma jest
podzielna przez 25+1. A skoro 2F+1|22¥=2 7 uwagi na nieréwnoséé k > 3, wiec
dochodzimy do wniosku, ze 251 | m? 4 7; to zaé konczy dowéd indukeyjny.
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3. Funkcje f, ¢ : (0,2) — (0,2) spelniaja dla kazdej liczby = € (0, 2) réwnosci

flg(@)) = g(f(2)) =2 oraz  f(z)+g(z) = 2.

Udowodnié, ze f(1) = g(1).

Rozwiazanie:

Przyjmijmy, ze f(1) > 1; wobec tego mamy f(1) = 1 + ¢ dla pewnej liczby

€ (0,1). Udowodnimy indukcyjnie, ze w tej sytuacji dla kazdego n > 0 spel-

nione sg zaleznosdci f(14+nc) = 1+ (n+1)coraz (n+1)c < 1 — a wiec uzyskamy
sprzecznos¢, gdyz ostatnia nieréwnos$é¢ nie moze zachodzi¢ dla wszystkich n.

Stwierdzenie powyzsze jest oczywiscie prawdziwe dla n = 0. Jesli natomiast
jest ono prawdziwe dla pewnego n, to

fA+(n+1)ec) =201+ (n+1)d—g(l+(n+1)) =
=24+ 2n+2)—g(f(1+nc) =
2+ @2n+2)d—-(1+nc)=1+(n+2)c

Zatem liczba 14 (n+2)c jest wartoscia funkeji f dla argumentu « = 1+ (n+1)c,
skad ponadto otrzymujemy nieréwnosé 1+ (n + 2)c < 2, czyli (n + 2)c < 1. To
konczy indukcje.

Analogicznie wykluczamy mozliwosé g(1) > 1. W takim razie f(1),¢g(1) < 1;
a skoro f(1) 4 g(1) = 2, wiec ostatecznie f(1) = g(1) = 1.

4. 7 klockéw 2 x 2 x 1 zbudowano szescian o krawedzi 20. Dowieé¢, ze istnieje
prosta rownolegta do jednej z krawedzi szescianu, przecinajaca wnetrze szescianu
i nie przecinajaca wnetrza zadnego z klockow.

Rozwiazanie:

Drzielac kazda Sciane szeScianu na 20 kwadratow jednostkowych otrzymujemy
na kazdej $cianie 192 = 361 punktéw bedacych wierzcholkami podzialu. Zatem
istnieje 3 - 361 = 1083 prostych réwnoleglych do pewnej krawedzi sze$cianu
i przechodzacych przez pare takich punktow.

Zauwazmy teraz, ze kazda taka prosta przecina wnetrza parzystej liczby
klockéw. Rzeczywiscie, niech £ bedzie odcinkiem takiej prostej zawartym w sze-
Scianie i niech k£ bedzie réwnolegly do niej krawedzig szeécianu. Wezmy pod
uwage prostopadloécian P, ktérego krawedzie sa réwnolegle do krawedzi sze-
Scianu, przy czym dwiema z tych krawedzi sa k i /. Wowczas cze$é¢ wspdlna
prostopadloécianu P z dowolnym klockiem, ktorego wnetrza nie przecina ¢, ma
objetos¢ 0, 2 albo 4, czyli objetos¢ parzysta. Z kolei czesé wspolna prostopadio-
Scianu z klockiem o wnetrzu przecigtym przez £ jest szescianem jednostkowym
(taki klocek musi leze¢ ,prostopadle” do £). Jednak objeto$é prostopadloscia-
nu P jest liczba podzielna przez 20, a wiec parzysta. W zwiazku z tym liczba
klockéw, ktérych wnetrza przecina ¢, musi by¢ parzysta.
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Wszystkich klockéw jest 2000. Wobec tego najwyzej 1000 sposréd 1083 roz-
wazanych prostych moze przecinaé wnetrze pewnego klocka, co konczy rozwia-
zanie.

5. Rzucamy 2011-krotnie monetg i zapisujemy wynik w postaci ciggu
(ay,a2,...,a20711), gdzie dla i = 1,2,...,2011 przyjmujemy a; = 1 albo a; = 2
w zaleznosci od tego, czy w i-tym rzucie wypadl orzel, czy reszka. Niech p
oznacza prawdopodobienstwo tego, ze a; + az + ... + a; = 2011 dla pewnej
liczby j € {1,2,...,2011}. Znalez¢ pieésetna cyfre po przecinku w rozwinieciu
dziesietnym liczby p.

Rozwiazanie:
Dla kazdego n > 1 rozwazmy n-krotny rzut moneta; wynik zapisujemy
w postaci analogicznego ciagu (a1,as, ..., a,). Niech p, oznacza prawdopodo-

biefistwo tego, ze a1 + a2 + ...+ a; = n dla pewnej liczby j € {1,2,...,n}.
W szczegdélnosci mamy wiec p = pao11-

Jesli n > 3, to ciagi (a1,a2,...,a,), w ktérych a1 + a2 + ... +a; = n dla
pewnego wskaznika j, mozna podzieli¢ na dwie grupy:

e ciagi, w ktérych a; + a2+ ... +ar = n — 1 oraz ax4+1 = 1 dla pewnego
wskaznika k < n — 1;

e ciagi, w ktorych a1 + a2 + ...+ ar = n — 2 oraz arp+1 = 2 dla pewnego
wskaznika £ < n — 2.

Prawdopodobiefistwo tego, ze a1 + as + ... + ay jest réwne n — 1 (odpowiednio
n—2) dla pewnego k, wynosi p,,—1 (odpowiednio p,,—2). Prawdopobienistwo tego,
ze dla takiego wskaznika k mamy ary1 = 1 (odpowiednio axq1 = 2), jest réwne
%. To prowadzi do nastepujacej zaleznosci rekurencyjne;j:

Pn = %pnfl + %]%—2 dlan > 3.
Bezpoérednio sprawdzamy, ze p; = % oraz py = %. Rozwiazujac rekurencje
liniowa otrzymujemy

2 1 1\
pn:*‘i‘g(_*) dlan>1.

3 2
Tak wiec
2 1
(%) P=3 = 3 5011
Poniewaz 3 - 22011 > 22008 — 16502 » 10502 wiec rozwiniecie dziesietne po

przecinku drugiego skladnika po prawej stronie réwnosci (*) rozpoczyna sie od
co najmniej 502 zer. Stad wniosek, ze rozwiniecie dziesietne liczby p rozpoczyna
sie od co najmniej 501 cyfr 6. OdpowiedZ: 6.
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6. Punkty P i Q leza wewnatrz rombu ABCD, przy czym
/PBQ = /ZPDQ = %AABC’

oraz tréojkaty APB i BQC maja rozltaczne wnetrza. Udowodnié, ze suma pél
tréjkatéw APB, PDQ i BQC jest réwna potowie pola rombu ABCD.

Rozwiazanie:

Odbijmy punkt A wzgledem prostej BP, uzyskujac punkt X. Wowczas
z réwnosci BX = BA = BC i ZPBQ = %AABC wynika, ze punkt X jest
symetryczny do punktu C' wzgledem prostej BQ. Zatem

(1) [APB|+[BQC] = [XPB| + [BQX| = [BPXQ] = [BPQ] £ [XPQ),

gdzie [F] oznacza pole figury F, a znak + zalezy od tego, po ktérej stronie
prostej PQ lezy punkt X. Analogicznie punkt Y symetryczny do punktu A
wzgledem prostej DP jest takze symetryczny do punktu C' wzgledem prostej
D@, skad otrzymujemy

(2) [APD] + [DQC] = [YPD] + [DQY| = [DPY Q] = [DPQ] £ [Y PQ].

Punkty X 1Y sgrézne — w przeciwnym wypadku mielibyémy ZAPB = /X PB
i ZAPD = /XPD, czyli ZAPB + ZAPD = 180° i punkt P lezalby na prze-
katnej BD; wtedy jednak /PBQ < %AABC’, w sprzeczno$ci z zalozeniami
zadania. Ponadto trojkaty X PQ i Y PQ sa przystajace, gdyz maja one wspdlny
bok PQ oraz XP = AP =Y PiXQ =CQ = YQ; co wigcej, sa one symetrycz-
ne wzgledem prostej PQ. Wobec tego [X PQ] = [Y PQ)] i znaki + w réwnosciach
(1) i (2) sa jednakowe, a w takim razie

[APB] + [BQC] + [DPQ] = [APD] + [DQC|] + [BPQ)].

Stad wynika teza zadania, gdyz 6 wypisanych wyzej tréjkatéw stanowi rozbicie
rombu ABCD.

7. Niech p bedzie liczba pierwsza. Wyznaczy¢ najmniejszg liczbe naturalna
n o nastepujacej wlasnosci: dla dowolnych n takich par liczb calkowitych, ze
w kazdej parze liczby daja rézne reszty z dzielenia przez p, mozna wybraé po
jednej liczbie z kazdej pary w taki sposob, by suma n wybranych liczb byla
podzielna przez p.

Rozwigzanie:

Odpowiedz: n = p—1. Przyktadem co najwyzej p—2 par, z ktérych nie mozna
wybraé po jednym elemencie i otrzymaé sumy podzielnej przez p, sa pary: (1,2),
(0,1), (0,1), ..., (0,1) — przy dowolnym wyborze otrzymujemy bowiem sume
co najmniej 11 co najwyzej p — 1.
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Udowodnimy teraz, ze dla p—1 par (a1, b1), (az,b2), ..., (ap—1,bp—1) zadany
wybor jest zawsze mozliwy. Dla ¢ = 1,2,...,p — 1 niech R; oznacza zbior reszt
z dzielenia przez p wszystkich liczb postaci %1 + %9 4+ ... 4+ *;, gdzie w miej-
sce kazdego z symboli * mozemy niezaleznie podstawi¢ a lub b. Jest jasne, ze
|R;+1] > |R;| dla kazdego i. Wykazemy, ze dlai = 1,2,...,p—2 jedli |R;| < p, to
|Ri+1| > |R;i|. Poniewaz |R1| = 2, wigc przez oczywista indukcje uzyskamy stad
|R;| >i+1dlai=1,2,...,p—11w szczegdlnosci |R,_1| = p, skad natychmiast
wyniknie nasza teza.

Przypu$émy zatem, ze |R;11| = |R;|. Zauwazmy, ze R;;1 jest zbiorem reszt
z dzielenia przez p liczb postaci x + y, gdzie x € R; oraz y € {a;y1,bit1}
Ponadto zar6wno sumy = + a;11, jak i sumy = + b;y; dla € R; daja |R;|
réznych reszt z dzielenia przez p. Wobec tego z réwnosci |R;41] = |R;| wynika,
ze zbidr reszt z dzielenia sum x+a;41 przez p jest rowny zbiorowi reszt z dzielenia
sum x + b; 11 przez p. Zatem zbior reszt z dzielenia sum y + b; 1 — a;41 przez p,
gdzie y € R;, jest rowny zbiorowi R;. Stad dla kazdej reszty x € R,; reszta
z dzielenia liczby = + b;+1 — a;+1 przez p rowniez nalezy do R;; rozpoczynajac
od jednej reszty i stosujac ten fakt wielokrotnie do kolejno otrzymywanych reszt
uzyskamy w koncu wszystkie mozliwe reszty, skoro liczba b;11 — a;41 nie jest
podzielna przez liczbe pierwsza p. W takim razie |R;| = p, co konczy dowdd.

8. Rozstrzygnaé, czy istnieje taki nieskoniczony zbiér punktéw na plaszezyz-
nie, ze zadne trzy punkty z tego zbioru nie leza na jednej prostej, a odleglosé
miedzy dowolnymi dwoma jego punktami jest liczba wymierna.

Rozwiazanie:
Odpowiedz: Taki zbiér istnieje. Niech « bedzie katem ostrym wyznaczonym
przez réwnosci cos a« = % isina = % Wykazemy, ze zadana wlasno$é ma zbior S

punktéw o wspdlrzednych P, = (cos 2na, sin 2na) dla wszystkich liczb catkowi-
tych n.

Punkty P, sa rézne dla réznych wartoéci n. Gdyby bowiem P,, = P, dla
pewnych m # n, to mielibySmy cos2ma = cos2n« oraz sin2ma = sin 2na,
zatem katy 2ma i 2na réznityby sie o catkowity wielokrotnosé 2m. Wobec tego
kat o bylby wymierna wielokrotnoécia 2, a ciag a; = 2~ 'a bylby okresowy
modulo 27 (poczawszy od pewnego miejsca), czyli ciag b; = cos2'~la bylby
okresowy. Jednak b; = % oraz b1 = 2b? — 1 dla kazdego i, skad przez prosta
indukcje wynika, ze dla ¢ > 2 liczbe b; mozna zapisa¢ jako ulamek o liczniku
dajacym reszte 1 z dzielenia przez 5 oraz mianowniku réwnym 52171, w zwiazku
z czym ciag {b; };>1 nie jest okresowy.

Zatem zbiér S jest nieskonczony. Lezy on ponadto na okregu jednostkowym,
wiec zadne jego trzy punkty nie sa wspolliniowe. Pozostaje sprawdzié, ze dla
dowolnych m i n odlegtos¢ miedzy punktami P,, i P, jest wymierna. Ale

d(Ppm, Py) = v/(cos 2ma — cos 2na)? + (sin 2ma — sin 2na)? =
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= /2 — 2(cos 2ma cos 2na + sin 2ma sin 2na) =
= /2 —2cos2(m — n)a = [2sin(m — n)al.

A poniewaz liczby cos a1 sin « sg wymierne, wiec ze wzoréw na sinus i cosinus
sumy wynika przez prosta indukcje, ze dla kazdego catkowitego k liczby cos ko
i sin ka sa wymierne. To koniczy rozwiazanie.

9. W szedciokacie wypuklym ABCDEF przeciwlegle boki sa réwnolegte.
Udowodnié, ze tréjkaty ACE i BDF maja réwne pola.

Rozwigzanie:

Whprowadzmy nastepujace oznaczenia punktow przeciecia gtéwnych przekat-
nych szesciokata: K = CFNAD, L = BENCF, M = ADN BE. Zauwazmy, ze
trojkat K LM (ktéry moze degenerowaé sie do punktu) jest zawarty wewnatrz
tréjkatéw ACE i BDF — punkty K, L, M leza bowiem po tej samej stronie
prostych AC', CE, FA, co trojkat ACE, gdyz sa punktami przeciecia odcinkéw,
z ktérych co najmniej jeden lezy po odpowiedniej stronie.

Dla dowolnego trapezu XY ZT (XY || ZT), ktorego przekatne przecinaja
sie w punkcie U, prawdziwa jest réwnos¢ pdl trojkatéw [XYT] = [XY Z], a wiec
i réwnosé pol [XUT| = [YUZ]. Stosujac to spostrzezenie do trapezéw ABDE,
BCEF i CDF A dostajemy

[AEM] = [BDM], [CEL]=|[BFL|, [ACK]=|[FDK]J;

dodajac trzy powyzsze rownosci stronami, a nastepnie dodajac do obu stron
wielko$é [K LM], otrzymujemy zalezno$é¢ [ACE] = [BDF).

10. Dla n = 1,2,3,... niech a, oznacza sume¢ cyfr w zapisie dziesietnym
liczby 2". Rozstrzygnaé, czy ciag ay, as, as, ... jest poczawszy od pewnego
miejsca niemalejacy.

Rozwiazanie:

Badajac reszty z dzielenia przez 9 kolejnych poteg 2™ dochodzimy do naste-
pujacego wyniku:

n (mod6) | 01 2 3 45
2" (mod9) | 1 2 4 8 7 5
Ponadto dowolna liczba naturalna daje taka sama reszte z dzielenia przez 9, jak
jej suma cyfr. Stad wniosek, ze powyzsza tabelka pozostanie prawdziwa, jesli
2" (mod 9) zamienimy na a,.

Przypus$émy teraz, ze dany w tresci zadania ciag jest poczawszy od pewnego
miejsca niemalejacy; zatem istnieje taka liczba naturalna k, ze a; < a;41 dla
wszystkich ¢ > 6k. Wobec tego dla dowolnej liczby j > k laczac nieréwnosci
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Qg < a6j+1 < A6j42 < a6j+3 < A6j+4 < a65+5 < a6j+6 Z pOWyZSZyHli warto-
Sciami reszt z dzielenia przez 9 wypisanych przed chwilg 7 liczb, stwierdzamy,
ze

agj+1 2> agj + 1, Agj+2 = Agj4+1 + 2, agj+3 = Ggj42 + 4,
agj+4 2 gj43 + 8, agj+5 = Agjta + 7, a6j+6 = G6j4+5 + D,

skad uzyskujemy ag(; 1) > ae; + 27 dla kazdej liczby j > k i w rezultacie
age = agk + 27(¢ — k) dla kazdego ¢ > k. Z drugiej strony, dla wszystkich liczb
naturalnych ¢ mamy 2% = 64¢ < 100¢, zatem ag, jest suma cyfr liczby majacej
co najwyzej 2¢ cyfr i w zwiazku z tym agp < 18¢. Poréwnujac obie nieréwnosci
dostajemy 18¢ > agr + 27(¢ — k); to jednak nie moze zachodzi¢ dla dowolnie
duzych liczb ¢, wigc otrzymujemy sprzecznosé. Odpowiedz: Nie.

11. Dany jest wielomian W (x) stopnia n o wspdlczynnikach rzeczywistych,
przy czym wspdlczynnik przy potedze z" wynosi 1. Wykazaé, ze istnieje co
najwyzej n réznych liczb catkowitych a, dla ktérych

n!
[W(a)| < on"
Rozwiazanie:
Przypu$émy, wbrew tezie, ze dla liczb catkowitych a; < as < ... < @p41
n!
spelione sa zaleznosci |W(a;)| < on dla i = 1,2,...,n + 1. Stosujac wzor
interpolacyjny Lagrange’a zapisujemy wielomian W (x) w postaci
n+1 T — a
W(x) = W (a; 1
(x) Z ( Z)Hai_aj
i=1 VE)

Odczytujac z powyzszego wzoru wspdlczynnik przy potedze x™ widzimy, ze

n+1

1
W (a; =1.
Z (a) H a; — a;
i=1 VED)
Zauwazmy teraz, ze dla i = 1,2,...,n + 1 zachodza nastepujace nieréwnosci:

a;—aj; >1—j,gdy j <i,oraz a; —a; > j —1, gdy j > i. Zatem

1—1 n+1 |
[Tlei—ajl=JJ(i—a))- I (aj—a) > G- (n—i+1)! = o
i =1 =it (")

skad otrzymujemy

n+1 1 n+1 1
L= [ wa [ < Sl — <
i=1 i J i=1 gt J
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< nt! n! 1 n _ 1 < /n _1
Laon pl\j—1) 2n < i)
=1 1=0

czyli sprzecznosé.

12. W grupie n oséb kazdy ma co najmniej d znajomych, przy czym 2d < n.
Wiadomo, ze nie da sie tak podzieli¢ danej grupy na dwie podgrupy, ze zadna
osoba z jednej podgrupy nie zna zadnej osoby z drugiej podgrupy. Dowiesé, ze
mozna wybra¢ 2d + 1 oséb i usadzi¢ je wzdluz jednej krawedzi prostokatnego
stolu w taki sposéb, ze kazdy bedzie znal swoich sgsiadow.

Rozwiazanie:

Niech k bedzie najwieksza taka liczba, ze istnieja osoby X1, Xa, ..., Xk, kto-
re mozna usadzi¢ w wypisanej kolejnosci wzdtuz jednej krawedzi stotu zgodnie
z wymaganiami zadania. Przypusémy, ze k < 2d; wowczas otrzymujac sprzecz-
no$é zakonczymy rozwiazanie.

Wszyscy znajomi osoby Xy, naleza do zbioru {X;, X, ..., Xx—1} — gdyby
istnial inny znajomy osoby Xj, to umieszczajac go obok X otrzymalibySmy
sprzeczno$¢ z maksymalnoscia k. Analogicznie wszyscy znajomi osoby X siedza
juz przy stole. Rozpatrzymy teraz dwa przypadki:

Przypadek 1: osoby X7 i X znaja sie. Wtedy mozemy osoby X1, Xo, ..., Xi
rozmiesci¢ przy okraglym stole w taki sposéb, ze kazdy zna swoich sasiadéw.
Skoro k < 2d, to tym bardziej k < n. Na mocy zalozen zadania istnieje osoba Y’
nie siedzaca przy stole i znajaca jedna z siedzacych tam oséb X;. Umiesé¢my
osobe Y pomiedzy X; i X;11 (gdzie Xp41 = X1), a nastepnie wstawmy $ciane
pomiedzy osoby Y i X; 1. Otrzymamy wowczas rozmieszczenie k41 oséb zgodne
z warunkami zadania, wbhrew maksymalnosci k.

Przypadek 2: osoby X; i X nie znaja sie. Wowczas X ma nastepujacych
znajomych: Xj_q oraz co najmniej d — 1 0s6b w (k — 3)-elementowym zbiorze
A = {X5,X3,...,X;_2}. Podobnie X; zna X5 oraz co najmniej d — 1 0s6b
w (k — 3)-elementowym zbiorze B = {X3, X4,..., Xi_1}. Sasiad z lewej strony
osoby nalezgcej do B nalezy do A. Zatem co najmniej d — 1 oséb z B sasiaduje
po swojej lewej stronie ze znajomym Xj. Ponadto co najmniej d — 1 oséb z B
zna sie z X;. A poniewaz |B| = k — 3 < 2d — 3, wiec pewna osoba z B spelnia

oba te warunki jednoczednie; tym samym istnieje takie ¢ € {3,4,...,k — 1}, ze
X;_1 zna si¢ z X} oraz X; zna sie z X7. W tej sytuacji osoby X7, Xa, ..., Xi
mozna rozmieéci¢ przy okraglym stole w kolejnosci X1, X;, Xi41, ..., Xk, Xi—1,

Xi_o, ..., Xo i uzyskaé sprzecznosé¢ tak jak w Przypadku 1.

13. Na ptlaszczyznie danych jest n punktéw bialych oraz n punktéw czar-
nych, przy czym zadne trzy z tych 2n punktéw nie lezg na jednej prostej. Udo-
wodni¢, ze mozna narysowaé n parami rozlacznych odcinkéw tak, by kazdy
z nich mial jeden koniec bialy i jeden czarny.
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Rozwiazanie:

Niech X1, X, ..., X,, beda bialymi, zas Y7, Y3, ..., Y,, — czarnymi punkta-
mi. Mamy wykazaé istnienie takiej permutacji (a1, as, . .., a,) ciagu (1,2,...,n),
ze odcinki X;Y,,, XoYa,, ..., X, Y,, sa parami rozlaczne.

Wybierzmy w tym celu te permutacje, dla ktérej wartoé¢ sumy dlugosci
X1Y,, + XoY,, +...+ X,Y,, jest najmniejsza. Udowodnimy, ze ta permutacja
spelnia warunki zadania. Przypusémy bowiem, wbrew tej tezie, ze pewne dwa
z rozpatrywanych odcinkéw maja punkt wspélny P; dla ustalenia oznaczen niech
beda to odcinki X1Y,, oraz XsY,,. Punkt P lezy oczywiscie w ich wnetrzu;
zatem z nieréwnosci trojkata dostajemy

X1Ye, + XoY,, < XuiP+PY,, + XoP+ PY,, =
= X3P+ PY,, + XoP + PY,, = X1Y,, + XoY,,.
Wobec tego zamiana odcinkéw XY, i XoY,, na odcinki XY, i XoY,, zmniej-

sza warto$¢ zdefiniowanej na poczatku akapitu sumy. Otrzymana sprzecznosé
koniczy rozwiazanie.

14. Liczby dodatnie a, b, ¢, d spelniaja warunek ab 4 bc + c¢d + da = 1.
Dowiesé, ze

—_

a® b3 & d?
> —.
b+c+d+c+d+a+d+a+b+a—|—b+c 3

Rozwigzanie:
Whprowadzmy nastepujace oznaczenia:
a? b3 c3 d?
brctd ctdta * dratb atrbie
L=ab+ct+d) +blctd+a)+ecld+at+b) +da+b+ec),
M = a*+ b+ +d%

K =

Wéwezas na mocy nieréwnoéci Schwarza mamy KL > M?. Zatem do uzyskania
nieréwnoéci K > % wystarczy sprawdzié, ze M? > %L.

Z nieréwnosci (a — b)? + (b — ¢)? + (¢ — d)? + (d — a)? > 0 oraz danego
w treéci zadania warunku dostajemy M > 1. Wobec tego M? > M i nieréwnosé
M? > %L bedzie udowodniona, jesli sprawdzimy, ze 3M > L. Ale

BM—~L=(a—b*+0—c)?+(c—d)?+(d—a)?+(a—c)*+ (b—d)* >0,

co konczy rozwiazanie.
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15. Dany jest nieskonczony rosnacy ciag arytmetyczny liczb calkowitych
zawierajacy kwadrat liczby calkowitej oraz szescian liczby catkowitej. Wykazad,
ze w ciggu tym wystepuje szosta potega liczby catkowite;j.

Rozwiazanie:

Rozumowanie poprowadzimy przez indukcje ze wzgledu na réznice d rozwa-
zanego ciggu arytmetycznego. Dla d = 1 teza zadania jest oczywista.

Niech a bedzie pierwszym wyrazem ciggu. Ponadto niech b = NWD(a,d)
oraz ¢ = %. Rozwazymy dwa przypadki:

Przypadek 1: NWD(b, ¢) > 1. Wezmy pod uwage wspdlny dzielnik pierwszy p
liczb b i c. Niech p® i p® beda najwyzszymi potegami p dzielacymi odpowiednio
liczby a i d. Z zaleznoéci p | ¢ wynika, ze § > « > 0. Zatem w rozpatrywanym cia-
gu arytmetycznym najwyzsza potega p dzielaca dowolny wyraz jest p®. W takim
razie, skoro w ciagu wystepuja kwadrat oraz szescian, mamy 6 | . W tej sytuacji
mozemy zastosowaé zalozenie indukcyjne do ciaggu arytmetycznego o poczatko-
wym wyrazie 1% i réznicy p% — ciag ten rowniez zawiera kwadrat oraz szescian,
a wiec i sz6sta potege, ktéra po pomnozeniu przez p® pozostanie szésta potega.

Przypadek 2: NWD(b, ¢) = 1. Poniewaz takze NWD(§, ¢) = 1 na mocy okre-
slenia liczby b, wiec widzimy, ze NWD(a,c) = 1. Ale liczba ¢ jest dzielnikiem
liczby d; stad za§ NWD(a +id, ¢) = 1 dla kazdej liczby caltkowitej 7. Inaczej mo-
wiac, wszystkie wyrazy rozwazanego ciggu arytmetycznego sa wzglednie pierw-
sze z liczba c. Przypuéémy, ze w danym ciagu wystepuja wyrazy z2 i y3, gdzie
x 1y sa liczbami catkowitymi (jak juz wiemy, wzglednie pierwszymi z liczba c).
Wtedy 22 = y® = a (mod d). Ponadto istnieje liczba calkowita k, dla ktérej
ky = z (mod c). Wéwcezas k%a? = k89® = 25 = a3 (mod ¢), skad dostajemy
kS = a (mod c¢). Wobec tego (k + £¢)® = a (mod ¢) dla dowolnej liczby catko-
witej £. Wybierzmy liczbe ¢ w taki sposéb, ze b| k + fc — jest to mozliwe, skoro
NWD(b,c) = 1. W rezultacie (k + £c)® = 0 = a (mod b), skad uwzgledniajac
rozklad d = be uzyskujemy (k + £c)® = a (mod d). Dodajac w razie potrzeby
wielokrotno$¢ d do liczby k4 fc zapewnimy, ze jej szosta potega bedzie wyrazem
ciggu arytmetycznego. A to wlasnie nalezalo udowodnié.

16. Trapez ABC D o podstawach AB i C'D jest wpisany w okrag o1. Okrag oo
jest styczny do odcinkéw BC i C'A oraz jest styczny wewnetrznie do okre-
gu o7 w punkcie F'. Okrag wpisany w tréjkat ABC jest styczny do odcinka AB
w punkcie E. Dowiesé, ze punkty D, E, F leza na jednej prostej.

Rozwigzanie:

Niech okrag o3 dopisany do boku AB tréjkata ABC bedzie don styczny
w punkcie G. Wéwcezas AG = BE. A poniewaz trapez ABCD jest symetrycz-
ny wzgledem symetralnej odcinka AB, wiec /BDE = ZACG. Zatem zadanie
bedzie rozwiazane, jezeli wykazemy rownos¢ /BDF = ZACG.

Rozpatrzmy odwzorowanie ¢ bedace ztozeniem inwersji o srodku C' i pro-
mieniu VCA - CB z symetriag wzgledem dwusiecznej kata ACB. Przeksztal-

26



cenie ¢, podobnie jak inwersja, jest inwolucja, tzn. zlozenie ¢ o ¢ jest iden-
tycznoscia. Latwo sprawdzamy, ze ¢ zamienia punkty A i B, a wiec wymienia
prosta AB z okregiem o;. Ponadto obrazem okregu o, stycznego do polpro-
stych CA™ i CB™ oraz do okregu o; w punkcie F' jest okrag osz styczny do
tych samych potprostych oraz do prostej AB w punkcie G. Stad za$ wynika
zwigzek ZACG = /BCF, ktéry wraz z rownoscia /BCF = /BDF kohczy
rozwiazanie.

17. Znalezé wszystkie takie funkcje f : R — R, ze dla dowolnych liczb
rzeczywistych x, y spelniona jest réwnosé

FUf @) + f(y) = af(2) +y.

Rozwiazanie:

Oznaczmy f(0) = c¢. Podstawiajac w danym réwnaniu z = y = 0 dostajemy
f(c®+¢) = 0; ktadac z kolei x = y = ¢? + ¢ uzyskujemy f(0) = 0+ c? + ¢, skad
0=0+c2 czylic=0.

Przyjmujac x = 0 otrzymujemy teraz f(f(y)) = y dla kazdego y. To ozna-
cza, ze funkcja f jest wzajemnie jednoznaczna. Biorac y = 0 stwierdzamy, ze
f(f(x)?) = zf(x) dla dowolnego z; nastepnie za$ podstawiajac z = f(t) iy =0
dostajemy f(f(f(t))? +0) = f(t)f(f(t)) +0, czyli f(t*) =tf(t) = f(f()?) dla
wszystkich liczb ¢. A skoro funkcja f jest réznowartosciowa, otrzymujemy stad
t?2 = f(t)? dla dowolnego t. Wobec tego f(z) € {z, —z} dla kazdej liczby .

Gdyby istnialy rézne od zera liczby a i b, dla ktérych f(a) = a i f(b) = —b,
to podstawiajac w wyjsSciowym réwnaniu x = a i y = b dostaliby$my zaleznosé
f(a®?—=b) = a®+b, ale liczba po prawej stronie nie jest réwna a? —b ani —(a? —b).
W takim razie albo f(z) = z dla wszystkich liczb = # 0, albo f(x) = —x dla
wszystkich liczb  # 0. Na koniec sprawdzamy, ze obie otrzymane funkcje sa
rozwiazaniami. OdpowiedZ: f(z) = x oraz f(x) = —u.

18. W tréjkacie nieréwnoramiennym ABC dwusieczna kata C przecina
bok AB w punkcie D. Prosta £ jest styczna do okregéw opisanych na trdj-
katach ACD i BCD odpowiednio w punktach P i Q). Dowiesé, ze prosta £ jest
styczna do okregu przechodzacego przez $rodki odcinkéw AD, BD i PQ.

Rozwigzanie:

Niech O1, O3 beda odpowiednio érodkami, zas 1, ro — promieniami okregdéw
01, 09 opisanych odpowiednio na tréjkatach ADC, BDC oraz niech K, L, M
beda odpowiednio srodkami odcinkéw AD, BD, PQ. Niech wreszcie S oznacza
punkt przeciecia prostych O104 i £ (proste te nie sa réwnolegle; w przeciwnym
razie mieliby$my r; = ro 1 ZCAD = ZCBD, wbrew warunkom zadania).

Trojkaty réwnoramienne AO1D i BOsD sg podobne, gdyz zachodza réw-
nosci ZAO1D = ZACB = ZBOyD. Stad dostajemy £SO1A = £505D, czyli
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jednokladno$é o $rodku S i promieniu :—f (ktéra przeksztalca o; na o9 oraz
punkt P na ) przeprowadza punkt A na D oraz punkt D na B. W szczegdl-
noéci punkt S lezy na prostej AB. Ponadto

SQ_SD_SB _1

SP  SA SD '
skoro za$ punkty M, K, L sa odpowiednio $rodkami odcinkéw PQ, AD, DB,
wiec

SM _SK _ SL _ 3(ri+r7)

SP ~ SA  SD "

Zatem jednokladnos¢ o $rodku S i promieniu % przeprowadza okrag o1

styczny do prostej £ w punkcie P na okrag przechodzacy przez punkty K, L, M
i styczny do prostej £ w punkcie M. A stad wynika teza zadania.

19. W turnieju ping-ponga kazdy gracz rozegrat doktadnie jeden mecz z kaz-
dym z pozostaltych graczy. Udowodnié, ze albo mozna umiesci¢ wszystkich gra-
czy przy okraglym stole tak, by kazdy wygral ze swoim sgsiadem z prawej
strony, albo mozna rozbi¢ wszystkich graczy na takie dwie grupy, ze dowolny
gracz z pierwszej grupy wygral z dowolnym graczem z drugiej grupy.

Rozwigzanie:

Jezeli mozliwe jest umieszczenie graczy przy okraglym stole w sposob opisa-
ny w zadaniu, to nietrudno sie przekonaé, ze dla dowolnego rozbicia graczy na
dwie grupy A i B nie moze sie zdarzy¢, ze kazdy gracz z A wygral z dowolnym
graczem z B (istnieje bowiem czlonek grupy B, ktérego sasiad z prawej stro-
ny nalezy do A — rozpatrujgc mianowicie cigg kolejnych graczy wokét stotu,
poczawszy od pewnego czlonka B, zauwazamy, ze w pewnym momencie musi
nastapi¢ ,przeskok” do A). Nalezy teraz wykazaé¢ implikacje przeciwna: jesli
takie rozbicie nie istnieje, to mozna graczy rozmiesci¢ przy okraglym stole.

W tym celu udowodnimy najpierw, ze mozna niektorych sposréd graczy roz-
miedcié przy okraglym stole. Zauwazmy bowiem, ze w my$l nieistnienia rozbicia
kazdy gracz wygral przynajmniej jeden mecz. Rozpocznijmy teraz od dowolnego
gracza, nastepnie znajdzmy gracza, ktory z nim przegral, poézniej gracza, ktory
przegral z tym drugim itd.; w pewnym momencie dojdziemy do gracza, kto-
ry wystapil w tym lancuszku juz wczeéniej — a wtedy mozna fragment owego
tancuszka rozpoczynajacy sie od tego gracza rozmiesci¢ przy stole.

Wezmy teraz pod uwage takie rozmieszczenie graczy przy okraglym stole,
w ktérym liczba siedzacych przy stole jest mozliwie najwieksza. Wystarczy za-
tem dowiedé, ze przy stole siedza wszyscy gracze. Przypusémy w takim razie, iz
tak nie jest.

Jezeli ktérys z graczy X poza stolem przegral z pewnym siedzacym oraz
wygral z pewnym siedzacym, to mozna — tak jak w pierwszym akapicie roz-
wiazania — znalezé takiego gracza siedzacego A oraz jego sasiada z prawej
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strony B, ze X przegral z A oraz wygral z B. Wtedy gracza X mozemy usadzié¢
pomiedzy A i B, co prowadzi do sprzecznosci z maksymalno$cig dotychczaso-
wego rozmieszczenia.

Zatem zbiér wszystkich graczy rozpada sie na trzy zbiory: zbior S siedza-
cych przy stole, zbiér S7 tych, ktorzy przegrali ze wszystkimi siedzacymi, oraz
zbiér Ss tych, ktérzy wygrali ze wszystkimi siedzacymi. Na mocy nieistnienia
rozbicia zbiory Sy 1 S sa niepuste. Gdyby kazdy gracz z Sy przegral z kazdym
graczem z So, to otrzymaliby$my niedopuszczalne rozbicie: na zbiory Ss oraz
SUS;. Wobec tego istnieja gracze X € Sy oraz Y € Sy, przy czym X wygratz Y.
Ponadto dowolny gracz przy stole wygral z X oraz przegral z Y. W tej sytuacji
umieszczajac graczy X 1Y pomiedzy pare dowolnie wybranych graczy juz sie-
dzacych uzyskujemy rozmieszczenie wigkszej liczby graczy przy okraglym stole,
wbrew zalozonej wczesniej maksymalnosci. Teza zostala tym samym wykazana.

20. Niech p > 5 bedzie liczbg pierwsza. Wykazaé, ze liczba

()
-p
p
jest podzielna przez p°.
Rozwiazanie:
Obliczamy, ze
N @) -2)...0* (1)
p) 7 p-(p—1) P
b P -DEP*=2)...0* = (p-1) —(p—1)!
(p—1! '
W takim razie wystarczy udowodnic, ze licznik ostatniego utamka jest podzielny
przez p*. Wymnazajac nawiasy w iloczynie (p?>—1)(p?—2) ... (p?>—(p—1)) otrzy-
p—1
—1)!
mujemy sume liczby podzielnej przez p* oraz liczby —p? Z M
i=1 L
=)
Wobec tego wystarczy wykazaé podzielnoéé p? ‘ Z -
i
i=1

&
>pl <i(p— i)’

+(p—1.

Zauwazmy dalej, ze

O Y s

=1

p—1
—1)!
wiec wystarczy udowodnié, ze p ‘ Z (p ) .Dlat=1,2,...,p—1 niech r; be-
i=1

— i(p — 1)
dzie liczba ze zbioru {1,2, ..., p—1} speliajaca warunek ir; = 1 (mod p). Wow-
czas rp_; = p—Ty, aciag (11,72, ..., rp—1) jest permutacja ciagu (1,2,...,p—1).
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— 1!
Zatem (1(?)) =(p—Drip—r)=—(p—1! (=r?) (mod p) i w efekcie
i(p—1
p—1 p—1 p—1
p—1)! .
S(_;_ =D (=r])=—(@-1)) *=
i=1 p i=1 =1
—Dp(2p—1
= oy PP g oa )
co koniczy rozwiazanie.
21. Dana jest liczba catkowita a. Ciag liczb dodatnich a1, as, as, ... spelnia
réwnosé )
an+2:M dlan=1,2,3,....

mn
al+a3+a

a1az

Udowodnié, ze jezeli liczby aq, as oraz sg calkowite, to wszystkie
wyrazy danego ciagu sa calkowite.

Rozwigzanie:
Dla kazdego n > 1 mamy

2 2 2
Opy1 T Qppo+a = ay o+ Anlpya = ant2(an + apyo) =

_ 0’1%,-‘,-1 +a _ a% + G;?L_,’_l +a
= Qnp+2 ap + —— =0np42 - ———
Ay, Gnp
czyli
2 4 2 4 2 4 2 4
a’n-l—l an+2 a _ (£ a7z+1 a
Ap+10n+2 ApAp41
a% + a% +a

Zatem liczba calkowita b = ma nastepujaca wlasnosé:

a1a2
2 2
a, +a +a
ot Ly dlan=1,2,3,....
ananJrl

Wobec tego

afb_‘_l—ka a%+ai+1+a B
- T _ b _
Ap+2 a Ap+1 ° aa Ap = 0p+1 anp,
n nWn+1

dla dowolnego n > 1, skad wobec caltkowitosci liczb aq, as przez prosta indukcje
dostajemy teze.
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22. Rozstrzygnaé, czy istnieje taki Scisle rosnacy cigg arytmetyczny o wyra-
zach naturalnych i réznicy niepodzielnej przez 10, ze suma cyfr zapisu dziesiet-
nego dowolnego wyrazu jest wieksza niz 20112011,

Rozwiazanie:

Odpowiedz: Tak. Wykazemy, ze ciag o pierwszym wyrazie i réznicy rownej
10k — 1, gdzie k > % - 20112011 spelnia warunki zadania. Nalezy zatem udo-
wodnié, ze zapis dziesietny dowolnej dodatniej wielokrotnosci liczby 10* — 1 ma
sume cyfr nie mniejsza niz 9k.

Przypus$émy, ze istnieja wielokrotnosci o mniejszej sumie cyfr; niech m be-
dzie najmniejsza z nich. Oczywiscie liczba m ma wiecej niz k cyfr. Rozpatrzmy
zapis dziesietny tej liczby: m = @yas - .- GrGr+10k1 20513 - - -- Wezmy pod uwage
réznice arag - - - arart1 — (10F —1); niech byby . .. byby 11 bedzie zapisem dziesiet-
nym tej réznicy (zauwazmy, ze by = a; — 1; moze sie wigc zdarzyé, ze w tym
(k + 1)-cyfrowym zapisie wystapia zera na poczatku). W tej sytuacji liczba
m’ = biby...bpbgy1GK12ak13 ... jest mniejszg dodatnia wielokrotnoscia liczby
10* — 1. Ponadto m’ ma sume cyfr nie wieksza niz m, gdyz b = byby ... bpbyi1
ma sume cyfr nie wigksza niz a = ayas ... agar+1 — jako ze b jest o 1 wigksza
od liczby o kolejnych cyfrach a1 — 1, aq, as, ..., ak, ax+1, a powiekszenie liczby
o 1 moze zwickszy¢ sume cyfr najwyzej o 1. Uzyskana sprzecznosé¢ z minimal-
noécia m konczy rozwiazanie.

23. Wyznaczy¢ liczbe sposobéw takiego rozmieszczenia 2500 kroli na sza-
chownicy 100 x 100, ze zaden krdl nie znajduje si¢ w polu razenia zadnego
innego, a kazdy wiersz i kazda kolumna zawiera dokladnie 25 kroli.

Rozwigzanie:

Podzielmy szachownice na 2500 kwadratéw 2 x 2. W kazdym z tych kwadra-
téw musi sie znalezé doktadnie jeden krél. Prostokaty 25 x 2 i 2 x 25 zlozone
z 25 takich kwadratéw nazwiemy blokami.

Rozwazmy blok poziomy. Jezeli w pewnym kwadracie krél znajduje sie po
prawej stronie, to takze we wszystkich kwadratach lezacych na prawo krol musi
sta¢ po prawej stronie. W szczego6lnodci jesli dzieje sie tak w lewym brzegowym
kwadracie, to jest tak we wszystkich kwadratach bloku (bedziemy taki blok
nazywaé prawostronnym). Poniewaz w drugiej kolumnie szachownicy ma znaj-
dowac sie 25 kroéli, to kazdy z 25 poziomych blokéw zawierajacych takiego krola
jest prawostronny. Analogicznie rozpatrujgc przedostatnig kolumne stwierdza-
my, ze kazdy z pozostalych 25 poziomych blokéw jest lewostronny.

Zatem kazdy blok poziomy jest opisany przez litere P (prawostronny) albo L
(lewostronny). Podobnie kazdy blok pionowy jest opisany przez litere G albo D
(gbra albo dél). Kazdy kwadrat 2 x 2 znajduje sie na przecieciu dwéch blokéw,
a litery przypisane tym blokom jednoznacznie okreslaja pozycje kréla. Pozostaje
wiec zbadaé, ktére ze sposobdéw przypisania 25 liter L i P blokom poziomym
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oraz 25 liter G i D blokom pionowym prowadza do rozmieszczen kréli zgodnych
z warunkami zadania.

Przypusémy, ze z dwoch sasiednich blokéw poziomych gérny ma litere L,
a dolny litere P, za$ z dwoch sasiednich blokéw pionowych lewy ma litere G,
a prawy litere D. Wtedy dwa kréle stoja na polach majacych wspdlny wierz-
chotek — punkt przeciecia prostych poziomej i pionowej, rozgraniczajacych da-
ne pary blokéw. Analogiczng niedopuszczalng sytuacje otrzymujemy, gdy gérny
i dolny blok maja odpowiednio litery P i L, za$ lewy i prawy blok maja odpo-
wiednio litery D i G.

Zauwazmy teraz, ze jeSli ciag liter odpowiadajacych kolejnym (liczac od
goéry) blokom poziomym jest rézny od ciagéw Xy = (P, P,...,P,L,L,...,L)
iXe=(L,L,...,L,PP,...,P), to wystapia obie z nastepujacych konfiguracji
dwoéch sasiednich blokéw: gérny blok P i dolny L oraz gérny blok L i dol-
ny P. A wtedy kazda para sasiednich blokéw pionowych z réznymi literami
w polaczeniu z jedna z powyzszych par poziomych blokéw utworzy niedopusz-
czalng sytuacje. Podobng sprzeczno$é¢ dostajemy, gdy ciag liter odpowiadaja-
cych kolejnym (liczac od lewej strony) blokom pionowym jest rézny od ciagdéw
Y1 =(G,G,...,.G,D,D,....D)iY,=(D,D,...,D,G,G,...,G).

Ponadto pary ciagéw X1, Y5 oraz Xo, Y7 takze prowadza do niedopuszczalnej
sytuacji. Pozostaje stwierdzi¢, ze pary Xi,Y7 i Xo, Y5 opisuja rozmieszczenia
kroli spelniajace wymagane warunki. Odpowiedz: 2.

24. Dany jest tréjkat ABC, w ktérym AB # AC. Okrag o przechodzi
przez punkty B i C oraz przecina odcinki AB i AC. Okrag o’ jest styczny do
odcinkéw AB i AC odpowiednio w punktach D i F, za$ do okregu o wewnetrznie
w punkcie F'. Punkt M jest érodkiem tuku BC okregu o zawierajacego punkt F'.
Dowieéé¢, ze proste BC, DE i F M przecinaja si¢ w jednym punkcie.

Rozwigzanie:

Niech prosta DE przecina prosta BC w punkcie G. Wtedy z twierdzenia

Menelausa dostajemy
AD BG CE

DB GC EA
co po uwzglednieniu zaleznosci AD = AFE daje
BG  BD
GC ~ CE’
Rozwazmy jednokladno$¢ o srodku F' i skali A\, ktéra przeprowadza okrag o
na o’. Oznaczajac przez K i L punkty, w ktérych odpowiednio proste BF' i CF

przecinaja po raz drugi okrag o', otrzymujemy réwnosci BK = (1 — \)BF oraz
CL=(1-\)CF, skad

BD VBK-BF /(1-MABF?> BF
CE  VCL-CF /(1-NCF? CF’

32



BG  BF

GC.~ CF’
G, F, M leza na jednej prostej. Ale zwiazek ten oznacza, ze pdlprosta FG™

jest dwusieczna kata zewnetrznego w tréjkacie F'BC przy wierzchotku F'; jedli
zatem N jest srodkiem tuku BC' okregu o nie zawierajacego punktu M, to
ZGFN = 90° oraz ZMFN = 90° (gdyz odcinek M N jest érednica okregu o),

co konczy rozwiazanie.

Pozostaje wywnioskowaé z uzyskanego wlasnie zwiazku —— ze punkty

25. Wyznaczy¢ wszystkie trojki nieujemnych liczb calkowitych (z,y, z) spel-
niajacych réwnanie
2% 4 3Y = 5%,

Rozwiazanie:

Zauwazmy, ze z > 0, gdyz 2% + 3Y > 2. Ponadto x > 0, gdyz dla z = 0 lewa
strona rownania bylaby parzysta. Rozpatrzymy dwa przypadki:

Przypadek 1: z = 1. Dostajemy wtedy réwnanie 2 + 3Y = 5*. Badajac
mozliwosé y < 1 znajdujemy rozwiazanie (x,y, z) = (1, 1,1), zalézmy zatem, ze
y > 2. Wobec tego 5% = 2+ 3Y =2 (mod 9) i obliczajac reszty z dzielenia poteg
piatki przez 9 wyznaczamy z = 5 (mod 6). Stad 5* = 3 (mod 7) i w takim razie
3¥ =5*—-2=1 (mod 7). To prowadzi do zaleznosci 6 |y. Jednak parzystosé¢ y
daje 2+ 3Y =2+ 1 = 3 (mod 4); tak wigc wobec zaleznosci 5* = 1 (mod 4)
innych rozwiazan w tym przypadku nie ma.

Przypadek 2: © > 2. Wéwczas 1 = 5% = 27 4+ 3Y = 3¥ = (—1)Y (mod 4)
i w rezultacie 2|y. Ponadto 2* = 5% — 3¥ = —3Y (mod 5), skad uwzgledniajac
parzystosé¢ y dostajemy tez 2 | z.

Jezeli y = 0, to 2* = 5% — 1; dla x = 2 uzyskujemy drugie rozwiazanie
(z,y,2) = (2,0,1), za$ dla = > 3 ze wzgledu na parzystosé¢ liczby y mamy
57 —1=2%=0 (mod 8), skad 2| 2. Wobec tego (5*/2)% — (2/2)2 = 57 — 2% = 1.
Jednak kwadraty dodatnich liczb catkowitych nie moga sie¢ réznié¢ o 1.

Pozostaje wiec rozwazy¢ mozliwosé y > 0, czyli — z uwagi na wykaza-
ng wezedniej podzielnoéé 2 |y — mozliwosé y > 2. W tej sytuacji dostajemy
2% = 2% 4+ 3¥ = 5% (mod 9) i parzysto$¢ liczby x pociaga za soba parzy-
stosé liczby z, gdyz 5 nie jest kwadratem (mod 9). Otrzymujemy stad rozklad
3Y = 5% — 27 = (52/2 — 22/2)(5%/2 4 27/2), Suma czynnikéw po prawej stronie
wynosi 2 - 5%/2 i nie jest podzielna przez 3. Zatem mniejszy z tych czynnikéw
musi byé réwny 1, co daje 52/ — 2%/2 = 1, lub réwnowaznie 2%/2 + 39 = 52/2,
Jest to réwnanie takie samo jak dane w treéci zadania, przy dodatkowym zalo-
zeniu, ze niewiadoma y jest rowna zeru. W Przypadku 1 nie uzyskaliSmy takich
rozwigzan, a w rozwazonej juz czesci Przypadku 2 uzyskaliémy jedno. Mamy
wigc § = 2 oraz 5 = 1, skad trzecie rozwiazanie: (z,y, z) = (4,2,2). OdpowiedZ:
(z,y,2) = (1,1,1), (2,0,1), (4,2,2).
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26. Dla skonczonego ciagu zer i jedynek rozwazamy nastepujaca operacje:
w dowolnym miejscu wpisujemy lub z dowolnego miejsca wykreslamy ciag posta-
ci www, gdzie w jest dowolnym ciagiem zlozonym z zer i jedynek. Rozstrzygnag,
czy rozpoczynajac od ciggu 01 mozna w wyniku wielokrotnego wykonywania ta-
kich operacji otrzymaé ciag 10.

Rozwigzanie:

Przypiszmy ciggowi x125 . ..z, zlozonemu z zer i jedynek reszte z dzielenia

n

liczby Z 1x; przez 3.
i=1
Jezeli do ciagu zjzs . . . x, wstawiamy w pewnym miejscu ciag postaci www,
gdzie w = wiws...wy jest ciagiem zer i jedynek, to otrzymujemy ciag po-
staci 172 ... ;W Wa .. WEWI W .. . WpWIW2 - . . WpTj41Tj42 - - - Tn, dla pewnego
wskaznika j € {0,1,2,...,n}. Temu ciagowi przyporzadkowana jest liczba

J k n
Simi + Y ((GH)+GHE+D)+ G2k D))wi+ > Bk+i)a; =
=1 1=1 i=7+1
n k n
=Y iwi+3Y (+k+iwi+3k Y @,
=1 1=1 i=j7+1

ktora daje taka reszte z dzielenia przez 3, jak liczba przyporzadkowana ciagowi
12 ...Tp.

Zatem wszystkim ciggom uzyskiwanym w wyniku wykonywania operacji
przypisany jest ten sam element zbioru {0, 1,2}. Za$ ciagom 01 i 10 przypo-
rzadkowane sa odpowiednio liczby 2 i 1. Odpowiedz: Nie mozna.

27. Dane sa trdjkaty ostrokatne ABC i XY Z. Rozpatrujemy takie trojkaty
PQR podobne do trojkata XY Z (przy czym punktom P, @), R odpowiadaja
kolejno punkty X, Y, Z), ze punkty A, B, C leza odpowiednio na bokach QR,
RP, PQ. Dowieé¢, ze srodki okregéow wpisanych we wszystkie takie trojkaty
PQR leza na jednym okregu.

Rozwiazanie:

Zauwazmy, ze na mocy réownosci LARB = /Y ZX, /BPC = /ZXY,
ZCQA = £LXY Z okregi o1, 02 1 03 opisane odpowiednio na trojkatach ARB,
BPC i CQA nie zaleza od wyboru tréjkata PQR.

Niech okregi 01 i 02 przecinaja sie w punkcie D, lezacym wewnatrz trojkata
ABC'. Punkt D nie zalezy od wyboru tréjkata PQR; od tego wyboru nie zaleza
rowniez miary katéw ZDRP = /DAB i ZDPR = /DCB. 7Z drugiej strony,
miary katéw DRP i DPR okreslaja jednoznacznie potozenie punktu D w tréj-
kacie PQR. Innymi stowy, w tréjkacie XY Z istnieje taki punkt 7T niezalezny
od wyboru trojkata PQR, ze podobienstwo przeksztalcajace punkty X, Y, Z
odpowiednio na punkty P, @, R odwzorowuje punkt T na D.
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Niech J bedzie srodkiem okregu wpisanego w trojkat XY Z. Wtedy zlozenie
obrotu wokél punktu 7' o kat « = ZXTJ z jednoktadnoécia o srodku 7' i ska-
li A= % przeksztalca punkt X na J. W takim razie ztozenie ¢ obrotu wokoét
punktu D o kat « z jednokladnoscig o érodku D i skali A odwzorowuje punkt P
na srodek I okregu wpisanego w trojkat PQR. Stad wniosek, ze zbiér mozliwych
punktow I zawiera si¢ w obrazie zbioru mozliwych punktow P przez przeksztal-
cenie . A poniewaz zbiér mozliwych punktéw P lezy na okregu oy, ktéry jest
odwzorowywany przez ¢ takze na okrag, wiec rozwiazanie jest zakoniczone.

28. Wyznaczy¢ najwieksza wartosé, jaka moze przyja¢ wspdlczynnik przy
najwyzszej potedze wielomianu W (z) réznego od stalego i spelniajacego waru-
nek

[W(z)| <2 dla kazdego x € [—2,2].

Rozwiazanie:

Rozpatrzmy cigg wielomianéw zadany wzorami: Py (z) = z, Pa(z) = 2% — 2
oraz P,y1(z) = 2P, (x)— P,—1(x) dlan > 2. Przez prosta indukcje stwierdzamy,
ze dla kazdego n > 1 wielomian P, (x) ma stopiefi n oraz wspdlczynnik 1 przy
potedze z". Wykazemy, ze kazdy wielomian P, (x) ma nastepujaca wlasnosé:

(*) P, (2cost) = 2cosnt dla dowolnego t.

Dowéd wzoru (x) przebiega indukcyjnie. Dlan = 11 n = 2 wzdr ten jest
prawdziwy. Jesli natomiast jest on prawdziwy dla n = m — 1 oraz n = m, to
z tozsamosci cos(m + 1)t = 2 cosmit cost — cos(m — 1)t latwo wynika, ze jest on
prawdziwy réwniez dla n = m + 1.

Niech k bedzie stopniem wielomianu W (x) danego w tresci zadania. Przypu-
$émy, ze wspolezynnik ¢ przy potedze zF w tym wielomianie jest wiekszy od 1.
Woéwczas wielomian G(z) = LW (z) spenia nieréwnos¢ ostra |G(z)| < 2 dla
x €[-2,2].

Dla wielomianu Py (z) istnieje ciag punktéw —2 = xg < z1 < ... < 2} = 2,
w ktorych wartosci Pg(zo), Px(x1), Px(x2), ..., Pe(zr) sa na przemian réw-
ne 2 oraz —2: rzeczywidcie, biorac x; = 2 cos k;’ﬁr dla i =0,1,2,...,k mamy
Pi(z;) = Pp(2cos E-im) = 2cos(k — i) = 2(—1)F~* na mocy wzoru (). Po-
niewaz liczby G(x;) dla i = 0,1,2,...,k maja warto$é¢ bezwzgledna mniejsza
niz 2, wiec réznica G(x) — Py(z) przyjmuje w punktach = zg, 21,22, ..., Tk
naprzemiennie wartosci réznych znakéw. Stad wynika, ze réznica ta ma pierwia-
stek w kazdym z k przedzialéw [z, z1], [x1,22], ..., [Tk—1,xk]. Zatem stopien
tej (niezerowej) réznicy jest réwny co najmniej k, co nie jest mozliwe, gdyz
wielomiany G(x) i P(z) maja stopien k oraz wspélezynnik 1 przy potedze x*.

Pozostaje stwierdzié, ze wielomian W (x) = x spelnia warunki zadania. Od-
powiedz: 1.

35



29. Dany jest trojkat ostrokatny ABC, w ktérym AB # AC. Okrag o $rod-
ku J jest styczny w punkcie F do odcinka BC' oraz jest styczny do przedtuzen
bokéw AB i AC. Odcinki BC'i AJ przecinaja sie w punkcie D. Okregi opisane
na trojkatach ABC i ADFE przecinaja sie w punkcie F' réznym od A. Udowod-
nié¢, ze ZAFJ = 90°.

Rozwiazanie:

Nie tracgc ogdlnosci przyjmijmy, ze AB > AC; wtedy punkt F lezy po
przeciwnej stronie prostej AB niz punkt C. Niech dany w tresci zadania okrag
o $rodku J bedzie styczny do pétprostych AB™ i AC~ odpowiednio w punktach
PiQ. Poniewaz /JEFA=/ADC = Z/CBA+ /BAD = Z/CFA+ ZBAD, wiec
/EFC =/FFA—-/CFA=/BAD = %ZBAC. Z réwnosci /BFC = Z/BAC
wynika zatem, ze polprosta FFE™ jest dwusieczng kata BFC' i w takim razie

BF BE BP

CF CE CQ°
Stad i z zaleznosci /ZFBP = 180° — ZFBA = 180° — LZFCA = /ZFCQ uzy-
skujemy podobienstwo tréjkatéw FBP i FCQ, ktore prowadzi do wniosku, ze
/ZFPA = ZFQA. Wobec tego punkty A, F, P, @ leza na jednym okregu.
Jednak z uwagi na réwnosci ZAPJ = ZAQJ = 90° érednica tego okregu jest
odcinek AJ, a to oznacza, ze ZAFJ = 90°.

30. Liczby rzeczywiste x1, xa, ..., Tn, Y1, Y2, - - -, Yn spelniaja rownosci
sital ot =yityi . tyn =1 oraz miyi+aaye ..+ Tays = 0.
Dowiesé, ze

(xl+x2+...+xn)2+(y1+y2+.-~+yn)2 < n.

Rozwiazanie:

Okredlmy a; = x; Zx] + i Zy] dlai=1,2,...,n. Wowczas

n n
Za? = Z 1' ij +2$zylzszyk+yv Zyj =

i=1 i=1 j=1 j=1



Zatem na mocy nieréwnosci Schwarza otrzymujemy

n n n n n 2
— 2 _ 2
ngai—ngai—gl'gai> Eai ,
i=1 i=1 i=1  i=1 i=1

n

co daje zadang nier6wnosé (z1+xa+. . .+2,) 2+ (1 +y2+. . . 4yn)? = Z a; < n.
i=1

31. Niech A bedzie n-elementowym zbiorem zlozonym z dodatnich liczb
catkowitych. Wykazaé, ze istnieje n-elementowy zbiér dodatnich liczb calkowi-
tych B o nastepujacych dwoch wlasnoéciach:

1. Dla dowolnych dwdéch réznych podzbioréw By, Bo C B suma wszystkich
elementéw podzbioru B jest rézna od sumy wszystkich elementéw pod-
zbioru Bs.

2. Kazdy element zbioru A jest suma wszystkich elementéw pewnego pod-
zbioru zbioru B.

Rozwigzanie:

Zastosujmy indukcje ze wzgledu na sume wszystkich elementéw zbioru A.
Dla sumy réwnej 1 teza jest prawdziwa.

Przechodzac do kroku indukeyjnego rozwazmy zbiér A = {aj,aq,...,a,}.
Jezeli wszystkie elementy zbioru A sa parzyste, to stosujac zalozenie indukcyjne
do zbioru A’ = {%al, %ag, ol %an} otrzymujemy zbiér B’ o odpowiednich wta-
snosciach 1. i 2.; woéwczas zbior B zlozony z dwukrotnosci wszystkich elementéw
zbioru B’ oczywiscie spelnia teze. Przypus$émy zatem, ze w zbiorze A istnieja
liczby nieparzyste; niech a, bedzie najmniejsza z nich.

WeZzmy pod uwage zbiér A’ = {a},a},...,a,_1}, edziedlai=1,2,...,n—1
przyjmujemy a = 3a;, jezeli a; jest liczba parzysta, albo a} = 3 (a; — ay), jezeli
a; jest liczba nieparzysta. Zbiér A’ ma sume wszystkich elementéw mniejsza
niz zbiér A (przy czym tych elementéw moze by¢ mniej niz n — 1, gdyz moze
mie¢ miejsce ré6wnosé a = a;, jesli jedna z liczb a;, a; jest parzysta, a dru-
ga nieparzysta). Na mocy zalozenia indukcyjnego istnieje zbiér B’ majacy nie
wiecej niz n — 1 elementéw, o wlasnos$ciach 1. i 2., odpowiadajacy zbiorowi A’.
Dodajac kilkukrotnie do zbioru B’ element wigkszy od sumy dotychczasowych
elementéw otrzymamy, nie naruszajac wlasnosci 1. i 2., zbiér B” o dokladnie
n — 1 elementach.

Wykazemy, ze w tej sytuacji n-elementowy zbiér B zlozony z liczby a,, oraz
dwukrotnosci elementéw zbioru B” spelnia warunki zadania. Wlasno$é 1. jest
spelniona, bowiem dwa rézne podzbiory zbioru B o jednakowych sumach ele-
mentéw musiatyby — z uwagi na parzysto$¢ wszystkich elementéow oprocz a,
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— jednoczesnie zawiera¢ liczbe a,, lub jej nie zawieraé; wtedy jednak usuwajac
w razie potrzeby a, z obu zbioréw uzyskaliby$my sprzeczno$é: réwne byly-
by sumy dwukrotnoéci elementéw réznych podzbioréw zbioru B”. Z kolei wla-
snosé¢ 2. dla zbioru B wynika z faktu, ze kazdy element zbioru A jest postaci
2z lub 2z + a, dla pewnej liczby x € A’ a kazda z takich liczb 2z jest sumg
parzystych elementéw zbioru B. Rozwiazanie jest wigc zakoniczone.

32. Dane sa dodatnie liczby calkowite a, m, n, przy czym a > 1 oraz m # n.
Dowiesé, ze jezeli liczby a™ — 1 i a™ — 1 maja te same dzielniki pierwsze, to
liczba a + 1 jest potega dwdjki o wyktadniku catkowitym.

Rozwigzanie:

Zauwazmy najpierw, ze NWD(a™—1,a"—1) = a?—1, gdzie d = NWD(m, n).
Istotnie, skoro liczba d jest dzielnikiem liczb m i n, to liczba a® — 1 jest dziel-
nikiem liczb a™ — 1 i a™ — 1. Z drugiej strony, stosujac algorytm Euklidesa
otrzymujemy dodatnie liczby catkowite x i y, dla ktérych xm — yn = d; wow-
czas ¢ —1|a* — 1 oraz a™ — 1|a¥" — 1, skad

NWD(a™ — 1,a" —1)| (a®™ — 1) — (a¥™ — 1) = a"(a — 1).

A poniewaz liczby a™ — 1 1 a™ — 1 sg wzglednie pierwsze z liczbg a¥", wiec
dostajemy NWD(a™ —1,a" —1) | a® —1, co dowodzi zapowiedzianej na poczatku
réwnosci. Wynika z niej, ze liczby a® — 1, a™ — 11 a™ — 1 maja te same dzielniki
pierwsze.

Niech b = a%ic = “r; mozemy przyjac, ze m > n i w szczegdlnosci ¢ > 1.
Liczby b — 1 oraz b — 1 maja te same dzielniki pierwsze. Zatem jezeli p jest
dowolnym dzielnikiem pierwszym liczby ¢, to z podzielnosci b— 1| —1]b°—1
wnioskujemy, ze liczby b— 1 oraz bP — 1 maja te same dzielniki pierwsze. Wobec
tego kazdy dzielnik pierwszy liczby

-1 ~1 —2 2
E = b 1:bp +0P 4+ b+ b+ 1=

= (=D 2422+, +(p=3)0+(p-2)b+(p—1)]+p

jest tez dzielnikiem liczby b — 1, a to jest mozliwe jedynie wtedy, gdy E jest
potega liczby p oraz p|b — 1. Ale dla p > 3 suma w nawiasie kwadratowym
przystaje do 1+ 2+ ...+ (p—2)+ (p—1) = %(p —1)p = 0 (mod p), wiec
na mocy powyzszej rownosci dodatnia liczba E — p jest iloczynem dwéch liczb
podzielnych przez p, czyli p? | E — p i E nie moze by¢ potega liczby p. W takim
razie p = 2 oraz £ = b+ 1 jest potega liczby 2.

Wykazaliémy zatem, ze liczba a? + 1 jest potega dwojki. Gdyby 2|d, to
liczba a? 41 > 22 +1 = 5 dawalaby — wobec nieparzystoéci liczby a — reszte 2
z dzielenia przez 4 i nie moglaby by¢ potega dwéjki. Stad wniosek, ze liczba d
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jest nieparzysta, czyli a 4+ 1 jest dzielnikiem potegi dwéjki a? + 1, co konczy
rozwiazanie.

33. Dany jest wielomian W (z) = 2% — 3z. Znalezé najmniejsza liczbe natu-

ralng n, dla ktérej wielomian W(W (... (W (W (z)))...)) ma co najmniej 2011
S

n
roznych pierwiastkéw rzeczywistych.

Rozwigzanie:

Dla kazdego n wielomian G, (z) = W(W (... (W (W (x)))...)) ma stopien 37,
—_—

n
a wiec liczba jego pierwiastkéw nie przekracza 3™. Z drugiej strony, dla dowolnej
liczby rzeczywistej ¢ mamy

W (2cost) = 8cos®t — 6cost = 2cos 3t,

skad przez prosta indukcje dostajemy G, (2cost) = 2cos(3"t) dla kazdego n.
1

)
n

Zatem liczby x = 2cos mdlak=1,2,...,3" sg réznymi pierwiastkami

wielomianu G, (), czyli wielomian ten ma doktadnie 3" réznych pierwiastkéw

rzeczywistych. Pozostaje stwierdzié¢, ze najmniejsza liczba naturalna n spelnia-
jaca nierownosé 3™ > 2011 jest n = 7. Odpowiedz: 7.

34. Dla kazdej liczby naturalnej n > 2 wyznaczy¢ najmniejsza liczbe natu-
ralna m o nastepujacej wlasnosci: Sposréd dowolnych m réznych ciagéw o diu-
gosci n zlozonych z zer i jedynek mozna wybra¢ n ciagdéw i wpisa je w wiersze
kwadratowej tabeli tak, by na glownej przekatnej tabeli wszystkie liczby byty
rowne.

Rozwigzanie:

Bezposrednie i nieco zmudne sprawdzenie dowodzi, ze szukanymi wartoscia-
midlan=2,n=3in =4 saodpowiednio m =3, m =4 im = 5. Wykazemy
indukcyjnie, ze dla kazdego n > 4 prawdziwa jest réwnoéé m = 2"~2 + 1; dla
n = 4 jest to prawda.

Zauwazmy najpierw, ze m > 272, Rzeczywiscie, z 2" 2 ciggéw, ktére na
pierwszej pozycji maja zero, a na drugiej jedynke, nie da si¢ wybraé¢ n cia-
gow, ktore po wpisaniu do kwadratowej tabeli utworzylyby przekatna zlozona
z jednakowych liczb.

Niech teraz n > 4 i przypuéémy, ze sposréd dowolnych 27"~2 4 1 réznych
ciagéw o dlugosci n mozna wybraé n ciagéw w sposob opisany w tresci zadania.
Rozpatrzmy 2" ! +1 réznych ciagéw o dtugoéci n+ 1, zlozonych z zer i jedynek.
Gdyby wszystkie te ciagi mialy taka sama liczbe na pierwszej pozycji oraz taka
samg liczbe na ostatniej pozycji, to podciagi utworzone z n — 1 srodkowych
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pozycji byltyby rézne. Jednak réznych ciagéw zer i jedynek o dlugosci n — 1
jest tylko 277!, wiec uzyskalibyémy sprzecznoéé. Zatem nie tracac ogélnosci
mozemy przyjaé, ze wéréd danych 2"~ ! +1 ciggéw istnieja zaréwno takie, ktére
na pierwszej pozycji maja zero, jak i takie, ktére na pierwszej pozycji maja
jedynke.

Dla ustalenia uwagi niech zero wystepuje na pierwszej pozycji co najmniej
2"=241 razy. Wobec tego na mocy zalozenia indukcyjnego spoéréd ciggéw, ktére
na pierwszej pozycji maja zero, mozemy wybraé n ciagow, ktére — po usunieciu
pierwszego wyrazu — da sie tak wpisa¢ do tabeli n X n, by otrzymac¢ gtéwna
przekatna skladajaca si¢ z jednakowych liczb. Jezeli na tej przekatnej stoja
zera, to z nieréwnosci 2772 +1—n > 0 prawdziwej dla n > 4 wynika, ze istnieje
ciag rozpoczynajacy si¢ od zera i rézny od kazdego z n ciagéow uzyskanych
w poprzednim zdaniu; da si¢ wiec wybraé tacznie n + 1 ciaggdéw i wpisaé je do
tabeli (n+1) x (n+1), ktérej gléwna przekatna bedzie zawieraé tylko zera. Jesli
natomiast na przekatnej tabeli n X n stoja jedynki, to do n wybranych ciagéw
wystarczy dolaczy¢ dowolny ciag rozpoczynajacy sie od jedynki, by otrzymac
n + 1 ciagéw o wymaganej wlasnoéci. To konczy rozumowanie indukcyjne.

Odpowieds: m =3 dlan =2 m=4dlan=3orazm =2""2+1dlan > 4.

35. Wewnatrz wielokata wypuklego A1 As ... A, lezy taki punkt P, ze jego
rzuty Py, P, ..., P, odpowiednio na proste Ay Ay, A3As, ..., A, A; znajduja sie

wewnatrz bokéw wielokata. Dowiesé, ze dla dowolnych punktow X, X5, ..., X,
lezacych odpowiednio wewnatrz odcinkéw Ay Ag, AsAs, ..., A, Ay zachodzi nie-
réwnosé
X1Xo XoX3 XnX1
max , ey > 1.
P1 P2 P2 P3 Pn-Pl
Rozwiazanie:

7 réwnosdci

LP PP+ /P,PPs+ ...+ ZP, PP, = 360°,
LX1PXy+ £ XoPX3+ ...+ /X, PX; = 360°

wynika, ze dla pewnego wskaznika i € {1,2,...,n} spelniona jest zalezno$é
LP;PP;y; < ZX;PX;11 (gdzie X,,41 = X1 1 Ppy1 = P1). Dla ustalenia uwagi
przyjmijmy, ze ZPi PPy < LX1PX5.

Wybierzmy na potprostych PPy~ i PPy~ odpowiednio takie punkty @1 i Q2,
ze PQy = PX; i PQy = PX,. Punkty P; i P, sa rzutami prostokatnymi
punktu P odpowiednio na boki A1 A i AsAg, wiec PX; > PP, i PXy > PP;.
Wynika stad, ze punkt ;1 albo pokrywa sie z punktem P;, albo lezy poza
odcinkiem P P;; analogiczne stwierdzenie jest prawdziwe dla punktu Q.

Wykazemy, ze Q1Q2 > P;P,. Wybierzmy w tym celu punkty K € PP,
i L € PPy zadane przez warunek KPy || LP; || Q1Q2. Wowczas odcinki
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KP, i LP; albo pokrywaja sie (i wtedy KP, = LP; = P1P,), albo sa pod-
stawami niezdegenerowanego trapezu, ktérego przekatna jest odcinek P Ps.
W tym drugim przypadku mozemy bez ograniczenia ogdélnosci rozumowania
przyja¢, ze prosta K P, jest bardziej odleglta od punktu P, niz prosta P;L.
Ponadto /KPP, = 180° — /PP, P, > 180° — ZPP; A5 = 90° i wobec tego
w trojkacie KPP, bok KP» jest najdluzszy; mamy wiec KP, > P Ps. Za-
tem zawsze spelniona jest nieréwno$¢ max{LP;, K P} > P;P,. Prosta Q1Q2
jest za$ co najmniej tak odlegla od punktu P, jak proste LP; i KP,. Stad
Q1Q2 > max{LP;, KP,} i wobec tego dow6d zaleznosci Q1Q2 > PP jest
zakonczony.

Z drugiej strony, w tréjkatach X; PXs i Q1 PQ2 mamy zwiazki PX; = PQ1,
PXy; = PQy oraz Z/Q1PQs < £/X1PX,. To wraz z twierdzeniem cosinuséw
dowodzi, ze X1 X5 > Q1Q2. W efekcie uzyskujemy nieréwnosé X1 Xo > Py Ps,
ktora pociaga za soba teze zadania.

36. Niech £ bedzie taka dodatnia liczba catkowita, ze liczba p = 4k — 1 jest
pierwsza. Wyznaczy¢ reszte z dzielenia przez p liczby

(12 4+1)(224+1)...((2k - 1)* +1).

Rozwiazanie:
Wezmy pod uwage wielomian W(z) = (z—1)?*~1—1.Dlaa = 1,2,...,2k—1
mamy
W@ +1)=(@)*1-1=a""'-1=0 (mod p)

na mocy malego twierdzenia Fermata. Dla r6znych liczb a,b € {1,2,...,2k—1}
kongruencja a® + 1 = b? +1 (mod p) nie jest spelniona, gdyz oznaczataby ona,
ze pla? —b*> = (a — b)(a + b), co jednak nie jest mozliwe wobec nieréwnosci
0<|a—0b <a+b< 4k —2 < p. Wobec tego zbiér 2k — 1 czynnikéw dane-
go w tresci zadania iloczynu pokrywa sie ze zbiorem pierwiastkéw wielomianu
W(z) (mod p). Stopien tego wielomianu wynosi 2k — 1 i jest liczba nieparzy-
sta, zatem na mocy wzordéw Viete’a iloczyn tych pierwiastkéw (mod p) jest
przeciwny do wyrazu wolnego, réwnego (—1)2*~1 — 1 = —2. OdpowiedZ: 2.
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Zawody druzynowe

1. Dany jest tréjkat ostrokatny ABC'. Niech 04 bedzie okregiem o $redni-
cy BC, za$§ wy — okregiem stycznym do odcinkéw AB i AC oraz zewnetrznie
do okregu 04 w punkcie X 4. Analogicznie definiujemy okregi op, o¢, wp, we
oraz punkty Xp, X¢. Udowodnié, ze proste AX 4, BXp, CX¢ przecinaja sie
w jednym punkcie.

Rozwigzanie:

Oznaczmy a = BC, a = ZCAB, = LZABC, v = ZBCA. Niech M bedzie
srodkiem odcinka BC a I oraz r niech beda odpowiednio érodkiem oraz dlugo-
$cig promienia okregu w4. Przez D i E oznaczmy rzuty prostokatne odpowied-
nio punktéw I i M na prosta AB, za$ P i (Q niech beda rzutami prostokatnymi
punktu X 4 odpowiednio na proste AB i AC.

Rozwazmy trapez EMID, ktérego podstawy maja dlugosci EM = %a sin 3
i DI = r. Znajac stosunek I X4 : XqaM = r: %a mozemy wyznaczy¢ diugosé
odcinka PX 4, otrzymujac

+

IXA-EM +XaM-DI _

.
PX, = —
A IXA+ XaM r

la
2—(1+sin ).
Ea

Analogicznie uzasadniamy, ze

r-ia .
QXa= — (1 +sinvy).
T+ 3a

W takim razie
sinZCAXy QX4 AXg 1+ sin~y

sin/XAAB AXas PX4 1+sinp

i podobnie obliczamy, ze

sin /ABXp 1+sina ora sin/BCXes 1+sing
e raz = .
sin/XgBC  1+sinvy sin/XcCA 1+sina

Mnozac stronami trzy powyzsze zaleznosci oraz stosujac trygonometryczng wer-
sje twierdzenia Cevy dostajemy teze zadania.

2. Niech a7 < as < a3z < ... bedzie ciagiem zlozonym ze wszystkich liczb
naturalnych, ktére mozna zapisa¢ w postaci z¥, gdzie x,y > 2 sa liczbami
catkowitymi. Dowiesé, ze




Rozwiazanie:
Stosujac wzdér na sume wyrazéw nieskonczonego ciagu geometrycznego do-

stajemy . o
1
Yoleyy !
K3

i=1 i=1 j=1 a;

Zauwazmy teraz, ze liczba sposobéw przedstawienia liczby catkowitej & > 1
w postaci a] gdme 1,7 = 1, jest taka sama jak liczba sposobdéw przedstawie-
nia k w posta(n m'™, gdzie m,n > 2 sg liczbami catkowitymi. Istotnie, wsréd
wszystkich przedstawien k& = u", gdzie u,w > 1 sg liczbami calkowitymi, do-
ktadnie jedno nie jest przedstawieniem w postaci a! (mianowicie to, w ktérym
u jest najmniejsze mozliwe) oraz dokladnie jedno nie jest przedstawieniem w po-
staci m", gdzie m,n > 2 (mianowicie to, w ktérym w = 1). Wobec tego

[SSINe'S) oo 0o
1 1

Zzaj - Z Z mn’

i=1j5=1 "1 m=2n=2

gdyz po obu stronach wystepuja jednakowe dodatnie sktadniki, i ponownie wy-
korzystujac wzdr na sume wyrazéw nieskonczonego ciggu geometrycznego otrzy-
mujemy

;ai mzznzzﬁ mz_;mQ(lil):n;(ml_m):

3. Dane sa takie wielomiany F'(z) i G(zx), ze punkty o wspdlrzednych
(F(1),G(1)), (F(2),G(2)), ..., (F(2011),G(2011)) na plaszczyznie sa kolejny-
mi wierzchotkami 2011-kata foremnego. Wykazaé, ze przynajmniej jeden z tych
wielomiandéw ma stopien nie nizszy niz 2010.

Rozwiazanie:

Mnozac wielomiany F(z) i G(x) przez stala r6zna od zera oraz dodajac do
nich stale mozemy przyjac¢, ze $rodek danego w zadaniu 2011-kata ma wspol-
rzedne (0,0), za$ wierzcholki leza na okregu o promieniu 1. W tej sytuacji
istnieje taki kat «, ze

(x) F(k)=cos(a+ 25m) oraz G(k) = sin(a + 287 dla 1 < k < 2011.

Wykazemy przez indukeje, ze jedli istnieje taki kat «, ze réwnosci (x) zacho-
dza dla k =1,2,...,n (gdzie n < 2011), to przynajmniej jeden z wielomianéw
F(x), G(x) ma stopien nie nizszy niz n — 1; biorac n = 2011 uzyskamy te-
z¢ zadania. Dla n = 1 jest to prawda, gdyz oba te wielomiany nie moga by¢
jednoczesnie zerowe.
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Przyjmijmy wiec, ze stwierdzenie to jest prawdziwe dla pewnego n < 2010.
Niech wielomiany F'(z), G(x) spelniaja réwnosci () dla k = 1,2,...,n + 1.
Wielomiany zadane wzorami F*(x) = F(z+1)— F(x) i G*(z) = G(z+1)-G(z)

spelniajg w takim razie réwnosci

F*(k) = cos(a+ 2(5(;11)“) — cos(a + %“—frl) = —2sin 5f7 sin(a + 537 + 22(]%),

G* (k) = sin(a + 2EEDT) _gin(a + 2ET) = 25in 57 cos(a + 5o + 20T)

dla k = 1,2,...,n. Stala sin 537 jest rézna od zera, zatem na mocy zalozenia
indukcyjnego przynajmniej jeden z wielomiandéw F*(z), G*(x) ma stopien nie
nizszy niz n — 1. A poniewaz dla dowolnego wielomianu H(z) nie bedacego
wielomianem stalym wielomian H*(z) = H(z + 1) — H(z) ma stopiefi o jeden
nizszy niz H(x), wiec stopiefi co najmniej jednego z wielomianéw F'(z), G(x)
jest nie nizszy niz n, co konczy rozwiazanie.

4. Dowiesé, ze dowolna grupe oséb mozna podzieli¢ na takie dwie podgru-
py (z ktérych jedna moze by¢ pusta), ze kazda osoba ma w swojej podgrupie
parzysta liczbe znajomych.

Rozwigzanie:

Przeprowadzimy rozumowanie indukcyjne ze wzgledu na liczbe n czlonkéw
grupy. Dla n = 1 teza zadania jest oczywiscie prawdziwa.

Wezmy teraz pod uwage dowolng grupe A ztozona z n oséb. Jezeli kazdy zna
parzysta liczbe 0s6b, to zadany podzial otrzymujemy biorac jedna podgrupe
réwna A i drugg podgrupe pusta. Przypuéémy wiec, ze pewna osoba x € A ma
nieparzysta liczbe znajomych; oznaczmy przez B zbidr tych znajomych.

Bedziemy stosowaé zalozenie indukcyjne do (n — 1)-elementowego zbioru
A\ {z}, jednak z nieco zmienionymi relacjami znajomosci. Mianowicie przyj-
mijmy, ze dwie osoby nalezace do zbioru B znaja sie¢ wtedy i tylko wtedy, gdy
przedtem sie nie znaly. Znajomosci pomiedzy osobami, z ktérych co najwy-
zej jedna nalezy do B, pozostawiamy bez zmian. Stosujac zalozenie indukcyjne
otrzymujemy podzial A\ {z} = Z; U Zs, przy czym kazdy czlonek dowolnej
z podgrup Z1, Z> ma w tej podgrupie parzysta liczbe znajomych (w nowym
ukladzie znajomosci). Poniewaz zbiér B sklada sie z nieparzystej liczby oséb,
wiec dokladnie jeden ze zbioréw Z; N B, Z3 N B ma parzysta liczbe oséb; niech
bedzie to zbiér Z; N B. Udowodnimy, ze przyjmujac Ay = Z1 U{z} i As = Z5
otrzymujemy rozbicie A = A; U Ay wyjsciowej grupy zgodne z warunkami za-
dania.

Osoba = zna w swojej podgrupie A; te i tylko te osoby, ktére naleza do
Z1 N B — jest ich zatem parzysta liczba. Dowolna osoba y € B N A; zna
w swojej podgrupie osobe x oraz parzysta liczbe oséb w Z; w nowym ukladzie
znajomosci — ktory w poréwnaniu ze starym ukladem rézni si¢ zmianami na
zbiorze (Z1 N B) \ {y}, majacym nieparzysta liczbe elementéw. To oznacza,
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ze w starym uktadzie znajomosci y zna nieparzysta liczbe oséb w zbiorze Z1,
a wiec parzysta liczbe os6b w podgrupie A;. Podobnie dowodzimy, ze dowolna
osoba y € BN A, zna w podgrupie A, parzysta liczbe oséb, zaréwno w starym,
jak i w nowym ukladzie znajomosci, ze wzgledu na parzystosé liczby elementéw
zbioru (Z2 N B) \ {y}. Na koniec, dowolna osoba y € A\ (BU{z}) zna w swojej
podgrupie te same osoby w starym i w nowym ukladzie znajomoéci; liczba
tych znajomych jest wiec parzysta na mocy zalozenia indukcyjnego. To konczy
rozwiazanie.
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Pierwszy Mecz Matematyczny

1. Wyznaczy¢ najmniejsza taka liczbe naturalng n, ze liczba 2™ — 1 jest
podzielna przez 257101,

Rozwiazanie:

Udowodnimy najpierw nastepujacy fakt: jesli p jest nieparzysta liczba pierw-
szg oraz x jest taka liczba catkowita, ze liczba = — 1 dzieli sie przez p®, ale nie
przez p*t! (gdzie a > 1), to zachodzi réwnowaznosé p®*t1|zF — 1 < plk,
a ponadto podzielnoéé p®*+2 | 2% — 1 zachodzi tylko pod warunkiem, ze p? | k.

By udowodni¢ ten fakt, piszemy x = mp® + 1, gdzie m jest liczba calkowita
niepodzielna przez p, i korzystamy ze wzoru dwumianowego:

k k k
.Z‘k _ (mpa+1)k _ mkpka+ <1)mk1p(k1)oz+. o+ <2)m2p2a+ <1>mpa+1

Wszystkie sktadniki po prawej stronie z wyjatkiem dwéch ostatnich sa podziel-
ne przez p®tl; stad za$ otrzymujemy z¥ = kmp® + 1 (mod p®*1), co dowo-
dzi pierwszej czesci faktu. Aby uzasadnié¢ druga, zauwazamy najpierw, ze na
mocy juz udowodnionej pierwszej czesci warunkiem koniecznym podzielnosci
pT2| 2% — 1 jest podzielnoéé p|k. A wtedy trzeci od konca sktadnik w po-
wyzszym rozwinieciu dwumianowym wynosi %k‘(k‘ — 1)m?p?“ i jest podzielny
przez p>@tl, czyli takze przez p®t2; wezedniejsze skladniki oczywiscie takze sg
podzielne przez p®*+2. Tak wiec jesli p|k, to ¥ = kmp® + 1 (mod p*?), skad
wynika druga cze$é¢ dowodzonego faktu.

Stosujac wielokrotnie ten fakt dochodzimy do nastepujacego wniosku: dla
p, x, « takich jak w zalozeniach faktu najwyzsza potega liczby p dzielaca licz-
be z¥ — 1 ma wyktadnik o o wiekszy od najwyzszej potegi p dzielacej k.

Liczba 216 —1 = (28 —1)(28 4 1) = 255-257 jest podzielna przez liczbe pierw-
sza 257, ale nie przez jej kwadrat. Stad dla n > 6 najwyzsza potega liczby 257
dzielaca liczbe 2™ —1 = (216)%”’ — 1 ma wykladnik o 1 wigkszy, niz najwyzsza
potega 257 dzielaca gn!l. Zatem 257101 |27 — 1 & 257100 | Ll « 257100 |,
a najmniejsza liczba naturalng n, dla ktérej 2571%0 |n!, jest oczywiscie liczba
n = 257 - 100. Odpowiedz: n = 25700.

2. Dana jest liczba pierwsza p oraz rozne liczby a, b, ¢, d ze zbioru
{1,2,...,p— 1}, przy czym liczby a?, b, ¢*, d* daja jednakowe reszty z dziele-
nia przez p. Udowodnié, ze liczba a? + b2 + ¢ + d? jest podzielna przez liczbe
a+b+c+d.

Rozwiazanie:

Liczby a, b, ¢, d, rozpatrywane (mod p), sa wszystkimi pierwiastkami wie-
lomianu W (z) = 2* — a* modulo p. Ponadto jesli jego pierwiastkiem (mod p)
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jest h, to jest nim réwniez p — h, skad a + b+ ¢+ d = 2p. A poniewaz na mocy
wzoréw Viete’a mamy ab + ac 4+ ad + be + bd + ¢d = 0 (mod p), wiec liczba

A+ ++d>=(a+b+c+d)? —2(ab+ac+ ad+ be + bd + cd)

jest réznica dwéch liczb podzielnych przez 2p, zatem jest ona podzielna przez
2p = a + b+ ¢+ d, co nalezalo udowodnié.

3. Wyznaczy¢ wszystkie takie liczby naturalne n, ze liczba 2™ — 1 jest dziel-
nikiem pewnej liczby postaci m? + 9, gdzie m jest liczba catkowita.

Rozwiazanie:

Przypuéémy, ze zachodzi podzielnoéé 2" — 1|m? + 9, przy czym liczba n
ma nieparzysty dzielnik pierwszy d. Wéwezas takze 2¢ — 1|m? + 9, a ponadto
2¢ — 1 =3 (mod 4), wiec liczba 2¢ — 1 ma dzielnik pierwszy p dajacy reszte 3
z dzielenia przez 4; dzielnik ten jest rézny od 3, gdyz 2¢ — 1 = 1 (mod 3).
Zatem p|m? +9, skad m? = —3% (mod p) i podnoszac te kongruencje stronami
do nieparzystej potegi %(p—l) dostajemy mP~! = —3P~1 (mod p). Ta zaleznosé
jest jednak sprzeczna z maltym twierdzeniem Fermata: jej prawa strona przystaje
do —1, alewa do 0 lub 1 (mod p).

Zalozenie, ze liczba n posiadajaca nieparzysty dzielnik pierwszy spelnia wa-
runki zadania, doprowadzilo do sprzecznoéci. Wykazemy z kolei, ze gdy n = 2F
dla pewnej liczby catkowitej k, to liczba n ma zadang wlasnosé; mozemy oczy-
wiscie przyjac, ze k > 2, gdyz liczby n =11 n = 2 te wlasno$¢ maja.

W rozkladzie 2" — 1 = 3(22 +1)(22° +1)... (22" 4+ 1) czynniki po pra-
wej stronie sg parami wzglednie pierwsze, gdyz kazdy czynnik jest dzielnikiem
dowolnego z nastepnych pomniejszonego o 2. Zatem na mocy chinskiego twier-
dzenia o resztach istnieje rozwiazanie ¢ uktadu kongruencji

(=2"" (mod2? +1) dlai=1,2,....k—1

i dla takiej liczby ¢ mamy (2 = 22 = —1 (mod 22 + 1), czyli 22 + 1]+ 1
dlai=1,2,...,k — 1. Stad wniosek, ze %(2” — 1) |2 + 1, a wiec liczba m = 3¢
spelnia warunki zadania. Odpowiedz: Potegi dwojki.

4. Kazde pole szachownicy 12 x 12 pomalowano na jeden z trzech kolorow.
Wykazaé, ze istnieja cztery pola o tym samym kolorze, ktérych $rodki sa wierz-
chotkami prostokata.

Rozwiazanie:

Wiréd 122 = 144 pél jeden kolor, powiedzmy zielony, wystepuje co najmniej
% - 144 = 48 razy. Wezmy zatem pod uwage dowolny zbior 48 zielonych pdl;
niech a; dla ¢ = 1,2,...,12 oznacza liczbe pdl tego zbioru lezacych w i-tym
wierszu. Wéwcezas a1 + as + ... + a0 = 48.
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Istnieje (122) = 66 nieuporzadkowanych par kolumn. Dla i-tego wiersza (‘121)
réznych takich par kolumn zawiera dwa zielone pola tego wiersza. Rozwiazanie
zadania bedzie wiec zakonfczone, gdy wykazemy, ze (%) + (%2) +...4 (") > 66,
bedzie to bowiem oznaczalo, ze w dwoch réznych wierszach znajdziemy dwa
zielone pola polozone w tych samych kolumnach, otrzymujac cztery zielone pola

tworzace prostokat. Ale

12 12

a) _lyne Lgn, oL 2 24 = 72

i=1

5. W grupie n chlopcow i n dziewczyn kazdy chlopiec zna co najmniej
k dziewczyn. Przypusémy, ze mozna zorganizowaé wystep calej grupy na scenie
tanecznej, podczas ktérego kazdy chtopiec zatanczy w parze ze znang mu dziew-
czyna. Dowiesé, ze mozna zorganizowaé bal sktadajacy sie z k! takich wystepéw,
przy czym uklad par nie powtorzy sie w réznych wystepach.

Rozwiazanie:

Zastosujmy indukcje ze wzgledu na k. Dla k = 1 teza jest oczywista.

Przypuéémy, ze istnieje chlopiec A o nastepujacej wlasnosci: dla dowolnej
znanej mu dziewczyny B mozna zorganizowaé¢ wystep grupy n — 1 chlopcéw
i n—1 dziewczyn powstajacej po odrzuceniu A i B. W takiej (2n — 2)-osobowej
grupie kazdy chlopiec zna co najmniej k — 1 dziewczyn, wiec na mocy zatozenia
indukcyjnego da sie zorganizowaé co najmniej (k—1)! wystepéw tej grupy z r6z-
nymi ukladami par. Dodajac do tego pare A i B dostajemy (k — 1)! wystepéw
poczatkowej 2n-osobowej grupy. Poniewaz dziewczyne B mozna wybraé¢ na co
najmniej k sposobdéw, wiec lacznie otrzymamy co najmniej k - (k — 1)! = k!
wystepow.

Pozostaje wykazaé, ze nieistnienie takiego chlopca A prowadzi do sprzecz-
noéci. Zatézmy bowiem, ze kazdemu chlopcu mozna przypisaé¢ dziewczyne nie-
odpowiedniqg — taka, ktora ten chlopiec zna i ktora nie moze pojawic sie¢ z nim
w parze w dopuszczalnym wystepie. Z drugiej strony, chlopca i dziewczyne be-
dacych w parze w istniejacym na mocy warunkéw zadania jednym wystepie
nazwijmy zwigzanych. Rozpocznijmy teraz od dowolnego chtopca, wybierzmy
nieodpowiednia dla niego dziewczyne, zwiazanego z nia chlopca, nieodpowiednia
dla tego ostatniego dziewczyne itd.; w pewnym momencie powrdcimy do chlop-
ca, ktory pojawil si¢ wezedniej, uzyskujac cykl zlozony na przemian z réznych
chtopcédw i réznych dziewczyn, przy czym po chlopcu nastepuje nieodpowied-
nia dla niego dziewczyna, a po dziewczynie nastepuje zwiazany z nia chtopiec.
Woéwezas mozemy zamieni¢ pary w wystepie: pary dziewczyna — nastepujacy
po niej w tym cyklu chlopiec zamieniamy na pary dziewczyna — poprzedzajacy
ja chlopiec. Otrzymamy w ten sposéb dopuszczalny uklad par, w ktérym beda
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istnie¢ pary chlopiec — nieodpowiednia dla niego dziewczyna, w sprzecznosci
z okresleniem tych ostatnich.

6. W ogrodzie zoologicznym zyje n zwierzat. Wycieczka dzieci chce zwie-
dzi¢ ogréd, przy czym kazde dziecko chce zobaczyé swoje ulubione zwierzeta.
Dla kazdego niepustego podzbioru A zbioru dzieci istnieje zwierze, ktére chce
zobaczy¢ nieparzysta liczba dzieci ze zbioru A. Wyznaczyé, w zaleznosci od n,
najwieksza mozliwa liczbe uczestnikow wycieczki.

Rozwiazanie:

Odpowiedz: n. Jezeli wycieczka liczy n uczestnikow oraz kazde dziecko chce
zobaczy¢ tylko jedno zwierze, przy czym réznym dzieciom odpowiadaja rézne
zwierzeta, to warunki zadania sa oczywiscie spelnione. Przypusémy z kolei, ze
liczba dzieci wynosi k > n. Przyporzadkujmy kazdemu z 2¥ podzbioréw zbioru
wszystkich dzieci ciag n-wyrazowy (r1,72,...,r,) 0 wyrazach ze zbioru {0, 1},
gdzie dla ¢ =1,2,...,n liczba r; jest reszta z dzielenia przez 2 liczby tych dzieci
w danym podzbiorze, ktére chcg zobaczyé i-te zwierze. Wtedy 2F > 27 wiec
pewnym dwém réznym podzbiorom dzieci przypisano ten sam ciag, a zatem roz-
nicy symetrycznej tych dwdch podzbioréw przypisano ciag ztozony z samych zer.
Wobec tego ta réznica symetryczna jest niepustym podzbiorem zbioru wszyst-
kich dzieci, w ktérym kazde zwierze chce zobaczy¢ parzysta liczba dzieci. Tak
wiec warunki zadania nie moga by¢ spetnione.

7. Punkty D, E, F leza odpowiednio na bokach BC, CA, AB trdjkata
ABC'. Przypusémy, ze okregi wpisane w trojkaty AEF, BF D, CDE sy stycz-
ne do okregu wpisanego w tréjkat DEF. Udowodnié, ze proste AD, BE, CF
przecinaja sie w jednym punkcie.

Rozwiazanie:

Niech okrag wpisany w trojkat AEF bedzie styczny do bokow EA, AF,
FE odpowiednio w punktach G, H, K, za$ okrag wpisany w trojkat DEF
niech bedzie styczny do bokéow F'D, DE, EF odpowiednio w punktach I, J, K.
Wéwezas EG = EK = EJ oraz FH = FK = F1, a wigc

AF+ED=AH+HF+EJ+JD=AG+FI+EG+1ID=AE+ FD,

czyli w czworokat AFDE mozna wpisaé okrag o. Jednokladno$é o srodku D
i skali wiekszej niz 1 przeprowadza okrag wpisany w trojkat DEF na okrag o,
a jednoktadno$¢ o érodku A i skali wiekszej niz 1 przeprowadza okrag o na okrag
wpisany w trojkat ABC. Ztozenie tych dwoéch jednokltadnosci jest jednoktad-
noécia j o érodku lezacym na prostej AD i skali dodatniej, przeprowadzajaca
okrag wpisany w tréjkat DEF na okrag wpisany w trojkat ABC. Ale istnieje
tylko jedna jednokladno$¢ o skali dodatniej przeprowadzajaca pierwszy z tych

49



okregéw na drugi. Wobec tego analogiczne rozumowanie dowodzi, ze $rodek
jednoktadnosci j lezy takze na prostych BE i C'F, skad wynika teza.

8. Czworokat ABCD jest wpisany w okrag o srodku O. Punkt P lezy we-
wnatrz tego czworokata. Punkty O1, Oz, O3, O4 sa odpowiednio srodkami okre-
gow opisanych na tréjkatach ABP, BCP, CDP, DAP. Wykaza¢, ze $rodki
odcinkéw 0103, O204 i OP leza na jednej proste;j.

Rozwiazanie:

Niech K3, K5, K3, K4 beda odpowiednio $rodkami tych tukéw AB, BC,
CD, DA okregu opisanego na czworokacie ABCD, ktére nie zawieraja we-
wnatrz wierzchotkéw tego czworokata. Zauwazmy, ze dla i = 1,2, 3,4 punkt O;
lezy na pétprostej OK,~. Pétproste OK{”, OK5”, OK3", OK}” sa ulozone wo-
kot punktu O w wypisanej kolejnosci, wiec punkt O lezy wewnatrz czworokata
01050304. Wewnatrz tego czworokata lezy rowniez punkt P, gdyz jego kolejne
boki zawieraja sie w symetralnych odpowiednio odcinkéw PB, PC, PD, PA
wychodzacych z punktu P w wymienionej kolejnoéci. Ponadto

400102 = /PBA = %APOlA = 4P0104;

podobnie Z00503 = ZP0201, Z00304 = £LPO302 i Z00401 = LP0O40s3.
Zatem istnieje elipsa o ogniskach P i O wpisana w czworokat O102030,. Nalezy
teraz udowodnié, ze Srodek tej elipsy oraz $rodki przekatnych czworokata leza
na jednej prostej. Wykonujac przeksztalcenie afiniczne sprowadzamy to zadanie
do przypadku, gdy w czworokat mozna wpisaé okrag.

Niech wiec XY ZT bedzie czworokatem opisanym na okregu o srodku I i pro-
mieniu r oraz niech M, N beda odpowiednio $rodkami przekatnych X7, YT.
Mamy wykazaé¢, ze punkty M, N, I leza na jednej prostej. Jesli czworokat jest
rownolegtobokiem, to M = N inie ma czego dowodzi¢. W przeciwnym razie mo-
zemy bez ograniczania ogélnosci przyjaé, ze polproste Y X i ZT ™ przecinaja
sie w punkcie P.

Zachodza nastepujace réwnosci pol: [XY M| = (XY Z], [ZTM] = L[ZTX],
[XYN] = %[TXY}, [ZTN] = %[YZT}, [XYI] = %XY")”‘ oraz [ZTI] = %ZT~7".
7 réwnoéci tych wynika, ze

(XY M] + [ZTM] = [XYN] + [ZTN] = [XYI] + [ZTI] = }[XY ZT).

Wobec tego pozostaje wykazaé, ze zbiér punktéw H lezacych wewnatrz czwo-
rokata i spemiajacych réwnos¢ [XY H| + [ZTH] = [XY ZT) lezy na jednej
prostej. W tym celu wybierzmy punkty Q € PX~, R € P1— spelniajace réw-
noéci PQ = XY, PR =TZ. Wtedy [XY H] = [PQH] oraz [ZTH] = [PRH],
skad

[XYH|+ [ZTH] = [PQHR] = [PQR] + [QHR],
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przy czym polu [QH R] nadajemy ujemny znak, jesli punkt H lezy po tej sa-
mej stronie prostej QR, co punkt P, tzn. jesli czworokat PQHR jest wkle-
sty. Réwnoé¢ [ XY H| + [ZTH] = 1[XY ZT) sprowadza sie teraz do postaci
[QHR] = {[XY ZT] - [PQR]. A poniewaz dla kazde] liczby rzeczywistej c zbior
punktéw H speliajacych zaleznosé [QHR] = c¢ jest zawarty w prostej réwno-
legltej do RQ, wiec rozwigzanie jest zakonczone.

9. Udowodni¢, ze w dowolnym czworoscianie suma miar katow dwusciennych
przy wszystkich krawedziach jest mniejsza niz 540°.

Rozwiazanie:

Niech I bedzie $rodkiem sfery wpisanej w czworo$cian, zas I, I, I3, I4 niech
beda punktami jej stycznosci ze $cianami. Wéwcezas dla i # j kat dwuscienny
miedzy $cianami zawierajacymi punkty I; oraz I; wynosi 180° — ZI;11;. Zatem
wystarczy wykazaé, ze

(*) LI 1o + /113 + L1111y + Z15115 + L1511, + Z13114 > 540°.

Punkt I lezy wewnatrz czworoscianu I3 I3I31y; jest to jedyna informacja, ktora
wykorzystamy do dowodu nieréwnosci (k). Zauwazmy, ze wystarczy wykazaé
nier6wnoéc

(O) LI+ L1115 + L1311y + Z140 1 > 360°;

wypisujac dwie analogiczne nieréwnosci i dodajac stronami uzyskamy bowiem
zaleznosé (x).

Niech ptaszczyzna I; I15 przecina krawedz I3l w punkcie J. Wtedy nieréw-
noé¢ tréjkata dla katow plaskich w kacie tréjsciennym daje

LI 113+ ZI31J > ZI:1J oraz LI L+ 2L, 1T > Z1, 1.

Dodajac te dwie réwnoéci stronami i stosujac zalezno$é LIsIJ+ZI,1J = L1311y
dostajemy ZI, 11 + 15115 + ZIsIly > ZIs1J + ZI;1J. Dodajac teraz Z1111s
do obu stron ostatniej zaleznosci otrzymujemy zwiazek (O).

10. Wyznaczy¢ wszystkie takie funkcje ciagle f: [-1,1] — R, ze
J20? 1) = 20/(2)

dla wszystkich liczb = € [-1,1].

Rozwiazanie:
Dla dowolnej liczby x € [—1,1] réznej od zera mamy

20f(x) = f(22° — 1) = f(2(~2)* = 1) = 2(~2) f(~),
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skad dostajemy f(z) = —f(—x). A poniewaz [ jest funkcja ciagla, wiec ta
réwnosé zachodzi tez dla z = 0, co daje f(0) = 0.

OkreSlmy teraz funkcje g : R — R wzorem g(z) = f(coszx) dla kazdego z.
Jest to funkcja ciagla i dla kazdej liczby ¢ spelnia zalezno$é

g(2t) = f(cos2t) = f(2cos®*t — 1) = 2cost - f(cost) = g(t) cost.

7 tego wzoru wynika, ze jesli 2¢ jest miejscem zerowym funkcji g oraz cost # 0,
to rowniez t jest miejscem zerowym funkcji g.
2
n
oraz n > 1 jest liczba naturalna. Kazda liczbe ¢ € A mozna wyrazié¢ jako uta-
mek nieskracalny o mianowniku réwnym 2™, gdzie m > 2, pomnozony przez ;
wobec tego cost # 0. Zatem jedli s € A oraz g(2s) = 0, to takze g(s) = 0. Z dru-
giej strony, dla dowolnej liczby ¢ € A mamy 2"t = (2k + %)W dla pewnych liczb
calkowitych n > 11 k; w takim razie 0 = f(0) = f(cos 2™t) = ¢g(2"t) i stosujac
stwierdzenie z poprzedniego zdania kolejno dla liczb s = 271,27 =2¢, ..., 2t. ¢
wnioskujemy, ze g(t) = 0. To oznacza, ze zbiér A zawiera si¢ w zbiorze miejsc
zerowych funkcji g. Ale zbiér A jest gesty na prostej, tzn. dla kazdej liczby rze-
czywistej r i dla kazdego € > 0 istnieje w zbiorze A liczba odlegla od r o mniej
niz e. Stad i z ciaglodci wynika, ze g jest funkcja zerowa. Zatem f(cosz) = 0
dla kazdej liczby rzeczywistej z, czyli f(z) = 0 dla kazdej liczby « € [—1,1].
Funkcja ta spelnia oczywiscie zadany warunek. OdpowiedZ: Funkcja zerowa.

Rozwazmy zbiér A liczb postaci

mw, gdzie k jest liczba calkowita

11. Wielomian W (z) o wspétezynnikach rzeczywistych przyjmuje dodatnie
wartosci dla nieujemnych argumentéw. Dowiesé, ze istnieja takie wielomiany
F(z) i G(x) o wspdlezynnikach dodatnich, ze

dla kazdego x.

Rozwigzanie:

Stosujac zasadnicze twierdzenie algebry rozlézmy wielomian W(z) na ilo-
czyn Wi (x)Wa(z) ... Wi(x) wielomianéw nierozkladalnych stopnia pierwszego
lub drugiego o wspoétczynnikach rzeczywistych; mozna wtedy przyjac, ze wszyst-
kie czynniki przyjmuja dodatnie wartosci dla nieujemnych argumentéw. Jeze-
i dla i = 1,2,...,k znajdziemy takie wielomiany F;(z) oraz G;(x) o wspol-
czynnikach dodatnich, ze W;(x) - Fi(z) = G;(z) dla kazdego z, to iloczyny
F(z) = Fi(z)F2(x) ... Fy(z) oraz G(z) = G1(x)G2(z) ... G(x) beda oczywi-
$cie spelnia¢ warunki zadania. Zatem wystarczy rozwazyé przypadki, gdy sto-
pien wielomianu W (z) wynosi 1 badz 2.

Jezeli wielomian W (z) jest liniowy oraz W(z) > 0 dla > 0, to W(z) ma
wspOlezynniki dodatnie i mozna przyjaé¢ F(x) = 1 oraz G(x) = W (x).

52



Niech z kolei W(z) bedzie nierozkladalnym wielomianem kwadratowym;
wtedy W(z) = c¢(z — a)(x — @), gdzie ¢ > 0 oraz « jest nierzeczywista liczba
zespolona. Zauwazmy, ze jesli £ jest liczba zespolona, to tréojmian kwadratowy
(x—&)(x — &) = 22 — 2Re € - x + |¢|? ma wspolezynniki dodatnie wtedy i tylko
wtedy, gdy liczba ¢ ma ujemna cze$¢ rzeczywista. Poniewaz « nie jest liczba
rzeczywista, wiee w ciagu a, o2, a2’, o?’, ... istnieje najwezesniejszy wyraz,
ktérego czesé rzeczywista jest ujemna: jest to mianowicie wyraz azt, gdziet > 0
jest najmniejsza liczba, dla ktérej 2t| arg a| > %w. Przyjmijmy woéwczas

t—1
Fr(z) = [](* +0® )@ +a2)  oraz  G*(x) =c(a? —a?)(z? —a?).
1=0

Woéwcezas W (x)-F*(z) = G*(x) oraz F*(x) jest iloczynem wielomianéw o wsp6l-
czynnikach nieujemnych, za$ G*(x) jest wielomianem o wspdlczynnikach nie-
ujemnych. Mnozac F*(z) i G*(z) przez wielomian (1 + z)¢ dla odpowiednio
duzego ¢ otrzymujemy zadane wielomiany F'(z) i G(z) o wspo6lczynnikach do-
datnich.
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Drugi Mecz Matematyczny

1. Liczby rzeczywiste x1, x2, x3, ... spelniaja warunek
Tmtn < Ty + T dlam,n=1,2,3,....
Udowodnié, ze dla kazdej liczby naturalnej n prawdziwa jest nieréwnosé

x1+@+x—3+...+x—n>xn.
2 3 n

Rozwiazanie:

Zastosujemy indukcje ze wzgledu na n. Dla n = 1 dana do udowodnienia
nier6wnoé¢ staje sie rownoécia. Przyjmijmy z kolei, Zze dana nieréwnos$é¢ jest
prawdziwa dla n = 1,2,...,m — 1; udowodnimy jej prawdziwos¢ dla n = m.
Rzeczywiscie, dodajac stronami m — 1 nieréwnosci

x1+%+%+...+ﬁ>xi dlai=1,2,...,m—1
2

otrzymujemy

m — 2

Tm—2+ ———Tm—1 > T +To+ ...+ Tpy—1-

-1
(m Ju1+ m— 2 m—1

To+...+

Dodajac nastepnie wielko$¢ x1 + x2 + ... + x,—1 do obu stron dostajemy

m m m m
mxy+—To+—x3+...+ Tm—ot+ ——Tm—1 = 2(x1+ T2+ ..+ Tip1)-
2 3 m—2 m—1
Na mocy zalozen mamy z; + Tp,—; = @, dla i = 1,2,...,m — 1; sumujac te

zaleznosci stronami uzyskujemy 2(z1 + z2 + ... + Zp—1) = (m — 1)z, 1 wobec
tego

m m m
mey + T+ 23+ ...+ Tm—2 + Tim—1 = (M — 1)xy,.

m
2 3 m— 2 m—1

Dodajac teraz x,, do obu stron, a nastepnie dzielac je przez m otrzymujemy
teze.

2. Danych jest n réznych liczb catkowitych aq, aq, ..., a,. Niech
bi = (ai — al)(ai — ag) Ce. (ai — ai_l)(ai — aH_l) e (ai — an)

dlai=1,2,...,n. Dowies¢, ze dla kazdej liczby caltkowitej k > 1 liczba

k k k
ay as ap
-+ =+...+ =
b1 by by,



jest calkowita.

Rozwiazanie:

Podzielmy wielomian W (z) = z* przez G(z) = (z — a1)(z —az) ... (z — ay),
otrzymujac iloraz P(x) oraz reszte R(x) stopnia nizszego niz n. Mamy wiec
rownosé wielomianow

(%) * = P(x)(x —a1)(z — a) ... (x — an) + R(x).

Ponadto wielomiany P(x) i R(z) maja wspoélezynniki catkowite, gdyz wielomia-
ny W(z) i G(z) maja wspdlczynniki caltkowite, a w wielomianie G(z) wsp6l-
czynnik przy najwyzszej potedze jest réwny 1.

Na mocy zwiazku () prawdziwa jest réwnoéé R(a;) = af dlai=1,2,...,n.
Wobec tego stosujac wzér interpolacyjny Lagrange’a do wielomianu R(x) uzy-
skujemy przedstawienie

" T — a; e
Ra) =3 R [[ 7= =2 5 116 —ap).

J#i =1 " j#i
ak gk k
Zatem dana w zadaniu liczba b—l + b—z +...+ b—” jest wspodtezynnikiem przy
1 2 n
potedze "1 w wielomianie R(z). Pozostaje juz tylko przypomnieé, ze wielo-

mian ten ma wspotczynniki catkowite.

3. Ciag ag, a1, ag, ... jest zadany wzorami: ag = 0, a; = 1 oraz
Opt1 = 20pn + Ap—1 dlan=1,2,3,....
Udowodnié, ze dla kazdej liczby naturalnej n najwyzsze potegi dwdjki dzielace
liczby n i a, sa jednakowe.

Rozwigzanie:

Wykazemy, ze dla dowolnych liczb calkowitych m,n > 1 prawdziwy jest
wzor
(*) Umtn—1 = CmGn + Qp—10n—1-
Dowdd tego wzoru przebiega przez indukcje ze wzgledu na n przy ustalonej
warto$ci m. Dlan = 1 i n = 2 wzér (x) orzeka odpowiednio, ze an, = am
iGm+1 = 2am + am—1, wiec jest prawdziwy. Natomiast krok indukcyjny spro-

wadza sie, przy zalozeniu prawdziwosci wzoru (x) dlan =k —11in =k, do
nastepujacego rachunku:

At (k+1)—1 = 2@m+k—1 + Cmy(k—1)-1 =
= 2(amag + am—10k—1) + (Amar—1 + @m_1ap—2) =
am (20 + ak—1) + @m-1(20K—1 + ar—2) =

= Am0k+1 + Gm—10k.
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Stosujac wzor () dla m = n + 1 stwierdzamy, ze
(O)  agn = anlant1 + an—1) = 2an(an + an—1) dlan=1,2,3,....

Zauwazmy teraz, ze Gni2 = 2ap4+1 + an = a, (mod 2) dla kazdego n > 0.
Skoro ag = 0 i a; = 1, wiec przez prosta indukcje wynika stad, ze liczba a,
jest nieparzysta wtedy i tylko wtedy, gdy liczba n jest nieparzysta. W szczegdl-
nosci oznacza to, ze liczba stojaca w nawiasie po prawej stronie zaleznosci (O)
jest zawsze nieparzysta, i wobec tego dla dowolnego n > 1 najwyzsza potega
dwojki dzielaca liczbe as, ma wykladnik o 1 wiekszy, niz najwyzsza potega
dwdjki dzielaca liczbe a.,,. To zas, w polaczeniu z nieparzystoscia liczby a, dla
nieparzystych wskaznikéw n, daje teze zadania.

4. Wyznaczy¢é wszystkie takie pary liczb pierwszych (p,q), ze liczba
(5P — 2P) (52 — 27) jest podzielna przez pq.

Rozwiazanie:

Poniewaz czynniki 5P — 2P i 59 — 29 nie sa podzielne przez 2 ani przez 5, wiec
liczby p i q sa rézne od 2 i 5.

Jedyna liczbg pierwsza r # 2,5, dla ktérej r | 57 —2" jest liczba r = 3; wynika
to z malego twierdzenia Fermata, gdyz 5" — 2" = 5 — 2 = 3 (mod r). Wobec
tego jesli para (p,q) spelnia warunki zadania oraz p,q > 3, to p| 59 — 27 oraz
q|5° —2P.

Jednak jesli p > 5, to zbiér liczb naturalnych n, dla ktérych zachodzi kon-
gruencja 5" = 2™ (mod p), jest zbiorem wszystkich dodatnich wielokrotnosci
najmniejszej liczby n o takiej wlasnoéci. A skoro liczba pierwsza n = ¢ ma ta-
ka wlasnoéé, za$ liczba n = 1 jej nie ma, wiec prawdziwa jest réownowaznosé
5" = 2" (mod p) < ¢|n. To wraz z malym twierdzeniem Fermata dowodzi,
ze q|p — 1. Podobnie uzasadniamy, ze jesli ¢ > 5, to p| ¢ — 1. Obie te podziel-
nosci nie moga by¢ jednoczesénie spelnione; w efekcie kazda para (p, q) bedaca
rozwiazaniem zadania zawiera przynajmniej jedng liczbe 3.

Przyjmijmy dla ustalenia uwagi, ze p = 3; otrzymujemy wtedy podzielnosé
3q | 117(5% — 29). Jak juz wiemy, dla ¢ > 3 nie moze by¢ prawdziwa zaleznosé
q |59 — 29; warunki zadania sa wiec spelnione wtedy i tylko wtedy, gdy zachodzi
podzielno$é q| 117 = 32 - 13, czyli dla ¢ = 13. Oczywiscie liczby p = g = 3 takze
spelniaja warunki zadania. OdpowiedZ: (p,q) = (3,3), (3,13), (13, 3).

5. Zbadag, czy istnieje taki 2011-elementowy zbiér zlozony z liczb catkowi-
tych, ze $rednia arytmetyczna wszystkich elementéw dowolnego jego niepustego
podzbioru jest potega liczby catkowitej o wykladniku catkowitym wiekszym niz
2011.

Rozwiazanie:
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Odpowiedz: Tak. Udowodnimy najpierw, ze dla dowolnej liczby catkowi-
tej n > 1 istnieje taka liczba catkowita m > 1, ze kazda z liczb m, 2m,
3m, ..., nm jest potega liczby caltkowitej o wyktadniku catkowitym wigkszym
niz 2011.

Dowdd tego stwierdzenia przeprowadzamy indukcyjnie. Dla n = 1 wystar-
czy przyja¢ m = 1. Przechodzac do kroku indukcyjnego przypuéémy, ze liczby

m, 2m, 3m, ..., nm sg potegami liczb catkowitych o wyktadnikach odpowiednio
réwnych ki, ko, ks, ..., kn, > 2011. Okre$lmy k = NWW (kq, ko, ks, ..., ky,) oraz
m' = m[m(n + 1)]¥ = m**1(n + 1)k, Liczby m/, 2m/, 3m/, ..., nm/, (n + 1)m’

sg wowczas potegami liczb catkowitych o wykladnikach odpowiednio réwnych
ki,ko, ks, ... kn,k+ 11 wiekszych niz 2011, co konczy indukcje.
Wykorzystajmy teraz udowodnione stwierdzenie dla n = 2011-2011!. Otrzy-
mujemy taka dodatnig liczbe calkowita m, ze zbiér A = {m,2m,3m,...,nm}
sklada sie z poteg liczb catkowitych o wyktadnikach wiekszych niz 2011. Wtedy
zbiér {2011!-m,2-2011!-m,3-2011! - m,...,2011 - 2011! - m} ma postulowa-
na w zadaniu wlasnosé, gdyz Srednia arytmetyczna dowolnego jego niepustego
podzbioru nalezy do zbioru A i w zwiazku z tym jest zadana potega.

6. Rozpatrujemy wszystkie $cisle malejace ciagi dodatnich liczb catkowitych
o sumie réwnej 2011. Wykazaé, ze wsrdd nich ciagéw o dlugosci parzystej jest
tyle samo, co ciagéw o dlugosci nieparzyste;j.

Rozwigzanie:

Dla kazdego z rozwazanych ciagéw a = (a1, as, ..., a,) okreslamy ¢(a) i e(a)
w nastepujacy sposéb: £ = f(a) € {1,2,...,n} jest najwieksza taka liczba, ze
w podciagu ay, ao, ..., ay kazdy wyraz jest o 1 wiekszy od nastepnego, za$

e(a) = a, jest ostatnim wyrazem ciagu.

Podzielmy wszystkie rozwazane ciagi na dwie grupy A i B, przy czym gru-
pa A sklada si¢ z ciagéw a, w ktérych ¢(a) > e(a), natomiast grupa B sklada
sie z ciagéw a, w ktorych £(a) < e(a). Okreslimy teraz dwa wzajemnie odwrotne
odwzorowania a: A — Bif(: B — A.

Dla ciagu a = (a1, as2,...,a,) z grupy A zachodzi nieréwnosé £ > e, gdzie
dla uproszczenia notacji oznaczyliSmy £ = £(a) i e = e(a). Zauwazmy, ze e < n;
gdyby bowiem e > n, to takze £ > n i w efekcie mielibyémy e = £ = n, czyli
ciag a mialby postaé¢ (2n —1,2n —2,...,n+ 1,n), lecz suma wyrazéw takiego
ciagu wynosi %n(i’m — 1) # 2011. Okresélamy teraz

afa)=(a1+ a2+ 1,...,6e—1+ 1,ac + 1,0e41,0e12,- -, An_2,0n_1);

fragment od wyrazu a.41 do wyrazu a,_; moze by¢ pusty. Ciag ten jest $ci-
§le malejacy i ma sume wyrazéw taka sama, jak ciag a, a ponadto nalezy do
grupy B, gdyz ¢(a(a)) = e oraz e(a(a)) = an—1 > a, = e.

Dla ciagu b = (by, ba, ..., by) z grupy B zachodzi nieréwnosé £ < e, gdzie tym
razem £ = {(b) i e = e(b). Jezeli £ = n, to e > n + 1; w przeciwnym razie ciag b
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bylby ciagiem (2n,2n—1,...,n+2,n+1) o sumie wyrazéw %n(3n+ 1) # 2011.
Definiujemy

ﬁ(b) = (b1 — 1,b2 — 1, .. .,bg_l — l,bg — 1,bg+1,b@+2, e abn—hbn;g);

we wzorze tym fragment od wyrazu bgy1 do wyrazu b, moze by¢ pusty. Tak
okreélony ciag ma sume wyrazéw taka sama, jak ciag a; jest tez Scisle malejacy,
gdyz dla ¢ < n mamy b, —1 > bpy1 na mocy okreslenia liczby ¢ oraz b, = e > ¢,
za$ dla £ = n mamy by — 1 = e — 1 > n = (. Ponadto ciag 3(b) nalezy do
grupy A, gdyz £(5(b)) > € = e(B(b)).

Nietrudno sie przekonaé, ze odwzorowania « i 8 sa wzajemnie odwrotne.
Wobec tego wszystkie rozwazane ciagi mozemy podzieli¢ na pary zlozone z jed-
nego ciaggu nalezacego do grupy A i jednego nalezacego do grupy B, przy czym
oba ciagi przechodza nawzajem na siebie przy odwzorowaniach a i 5. Poniewaz
odwzorowania te przeksztalcajg ciag na ciag krotszy lub dtuzszy o jeden wyraz,
wiec w kazdej takiej parze ciggéow jeden cigg ma dlugosé parzysta, a drugi —
dhugo$éé nieparzysta. Wynika stad teza zadania.

7. Wyznaczy¢ wszystkie takie trojki liczb naturalnych (k, m,n), ze trzy Scia-
ny prostopadtoscianu k£ x m X n o wspdélnym wierzchotku mozna oklei¢ nieza-
chodzacymi na siebie prostokatami 3 x 1. Prostokaty moga by¢ zaginane na
krawedziach prostopadloscianu.

Rozwiazanie:

Pole powierzchni trzech $cian o wspolnym wierzchotku wynosi km—+kn-+mn;
aby oklejenie tych Scian bylo mozliwe, liczba ta powinna byé¢ podzielna przez 3.
Jedli jedna z liczb k, m, n dzieli si¢ przez 3, to podzielno$é 3| km + kn +mn ma
miejsce wtedy i tylko wtedy, gdy przynajmniej jedna z dwbdch pozostatych liczb
takze dzieli sie przez 3. Jest jasne, ze jesli przynajmniej dwie z liczb k, m, n sa
podzielne przez 3, to kazda z trzech rozwazanych $cian prostopadloscianu ma
bok o diugosci podzielnej przez 3 i kazda z tych écian z osobna mozna okleié
prostokatami 3 x 1.

Wykazemy teraz, ze jedli zadna z liczb k, m, n nie jest podzielna przez 3,
to zadane oklejenie nie jest wykonalne. (Mozna sprawdzié, ze w tym przypadku
podzielno$é 3 | km + kn + mn implikuje kongruencje k = m = n (mod 3), nie
bedziemy jednak z tego korzystac.)

Potraktujmy kazda z trzech badanych Scian jako prostokatna tabele zlozona
z pél bedacych kwadratami jednostkowymi. Wprowadzmy w tych tabelach nu-
meracje wierszy i kolumn przyjmujac, ze w kazdej tabeli pierwszy wiersz i pierw-
sza kolumna sg przylegle do wspdlnego wierzchotka P rozwazanych trzech $cian.
Nastepnie w kazdej tabeli pomalujmy na niebiesko wszystkie pola, ktérych nu-
mer wiersza lub numer kolumny daje reszte 2 z dzielenia przez 3. Pozostate pola
pomalujmy na czerwono.

58



Pola czerwone w jednej tabeli sa zgrupowane w kwadratach 2 x 2, by¢ moze
z wyjatkami przy brzegach tabeli. Poniewaz jednak liczba kolumn daje reszte
1 1ub 2 z dzielenia przez 3, wiec albo ostatnia kolumna jest niebieska, albo trzecia
od konca jest niebieska. Wynika stad, ze nie istnieja czerwone prostokaty 1 x 2
w ostatniej kolumnie tabeli, ktore bylyby zawarte w kwadratach 2 x 2, gdyby
tabela miata jedna kolumne wiecej. Analogiczne stwierdzenie jest prawdziwe
dla ostatniego wiersza. Natomiast w pierwszym wierszu i w pierwszej kolumnie
znajduje sie jedno czerwone pole narozne oraz czerwone prostokaty 1 x 2. Wobec
tego wszystkie czerwone prostokaty z wyjatkiem pola naroznego zawierajacego
wierzcholek P maja przynajmniej jeden bok o dlugoéci parzystej. Stad wniosek,
ze liczba poél czerwonych w kazdej tabeli jest nieparzysta i w takim razie liczba
wszystkich czerwonych pdl jest nieparzysta.

Nietrudno natomiast spostrzec, ze kazdy prostokat 3 x 1 przyklejony do
trzech Scian o wierzchotku P pokrywa parzysta liczbe czerwonych pdl. Zatem
opisane w zadaniu oklejenie nie jest mozliwe.

Odpowiedz: Co najmniej dwie z liczb k, m, n musza by¢ podzielne przez 3.

8. Znalez¢ najmniejsza liczbe naturalng d, dla ktorej prawdziwe jest naste-
pujace twierdzenie:

Dany jest skonczony zbior punktow na plaszczyznie, z ktorych zadne trzy
nie leza na jednej prostej. Kazda pare punktow polaczono odcinkiem czerwonym
albo zielonym. Wéwczas jeden z tych koloréw ma taka wlasnosé, ze dowolne dwa
punkty, ktére mozna potaczyé Sciezka tego koloru, mozna takze potaczy¢ $ciezka
tego koloru sktadajaca sie z co najwyzej d odcinkéw.

Rozwiazanie:

OdpowiedZz: d = 3. Zauwazmy najpierw, ze d > 3. Rzeczywiscie, rozwazmy
cztery punkty A, B, C, D i pomalujmy odcinki AB, BC', CD na czerwono oraz
odcinki AC, BD, AD na zielono. Wtedy dowolne dwa punkty mozna polaczyé
czerwong $ciezka, jak réwniez zielona $ciezka, ale najkrétsza czerwona $ciezka
od A do D ma dlugosé 3, a najkrétsza zielona Sciezka od B do C takze ma
dlugosé 3. (Przez dlugosd $ciezki rozumiemy liczbe tworzacych ja odcinkéw.)

Udowodnimy teraz, ze d = 3. W tym celu rozpatrzymy dwa przypadki:

Przypadek 1: W danym zbiorze istnieja dwa rézne punkty A, B, ktérych nie
mozna polaczy¢ czerwong $ciezka. Wykazemy, ze wtedy dowolne dwa punkty
mozna polaczy¢ zielona Sciezka o diugosci nie wigkszej niz 2. Niech bowiem S
bedzie zbiorem wszystkich punktow, do ktérych mozna doj$é¢ czerwona Sciezka
z punktu A, za$ S’ — zbiorem pozostalych punktéw. Wtedy A € S, B € S’
oraz dowolny odcinek o jednym koticu w zbiorze S i drugim koncu w zbiorze S’
jest zielony. Ponadto kazda pare punktéw nalezacych do jednego zbioru mozna
polaczy¢ zielong Sciezka utworzona z 2 odcinkéw, ktérych wspédlny koniec jest
dowolnym punktem drugiego zbioru.
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Przypadek 2: Dowolne dwa punkty danego zbioru mozna polaczy¢ czerwona
Sciezka. Mozemy przy tym przyjaé, ze pewnej pary punktéw A, B nie da sie
polaczyé¢ czerwona Sciezka o dhugosci co najwyzej 3, gdyz w przeciwnym razie
teza jest prawdziwa.

Niech n bedzie najmniejsza taka liczba naturalna, ze dowolny punkt roz-
wazanego zbioru mozna potaczyé¢ z punktem A czerwong Sciezks o dlugoéci co
najwyzej n. Tak wiec n > 4. Okredlmy Sy = {A}. Dla k = 1,2,...,n niech Sk
bedzie zbiorem tych punktéw, dla ktérych najkrotsza czerwona $ciezka prowa-
dzaca do A ma dlugoé¢ k. Zbiory Sy, S1, S2, ..., Sp sa niepuste, a ich suma jest
zbiorem wszystkich danych punktéw.

Jezeli |i — j| > 2, to dowolny odcinek o jednym koncu w zbiorze S; oraz
drugim koncu w zbiorze S; jest zielony. Zauwazmy, ze wobec nieréwnosci n > 4
dla dowolnych dwéch (réwnych badz nie) liczb a, b ze zbioru {0,1,2,...,n}
istnieje ciag (zo, 21, T2, ..., Zm) 0 wyrazach z tego zbioru, w ktérym 1 < m < 3,
xo = a, Ty = b oraz |x; —x;—1| > 2 dla i = 1,2,...,m. Zatem z punktu
zbioru S, = Sz, mozna, przechodzac kolejno przez zbiory Sz, , ..., Sg,,_,, dojs¢
do zbioru S, = S, zielong $ciezkg o dlugosci m < 3. A skoro liczby a i b
wybraliémy dowolnie, wiec kazda pare punktéow da sie potaczy¢ zielong $ciezka
o dtugosci nie wiekszej niz 3.

9. Na tréjkacie nieréwnobocznym ABC opisano okrag o srodku O. Punkty
A’, B', C’ sg odpowiednio $rodkami tych tukéw BC, C A, AB tego okregu, ktdre
zawieraja wewnatrz wierzcholek danego trojkata. Rozwazmy punkty przeciecia
prostych: X = AB'NBA’', Y = BC'NCB’, Z = CA'NAC’". Dowie¢, ze punkty
O, X, Y, Z leza na jednej proste;j.

Rozwiazanie:

Niech A”, B”, C" beda koficami $rednic danego w tresci zadania okregu o po-
czatkach odpowiednio A’, B’, C’; sg one $rodkami tych tukéw BC, CA, AB,
ktére nie zawieraja wewnatrz wierzcholtka trojkata ABC. Polproste AA”—,
BB"~, CC"~ sa dwusiecznymi katéw wewnetrznych tego tréjkata i przeci-
naja sie¢ w punkcie I bedacym srodkiem okregu wpisanego w 6w tréjkat. Za-
stosujmy teraz twierdzenie Pascala do ,szesciokata” o kolejnych wierzchotkach
A, A" A, B, B", B', otrzymujac, ze punkty I = AA"NBB", 0 =A"A'NB"B’,
X = A’BNB’ A leza na jednej prostej. Podobnie uzasadniamy, ze punkty I, O, Y
lezg na jednej prostej oraz punkty I, O, Z leza na jednej prostej. Ponadto I # O,
skoro trojkat ABC nie jest rownoboczny. A w takim razie punkty I, O, X, Y, Z
leza na jednej prostej.

10. W tréjkacie ostrokatnym ABC odcinki AD, BE, C'F sa wysoko$ciami
i przecinaja sie w punkcie H. Okrag o érodku O przechodzacy przez punkty
A i H przecina boki AB i AC odpowiednio w punktach P i @ réznych od A.
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Okrag opisany na trojkacie OPQ jest styczny do odcinka BC' w punkcie R.
Wykazaé, ze

CR ED

BR FD’

Rozwigzanie:

Rozpoczniemy od wykazania, ze symetralne odcinkéw BP i C'QQ przecinaja
sie na odcinku BC.

Niech wigc K i L beda odpowiednio érodkami odcinkéw BP i C@Q, a ich
symetralne niech przecinajg bok BC' odpowiednio w punktach X i Y. Nalezy
zatem udowodni¢, ze BX 4+ C'Y = BC. Przyjmijmy, ze punkt F' lezy wewnatrz
lub na okregu przechodzacym przez punkty A, P, H, Q; wtedy punkt E lezy
odpowiednio na zewnatrz lub na tym okregu. Ponadto na mocy twierdzenia
Talesa mamy

B TeBTBF TCE " 2\BF " CE \"BrTCcE

BX CY BEK  CL (BP CQ) . 1( PF EQ)
2

PF  BF
EQ CE’
rowne —; plerwszy — gdyz tréjkaty prostokatne HFP i HE(Q sa podob-
ne ze wzgledu na istnienie okregu opisanego na czworokacie APHQ, drugi
— gdyz tréjkaty prostokatne HF B i HEC sa podobne z uwagi na réwnosci
/HBF = ZHCE = 90° — LA, gdzie przez LA, /B, ZC oznaczamy miary
katéw wewnetrznych tréjkata ABC.

Wykazemy teraz, ze punkt X = Y pokrywa sie z punktem R. W tréjka-
cie réwnoramiennym BX P wyznaczamy /BXP = 180° — 2/B i analogicznie
ZCXQ = 180° — 2£C. W takim razie ZPXQ = 180° — 2/ A, co w polaczeniu
z zaleznoscia /POQ = 2/PAQ = 2/A dowodzi, ze na czworokacie PXQO
mozna opisa¢ okrag. Na mocy zalozen zadania oznacza to, ze X =Y = R.

Zatem punkt R lezy na symetralnych odcinkéw BP i CQ. Wynika stad, ze

BR = PR oraz CR = QR i do dokonczenia rozwigzania pozostaje udowodnic,

R ED
g RS D Ta réwnosé jest jednak konsekwencja podobienstwa trojkatéw

PQR i FED. Aby dostrzec to podobienstwo, obliczamy katy obu tréjkatéw.
W pierwszym trojkacie mamy /PQR = Z/PRB = 180° — 2/B i podobnie
ZQPR = 180° — 2/C. Natomiast w drugim z tych tréjkatéw wyznaczamy
/FED = 180° — ZFEA — /ZDEC = 180° — 2/B (i w analogiczny spos6b
ZEFD = 180° —2/C), gdyz zachodza réwnoséci LZFEA = Z/ZDEC = /B, ktére
wynikaja z tego, ze na czworokatach BCEF i ABDE mozna opisaé okregi
odpowiednio o érednicach BC' i AB.
To konczy rozwiazanie zadania.

Wobec tego wystarczy uzasadnié, ze Oba te stosunki sa jednak
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11. Rozstrzygnaé, czy istnieje ostrostup czworokatny o krawedziach bocz-
nych réznej dtugosci, ktéry mozna podzieli¢ na trzy przystajace czworosciany.

Rozwigzanie:

Odpowiedz: Tak. Rozpatrzmy tréjkat ABC o katach przy wierzchotkach
A, B, C réwnych odpowiednio 60°, 30°, 90°. Niech D bedzie $rodkiem bo-
ku AB oraz niech E bedzie punktem boku BC wyznaczonym przez réwnosé
BE : EC =2:1. Wtedy tréjkaty BDE, ADE i ACE sa przystajace.

Niech teraz 7 bedzie plaszczyzna w przestrzeni. Umieéémy tréjkat ABC
w przestrzeni tak, aby plaszczyzna tego trojkata byta prostopadia do m, a wspél-
na krawedzig obu plaszczyzn byla prosta BC'. Niech ¢ C 7 bedzie prosta pro-
stopadla do prostej BC i przechodzaca przez punkt E. Na prostej £ wybierzmy
punkty F'i G lezace po réznych stronach punktu E i bardzo blisko tego punktu,
przy czym EF < EG.

Woéwcezas ostrostup o podstawie BFCG i wierzchotku A spelnia warunki
zadania: jego krawedzie boczne maja dilugosci AC < AF < AG < AB oraz
mozna go podzieli¢ na trzy przystajace czworosciany BDFG, ADFG i ACFG.
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Czesko-Polsko-Stowackie Zawody Matematyczne

1. Niech a, b, ¢ beda dodatnimi liczbami rzeczywistymi spelniajacymi wa-
runek a? < be. Udowodnié, ze spetniona jest nieréwnosé

b + ac® > ab(a + ¢).

Rozwiazanie:
7 nieréwnosci pomiedzy $rednia arytmetyczna i geometryczng dostajemy

4a3b+ b3c+ 2c3a > Ta’be,
4b3¢c + ca + 2a%b > Th’ca,
4c3a + ab + 2b3¢ > Tcab.

Dodajac te trzy zaleznosci stronami stwierdzamy, ze
(*) a®b+bPc+ Pa > a®be + b*ca + cab.

Na mocy warunku a? < bc mamy ponadto —a3b > —b?ca; dodajac stronami te
nieréwno$é¢ do nieréwnosci (*) otrzymujemy

b3e+ a > a®be + Pab,

co po podzieleniu stronami przez ¢ daje teze zadania.

2. Na tablicy napisano n nieujemnych liczb calkowitych, ktérych najwiekszy
wspOlny dzielnik wynosi 1. W jednym kroku mozna zmazaé¢ dwie liczby x, y
takie, ze x > y, oraz zastapi¢ je liczbami x — y, 2y. Rozstrzygnaé, dla jakich
poczatkowych ciagdw liczb catkowitych mozna doprowadzi¢ do sytuacji, w ktorej
n — 1 liczb na tablicy jest zerami.

Rozwiazanie:

Zauwazmy najpierw, ze suma wszystkich liczb na tablicy nie ulega zmianie
w wyniku wykonywania zadanych operacji.

Opisany w zadaniu krok dla wybranej pary liczb mozna podzieli¢ na dwie
czedci: odjecie jednej liczby od drugiej oraz pomnozenie pewnej liczby przez 2.
Pierwsza cze$¢ nie wplywa na najwiekszy wspdlny dzielnik wszystkich napisa-
nych na tablicy liczb, natomiast druga cze$¢ albo nie zmienia tego najwiekszego
wspélnego dzielnika, albo powoduje, ze zwieksza sie on dwukrotnie. A skoro dla
poczatkowego uktadu liczb na tablicy jest on réwny 1, wiec po dowolnej liczbie
krokéw bedzie on potega dwdjki. Jezeli wszystkie liczby na tablicy z wyjatkiem
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jednej sa zerami, to suma wszystkich n liczb jest réwna ich najwigkszemu wspdl-
nemu dzielnikowi. Stad wniosek, ze do mozliwosci uzyskania n— 1 zer na tablicy
konieczne jest, aby suma poczatkowych n liczb byta potega dwojki.

Wykazemy teraz, ze jest to rowniez warunek dostateczny.

Przypuéémy, ze suma poczatkowych n liczb wynosi 2%, gdzie k € {0,1,2,...}.
Wyktadnikiem biezacego ukladu liczb na tablicy nazwiemy najwigksza taka licz-
be o € {0,1,2,...}, Ze wszystkie napisane w danym momencie liczby sa podziel-
ne przez 2¢. Jezeli wykladnik jest réwny k, to na tablicy napisana jest liczba 2F
oraz n — 1 zer. Pozostaje zatem wykazaé, ze jesli wyktadnik jest mniejszy niz k,
to mozna wykonaé kilka krokéw, w wyniku ktérych wykladnik sie zwigkszy.

Niech zatem wykladnik biezacego ukladu liczb na tablicy wynosi a < k. To
oznacza, ze wszystkie napisane liczby sa podzielne przez 2%, nie wszystkie sa
podzielne przez 2%, a suma wszystkich liczb jest réwna 2*. Wobec tego liczba
liczb niepodzielnych przez 29t! jest parzysta; mozemy je wiec podzieli¢ na pary.
Nastepnie wykonajmy krok wybierajac po kolei kazda z tych par. Jezeli liczby
x, y sg podzielne przez 2%, ale nie przez 2°t!, to liczby x — 3 i 2y s podzielne
przez 271, W takim razie po wykonaniu tych krokéw wszystkie liczby na tablicy
beda podzielne przez 2%, czyli doprowadzimy do zwiekszenia wyktadnika. To
koniczy rozwiazanie.

Odpowiedz: Poczatkowy ciag spelnia warunki zadania wtedy i tylko wtedy,
gdy suma wszystkich jego wyrazow jest potega dwdjki o wyktadniku catkowitym
nieujemnym.

3. Punkty A, B, C, D leza w tej kolejnosci na okregu, przy czym proste
AB i CD nie sa réwnolegle oraz dtugos¢ tuku AB zawierajacego punkty C, D
jest dwa razy wieksza niz dtugo$é¢ tuku C'D nie zawierajacego punktow A, B.
Punkt F lezy po tej samej stronie prostej AB co C oraz D, przy czym AC = AE
oraz BD = BE. Wykaza¢, ze jesli prosta prostopadia do prostej AB przecho-
dzaca przez E potowi tuk C'D nie zawierajacy punktéw A, B, to LZACB = 108°.

Rozwiazanie:

Niech o bedzie okregiem, na ktérym leza punkty A, B, C'; D, niech 01 oznacza
okrag o $srodku A przechodzacy przez punkty C'i E oraz niech o, oznacza okrag
o srodku B przechodzacy przez punkty D i E. Ponadto niech punkt S bedzie
srodkiem tuku C'D okregu o nie zawierajacego punktéw A i B.

Niech C’ bedzie drugim, oprécz C, punktem przecigcia okregéw oio1. Wtedy
punkt A jest Srodkiem tuku CC’ okregu o. Oznaczmy przez C” drugi punkt
przeciecia prostej SC z okregiem o0;. Zauwazmy, ze

ZC"SA=180°— LOSA=LCC'A=ZLC'CA = ZLC'SA,

zatem poélprosta SA™ jest dwusieczna kata C'SC”.
Wobec tego SC' = SC”, gdyz po6lproste SC'— i SC"~ sg symetryczne
wzgledem prostej S A, na ktérej lezy srodek okregu o1, a wiec punkty przeciecia
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tych pélprostych z tym okregiem (odpowiednio C’ i C") takze sa symetryczne
wzgledem prostej SA.

Analogicznie jedli okrag o, przecina okrag o w punkcie D’ # D oraz prosta
SD przecina okrag oo w punkcie D" # D, to SD' = SD".

Niech prosta ES przecina okrag o w punkcie E' # S. Wykazemy, ze punkty
C', D', E' pokrywaja sie.

Przypus$émy bowiem, ze C’ # D’. Punkty A i B sg $rodkami odpowiednio
okregdéw o1 1 09, zatem prosta ES prostopadia do AB i przechodzaca przez jeden
ich punkt wspélny jest ich osia potegowa, skad SC - SC” = SD - SD". Ale na
mocy zalozenia, ze punkt S jest sSrodkiem tuku C'D okregu o, dostajemy rownosé
SC = SD. W takim razie SC"” = SD" i w rezultacie SC’' = SD’'. To oznacza,
ze trojkat SC'D’ jest rébwnoramienny, a jego wysoko$é poprowadzona z wierz-
chotka S przechodzi przez érodek okregu o. Punkty C'i D sg wiec symetryczne
wzgledem tej wysokoSci, a czworokat C'D'C' D jest trapezem réwnoramiennym
wpisanym w_okrag o. Jednak wtedy punkty A, B bedace odpowiednio srodka-
mi tukéw CC’, DD’ tego okregu takze sa symetryczne wzgledem rozwazanej
wysokosci, co przeczy zalozeniu, ze proste AB i C'D nie sg rownolegle.

Zatem C' = D" i w efekcie okregi o, 01, 02 maja punkt wspdlny E'.

Oznaczmy o = ZCOE'S = ZDE'S oraz 3 = /BE'C. Luk AB okregu o jest
dwukrotnie dtuzszy od tuku CD, skad wyznaczamy Z/DE’'A = 2a — (3. Wobec
tego, z uwagi na réwnosci AC = AE = AE' i1 BD = BE = BE', tréjkat ABE’
ma nastepujace miary katdw:

/AE'B = 4a,
/BAE' = /BDE' = /BE'D = 2a + 3,
/ABE' = /ACE' = /AE'C = 4a — 3.

Dodajac te katy dochodzimy do réwnosci 10ac = 180°, czyli a = 18° i ostatecznie
/ACB =180° — ZAE'B = 180° — 4a = 108°.

4. Wielomian P(z) o wspdélczynnikach calkowitych ma nastepujaca wla-
snoéé: dla dowolnych wielomianéw F(z), G(x), Q(x) o wspdlezynnikach catko-
witych, jesli

P(Q(z)) = F(z) - G(z),

to F(z) lub G(x) jest wielomianem stalym.
Wykazaé, ze P(x) jest wielomianem stalym.

Rozwiazanie:

Musimy wykluczyé mozliwosé, ze P(z) jest wielomianem stopnia pierwszego
oraz mozliwosé, ze P(z) jest stopnia co najmniej drugiego. Rozpatrzymy wiec
obie te mozliwosci.

Przypadek 1: P(x) = ax + b dla pewnych liczb calkowitych a i b, przy
czym a # 0. Wtedy dla wielomianu Q(z) = az? + (b + 1)z o wspélczynnikach
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calkowitych otrzymujemy
P(Q(x)) = a(az® + (b + 1)x) + b= a*x* + a(b+ )z + b = (ax + b)(azx + 1),

a wiec wielomian P(Q(z)) mozna zapisaé¢ jako iloczyn wielomianéw stopnia
dodatniego o wspolczynnikach catkowitych, wbrew warunkom zadania.
Przypadek 2: P(z) jest wielomianem stopnia co najmniej drugiego. Zatem
P(x) = apz™ + an_12" 1 + ... + a1 + ag, gdzie n > 2 i a,, # 0. Wéwczas
wielomian Q(z) = P(z) + = stopnia n ma wspélczynniki catkowite, a ponadto

P(Q(z)) = ZM(P(:E) + ) = Z a;z" + a; Z (;) P(z)ai= | =

|
3
&
—_
+
[4]=
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Wobec tego wielomian P(Q(x)) jest iloczynem wielomianu P(x) oraz pewne-
go innego wielomianu o wspétczynnikach catkowitych. Wielomian P(Q(z)) ma
jednak stopiet n?, czyli wyzszy niz wielomian P(x). Ponownie uzyskali$my wiec
rozklad wielomianu P(Q(z)) sprzeczny z zalozeniami zadania.

5. W czworokacie wypukltym ABC D punkty M, N sg odpowiednio srodkami
bokéw AD oraz BC. Punkty K oraz L leza odpowiednio na bokach AB i CD,
przy czym LMKA = ZNLC. Wykazaé, ze jeSli proste BD, KM oraz LN
przecinaja sie w jednym punkcie, to spetnione sa réwnosci

LKMN = /ZBDC oraz LLNM = LABD.

Rozwiazanie:

Niech P bedzie srodkiem odcinka BD, zas (Q — wspélnym punktem prostych
BD, KM oraz LN. Nie tracac ogélnosci mozemy przyjac, ze punkt Q lezy na
péiprostej DB~

Z twierdzenia Talesa wynikaja réwnolegloéci MP || AB oraz NP || CD.
W takim razie

/ZPMQ@Q=/4PMK=/MKA=/NLC = ZLNP =180° — ZPNQ,

a poniewaz punkty M i N leza po przeciwnych stronach prostej PQ, wiec na
czworokacie PM QN mozna opisaé¢ okrag. Stad za$, na mocy uzasadnionych na
poczatku akapitu réwnoleglodci, uzyskujemy

ZKMN = ZQMN = ZQPN = /BPN = /BDC
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oraz

ZLNM =180° — ZQNM = 180° — LQPM = /ZMPD = ZABD.

6. Niech a bedzie liczba catkowita. Wykazaé, ze istnieje nieskoniczenie wiele
liczb pierwszych p, dla ktérych

pln®+3 oraz  p|m® —a

dla pewnych liczb catkowitych n, m.

Rozwiazanie:
Dla dowolnej liczby catkowitej £ mamy

(9a%k3)% + 3 = 3(27a*k® 4 1)
oraz
(9a°k*) — a = a(729a%k'? — 1) = a(27a*k® — 1)(27a*k% + 1).
Stad wniosek, ze liczba 27a*kS + 1 jest dzielnikiem zaréwno liczby n? + 3 dla
n = 9a2k3, jak i liczby m? —a dla m = 9a3k*. Zatem zadanie bedzie rozwiazane,
jezeli wykazemy, ze istnieje nieskoniczenie wiele takich liczb pierwszych p, ze
p|27a*k® + 1 dla pewnej liczby calkowitej k.

Przypu$émy wobec tego, ze istnieje tylko skonczenie wiele takich liczb pierw-
szych; niech beda nimi p1, pa, ..., pm. Wowczas dla kK = pips...pn liczba
27a*kS + 1 daje reszte 1 przy dzieleniu przez kazda z liczb p1, pa, ..., Pm, a po-
niewaz liczba ta jest wieksza od 1, wiec musi mieé¢ dzielnik pierwszy rézny od
kazdej z tych m liczb. To jednak prowadzi do sprzecznosci, gdyz zatozylismy, ze
liczba postaci 27a*k® + 1 nie moze mieé dzielnika pierwszego nie nalezacego do

zbioru {p1,p2,...,Pm}. Sprzecznosé ta dowodzi, ze musi istnieé¢ nieskonczenie
wiele liczb pierwszych o wymaganej wlasnosci.

67



Regulamin Meczu Matematycznego

Ustalenia wstepne

. W Meczu biora udzial dwie druzyny. Kazda z druzyn wybiera ze swojego

grona Kapitana.

. W pierwszej fazie Meczu obie druzyny rozwiazuja 11 zadan dostarczonych

przez Jury i przygotowuja sie do zreferowania rozwiazan przy tablicy.
Drugg faza Meczu jest rozgrywka.

Rozgrywka

. Ekipy na przemian wywoluja druzyne przeciwna do zreferowania przy ta-

blicy rozwiazania jednego z niewybranych dotad zadan. Numer zadania
jest wybierany przez druzyne wywoltujaca. Wywolywanie rozpoczyna dru-
zyna wylosowana tuz przed rozgrywka.

. Druzyna wywotana do rozwiazania zadania deklaruje, czy przyjmuje za-

danie. Dalszy przebieg rozgrywki zalezy od decyzji druzyny wywotanej.

Jesli druzyna wywolana przyjmuje zadanie...

5. Druzyna wywolana staje si¢ druzyna referujaca.

10.

. Zawodnika druzyny referujacej, ktéry przedstawia rozwiazanie przy tabli-

cy, wyznacza Kapitan druzyny przeciwnej.

. Zawodnik moze by¢ wyznaczony jedynie wtedy, gdy kazdy zawodnik z jego

druzyny zakonczyl referowanie zadania nie mniej razy niz on. Nie mozna
wyznaczy¢ zawodnika po raz drugi do tego samego zadania. Jezeli do re-
ferowania wyznaczono Kapitana, wskazuje on na czas pobytu pod tablica
swego zastepce.

. Osoba referujaca nie moze korzystaé z notatek, ani konsultowaé sie ze swo-

ja druzyna. Druzyna przeciwna nie moze przeszkadzaé¢ lub przerywac re-
ferujacemu.

. Kapitan druzyny referujacej moze odwolywaé osoby referujace dowolna

liczbe razy. Takze osoba referujaca moze zrezygnowac z referowania. Wow-
czas Kapitan druzyny przeciwnej wskazuje kolejna osobe druzyny referu-
jacej do kontynuowania rozwiazania przy tablicy na zasadach opisanych
w punktach 7 i 8 Druzyna zmieniajaca referujacego traci N punktéw
przy swojej N-tej zmianie w czasie Meczu.

Yaczny czas na zreferowanie rozwigzania przez druzyne referujaca wynosi
10 minut. Po uplywie tego czasu Jury moze przerwaé referowanie, poprosié¢
o streszczenie dalszej czesci rozwigzania lub pozwoli¢ na dalsze referowa-
nie, w zaleznosci od tego, czy rozwiazanie zdaniem Jury rokuje nadzieje
na poprawnos¢é i zbliza sie do konca.
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11.

12.

13.

14.

15.

16.

17.

18.

Po oznajmieniu przez referujacego, ze referowanie rozwiazania zostalo za-
koniczone, druzyna przeciwna moze zgtosi¢ zastrzezenia co do poprawnoéci
lub kompletnosci rozwiazania, a nastepnie referujacy odpowiada na te za-
strzezenia.

Jezeli podczas dyskusji druzyna wywolujaca zwrécita uwage na bledy lub
luki dyskwalifikujace rozwigzanie, ma ona prawo do zreferowania braku-
jacych czesci rozwiazania na zasadach okreslonych w punktach 6—-11.

Ostatecznie Jury ocenia zaprezentowane referaty oraz dyskusje i przyzna-
je obu druzynom nieujemne liczby punktéw o sumie nie przekraczajacej
10 punktéw. Druzyna, ktora przedstawila poprawne rozwigzanie, otrzy-
muje co najmniej 7 punktéow. Jury ma prawo zadaé pytania referujacemu
w celu ustalenia oceny.

Jesli druzyna wywotana nie przyjmuje zadania...
Druzyna wywolujaca staje sie druzyna referujaca i prezentuje rozwiazanie
zgodnie z zasadami okre$lonymi w punktach 6-11.

Ostatecznie Jury przyznaje druzynie referujacej od 7 do 10 punktow, je-
zeli zaprezentowane rozwiazanie jest poprawne, albo —10 (minus dziesied)
punktéw w przeciwnym przypadku. Jury moze réwniez przydzieli¢ dru-
zynie przeciwnej punkty za wskazanie luk lub btedéw w przedstawionym
rozwiazaniu. Jury ma prawo zadaé¢ pytania referujacemu w celu ustalenia
oceny.

Ustalenia koncowe

Rozgrywka konczy sie po wywotaniu 8 zadan. W przypadku remisu wy-
woluje sie dodatkowo 2 zadania.

Przewodniczacy Jury moze nalozy¢ kare punktowa na druzyne za niezgod-
ne z niniejszym regulaminem zachowania jej zawodnikéw.

Interpretacja niniejszego regulaminu nalezy do przewodniczacego Jury.
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