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Wstep

Oboz Naukowy Olimpiady Matematycznej odbyt sie w dniach 29 maja — 11 czerwca 2022 w Mszanie
Dolnej, w Osrodku Sportowo-Rekreacyjnym ,,Stoneczny”. Kadre obozu stanowili: Tomasz Ciesla, Justyna
Jaworska, Michat Kieza, Mikotaj Leonarski, Konrad Majewski, Wojciech Nadara, Lukasz Orski, Rafal
Pyzik i Radostaw Zak.

W dniach 30 i 31 maja oraz 1, 3, 6, 7, 8 1 9 czerwca odbyly sie zawody indywidualne, 2 czerwca mialy
miejsce zawody druzynowe, a 4 i 10 czerwca rozegrane zostaly mecze matematyczne (regulamin meczu
znajduje sie na koricu tego zeszytu).

Podczas kazdego dnia zawodow indywidualnych uczestnicy mieli cztery i p6t godziny na rozwigzanie
czterech zadan. Zawody druzynowe polegaly na rozwiazywaniu przez kilkuosobowe druzyny osmiu zadan
i trwaly od rana do wieczora, a mecze matematyczne — od wieczora dnia poprzedniego do popotudnia.

W ramach zawodéw indywidualnych mozna byto uzyskaé¢ 192 punktow. Trzy najlepsze wyniki to 138,
131 i1 109 punktow. Punkty uzyskane za poszczegdlne zadania przedstawia tabela na nastepnej stronie.
W tym miejscu wypada nadmienié, ze nie wszyscy uczestnicy byli na calym obozie, co powoduje, ze sumy
liczb w poszczegdlnych wierszach moga sie r6znic.

W czasie obozu odbyla sie wycieczka: 5 czerwca na Cwilin i Mogielice.

Niniejszy zeszyt zawiera wszystkie zadania z Obozu wraz z rozwigzaniami. Zeszyty z poprzednich
Obozéw Naukowych znajduja sie na stronie internetowej Olimpiady Matematycznej: om.mimuw.edu.pl.



Liczba prac

Liczba prac

Liczba prac

Liczba prac

Zadanie na 6 punktéow | na 5 punktéw | na 2 punkty | na 0 punktow
T 5 0 0 18
5 0 5 1 14
3 6 1 0 13
1 12 3 4 1
5. 7 1 1 11
G g 0 0 12
= 3 0 9 13
3 1 1 0 15
0. 17 0 0 3
10. 8 1 0 1
11. 7 0 0 13
12. 0 0 1 19
13. 18 0 0 2
14. 7 1 0 12
15. 2 0 0 18
16. 0 0 0 20
17, 8 0 1 10
18. 8 2 0 J
19. 2 2 2 13
20. 1 0 0 18
21, 10 0 2 7
2. 10 1 1 7
23, 2 0 2 15
21, 1 0 0 18
25. 12 1 3 3
2. 9 3 0 7
7. 6 0 0 13
2. 3 0 0 16
29. 17 1 0 1
30, 10 0 0 )
31 3 1 0 15
32, 1 0 0 18




Tresci zadan

Zawody indywidualne

1. Dany jest ciag niezerowych liczb rzeczywistych aq, ..., a, oraz nieujemna liczba catkowita d, dla
ktorej >, Kla;, = 0 dlakazdegol = 0,1,...,d. Udowodni¢, ze ciag a1, . . . , a, zmienia znak przynajmniej
d + 1 razy.

2. W pewnym kraju jest n miast. Kazde dwa miasta sa potaczone dokltadnie jedna jednokierunkowsg
droga. Sciezkg z miasta X do miasta Y nazwiemy ciag drog, ktorym mozna przejsé z X do Y bez
wracania do juz odwiedzonego miasta. Zbior Sciezek nazwiemy sprytnym jezeli zadna droga nie nalezy do
dwoch lub wiecej Sciezek z tego zbioru. Niech A i B beda dwoma réznymi miastami. Niech Nyp oznacza
najwieksza liczbe elementow sprytnego zbioru Sciezek z A do B. Niech Npa oznacza najwieksza liczbe
elementow sprytnego zbioru Sciezek z B do A. Wykazaé, ze Nyp = Npa wtedy i tylko wtedy, gdy liczba
drog wychodzacych z A jest réwna liczbie drog wychodzacych z B.

3. Niech P = A1 A5 A3 ... Az bedzie 180-katem foremnym. Niech X bedzie punktem we wnetrzu P.
Udowodni¢, ze istnieja takie indeksy i # j, ze

179° < SA; X A; < 180°.

4. Dla dodatniej liczby catkowitej n definiujemy
o= (1*+22+---+n?)/n.
Wykazaé, ze dla n > 2 liczba ¢1qs . . . g, nie jest catkowita.

5. Dana jest nieujemna liczba catkowita n. Wyznaczy¢ najmniejsza mozliwa wartos¢ wyrazenia

5]+ 1)+ 5]+ %)

gdzie (ay, as,as, ..., asm) jest dowolna permutacja zbioru {1,2,3,...,2"}.

6. Dane sg dodatnie liczby catkowite ay, as, . . ., ax 0 tej wtasnoéci, ze dla kazdegon = 1,2,3,...,99,101
istnieje taki zbior indeksow Z, ze n = ), _; a;, ale nie istnieje taki zbior indeksow J, ze 100 = ., a;.
Rozstrzygnaé, czy musi istnie¢ taki zbior indeksow KC, ze 200 = >, a;.

7. Niech ABCD bedzie czworokatem wpisanym w okrag €. Niech prosta styczna do €2 w punkcie D
przecina potproste BA i BC odpowiednio w punktach F i F. Punkt T lezy wewnatrz trojkata ABC,
speliajac TE || CD oraz TF || AD. Niech K # D bedzie takim punktem na odcinku DF', ze TD = TK.
Udowodni¢, ze proste AC, BK i DT przecinaja sie w jednym punkcie.

8. Znalez¢ wszystkie dodatnie liczby catkowite n o nastepujacej wtasnosci. Istnieje taka permutacja

di,ds, ..., dr wszystkich dzielnikow n, ze dla kazdego ¢ = 1,2, ..., k, liczba di + - - - + d; jest kwadratem
liczby catkowite;j.

9. W kazde pole kwadratowej tabeli o wymiarach n x n, gdzie n > 4, zostata wpisana liczba +1
lub —1. Kazdemu zbiorowi n pdl, zawierajacemu po jednym polu z kazdego wiersza i z kazdej kolumny,
przyporzadkowujemy iloczyn liczb wpisanych w te pola. Dowies¢, ze suma uzyskanych iloczynoéw dzieli
sie przez 4.

10. Wykazaé, ze nie istnieje funkcja f : R — R spelniajaca dla dowolnych liczb rzeczywistych z,y

nier6wnosé
(CETORTCET) AR
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11. W trojkacie ostrokatnym ABC prosta przechodzaca przez punkt C prostopadta do prostej AC
przecina dwusieczna zewnetrzna kata ABC w punkcie D. Niech H bedzie rzutem punktu D na prosta
BC'. Punkt K lezy na odcinku AB, przy czym KH || AC. Niech M bedzie $rodkiem odcinka AK.
Udowodni¢, ze MC = MB + BH.

12. Wykazaé, ze istnieje tylko skonczenie wiele dodatnich liczb catkowitych n, dla ktorych liczba
n n n
— 1) (— 2) . (— )
(1 HACES n "

13. Dany jest trojkat ABC. Punkt D jest spodkiem wysokosci opuszczonej z wierzchotka A. Punkty

E i F leza na odcinkach odpowiednio AD i BC' w taki sposob, ze % = %. Niech G bedzie rzutem B

na AF. Udowodni¢, ze prosta F'F jest styczna do okregu opisanego na trojkacie CF'G.

jest catkowita.

14. Niech p > 2 bedzie liczbg pierwsza. Dowiesé, ze jesli n jest liczba naturalna, a © = /n nie jest
liczba naturalnag, to réznica
[z + [z])"] =2 |=]

dzieli sie przez p.

15. Niech ay,as, ..., a, beda dodatnimi liczbami catkowitymi. Dowie$é, ze istnieja takie dodatnie
liczby catkowite b, ¢, N, ze ré6wnos¢

o) -

zachodzi dla wszystkich liczb catkowitych n > N.

16. Dany jest spojny nieskierowany graf G o n wierzchotkach, z ktérych kazdy jest potaczony z
przynajmniej trzema innymi. Udowodnij, ze istnieje jego drzewo rozpinajace D, ktére ma co najmniej
2n lisci.

Uwaga 1. Mowimy, ze graf G jest spojny, jesli dla dowolnych dwoch wierzchotkéw u i v istnieje ciag
krawedzi tego grafu prowadzacy od u do v.

Uwaga 2. Przez drzewo rozpinajace grafu G rozumiemy taki spojny podzbior D krawedzi grafu G, ze
kazdy wierzchotek grafu G jest konicem co najmniej jednej krawedzi z D oraz nie istnieje cykl sktadajacy
sie z krawedzi D.

17. Czy istnieje 2022 liczb rzeczywistych (niekoniecznie roznych), ktore nie wszystkie sa zerami,
spetniajacych nastepujacy warunek: dla dowolnych 1011 sposréd nich, wspoétezynniki wielomianu unor-
mowanego stopnia 1011 (poza wspoélczynnikiem przy z'%M), ktorego sg one pierwiastkami, sa permutacja
pozostalych 1011 liczb?

18. Dany jest nieskoniczony ciag ap,as,... dodatnich liczb catkowitych speliajacy dla dowolnej
dodatniej liczby catkowitej n zalezno$é
an
Apy1 = Qp + —
Pn

gdzie p, to pewien dzielnik pierwszy a,. Wykazaé, ze istnieje taka dodatnia liczba catkowita k, ze dla
nieskoriczenie wielu dodatnich liczb catkowitych n zachodzi a,.x = ka,.

19. Dany jest czworokat ABC'D wpisany w okrag o srodku w punkcie O. Punkt P jest przecigciem
przekatnych AC'i BD. Niech M i N beda odpowiednio $srodkami bokéw AD i BC. Przez wy, ws oraz
w3 oznaczamy okregi opisane na trojkatach odpowiednio ADP, BC'P oraz OM N. Niech punkt F bedzie



przecieciem wy i ws, ktore nie lezy na tuku APD okregu wy, a punkt F' przecieciem ws i ws, ktére nie lezy
na tuku BPC' okregu ws. Udowodnié, ze OF = OF.

20. Rozwazmy m + 1 poziomych i n + 1 pionowych prostych (m,n > 4) tworzacych krate o mn
kwadratach i (m + 1)(n + 1) wierzchotkach. Rozwazmy tamana zamknieta zlozona z odcinkow tej kraty,
ktora przechodzi przez wszystkie (m — 1)(n — 1) wewnetrznych wierzchotkow kraty, nie ma samoprzecie¢
i nie przechodzi przez zaden zewnetrzny wierzchotek kraty. Niech A oznacza liczbe wierzchotkow kraty,
przez ktore tamana przechodzi ,na wprost”, B liczbe kwadratow, ktorych doktadnie dwa naprzeciwlegte
boki naleza do tamanej, a C' liczbe kwadratow, ktorych zaden bok nie nalezy do tamanej. Udowodnié, ze

A=B-C+m+n-—1.

21. W pewnym kraju znajduje sie n miast. Zarzad Infrastruktury buduje co roku jedna jednokie-
runkows droge miedzy dwoma miastami, przy czym droga z A do B moze zosta¢ zbudowana tylko, jesli
niemozliwym jest dojechanie z A do B za pomoca istniejacych drog (w szczegolnoscei, miedzy dwoma mia-
stami zbudowane moga zosta¢ najwyzej dwie drogi — po jednej w kazda strone). Wyznaczy¢ najwieksza
mozliwg liczbe drog, ktore moga zosta¢ w ten sposdb zbudowane.

22. Niech Z oznacza zbior liczb catkowitych. Wyznaczy¢ wszystkie takie funkcje f: Z — Z, ze dla
dowolnej funkcji ¢g: Z — Z przyjmujacej jako wartosci wszystkie liczby catkowite funkcja f + g roéwniez
przyjmuje jako wartosci wszystkie liczby calkowite.

23. Niech F,, bedzie ciggiem Fibonacciego: Fy = 0, Fy = 1, F, = F,_1 + F, 5 dlan > 2. Dla
n > 2, niech R, bedzie reszta z dzielenia liczby ,fl;l k* przez F,. Wykazaé, ze R, takze jest liczba
Fibonacciego.

24. Niech ABC bedzie trojkatem réznobocznym. Punkty O i H sa jego odpowiednio srodkiem okregu
opisanego i ortocentrum. Punkt P lezy wewnatrz trojkata AHO spemiajac SAHP = <POA. Niech M
bedzie srodkiem odcinka OP. Proste BM i C'M przecinaja okrag opisany na trojkacie ABC' ponownie
odpowiednio w punktach X i Y. Wykaza¢, ze prosta XY przechodzi przez $rodek okregu opisanego na
trojkacie APO.

25. Dowiesé, ze dla wszystkich liczb aq, as, ..., ay, by, ba, ..., b, z przedziatu [—1, 1] zachodzi nierow-

nosé
n
Z la; — b >
i=1

n n

Hai_Hbi‘

=1 =1

26. Punkty D i E sa srodkami tukéw AB i BC' okregu opisanego na trojkacie ABC niezawierajacych
pozostalych wierzchotkow. Punkty P i ) sa rzutami prostokatnymi punktéw A i C' odpowiednio na
proste BD i BE. Dwusieczna kata ABC' przecina odcinek AC' w punkcie F. Wykazaé, ze prosta PQ
potowi odcinek BF'.

27. Niech G bedzie grafem nieskierowanym bez trojkatéow o n wierzchotkach. Wykazaé, ze wierzchotki
grafu G mozna tak pomalowaé¢ za pomoca co najwyzej 24/n koloréw, aby zadne dwa wierzchotki tego
samego koloru nie sasiadowaly ze soba.

28. Nieskoriczony podzbiér dodatnich liczb catkowitych S nazwiemy czadowym, jezeli dla dowolnych
parami réznych a, b, c € S, wszystkie dodatnie dzielniki liczby a;:zc rowniez naleza do S. Udowodnic, ze
dla kazdej dodatniej liczby catkowitej n > 1 istnieje zbior czadowy S, dla ktorego n & S.

29. W trojkacie ostrokatnym ABC, w ktérym AB < AC, punkty D, E, F' sa spodkami wysokosci
opuszczonych odpowiednio z A, B, C. Oznaczmy przez w okrag opisany na trojkacie AEF. Niech wy i wo



beda okregami przechodzacymi przez D i stycznymi do w odpowiednio w punktach £ i F. Wykazaé, ze
w1 1 wy przecinaja sie na prostej BC' w punkcie P # D.

30. Punktem kratowym nazwiemy punkt na ptaszczyznie o obu wspotrzednych catkowitych. Dany
jest skoriczony zbior S punktow kratowych. Wykazaé, ze mozna wykonaé jedynie skonczenie wiele naste-
pujacych operacji: dla czterech roznych punktow kratowych A, B, C, D, przy czym punkty A, B naleza do
S, punkty C, D nie nalezg do S, AB > CD oraz ACBD jest réwnolegtobokiem, punkty A, B usuwamy
z S, za$ punkty C, D dodajemy do S.

31. Niech S bedzie zbiorem dodatnich liczb catkowitych, ktére mozna przedstawi¢ w postaci a?+3b%+1
dla pewnych liczb catkowitych a, b. Wykazaé, ze jesli liczba parzysta n nalezy do zbioru S, to dla
nieskonczenie wielu dodatnich liczb catkowitych & liczba n* takze nalezy do zbioru S.

32. Udowodni¢, ze dla dowolnych z,y, z > 0 zachodzi nieréwnosé

20t + 222 29t + 1?22 224 + 2222
e e e e ey

)221.



Zawody druzynowe

1. Dana jest niezerowa funkcja f : R — R oraz liczba dodatnia b, przy czym spelniona jest rownosé
flz +0) = —f(z) dla kazdego x € R. Rozstrzygnac, czy funkcja f musi mie¢ okres podstawowy (czyli
najmniejszy z dodatnich okresow).

2. Udowodnié¢, ze dla dowolnych liczb dodatnich a, b, ¢ zachodzi nieréwnosé

1 1 1 3
+ + > :
a+i+1 b+i+1 c+§+1/$’/abc+_sibc+1

3. W turnieju badmintona kazdy zawodnik rozegrat z kazdym doktadnie jeden mecz, nie byto remisow.
Kazdy zawodnik wygrat co najmniej jeden mecz. Okazalo sie, ze nie istnieje taka czworka zawodnikow
A, B,C,D, ze A wygral z B, B wygral z C', C wygrat z A, a D wygral z A, B i C. Wykaza¢, ze nie
istnieje zadna taka czworka zawodnikow X, Y, Z T, ze X wygral z Y, Y wygral z Z, Z wygrat z X, a T
przegral z X, Y i Z.

4. Niech n, k,t beda dodatnimi liczbami catkowitymi, przy czym n > k > 2. Zdefiniujmy zbior
S={(z1,...,2) €EZF |1 <21 < ... <z} < n}. Zaldzmy, Ze istnieje taka funkcja f: S — {1,2,...,t},

ze dla dowolnych liczb catkowitych 1 < 21 < -+ < 2y < xpp1 < n zachodzi f(z1,29,...,2%) #
f(za, @3, ..., xpr1). Wykazad, ze t
2
2% >n
k—1 dwojek

5. Dany jest czworokat ABC'D opisany na okregu o §rodku I, przy czym punkt I nie lezy na prostej
AC. Punkty K i L s rzutami prostokatnymi punktu B odpowiednio na proste Al i C'I, za$ punkty M
i N sg rzutami prostokatnymi punktu D odpowiednio na proste Al i C'I. Wykazaé, ze proste KN i LM
przecinaja sie na prostej BD.

6. W trojkacie ABC punkt O jest srodkiem okregu opisanego, a punkt H jest ortocentrum. Punkt P
jest odbiciem A wzgledem prostej OH. Zalozmy, ze punkty P i A leza po réznych stronach prostej BC.
Punkty E i F lezg odpowiednio na bokach AB i AC, przy czym BE = PC', CF = PB. Niech K bedzie
punktem przeciecia AP i OH. Udowodni¢, ze S EKF = 90°.

7. Zmalez¢ wszystkie dodatnie liczby catkowite k, dla ktorych istnieja takie dodatnie liczby catkowite
a oraz n > 1, ze liczba a™ + 1 jest iloczynem k najmniejszych nieparzystych liczb pierwszych.

8. Dodatnig liczbe calkowityg ¢ nazwiemy dobrg, jesli t = x® + y* dla pewnych dodatnich liczb
catkowitych x,y. Wykazac¢, ze dla kazdego n > 3 istnieje nieskoriczenie wiele takich dodatnich liczb
catkowitych m, ze zbior {m + 1,m +2,...,m + n?} zawiera doktadnie n + 1 liczb dobrych.



Pierwszy Mecz Matematyczny
1. Dane sa takie liczby rzeczywiste a, b, ¢, d, ze |al,|b|, |c|,|d| > 1 oraz
a—+ b+ c+d+ abe + bed 4 cda + dab = 0.

Wykazacé, ze
12+ ab+ ac+ ad + bc+ bd + cd| > |a+ b+ c+d|.

2. Ciag (x,)22, definiujemy nastepujaco: niech x; > 1 bedzie liczba wymierna oraz niech x,; =
Tn + ﬁ Wykazaé, ze ten ciag zawiera liczbe caltkowita.

3. Dany jest wielomian P(z) stopnian > 1 o wspotczynnikach rzeczywistych. Réwnanie P(P(P(x))) =
P(x) ma n3 réznych pierwiastkow rzeczywistych. Udowodnié, ze te pierwiastki moga by¢ podzielone na
dwa zbiory o réwnej sredniej arytmetyczne;j.

4. Na tablicy zostalo napisanych skoriczenie wiele liczb catkowitych wiekszych niz 1. Co minute na
tablice dopisywana jest najmniejsza liczba catkowita wieksza od kazdej liczby na tablicy i niepodzielna
przez zadna z nich. Wykazaé, ze od pewnego momentu na tablicy beda dopisywane tylko liczby pierwsze.

5. Na ptaszczyznie danych jest n prostych, z ktorych zadne dwie nie sa réwnolegle i zadne trzy nie
przecinaja sie w jednym punkcie. Wykazaé, ze wérod czesci, na ktore rozcinaja one plaszczyzne, jest co
najmniej n — 2 trojkatow.

6. Niech n > 1 bedzie liczba catkowita. Wokot ogniska na okregu stoi 3n groznych stowianskich
wojow. Na poczatku kazdy woj groznie patrzy na innego. W pojedynczym ruchu jeden woj zaczyna
obraca¢ swoj wzrok zgodnie z ruchem wskazéwek zegara dopoki nie zobaczy innego woja. GroZnym
trajkgtem nazywamy uktad w ktorym woj A patrzy na woja B, woj B na woja C' oraz woj C' na woja
A. Jaka jest najmniejsza taka liczba N, ze niezaleznie od poczatkowego ustawienia mozna uzyskaé¢ n
groznych trojkatéw w co najwyzej N ruchach?

7. Prosta styczna do okregu opisanego na trojkacie ostrokatnym ABC' przecina proste AB, BC'i C'A
odpowiednio w punktach C’, A" i B’. Punkt H jest ortocentrum trojkata ABC'. Niech D, E, F' to takie
punkty, rézne od H, odpowiednio na prostych A’H, B'H,C'H, 7ze AH = AD, BH = BE oraz CH = CF.
Udowodni¢, ze okregi opisane na trojkatach ABC i DEF sy styczne.

8. Wysokosci czworoscianu ABC'D przecinaja sie w punkcie H lezacym wewnatrz czworoscianu.
Punkt D’ jest spodkiem wysokosci poprowadzonej z wierzchotka D, za$ punkt P jest obrazem symetrycz-
nym punktu D’ wzgledem H. Dowiesé, ze jesli P # D, to rzuty prostokatne punktu D’ na proste AD,
BD, CD oraz AP, BP i CP leza na jednej pltaszczyznie.

9. Okrag wpisany w trojkat ABC o srodku w punkcie I jest styczny do bokéw BC, CA i AB
odpowiednio w punktach D, E' i F. Niech P bedzie rzutem punktu D na prosta EF. Polproste AP
oraz I P przecinaja okrag opisany na trojkacie ABC odpowiednio w punktach G i Q). Niech M bedzie
srodkiem odcinka BC. Wykazaé, ze punkt D jest srodkiem okregu wpisanego w trojkat GQM.

10. Wykazaé, zZe liczba n® — n — 3 nie jest kwadratem liczby catkowitej dla zadnej liczby calkowitej
dodatniej n.

11. Udowodnié, ze jesli dla pewnych liczb catkowitych dodatnich a, b liczby ab+ 1 oraz ab+ a + 1 sa
kwadratami pewnych liczb catkowitych, to 8(2b+ 1) | a.
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Drugi Mecz Matematyczny

1. Dany jest wieloscian wypukty P. W kazdy jego wierzchotek wpisano liczbe nieujemng tak, ze suma
wszystkich wpisanych liczb wynosi 1. Nastepnie na kazdej krawedzi P napisano liczbe bedaca iloczynem
liczb wpisanych w wierzchotkach bedacych konicami tej krawedzi. Udowodnié, ze suma liczb napisanych
na krawedziach jest nie wieksza niz 0, 375.

2. Dany jest skoriczony zbior dodatnich liczb catkowitych S. Udowodnié¢, ze istnieje liczba N o
nastepujacej wlasnosci. Dla dowolnych (niekoniecznie roznych) liczb aq, ..., ax, b1, ..., by € S, jezeli

k,¢ > N oraz
k ¢
Hai = H bi7
i=1 i=1

to istnieja niepuste podzbiory wtasciwe A C {1,...,k} 1 B C {1,...,¢}, dla ktorych

Hai:Hbi'

i€A i€B

3. W przedszkolu jest 4n dzieci podzielonych na n czteroosobowych grupek przyjaciét. Pani kazata
wszystkim dzieciom zlapaé sie za rece tworzac zbior kotek. Okazalo sie, ze kazde koétko jest ztozone z
parzystej liczby dzieci. Udowodni¢, ze kazdemu dziecku da sie przyporzadkowaé liczbe od 1 do 4 w taki
sposob, ze zadna para dzieci z jednej grupki ani para, ktora trzyma si¢ za rece nie dostala tego samego
numeru.

4. Na plaszczyznie danych jest n niebieskich i n czerwonych punktéw. Zadne trzy z tych 2n punktow
nie leza na jednej prostej. Udowodnié, ze istnieje takie parowanie punktéow, w ktorym w kazdej parze jest
jeden czerwony i jeden niebieski punkt i jezeli dla kazdej pary narysujemy koto, ktérego owa para jest
srednicg, to wszystkie tak narysowane kota beda mialty niepuste przeciecie.

5. W przestrzeni trojwymiarowej danych jest n punktow Ai,..., A, i n wektoréow vq,...,v,. Udo-
wodni¢, ze istnieje taka permutacja o zbioru {1,...,n}, ze dla kazdych 1 < i,j < n odleglosé¢ miedzy
punktami A; + v,(;) oraz Aj; + v,(;) jest nie mniejsza niz odlegtos¢é miedzy punktami A; oraz Aj;.

6. Wyznaczy¢ wszystkie wielomiany f(z) o wspotezynnikach catkowitych, dla ktorych dla kazdej
nieparzystej liczby pierwszej p zachodzi podzielnosé f(p) | 2P — 2.

7. Niech Ny oznacza zbior liczb catkowitych nieujemnych. Wykazaé, ze istnieje taka bijekcja f : Ny —
Ny, ze dla kazdych liczb m,n € Ny:

f@Bmn +m+n) =4f(m)f(n)+ f(m)+ fn).

8. Dla dowolnej dodatniej liczby catkowitej n, niech o(n) oznacza sume dodatnich dzielnikow n. Niech
a i b beda takimi dwiema dodatnimi liczbami catkowitymi, ze dla dowolnej dodatniej liczby catkowitej n
zachodzi o(a™) | o(b"). Udowodnié, ze jesli p jest liczba pierwsza i p* | a oraz p**! | a, to istnieje taka
liczba pierwsza q, ze ¢* | b oraz ¢**' 1 b.

9. W trojkacie ABC odcinki BE i C'F sa dwusiecznymi i przecinaja sie w punkcie /. Punkt N # A
lezy na okregu opisanym na tréjkacie AEF, przy czym $IAN = 90°. Prosta NI przecina okrag opisany

na AEF po raz drugi w punkcie L # I. Udowodnié, ze $rodek okregu opisanego na trojkacie AIL lezy
na prostej BC.
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10. Niech AA,, BB, C'C} beda wysokosciami trojkata ostrokatnego réznobocznego ABC'. Zatézmy,
ze Ao, By, Cy sg punktami stycznosci odpowiednio z bokami BC', C A, AB odpowiednich okregéw dopi-
sanych. Wiadomo, ze prosta B,C jest styczna do okregu wpisanego w trojkat ABC. Wykazaé, ze punkt
Ay lezy na okregu opisanym na trojkacie AsByCh.

11. Dany jest ostrostup czworokatny ABCDS o wierzchotku S, w ktéry mozna wpisaé sfere s.
Potproste CB i DA przecinajg sie w punkcie P, zas polproste AB i DC przecinajg sie w punkcie Q).
Sfera s jest styczna do Scian ABS i BC'S odpowiednio w punktach K i L. Wykazaé, ze jesli proste PK
i QL leza na ptaszczyznie, to punkt stycznodci sfery s z podstawa lezy na odcinku BD.

12



Rozwiagzania

Zawody indywidualne

1. Dany jest ciag niezerowych liczb rzeczywistych aq, ..., a, oraz nieujemna liczba catkowita d, dla
ktorej >, klar, = 0 dlakazdego! = 0,1,...,d. Udowodni¢, ze ciag a1, . . . , a,, zmienia znak przynajmniej
d+ 1 razy.

Rozwigzanie:

Niech dany ciag zmienia znak doktadnie m razy. Zalézmy nie wprost, ze m < d. Niech 1 < ¢; <
- < t,, < N beda takimi liczbami catkowitymi, ze dla kazdego i = 1,...,m zachodzi aya;+1 < 0.

Definiujemy wielomian

- 1
P — - tl - = .
@ =11 (-4
Wszystkimi pierwiastkami P(z) sa liczby t; + %, R % Zauwazmy, ze dla kazdego k=1,...,n—1
zachodzi

Pk)P(k+1) <0 <= agags <O0.

Istotnie, dla dowolnego k na przedziale (k, k + 1) wielomian P(x) ma co najwyzej jeden (liczac z krotno-
ciami) pierwiastek. Zatem P(k)P(k+1) < 0 jest rownowazne temu, ze P(z) ma na przedziale (k, k + 1)
doktadnie jeden pierwiastek, co z kolei jest réwnowazne temu, ze k jest postaci t; dla pewnego i, a to za$
zachodzi wtedy i tylko wtedy, gdy arars1 < 0.

Zatem dla k =1,...,n liczba P(k)a; ma staly znak, stad

> P(k)ay #0.
k=1

Z drugiej strony, jesli zapiszemy P(x) = >.,", biz' dla pewnych liczb rzeczywistych bg, by, .. ., b, to

iP(k‘)ak = iakzm:blk‘l = ibliklak =0.
k=1 =0 k=1

k=1 1=0
Uzyskana sprzeczno$é koriczy dowod.

2. W pewnym kraju jest n miast. Kazde dwa miasta sa potaczone doktadnie jedna jednokierunkowsa
droga. Sciezkg z miasta X do miasta Y nazwiemy ciag drog, ktorym mozna przejsé¢ z X do Y bez
wracania do juz odwiedzonego miasta. Zbior Sciezek nazwiemy sprytnym jezeli zadna droga nie nalezy do
dwoch lub wiecej Sciezek z tego zbioru. Niech A i B bedg dwoma réznymi miastami. Niech Nap oznacza
najwieksza liczbe elementoéw sprytnego zbioru sciezek z A do B. Niech Np,4 oznacza najwieksza liczbe
elementéw sprytnego zbioru Sciezek z B do A. Wykazaé, ze Nap = Npa wtedy i tylko wtedy, gdy liczba
drog wychodzacych z A jest réwna liczbie drog wychodzacych z B.

Rozwigzanie:

Oznaczamy X « Y (lub Y — X), jezeli droga pomiedzy X oraz Y prowadzi z X do Y.

Powiemy, ze $ciezka jest krotka, jezeli sktada sie z co najwyzej dwoch drog.

Podzielmy miasta rozne od A i B na cztery grupy Z, O, A oraz B wedlug nastepujacych regut. Dla
kazdego miasta C, niech

Cel <= A—-C<+B Ce +<— A+~ C-—B
CeAd «— A—-C-—=B CeB <+— A+ (C<+ B.
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Lemat. Niech P bedzie sprytnym zbiorem $ciezek z A do B o p elementach. Wtedy istnieje sprytny zbior
Sciezek z A do B o co najmniej p elementach, ktory zawiera wszystkie krotkie sciezki z A do B.

Dowod. W celu uzyskania odpowiedniego zbioru modyfikujemy P w sposéb opisany ponize;j.

Jezeli A — B i §ciezka skladajaca sie z tej jednej drogi nie nalezy do P, dodajemy ja.

Rozwazmy dowolne miasto C' € A, dla ktorego $ciezka A — C' — B nie nalezy do P. Jezeli P
zawiera co najwyzej jedna $ciezke zawierajaca jedna z drog A — C lub C' — B, usuwamy te Sciezke i
dodajemy A — C' — B. W przeciwnym przypadku, P zawiera dwie Sciezki postaci A — C' --» B i
A --» C — B, gdzie C' --» B oraz A --» C sa pewnymi $ciezkami. W tym przypadku, zastepujemy je
Sciezkami A — C' — B oraz A --» C' --» B (w tej drugiej ewentualnie usuwajac powstalte po potaczeniu

cykle).
Po dowolnej wyzej opisanej operacji liczba §ciezek w P nie maleje i zbiér pozostaje sprytny. Stosujac
takie operacje do wszystkich miast C' € A otrzymamy szukany zbior. O]

Wracamy do rozwiagzania zadania. Bez straty ogolnosci zalézmy, ze A — B oraz niech a i b oznaczaja
odpowiednio liczbe drog wychodzacych z A i B. Niech P bedzie sprytnym zbiorem $Sciezek z A do B
majacym Nap elementow. Przeksztalcimy go w sprytny zbior Q $Sciezek z B do A majacy co najmniej
Nag + (b — a) elementow. Wtedy otrzymamy

Npa = Nap + (b —a) i analogicznie Nap > Nga + (a — b).

Wtedy Ngpa — Nap = b — a, z czego bezposrednio wyniknie zadana w tresci zadania réwnowaznos¢.

Stosujemy lemat otrzymujac pewien sprytny zbiér P’ ciezek z A do B o co najmniej Np elementach
zawierajacy wszystkich |A| 4+ 1 krotkich $ciezek z A do B. Zauwazmy, ze wszystkie $ciezki z P’ nie
zawieraja drog nalezacych do krotkich sciezek z B do A. Kazda niekrotka Sciezka w P’ jest postaci
A—C--» D — B, gdzie C' --» D jest Sciezka z C' € T do D € O. Dla kazdej takiej $ciezki, dokltadamy
do Q sciezke B — C' --» D — A. Dodajemy do Q réwniez wszystkie krotkie Sciezki z B do A. Widzimy;,
ze Q jest sprytny.

Wszystkie drogi wychodzace z A konicza sie w miastach z ZUAU{ B}, zas wszystkie drogi wychodzace
z B konczg sie w miastach z Z U A. Stad

a=|Z|+[Al+1, b= |Z]+|B],
wiec
a—b=|Al—|B|+1.
Z drugiej strony, poniewaz jest |A| + 1 krotkich Sciezek z A do B oraz |B| krotkich $ciezek z B do A,

to
Q] = [P'| — (JA| + 1) + |B] = Nap + (b — a),

co konczy dowod zadania.

3. Niech P = A; Ay A3 ... Az bedzie 180-katem foremnym. Niech X bedzie punktem we wnetrzu P.
Udowodni¢, ze istnieja takie indeksy ¢ # j, ze

179° < A X A; < 180°.

Rozwigzanie:

Niech A;A; bedzie najblizsza X przekatna P (jesli jest kilka takich przekatnych, to wybieramy te
najkrotsza). Bez straty ogolnosci zalozmy, ze X lezy wewnatrz wielokata A;A; 11 Ao ... A;. Zauwazmy,
ze X lezy wewnatrz trojkata A;A;11A;, gdyz inaczej przekatna A;11A; bytaby blizej X niz A;A;. W
takim razie

29 XA;A; < SXAA + SXAj A = SAA A =1°
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Analogicznie
29X A;A; < 1°

Zatem
JAXA; =180° — IXAA; — SXA;A; > 179°.

Jesli powyzsza nier6wnosé jest ostra, to zadanie jest rozwigzane. W przeciwnym razie we wszystkich
powyzszych nieréwnosciach zachodza réwnosci — w szczegolnodcei X lezy na dwusiecznej kata A; 11 A4;A;.
Zatem A;A; 11 tez jest przekatng najblizszg X. Z poczatkowego wyboru A;A; wynika, ze A;A; < Ai11A;,
a poniewaz w 180-kacie foremnym zaden wierzchotek nie lezy na symetralnej zadnego boku, wiec mamy
nierownosé ostra: A;A; < A; 11 A;. Wynika stad, ze $A4;X A1 > $A4;XA; = 179° i mamy teze.

4. Dla dodatniej liczby catkowitej n definiujemy
gn= (> +2°+---+n%)/n.

Wykazaé, ze dla n > 2 liczba ¢qs . . . g, nie jest catkowita.

Rozwigzanie:
Korzystajac ze znanego wzoru na sume kolejnych kwadratow 12 +22 + ... +n? = w otrzy-
mujemy, ze
(n+1)(2n+1)

W takim razie
n

i+ )20+ 1) (2042)(2i+1)  (2n+2)!
C]1C_12~--(In=H 6 :H 12 :22n+1,3n'
1=1 =1

Zalozmy, ze powyzsza liczba jest catkowita. Niech k£ bedzie najwieksza liczba catkowita, dla ktorej
2k < (2n + 2). Wtedy wyktadnik, z jakim 2 dzieli (2n + 2)! jest rowny

2n + 2 2n + 2
21 + 22 +

stad

2n+ 2 2n+2 2n+2 2n + 2 1

1
2n+1< (2n+2) (1—?>,

czyli
1 o1 1
om—+2 ok’

wiec 2n + 2 < 2k, zatem 2n + 2 = 2F > 4.
Niech [ bedzie najwicksza liczba calkowita, dla ktorej 3! < 28, Wtedy wykladnik, z jakim 3 dzieli
(2M)! jest réwny

ok N ok - ok <2k_1+2k_1+ +2k—1_2k—1 . 1
3! 32 3| 3 32 32 3t )

15




stad

czyli

wiec m+1=28-1<3 zatem 2n +1=3" > 3.
Wreszcie dostajemy réwnoéé 3! + 1 = 2F. Prawa strona jest podzielna przez 4, wiec | musi by¢
nieparzyste. Jednak wtedy 8 13!+ 1, skad k =211 =1, zatem n = 1, co koriczy dowdod.

5. Dana jest nieujemna liczba catkowita n. Wyznaczy¢ najmniejsza mozliwa wartos¢ wyrazenia

5]+ 13+ 5]+ %)

gdzie (ai, as,as,...,asm) jest dowolna permutacja zbioru {1,2,3,...,2"}.

Rozwigzanie:
Odpowiedz: n + 1.
Podamy przyktad, dla ktorego powyzsza wartosé jest osiagana, a pozniej udowodnimy, ze mniejszej
wartosci nie da sie osiagnac.
Rozwazmy permutacje

(afl) = 17 (CLQ,CLg) = (372)7 <O/47CL5,CL6,CL7) = (7747576)7 s
(Ao, ... agerr_q) = (28 — 1,28 28 1, 2FF —2) L (agn) = (27).
Sklada si¢ ona z n + 1 cykli. Dla kazdego cyklu (ay,...,a,) = (¢,p,p+1,...,q¢— 1) zachodzi ¢ < 2p,

>[5l 3 15

i=p i=p+1

Suma wartosci powyzszych wyrazen po wszystkich cyklach wynosi n + 1.
Udowodnimy, ze wartos¢ wyrazenia z tresci zadania nie moze by¢ mniejsza niz n + 1, wykazujac
ponizszy, ogbdlniejszy lemat.

Lemat. Niech by, ..., bon bedg roznymi dodatnimi liczbami catkowitymi. Wtedy

2™ b,L
g —| =2n+ 1.
- 1
i=1

by

Dowod. Udowodnimy lemat przez indukcje po n. Dla n = 0 oczywiscie LTJ > 1.

Dalej zalozmy, ze teza jest prawdziwa dla pewnego n i rozwazmy n + 1. Jezeli istnieje 27 < j < 2"+!,
dla ktérego b; > j, to mozemy wprost skorzysta¢ z zalozenia indukcyjnego

2o (B} 2]

Natomiast jezeli takiego indeksu nie ma, to dla kazdego 2" < j < 2"*! zachodzi b; < j. W szcze-
golnosci oznacza to, ze musi istnie¢ 1 < m < 27, dla ktorego b, > 2" oraz bynyy < 2. Rozwazmy 2"

liczb

c1=0b1,ca="by,...,Cn1 = bi_1,Cm = ban i1, Gyt = by, - oo, Con = bon.
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Zauwazmy, ze

n+1 n n
{%J}\‘2 J)\‘Q +2J>{m+b2n+1J:1+\‘c_mJ'
m m m m m

m
Korzystajac z zalozenia indukcyjnego dla liczb ¢y, ..., con otrzymujemy
an+l b, 2n b 2n ¢
; L;J =; L;J > 1+; bJ >1+(n+1)=n+2,
co konczy dowdd lematu.
6. Dane sg dodatnie liczby catkowite ay, as, . . ., ax 0 tej wtasnodci, ze dla kazdegon = 1,2,3,...,99,101

istnieje taki zbior indekséw Z, ze n = ), a;, ale nie istnieje taki zbior indeksow J, ze 100 = . ; a;.
Rozstrzygna¢, czy musi istnie¢ taki zbior indeksow /C, ze 200 = ., a;.

Rozwigzanie:

Lemat. Wsrod liczb aqy,as, ..., ax jest 101.

Dowod. Zatozmy, ze tak nie jest. Niech
101 = a;, + -+ - + a4,
przy czym | > 21ia; < ... < a;. Jedli a;, =1, to wtedy
@i, + iy + -+ + a;, = 100,
co jest sprzeczne z trescia zadania. Jesli natomiast a;; > 1, to poniewaz a;, < 99, mozemy zapisaé
a;, —1=a; +---+aj,
dla pewnych 71, ..., jm. Wtedy
aj, + - +a;, +a, +a, +--+a;, =a; —1+a;, +a, +---+a; =100,
ponownie otrzymujemy sprzecznosc. O

Korzystajac z lematu otrzymujemy a, = 101 dla pewnego 1 < p < k. Wiedzac, ze dla pewnego Z
zachodzi 99 = ), _; a; otrzymujemy, ze 200 = ZiEIU{p} a;, co koriczy dowdd.

7. Niech ABCD bedzie czworokatem wpisanym w okrag 2. Niech prosta styczna do €2 w punkcie D
przecina potproste BA i BC odpowiednio w punktach F i F. Punkt T lezy wewnatrz trojkata ABC,

speiajac TE || CD oraz TF || AD. Niech K # D bedzie takim punktem na odcinku DF, ze TD = TK.
Udowodni¢, ze proste AC, BK i DT przecinaja sie w jednym punkcie.

Rozwigzanie:
Niech P # B bedzie punktem przeciecia prostej BD z okregiem opisanym na trojkacie BEF.
Zauwazmy, ze

ITFE = YADE = 4DBA = 4PBE = 4PFE.

Analogicznie
ITEF = 4CODF = ¥DBC = YPBF = 4PEF,

stad P jest symetryczny do T wzgledem FEF' i czworokat PDTK jest rombem.
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Niech X bedzie punktem przeciecia AC' i DT, za$ niech Y bedzie punktem przeciecia BK i DT.

Wykazemy, ze DX = DY i w ten sposob zakoniczymy rozwiazanie zadania.
Zauwazmy, ze ADCX ~ APBE. Wynika to z rownosci

¥DCX = 4$DCA=<4DBA=<4PBE

oraz

4CDX = 4DTE = 4DPE.

W takim razie

CD-PE
DX — 22 %
PB
Poniewaz TK || BD oraz DY || PK, to
PD TD KB PB -y PD-BD
DY DY BY BD ¢ -~ pB

Pozostaje zauwazyé, ze

SCFD = 4BFE = 4BPE = 4DPE oraz <JCDF = 4CBD = 4PED,

stad APED ~ AFDC| zatem
CD-PE=DFE-FD=PD-BD.

W polaczeniu z i dostajemy DX = DY, co konczy dowod zadania.

18




8. Zmalez¢ wszystkie dodatnie liczby catkowite n o nastepujacej wtasnosci. Istnieje taka permutacja
dy,ds, ..., d wszystkich dzielnikow n, ze dla kazdego ¢ = 1,2,...,k, liczba dy + - - - + d; jest kwadratem
liczby catkowite;j.

Rozwigzanie:
Dla kazdego ¢ = 1,..., k, niech
i dodatkowo niech sy = 0. Oczywiscie 0 = sp < 51 < --- < S, wiec

s; =i oraz  di=55 — 5, = (8i+8i1)(8i —8i1) =8+ 81 =20 — 1.

Liczba 1 jest wsrod dy, ..., dy, jednak poniewaz d; > 2¢ — 1, to musi by¢ d; = 1.
Rozwazmy dy. Zachodzi dy = s — 1 = (so+ 1)(s2 — 1)., wiec liczby so + 1, 55 — 1 sa dzielnikami n. W
szczegOlnosci, istnieje taki indeks j, ze d; = sy + 1. Zauwazmy, ze

82+81=82+1:dj28j+8j_1.

Poniewaz 0 = sg < 51 < - -+ < S, to musi zachodzié¢ j = 2. Zatem dy = s+ 11 w konsekwencji ss—1 =1,
stad s =21 dy = 3.
Mozemy powtarzaé¢ to rozumowanie.

Lemat. d; = 2i — 1 oraz s; =i dla kazdego 1 = 1,2,... k.

Dowod. Dowdd przez indukcje po ¢. Lemat zostal dowiedziony dla ¢ = 1, 2. Zalézmy, ze dowiedliSmy juz
di=1,dy =3,...,d; =21 — 1 1irozwazmy nastepny dzielnik d;

dis1 = s}y — 87 = 870 — 17 = (si01 + 1) (5041 — ).
Liczby si41 + 1, s;+1 — ¢ sa dzielnikami n, wigc istnieje taki indeks j, ze d; = s;41 + ¢. Podobnie jak
wcezesniej, otrzymujemy
Si+1 + 8; = Si+1 +1= dj = Sj + Si—1,
skad j < ¢+ 1. Z drugiej strony, d; = s;41 +1% > 21 > d; > di—1 > -+ > dy, wigc j < ¢ jest niemozliwe.
Zatem musi by¢ j = i+ 1, dix; = (s;11 + 1) i w konsekwencji s;41 — i = 1, wiec s;1; = i + 1 oraz
div1 = 21+ 1, co koriczy dowdd indukeyjny lematu. O

Z lematu wynika, ze (dy,...,dy) = (1,3,...,n — 2,n), w szczegdlnosci n = dj, = 2k — 1, wiec n jest
nieparzyste. Z podzielnosci n —2 | n = (n —2) + 2 wynika, ze n —2 | 2. Stad n = 1 lub n = 3.
Sprawdzamy, ze dla takich n warunek z zadania rzeczywiscie zachodzi. Dla n = 1 mamy d; = 1 = 12,
dlan=3mamyd, =1,d3=3oraz s, =12isy =143 =22

9. W kazde pole kwadratowej tabeli o wymiarach n x n, gdzie n > 4, zostala wpisana liczba +1
lub —1. Kazdemu zbiorowi n pdl, zawierajacemu po jednym polu z kazdego wiersza i z kazdej kolumny,
przyporzadkowujemy iloczyn liczb wpisanych w te pola. Dowieé¢, ze suma uzyskanych iloczynow dzieli
sie przez 4.

Rozwigzanie:
Sposob 1
Kazdy ze zbioréow n po6l spetniajacych warunki zadania nazwijmy dobrym. Liczba dobrych zbioréw jest
rowna n! (element z pierwszego wiersza mozemy wybra¢ na n sposobow, z drugiego na n— 1, z trzeciego na
n—2 itd.). Niech P; bedzie iloczynem wszystkich liczb w dobrym zbiorze oraz niech k sposrod iloczynow
P; bedzie rownych —1. Liczba z kazdego pola wystepuje w (n—1)! zbiorach, zatem pojawia sie w iloczynie
Hlil P, parzysta liczbe razy. Stad wniosek, ze Hil P, =1, a wiec k jest parzysta. W takim razie

n!
Y Pi=k-(-1)+(nl—k)-1=n!—2k
i=1
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Pozostaje zauwazy¢, ze skoro n > 4, to n! dzieli sie przez 4.

Sposob 11

Udowodnimy mocniejsza teze: dla dowolnego n > 1 suma wszystkich uzyskanych iloczynow dzieli sie
przez 2121 Jest to oczywiste dla n = 1 in = 2. Dla wiekszych n rozumujemy indukeyjnie. Zalozmy, ze
dla dowolnych 1 < 7,5 < n w i-ty wiersz i j-tg kolumng wpisano liczb¢ a;;. Zauwazmy, ze suma z zadania
jest réwna wyrazeniu

S = Z (ar;a2; + ay;a2;)Si;,
1<i<j<n

gdzie S;; jest suma analogicznych iloczynow dla tabeli (n — 2) x (n — 2) powstalej z wyjsciowej poprzez
wykreslenie pierwszych dwoch wierszow oraz i-tej i j-tej kolumny. Z zatozenia indukcyjnego dla dowolnych
1 <1 < j < nliczba S;; dzieli si¢ przez 2l(n=2)/2] — 9ln/2]-1 Ponadto liczba (ay;a2;+aq;a2;) jest rowna —2,
0 lub 2, czyli jest parzysta. Ostatecznie widzimy, ze S dzieli sie przez 21"/2 jako suma liczb podzielnych
przez 217/,

10. Wykazaé, ze nie istnieje funkcja f : R — R spelniajaca dla dowolnych liczb rzeczywistych z,y

nier6wnos¢ @)+ 1)
z)+ fly r+y
= + [z —yl.
2 2
Rozwigzanie:
Sposdb 1

Przypusémy, ze taka funkcja f istnieje. Ustalmy pewne dwie liczby rzeczywiste < y. Udowodnimy;,
ze dla dowolnej liczby naturalnej n spetlniona jest nieréwnosé

f(x)+ f(y) T+y
010, (24

)+2%y—x) (3)

Stad otrzymamy juz szukang sprzeczno$é, poniewaz lewa strona nieréwnoéci [3| ma ustalona wartosé,
a prawa moze by¢ dowolnie duza.

Dowod nieréwnosci 3| przeprowadzimy indukeyjnie po wartosci n. Dla n = 0 nier6wnos¢ wynika wprost
z wlasnosci funkcji f. Zalézmy, ze nieréwnosé ta jest prawdziwa dla pewnej liczby naturalnej n. Niech
r == Wtedy y = x + 4r. Stosujac nieréwnos¢ z tredci zadania dla funkcji f i kolejno par (z,z + 2r),
(x+7r,x+3r)i(x+2r,z+ 4r), otrzymujemy:

f(@) + f(z +2r)
2
flx+r)+ f(z+3r)
2
flz+2r) + f(x +4r)
2

> f(a+r)+ 272r]

> f(z+2r)+2"2r]

> f(z+3r)+2"|2r|
Po pomnozeniu drugiej z tych nieréwnosci stronami przez 2 i dodaniu do niej nieréwnosci pierwszej i

trzeciej otrzymamy
f(z) + fz +4r)
2

co po podstawieniu r = L= jest rownowazne nieréwnosci

f@) + 1Y)
2 =

> f(x +2r) +2"22r|,

FESY) + 2y - ).

To koniczy dowodd kroku indukceyjnego i tezy zadania.
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Sposob 11
Rozumujemy nie wprost. Przypusémy, ze taka funkcja f istnieje. Podstawmy x = (n+1)t, y = (n—1)t,
gdzie n jest dowolng liczba naturalna, a ¢ dowolna liczba rzeczywista. Otrzymujemy

f((n+1)t) + f((n = 1)1)
2

> [f(nt) + 1,

czyli rownowaznie
f((n+1)t) = f(nt) = f(nt) — f((n — 1)) + 2[¢].
W takim razie
F(n+1)t) = F(nt) = Fnt) = F((n—1)8)+20t] > F((n— 1)) — F(n—2))+4t] > ... > F()— F(0)+2nlt].

Stad

£+ 100 = F0) = YU+ 18 = £i0) 2 Y (F(0) = FO) + 20lt]) = n(f(#) = £(0)) + i+ 1)l
Wstawiajac t = n+r1 oraz t = —n+r1 otrzymujemy

f<1>—f<0>>n(f< ! >—f(0)) tn

n-+1

oraz 1
50 =10 20 (1 () - 10) +n
Po dodaniu stronami i skorzystaniu z zadanego warunku dla z = n+r1 iy= —%H dostajemy
f)+ f(=1)=2f(0)=>n (f (L) +f (—L> - 2f(0)) +2n>=n- 2 + 2n > 2n.
n+1 n+1 n+1

Wybierajac n tak duze, ze 2n > f(1) + f(—1) — 2f(0) otrzymujemy sprzecznosc.

11. W trojkacie ostrokatnym ABC prosta przechodzaca przez punkt C' prostopadta do prostej AC
przecina dwusieczng zewnetrzng kata ABC w punkcie D. Niech H bedzie rzutem punktu D na prosta
BC. Punkt K lezy na odcinku AB, przy czym KH || AC. Niech M bedzie srodkiem odcinka AK.
Udowodni¢, ze MC' = MB + BH.

Rozwigzanie:

Niech X bedzie rzutem punktu D na prosta AB oraz niech T bedzie punktem przeciecia prostych K H
i C'D. Niech () to okrag opisany na trojkacie C'TX. Zauwazmy, ze ADBH = ADBX, wiec DH = DX
oraz BH = BX. Rowniez ADTH ~ ADHC, poniewaz sa to trojkaty prostokatne o wspolnym kacie.
Zatem DT - CD = DH? W polaczeniu tych réwnosci otrzymujemy

DX? =DH? = DT - DC.

Oznacza to, ze prosta DX jest styczna do okregu 2. Zauwazmy, ze skoro czworokat ACT K jest trapezem
prostokatnym, to symetralna odcinka CT" przechodzi przez punkt M. Laczac to z faktem, ze prosta M X
jest prostopadla do stycznej do okregu 2 w punkcie X otrzymujemy, ze punkt M jest srodkiem okregu
Q). Pozostaje zauwazy¢, ze

MC=MX =MB+ BX =MB+ BH,

co konczy dowod.
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12. Wykazaé, ze istnieje tylko skonczenie wiele dodatnich liczb catkowitych n, dla ktorych liczba

G+ (5+2). (5+n)

jest catkowita.

Rozwigzanie:
Warunek z zadania mozna przepisac jako:

n'|(n+1)(n+4)n+9) - (n+n?).

Udowodnimy, ze dla n > 4 podzielno$é¢ ta nie moze zachodzi¢. Rozwazmy dwa przypadki:

Przypadek 1. n =1 (mod 4) lub n =2 (mod 4).

Zauwazmy, ze dla dowolnego i € {1,2,...,n} mamy 4 { n+:2, czyli vo(n+:?) < 1 (tutaj ve(n) oznacza
najwieksza liczbe k € N, dla ktorej 2% | n). Ponadto tylko dla potowy wartoci i zachodzi va(n +42) = 1.
To oznacza, ze va((n+1)(n+4)...(n* +n)) < |%]. Nietrudno jednak wykazaé za pomocy indukcji, ze
va(n!) > % dla n > 4. Podzielno$¢ nie moze wiec zachodzic.

Przypadek 2. n =0 (mod 4) lub n =3 (mod 4).

Niech d =1 gdy n =0 (mod 4) oraz d = 4 dla n =3 (mod 4). Wéwczas n —d = 3 (mod 4). Liczba
n — d ma wobec tego dzielnik pierwszy p = 3 (mod 4). Poniewaz n = d (mod p) jest reszta kwadratowa
modulo p, liczba —n jest niereszta. To w szczegolnosci oznacza, ze dla dowolnego i zachodzi n + 2 # 0
(mod p). Otrzymujemy stad, ze p { (n+ 1)(n +4)(n +9)--- (n + n?), a ponadto wiemy, ze p | n!, co
konczy rozwiazanie zadania.

13. Dany jest trojkat ABC. Punkt D jest spodkiem wysokosci opuszczonej z wierzchotka A. Punkty
E i F leza na odcinkach odpowiednio AD i BC' w taki sposob, ze % = %. Niech G bedzie rzutem B
na AF'. Udowodnié, ze prosta E'F jest styczna do okregu opisanego na trojkacie CFG.

Rozwigzanie:

Zauwazmy, ze $CBG = 90° — SAFD = SEAF oraz

AE AE AD BF BG BG
AF  AD AF BC BF BC’

Zatem trojkaty CBG i FAFE sa podobne na mocy cechy podobienstwa bok-kat-bok. W szczegdlnosci
JGCF = YAFE, co jest rownowazne stycznosci prostej EF do okregu opisanego na tréjkacie CFG.
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14. Niech p > 2 bedzie liczbg pierwsza. Dowies¢, ze jesli n jest liczba naturalna, a x = y/n nie jest
liczba naturalna, to réznica
[(z + [2])"] = 2]

dzieli sie przez p.

Rozwigzanie:
Przyjmijmy s = (|z| + x)?, r = (|x] — x)P. Wowczas

Poniewaz w ostatniej sumie wszystkie sktadniki sa liczbami catkowitymi, wiec (s + r)/2 jest liczba cal-
kowita. Zauwazmy, ze wspoOtczynniki (2’;) sg podzielne przez p dla j # 0. Stad i z Matego Twierdzenia

Fermata dostajemy
s+
L= = 2] (modp),

czyli s+7r=2|z| (mod 2p). Poniewaz —1 < r < 0, wiec |s] =2 |z] (mod 2p), a to jest teza zadania.

15. Niech ay,as,...,a, beda dodatnimi liczbami catkowitymi. Dowies¢, ze istnieja takie dodatnie
liczby caltkowite b, ¢, N, ze réwnosé

5] -

zachodzi dla wszystkich liczb catkowitych n > N.

Rozwigzanie:

Rozwazamy dwa przypadki. Jesli wszystkie liczby ay, ..., a,, sa rowne, to wystarczy przyjaé¢ b = m?
oraz ¢ = m?a;. Wtedy réwnosé z tresci zadania zachodzi dla wszystkich liczb naturalnych n.

Zalozmy teraz, ze wérdd liczb aq, . .., a,, sa co najmniej dwie ré6zne. Udowodnimy, ze liczby b = m?

oraz ¢ = m(ay + ...+ ay) — 1 spelniaja warunki zadania. W tym celu wystarczy wykazaé, ze
L\/bn+cJ < Z\/n +a; < L\/bn + CJ + 1.
i=1

Zacznijmy od oszacowania z gory wyrazenia » . ,\/n+a;. 7 nieréwnosci Jensena zastosowanej dla
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funkcji wklestej f(z) = /&, otrzymujemy

+...4+a

m a -
Z\/n+ai<m n+ — :\/m2n+m(a1+...+am)
i=1
< [\/bn—i—c—i— 1-‘ < {\/bn—i-cJ +1
Pozostaje oszacowa¢ wyrazenie » .~ \/n+a; z dolu. Niech A = m < % Zauwazmy, ze dla
dostatecznie duzych n prawdziwa jest nieré6wnosé
)\CLZ'
vn

Istotnie, po podniesieniu powyzszej nieréwnosci stronami do kwadratu i uproszczeniu dostaniemy nie-
rownosé

\/n—l—ai}\/ﬁ—{— (4)

A2a;
1o+ 20
n

ktora zachodzi dla dostatecznie duzych n, poniewaz 2\ < 1. Stosujac nieréwnosé {4 do wyrazenia z
zadania, otrzymujemy

m m

>m\/ﬁ+)\-(a1+\/-ﬁ--+am)
:m\/ﬁJrA-nic\/%l)

=myvn + ¢ >Vm2-n—|—62{vbn—l—cJ,
2m+/n

co nalezalo dowiescé.

16. Dany jest spojny nieskierowany graf G o n wierzchotkach, z ktérych kazdy jest potaczony z
przynajmniej trzema innymi. Udowodnij, ze istnieje jego drzewo rozpinajace D, ktoére ma co najmniej
%n lisci.

Uwaga 1. Mowimy, ze graf G jest spojny, jesli dla dowolnych dwoch wierzchotkéw w i v istnieje ciag
krawedzi tego grafu prowadzacy od u do v.

Uwaga 2. Przez drzewo rozpinajgce grafu G rozumiemy taki spéjny podzbiér D krawedzi grafu G, ze
kazdy wierzchotek grafu G jest koncem co najmniej jednej krawedzi z D oraz nie istnieje cykl sktadajacy
sie z krawedzi D.

Rozwigzanie:

Wskazemy konstrukcje drzewa D. W kazdym kroku konstrukeji mamy bedziemy mieé jakie$ drzewo
D;. Wierzcholki, ktérych wszyscy sasiedzi naleza juz do D; bedziemy przypisywaé do jednego z trzech
zbiorow:

e A; - wierzcholki, z ktérych wychodzi doktadnie jedna krawedz nalezaca do D;
e A, - wierzchotki, z ktorych wychodzg doktadnie dwie krawedzie nalezace do D;

e Aj - wierzchotki, z ktérych wychodzg przynajmniej trzy krawedzie nalezace do D;

24



Zaczynamy od D, sktadajacego si¢ z dowolnego wierzchotka wraz z jego sasiadami. Poczatkowo zbidr A,
jest pusty, zbior A3 ma jeden element (warto odnotowaé, ze zbior A; moze by¢ niepusty). "Rozszerzeniem”
wierzchotka v € D; nazywamy dodanie do grafu D; wszystkich sasiadéw v, ktorzy jeszcze nie naleza do D;
(razem z krawedziami taczacymi ich z v). Drzewo D; bedziemy zawsze powiekszaé rozszerzajac pewien
jego wierzcholek. W ten sposob wszystkie wierzchotki w D; nienalezace do zadnego ze zbiorow A, Ay, As
sa lis¢émi w D;. Majac skonstruowane D; postepujemy zgodnie z nastepujacym algorytmem:

o Jesli wszystkie wierzcholki naleza juz do D; to konczymy algorytm uzyskujac D = D,.

o Jedli istnieje wierzchotek v € D; taki, ze po jego rozszerzeniu trafi on do zbioru As, to wtedy go
rozszerzamy uzyskujac graf D;, ;. Liczebnos¢ zbioru As zwieksza sie o 1, liczebnosé zbioru As nie
zmienia sie, liczebno§é zbioru A; moze sie tylko zwiekszy¢ (jesli ktorys z nowo dodanych wierzchot-
kéw do niego wpadnie lub ktorys z dotychczas nieprzyporzadkowanych lisci D;) lub pozostaé bez
zmian. W kazdym razie wartosc¢ |As| — |As| 4+ |A1| nie zmniejszy sie.

e Jedli zaden z poprzednich punktéw nie zaszedl, to kazdy wierzchotek w D; ma najwyzej jednego
sasiada nienalezacego do D;. Znajdujemy wierzcholek w ¢ D; potaczony z pewnym wierzchotkiem
v € D;. Jedli w ma przynajmniej 2 sgsiadow nienalezacych do D;, to najpierw dodajemy do grafu
D; wierzchotek w wraz z krawedzia vw (czyli rozszerzamy v), a nastepnie rozszerzamy wierzchotek
w. Wtedy licznosé zbioru As zwieksza sie przynajmniej o 1 (dotacza do niego wierzchotek w), a
licznosé zbioru Ay zwieksza sie o najwyzej 1 (jedynie v moze do niego dotaczy¢). Druga mozliwosé
jest taka, ze wierzchotek w ma najwyzej jednego sasiada nienalezacego do D;. Wobec tego musi
mie¢ przynajmniej dwoch sasiadow nalezacych do D; (z tresci zadania). Oznaczmy jednego z tych
sasiadow przez v; = v, a drugiego przez vo. Do grafu D; dodajemy wierzchotek w wraz z krawedzia
wvy. Wtedy licznosé zbioru |A;| zwieksza sie przynajmniej o 1 (dotacza do niego wierzcholek vs),
za$ licznos¢ zbioru A, zwieksza sie o najwyzej 1 (tylko v; moze do niego dotaczy¢). W kazdym razie
wartos¢ |As| — |Aa| + | A1| nie zmniejsza sie.

Powtarzajac powyzsze kroki ostatecznie uzyskamy drzewo rozpinajace D dla ktorego jest spetniona nie-
rownosé |As| < |Ar| + |As|. Mozemy obliczy¢ liczbe wierzchotkéw i liczbe krawedzi tego drzewa:

n = |A;| + |As] + [As]

01 s Al 2[4 + 3] A
~ 2

Otrzymujemy stad, ze:
|As| — |A1] < 2(n—1) —2n = -2

|Ay] > [As| +2

W polaczeniu z nieréwnoscia |A;| > |As| — |As| otrzymujemy:
4[AL] = [Ar] + [Ag] — |As| +2]|A3| +4=n+4

n 2
itz gn

|As| =

17. Czy istnieje 2022 liczb rzeczywistych (niekoniecznie roznych), ktore nie wszystkie sa zerami,

spetniajacych nastepujacy warunek: dla dowolnych 1011 sposréd nich, wspotezynniki wielomianu unor-

mowanego stopnia 1011 (poza wspoélczynnikiem przy z'%M), ktérego sg one pierwiastkami, sa permutacja
pozostalych 1011 liczb?

Rozwigzanie:
Sposdob 1
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Jesli wsrod naszej kolekeji liczb znajduje sie co najmniej 1011 zer, to wspotczynniki wielomianu
!9 ktorego 1011-krotnym pierwiastkiem jest zero, muszg stanowié¢ pozostala czesé naszego podzbioru.
Poniewaz wszystkie interesujace nas wspotczynniki sg tu zerowe, oznaczatoby to iz wszystkie posiadane
przez nas liczby sa zerami, co jest niemozliwe.

Istnieje zatem co najmniej 1012 niezerowych liczb w naszej kolekcji. Niech S bedzie multizbiorem
sktadajacym sie z elementow postaci |z|, dla kazdego niezerowego x w naszej kolekcji. Wtedy S ma co
najmniej 1012 elementéw; ponadto iloczyn dowolnych 1011 z nich jest takze elementem S, innym od
tych wtasnie 1011 liczb — jako iz modul wspoétczynnika wolnego wielomianu to iloczyn modutéow jego
pierwiastkow.

Jesli teraz istniatoby takich 1010 elementow S, ktorych iloczyn wynosi P # 1, to dla dowolnego ¢
sposrod pozostatych elementow S, takze t - P bedzie znajdywaé sie wsréod pozostatych elementow S.
Kontynuujac, wéréd tych elementow bedzie znajdowaé sie rowniez t - P2, t - P3, ... — skoro za§ P # 1,
to jest to nieskoriczenie wiele réznych liczb, co daje sprzecznosé. To oznacza, ze dla dowolnego wyboru
1010 elementow S, ich iloczyn jest réwny 1.

Jesli S zawieraloby dwa rézne elementy a # b, to analizujac dowolnych 1009 pozostatych, wiemy ze ich
iloczyn pomnozony przez a jest rowny 1, za§ pomnozony przez b jest takze rowny 1. To daje sprzecznosé.
Zatem S sktada sie z takich samych liczb; poniewaz zas iloczyn 1010 z nich jest rowny 1, to wszystkie
elementy S sa rowne 1.

To oznacza, ze wracajac do analizy naszej kolekcji liczb z zadania, kazda z nich musi naleze¢ do zbioru
{—1,0,1}. Naturalnie (z zasady szufladkowej Dirichleta) co najmniej 1011 z nich jest nieujemnych lub
niedodatnich. Bez straty ogoélnosci zachodzi pierwsza z tych opcji. Wtedy wybierajac 1011 z tych liczb,
biorgc wielomian o tychze pierwiastkach, i analizujac jego wspotezynnik przy %10 dostajemy, ze minus
suma tych liczb takze nalezy do naszej kolekcji. To oznacza jednak, ze suma ta jest rowna 1 albo 0, to
znaczy ze w naszej kolekcji jest co najwyzej jedna jedynka. Poniewaz w tym przypadku posiadamy tez
co najmniej 1011 liczb niedodatnich (wszystkie poza, by¢ moze, ta jedynka), to uzywajac analogicznego
argumentu, mamy takze co najwyzej jedna —1. To jednak oznacza, ze w naszej kolekcji jest co najmniej
2020 zer. Korzystajac z naszej uwagi z poczatku rozwigzania, to oznacza ze wszystkie one sa zerami, co
jest jednak niemozliwe. Otrzymana sprzeczno$é¢ oznacza, ze takich 2022 liczb nie istnieje.

Sposab 11

Udowodnimy, ze takie liczby nie istnieja. Przez sprzecznos$¢ zalozmy, ze cq, . . ., o0 beda szukanymi
liczbami, a C' nazwa tego ciagu. Niech xq,..., 21911 oraz yi,...,y1011 beda dowolnym ich podzialem na
dwie potowy. Jezeli uzyjemy jednej z nich jako pierwiastkéow wielomianu, to jego wspotczynnikami beda
elementy z drugiej polowy (oraz jedynka przy z'°'). Jezeli teraz wstawimy jedynke jako argument w
dwoch rownosciach, ktore mozemy otrzymacé w taki sposob otrzymujemy nastepujace zaleznosci:

(1—z1)...(1 —201) =14+ + ...+ yionn

(1—91)---(1—%011):1+$1+...+$1011

Po wymnozeniu ich stronami otrzymujemy Hfff(l —¢)=004z+ ...+ z011) L+ 11+ ...+ Yi011)

Mozemy zauwazy¢, ze lewa strona nie zalezy od podziatlu naszych liczb na potowy, a suma czynnikow
po prawej stronie jest réwna 2 + 232212 ¢i, czyli rowniez nie zalezy od owego podziatu. Jednak znanym
faktem jest, ze nie istnieja dwie rézne nieuporzadkowane pary liczb rzeczywistych o takich samych sumach
i illoczynach, zatem nieuporzadkowana para (1+x1+...+z1011, L+ 21+ ..+ y1011) jest zawsze taka sama
bez wzgledu na podziat liczb z C' na potowy. Stad wynika, ze jestesmy w stanie uzyskaé¢ co najwyzej dwie
rozne wartosci jako sume 1011 dowolnych liczb z C'.

Teraz udowodnimy, ze wéréd elementéw C' moga wystapi¢ co najwyzej dwie réozne wartosci. Zatézmy
nie wprost, ze istnieja wsréd nich trzy rézne liczby d, e, f. Dobierajac z pozostatych liczb jakiekolwiek
1010 widzimy, ze jako sume 1011 liczb mozemy uzyska¢ zarowno S + d, S +e i S + f, gdzie S jest sumag
owych 1010 liczb, co jest w sprzecznosci ze stwierdzeniem, ze mozliwe sumy 1011 liczb byly co najwyzej
dwie.
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W takim razie wiemy, ze w C' jest liczba wystepujaca co najmniej 1011 razy — nazwijmy ja g.
Rozpatrujac wielomian (z — ¢)'%'! widzimy, ze wérod jego wspotezynnikéw znajduja sie miedzy innymi
— g1, 1011110, (Y1) g% oraz (")) g'%%. Jezeli g jest niezerowe, to te wyrazenia przyjmuja co naj-
mniej trzy rézne wartosci, co prowadzi do sprzecznosci. Dla zerowego g z kolei wszystkie wspotczynniki
(x — g)'"" poza wiodacym to zera, co znowu prowadzi do sprzecznosci.

18. Dany jest nieskonczony ciag ai,as,... dodatnich liczb catkowitych spetniajacy dla dowolnej
dodatniej liczby catkowitej n zaleznosé
Qn,
Qpy1 = Qp + —
Pn

gdzie p, to pewien dzielnik pierwszy a,. Wykazaé, ze istnieje taka dodatnia liczba catkowita k, ze dla
nieskonczenie wielu dodatnich liczb catkowitych n zachodzi a, 1 = ka,.

Rozwigzanie:

Niech v,(m) dla m € Z* oraz p € P oznacza wykladnik przy p w rozkladzie m na czynniki pierwsze.
Niech f(m) oznacza dla liczby naturalnej m iloczyn wszystkich liczb pierwszych wickszych od 3 w jej
rozktadzie na czynniki pierwsze (liczba pierwsza moze wystepowaé¢ w rozktadzie kilka razy). Zatem po
prostu f(m) = m - 27" . 37»(M)  Zauwazmy, ze dla dowolnych my, my € Z* zachodzi
f(mimay) = f(mq)f(ms). Niech p, oznacza te liczbe pierwsza, dla ktore;

an _ pnt1
Ap+1 = Qp + — = an
Pn Pn

Jesli p, > 3, to

2 2
Jesli p, =3, to f(p, +1)=1= f(p,). Jesli p, =2, to f(p, +1) =1= f(pn). Zatem skoro

pntl ) _ flon+1)
P f(®n)

f(pn+1)=f(p"+1) <Pl )

Flanir) = f ( F(an)

to
flan1) < flan),

przy czym nier6wnosé jest ostra jesli p, > 3. Poniewaz f(a,) jest dodatnia liczba catkowita dla kazdego
n, to p, > 3 moze zachodzi¢ jedynie dla skoriczenie wielu n.

Zauwazmy ponadto, ze jesli p, =21 p,i1 =3 lub p, = 31 Pt = 2, to a2 = 2a,. Zeby zatem teza
zadania byta falszywa, to w ciagu p, liczby 2 i 3 musza wystepowaé obok siebie skonczenie wiele razy.
Skoro od pewnego miejsca ciag p, sktada sie wylacznie z liczb {2, 3} to musi on od pewnego miejsca by¢
rowny stale 2 lub stale 3. Jednak ciag p, nie moze by¢ stale réwny 2 od pewnego miejsca, bo jesli p,, = 2,
to va(ant1) < v2(a,) 1 zné6w mamy nieskoriczone schodzenie (tym razem dla ve(a,)). Podobnie ciag p,
nie moze stale rowny 3 od pewnego miejsca, bo mamy nieskoriczone schodzenie dla vz(a,). Uzyskana
sprzecznos¢ dowodzi, ze k = 2 spelnia teze zadania.

19. Dany jest czworokat ABCD wpisany w okrag o §rodku w punkcie O. Punkt P jest przecieciem
przekatnych AC'i BD. Niech M i N beda odpowiednio $srodkami bokéw AD i BC. Przez wy, wy oraz
w3 oznaczamy okregi opisane na trojkatach odpowiednio ADP, BC'P oraz OM N. Niech punkt E bedzie
przecieciem wy i ws, ktore nie lezy na tuku APD okregu wy, a punkt F' przecieciem ws i ws, ktére nie lezy
na tuku BPC' okregu w,. Udowodnié, ze OF = OF.

Rozwigzanie:
Niech €2 oznacza okrag opisany na czworokacie ABC'D. Niech proste AD i BC' przecinaja sie w @,
zas proste AB i C'D w punkcie R.

27



Sposob 1
Poniewaz O, M, E, F, N leza na jednym okregu, to wystarczy wykazaé, ze

JOME = 4ONF.
Poniewaz $OMQ@Q = SONQ = 90°, to réwnowaznie trzeba wykazaé

IQME = ¥QNF.

Ostatnie dwa katy sa tworzone przez srodkowa i bok w trojkatach odpowiednio ADE i BCF. Poniewaz
JAED = 180° — SAPD = 180° — <BPC = <BFC,

to do zakonczenia rozwigzania wystarczy wykaza¢ rownoéé katow SADE i < BCF, wtedy teza bedzie
wynika¢ z podobienstwa trojkatow ADE i BC'F.

Udowodnimy, ze trojki punktéw E, P, N oraz F, P, M sa wspotliniowe. Niech S # P bedzie punktem
przeciecia wy i wy. Z tw. o osiach potegowych dla okregow €2, wy i wy proste SP, AD i BC' przecinaja sie
w Q. W takim razie

SASQ = SASP = YADP = $BCP = 4ACQ,

stad A, S, C, Q leza na jednym okregu. Zatem
JSEP = $SAP = 4SQN.

Zauwazmy, ze $CSD = SPAD + $PBC = 4COD, wicc punkty C, D, S, O leza na jednym okregu i
stad
JOSP = 4CSP — 4CSO =180° — ¥ PBC — $CDO = 90°,

wiec S € ws. Wtedy
SSEP = 4SQN = 4SEN,

wiec punkty E, P, N sa wspotliniowe. Analogicznie dowodzimy, ze punkty F, P, M sa wspoétliniowe.
Wreszcie, z podobienstwa trojkatow APD i BPC wynika, ze <DPM = SCPN, gdyz sa to odpowia-
dajace katy w tym podobienstwie. W takim razie

SADE = 4EPA = 4CPN = 4DPM = ¥FPB = 4<BCF,

co konczy dowdod.




Sposob 11

W rozwigzaniu bedziemy korzystaé¢ z wlasnosci inwersji oraz biegunowych.

Rozwazmy inwersje wzgledem 2. Niech M’ i N’ beda obrazami odpowiednio M i N w tej inwersji.
Wtedy okrag OM N przechodzi na prostg M'N’. Poniewaz M jest srodkiem AD, to punkt M’ jest
przecieciem prostych stycznych do €2 w punktach A i D. Zatem prosta AD jest biegunowa punktu M’
wzgledem (). Analogicznie prosta BC' jest biegunows punktu N’ wzgledem Q. W takim razie prosta
M'N'" jest biegunowg punktu (). Ze znanego faktu o biegunowych wiemy, ze prosta PR jest biegunowa
punktu (). Zatem w rozwazanej inwersji obrazem okregu ws jest prosta PR.

Niech P’ oznacza obraz punktu P wzgledem rozwazanej inwersji. Wiadomo, ze P’ lezy na okregach
opisanych na tréjkatach OAC oraz OBD, stad

IBP'C = 4OP'C — 4OP'B = SOAC — $OBD = 4BCD — 4ADC = 4BRC,

wiec P’ lezy na okregu opisanym na CRB. W takim razie obrazem w rozwazanej inwersji okregu ws jest
okrag opisany na BRC'. Analogicznie obrazem okregu w; jest okrag opisany na ARD.

Niech E’ bedzie przecieciem prostej PR z okregiem ARD), za$ F' przecieciem prostej PR z okregiem
BRC'. 7 uzyskanych wczesniej wlasnosci uzyskujemy, ze sg to obrazy inwersyjne odpowiednio punktow
E i F. Zatem pozostaje udowodnié¢, ze OF' = OF".

Dalej rozwazamy kolejna inwersje o sSrodku w R i promieniu r = vV RA - RB. W tym przeksztalceniu
E' przejdzie na F; bedace przecieciem PR i BC, zas F' na F; bedace przecieciem PR 1 AD. Wreszcie
niech R’ bedzie obrazem O w tej inwersji. Ze wzoru na dlugosé odcinka po inwersji dostajemy

OE' REggm RE -RF

' i 2 T RIE - :
OF'  RFiggmm RF-RE
. ., R . .
Pozostaje udowodni¢ 21 = BBy 76 7nanego faktu o dwustosunku wiemy, ze
R'Fy RFy )

Ponadto, R’ jest rowniez obrazem inwersyjnym R wzgledem 2, stad lezy na biegunowej R, na ktorej lezy
réowniez P. Stad

PR 1 RR'.
Laczac dwa powyzsze fakty, ze znanego lematu o dwustosunku dostajemy, ze RR’ jest dwusieczng kata
zewnetrznego F1R'Fy, skad wynika g,% = g—%. To koriczy rozwiazanie.

20. Rozwazmy m + 1 poziomych i n + 1 pionowych prostych (m,n > 4) tworzacych krate o mn
kwadratach i (m + 1)(n + 1) wierzchotkach. Rozwazmy tamana zamknieta zlozona z odcinkow tej kraty,
ktora przechodzi przez wszystkie (m — 1)(n — 1) wewnetrznych wierzchotkow kraty, nie ma samoprzecie¢
i nie przechodzi przez zaden zewnetrzny wierzchotek kraty. Niech A oznacza liczbe wierzchotkow kraty,
przez ktore tamana przechodzi ,na wprost”, B liczbe kwadratow, ktorych doktadnie dwa naprzeciwlegte
boki naleza do tamanej, a C' liczbe kwadratéw, ktorych zaden bok nie nalezy do tamanej. Udowodnié, ze

A=B-C+m+n-—1.

Rozwigzanie:

Wszystkie mn kwadratéw mozemy naturalnie podzieli¢ na takie, ktore leza wewnatrz i na zewnatrz
naszej tamanej zamknietej. Niech X oznacza liczbe par kwadratow, ktore stykaja sie jedynie rogiem i
jedno z nich lezy wewnatrz petli, a drugie na zewnatrz (nazwijmy takie pary fikusnymi). Wyrazimy X
na dwa rézne sposoby.
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Naokoto kazdego wewnetrznego wierzchotka kraty sa cztery kwadraty tworzace dwie pary pol styka-
jacych sie rogiem. Jezeli petla przechodzi przez dany wierzchotek na wprost, to obie te pary sa fikusne.
Jezeli jednak petla skreca w danym wierzchotku, to jedynie jedna z tych par jest fikusna. W takim razie
liczba fiku$nych par wynosi

(m—1)(n—1)+ A.

Teraz skoncentrujmy sie na jakims kwadracie oraz na czterech polach, ktére sasiaduja z nim bokiem.
Owych czterech sasiadéw tworzy cztery pary pol stykajacych sie rogami. Jezeli tamana zawiera jedynie
pewne dwa naprzeciwlegte boki tego kwadratu, to wszystkie takie cztery pary sg fikusne. Jezeli tamana
nie zawiera zadnych jego bokéw, to zadna z tych par nie jest fikusna. W przeciwnych przypadkach
doktadnie dwie z tych par sa fikusne. Wszystkie stwierdzenia o liczbie par fikusnych sasiadow sa tez
prawdziwe dla kwadratow na boku lub w rogu naszej kraty. Niech D oznacza liczbe pol, ktore nie sa ani
typu B ani C. Wtedy, jezeli wysumujemy liczbe fikusnych par naokoto kazdego kwadratu, to dostaniemy
4B + 2D, jednak kazda fikusna para zostanie w takiej sumie policzona doktadnie dwa razy, zatem ich
liczba to 2B+ D. Jednak 2B+ D = B—C+ (B+C+ D), ale B4+ C+ D = mn, zatem liczba fikusnych
par to

B —-C+mn.

Otrzymalismy zatem, ze (m—1)(n—1)+ A = X = B—C+mn, skad wynika A= B—C+m+n—1,
czyli nasza teza.

21. W pewnym kraju znajduje sie n miast. Zarzad Infrastruktury buduje co roku jedna jednokie-
runkowsa droge miedzy dwoma miastami, przy czym droga z A do B moze zosta¢ zbudowana tylko, jesli
niemozliwym jest dojechanie z A do B za pomoca istniejacych drog (w szczegolnosei, miedzy dwoma mia-
stami zbudowane moga zosta¢ najwyzej dwie drogi — po jednej w kazda strone). Wyznaczy¢ najwicksza
mozliwa liczbe drog, ktore moga zostaé¢ w ten sposob zbudowane.

Rozwigzanie:

Twierdzimy, ze ta liczba to (g) +n—1= . Rozwazmy zbiér dwukierunkowych drog miedzy
miastami. Twierdzimy, ze nie moze on zawiera¢ cyklu: istotnie, niech A; A, ... A; bedzie takim cyklem,
za$ A; — Ay ostatniag zbudowana w nim droga. Wtedy jednak mozemy przejechaé¢ z A; do Ay przez As,
As, ..., tak wiec budowa tej drogi bytaby niemozliwa.

To oznacza, ze drog dwukierunkowych jest co najwyzej n — 1, bo w przeciwnym wypadku mielibySmy
wsrod nich cykl. Zatem tacznie wszystkich drég moze byé co najwyzej (g) +n—1.

Pozostaje pokazaé, ze ta liczba drog jest mozliwa do osiagniecia. Uszeregujmy miasta, oznaczajac je
przez A, As, ..., A,. Naste¢pnie mozemy wybudowac¢ droge z A; do A; dla kazdej pary liczb i < j. Na
koncu zbudujmy drogi z A, do A,,_1,z A,_1 do A,_», ..., koficzgc na drodze z A, do A;. To daje zadana
liczbe drog.

n?4n—2
2

22. Niech Z oznacza zbior liczb catkowitych. Wyznaczy¢ wszystkie takie funkcje f: Z — Z, ze dla
dowolnej funkcji g: Z — Z przyjmujacej jako wartosci wszystkie liczby catkowite funkcja f + g roéwniez
przyjmuje jako wartosci wszystkie liczby caltkowite.

Rozwigzanie:

Jesli f jest funkcja stala, to oczywiscie spetnia warunki zadania. Przyjmijmy, ze f nie jest stala.
Rozwazmy dwa przypadki:

1. f przyjmuje pewna warto$¢ ¢ nieskoriczenie wiele razy:

Niech xy, x9, 3, ... bedzie ciagiem takich (parami réznych) liczb catkowitych, ze f(z;) = ¢. Skoro
f nie jest stala, to znajdziemy tez taka liczbe d, ze f(d) # c.
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Rozwazmy teraz funkcje g dang przez

0, z=d
g(x) =< (-1)'[%], 2 =z, dla pewnego i
c+1— f(x) w pozostalych przypadkach.

Jest to surjekcja, gdyz g(d) = 0, g(xer) = k dla k dodatnich, oraz g(z_ox_1) = k dla k ujemnych.
Ponadto f(x)+ g(x) nie przyjmuje zadnej wartosci rownej c: istotnie, dla x = d przyjmuje wartos¢
f(d) # ¢, dla x = x; wyrazenie to ma warto$¢ c+ g(z;) # ¢, zas w pozostalych przypadkach wartosé
ta to c+ 1 # c. Zatem f + g nie jest surjekcja, co daje sprzecznosc.

2. f przyjmuje kazda z wartosci skonczenie wiele razy:

To oznacza, ze mozemy wskaza¢ taki ciag parami réznych liczb catkowitych xg, x1, xo, ..., Ze
x; # —(—1)"[%] dla dowolnego i = 0, 1, 2, .... Rozwazmy teraz funkcje

(z) ( ) [%], x = x; dla pewnego i
xT) =
I f(z) w pozostalych przypadkach.

Wtedy ¢ jest surjekcja, jako ze g(xqx) = k dla k nieujemnych, oraz g(z_o,_1) = k dla k ujemnych.
Ponadto f(z)+g(z) # 0 dla dowolnego x, z doboru ciagu x;. To oznacza, ze f+ g nie jest surjekcja,
co daje sprzecznosé.

Ostatecznie wiec jedyne funkcje spetniajace warunek zadania to funkcje state.

23. Niech F,, bedzie ciagiem Fibonacciego: Fy = 0, Fy =1, F, = F,,_1 + F,_ o dlan > 2. Dla
n > 2, niech R, bedzie reszta z dzielenia liczby H,f" ! k:k przez F,. Wykazaé, ze R, takze jest liczba
Fibonacciego.

Rozwigzanie:

Rozwazmy najpierw przypadek, gdy F;, nie jest liczba pierwsza. Wtedy przedstawiamy F,, = kiko
jako iloczyn dwodch liczb mniejszych od niej. Jesli ky # ko to F,, = klkglkklk , a jesli k1 = ko, to
F, = k2|ki*. Stad

Fp—1

E I+
=1

czyli R, = 0 = Fy. Pozostaje zatem przypadek, gdy F,, = p € P. Przypadki F,, € {2,3} sa oczywiste i
nie bedziemy ich dalej rozpatrywaé¢. Poniewaz

p—1

Hk:’f Hp—mp—'sz(—k)p—k (mod p)

k=1

to mozemy napisac

(H kk) = [(-0)P K = (—1)PPD2((p — DI)?  (mod p)

k=

Z twierdzenia Wilsona wynika zatem, ze
R2 = (- )p(p+1)/ (mod p)
Skorzystamy teraz z dobrze znanej tozsamosci (zaleznosé Cassiniego)

F?2  +(-1)"'=F, 4F, =pF,_dlan>2.
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Zauwazmy, ze n — 1 musi by¢ parzyste, bo inaczej p|(Fr,—1 — 1)(Fpo1 + 1), alep = F, = F,_1 + F,_2 >
F,—1+1 (bo rozwazamy F,, > 3). Stad wynika, ze p nie dzieli ani F,,_; —1, ani F,,_;+1, czyli sprzecznos¢.

Zatem n — 1 jest parzyste i mamy podzielnos¢ p|F? |, + 1. To oznacza, ze p daje reszte 1 modulo 4
(poniewaz -1 jest reszta kwadratowa modulo p). To z kolei daje, ze liczba @

R?=-1=F? | (mod p). Zatem
0=R}—F. = (R, — Foo)(Ry+ Foo1)  (mod p)

n

jest nieparzysta, czyli

Stad
p|Ry, — Fq 1 wtedy R, = F,,_4 albo p|R, + Fr1 i wtedy R, = F,,_o.

24. Niech ABC bedzie trojkatem réznobocznym. Punkty O i H sa jego odpowiednio srodkiem okregu
opisanego i ortocentrum. Punkt P lezy wewnatrz trojkata AHO spetniajac SAHP = SPOA. Niech M
bedzie §rodkiem odcinka OP. Proste BM i C'M przecinaja okrag opisany na trojkacie ABC' ponownie
odpowiednio w punktach X i Y. Wykaza¢, ze prosta XY przechodzi przez $rodek okregu opisanego na
trojkacie APO.

Rozwigzanie:

Niech symetralna odcinka OP przecina proste XY i BC odpowiednio w punktach @ i T. Poniewaz
QT L OM, to z twierdzenia o motylku QM = TM. W takim razie T'i () sa symetryczne wzgledem
prostej OP.

Niech U bedzie odbiciem O wzgledem BC'. Znanym faktem jest, iz AHUO tworzy réwnolegtobok.
Niech W bedzie takim punktem, ze APW H jest réwnoleglobokiem. Wtedy PWUQO réwniez jest rowno-
legtobokiem oraz

SHPW = 4YPHA = SPOA = S<HUW,

wiec punkty H, P, U i W leza na jednym okregu. Zatem
SPAO = SWHU = W PU = 4OUP.
Czyli okregi opisane na trojkatach APO i UPO sa symetryczne wzgledem OP.
Zauwazmy, ze punkt 7" jest srodkiem okregu opisanego na trojkacie POU, gdyz lezy na symetralnych

OP i OU. 7 wczesniejszych obserwacji wynika, ze punkt ) jest srodkiem okregu opisanego na APO, co
konczy dowod.




25. Dowiesé, ze dla wszystkich liczb aq, as, ..., ay, by, ba, ..., b, z przedziatu [—1, 1] zachodzi nierow-

nos¢
n n n
i=1 i=1 i=1
Rozwigzanie:
Zastosujemy indukcje ze wzgledu na n. Dla n = 1 obie strony sa réwne. Zalézmy, ze dana nieréwnosc
jest prawdziwa dla pewnej liczby calkowitej n — 1 oraz liczb aq,as, ..., a,_1, b1, b, ..., b,_1. Oznaczmy

n—1

A= H?:_ll a; 1 B =[], bi. Z zalozenia indukcyjnego mamy

n—1
> lai—bi| > |A-B.
=1
W takim razie
S Jai — bl = |A— B| + |an — bu| > |Aa, — Bay| + |Ba, — Bb,| > |Aa, — Bb,|,
=1

co konczy krok indukcyjny.

26. Punkty D i E sg srodkami tukéw AB i BC' okregu opisanego na trojkacie ABC' niezawierajacych
pozostatych wierzchotkow. Punkty P i @) sg rzutami prostokatnymi punktow A i C' odpowiednio na
proste BD i BE. Dwusieczna kata ABC' przecina odcinek AC' w punkcie F. Wykazaé, ze prosta PQ)
potowi odcinek BF'.

Rozwigzanie:

Przyjmijmy bez straty dla ogélnosci, ze AB > BC. Niech P’ i @' beda obrazami symetrycznymi
punktu B odpowiednio wzgledem punktéw P i Q). Wystarczy wykazac, ze P, F' 1 Q' sa wspotliniowe.
Zauwazmy, ze

JFAP = SFAB + $BAP' = 4CAB + 180° — 24 DBA = 180° + $CAB — $BCA
oraz
JFCQ =360° — $FCB — $BCQ' = 360° — 4BCA — (180° — 29 CBE) = 180° — $BCA + $CAB.

Jesli AB = BC, to $FAP' = $FCQ = 180° i oczywiscie punkty P’, F' i Q' sa wspotliniowe. Jesli
AB > AC, to stosujac twierdzenie o dwusiecznej otrzymujemy

AP" AB BC CQ

AF  AF  CF CF°

To wraz z réwnoécia < FAP' = $FCQ' oznacza, ze trojkaty FAP' i FCQ' sa podobne, wiec $AFP' =
JCFQ', co koriczy dowod.
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o
27. Niech G bedzie grafem nieskierowanym bez trojkatow o n wierzchotkach. Wykazaé, ze wierzchotki

grafu G mozna tak pomalowaé¢ za pomoca co najwyzej 24/n kolorow, aby zadne dwa wierzcholki tego
samego koloru nie sasiadowaty ze soba.

Rozwigzanie:

Udowodnimy teze indukcyjnie po n. Dla n = 1 jest ona oczywista. Niech n > 1 i zal6zmy, ze dla
wszystkich graféow bez trojkatéw o mniej niz n wierzchotkach teza zachodzi.

Jezeli stopien kazdego wierzchotka wynosi co najwyzej 24/n — 2, to mozemy pokolorowaé¢ wierzchotki
na 2v/n — 1 koloréw, kolorujac je w dowolnej kolejnosci — dla kazdego wierzchotka, w momencie w ktorym
mamy go pokolorowaé¢, co najmniej jeden z 21/n — 1 kolorow nie bedzie wystepowal wsrod koloréw jego
sasiadow, wiec mozemy pokolorowaé rozwazany wierzcholek tym kolorem.

Natomiast jezeli istnieje wierzcholek v stopnia co najmniej 24/n—11 N(v) jest zbiorem jego sasiadow,
to rozwazmy nastepujace kolorowanie:

e podgraf G\ ({v} U N(v)) kolorujemy z zatozenia indukcyjnego na < 24/n — 24/n koloréw,
e kazdy wierzchotek z N(v) kolorujemy nieuzywanym powyzej kolorem c,
e wierzcholek v nieuzywanym wczesniej kolorem ¢'.

Poniewaz graf G nie zawiera trojkatow, to kazde dwa wierzchotki z N (v) nie sa potaczone krawedzia, stad
takie kolorowanie jest poprawne, zatem uzyskaliSmy poprawne kolorowanie uzywajace co najwyzej

24/n —2v/n+2

kolorow. Do zakonczenia rozwigzania pozostaje sprawdzié, ze jest to nie wigcej niz 24/n. Przeksztalcamy
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rownowaznie

1<
2

2

1 1——=<2
+ 7
2

1-—=<1,
vn

co jest prawda. To konczy dowdd.

28. Nieskoriczony podzbiér dodatnich liczb catkowitych S nazwiemy czadowym, jezeli dla dowolnych
parami roznych a,b, ¢ € S, wszystkie dodatnie dzielniki liczby = Z réwniez naleza do S. Udowodni¢, ze

dla kazdej dodatniej liczby catkowitej n > 1 istnieje zbior czadowy S, dla ktéregon & S.

Rozwigzanie:

Niech p bedzie dowolnym dzielnikiem pierwszym n. Rozwazmy zbior S liczb catkowitych dodatnich,
ktorych wszystkie dzielniki pierwsze sa wicksze od p (w szczegolnosci 1 € S, gdyz wtedy warunek jest
pusto spetniony). Naturalnie n ¢ S. Twierdzimy, ze S jest czadowy.

WezZmy dowolne a, b, ¢ € S, oraz liczbe pierwsza ¢ < p. Chcemy pokazac ze ¢ nie dzieli hczby

Niech d bedzie najmniejsza liczba catkowita dodatnia taka, ze q | a? — b?. Poniewaz warunek ten Jest

be

a

rownowazny (%)d =1 (mod ¢) (b # 0 (mod g), bo b € S, zas q < p), liczba d jest rzedem § modulo q.
W szczegolnosci d | ¢ — 1.

Jesli ¢ 1 a® — b°, to tym bardziej ¢  ©=2. Przyjmijmy zatem ¢ | a® — b°. Z wlasnosci rzedéw oznacza
to, iz d | ¢. Jednak d | ¢ — 1, wiec takze d | NWD(c,q — 1), ale NWD(¢,q — 1) = 1: istotnie, skoro
c € S, to wszystkie dzielniki pierwsze ¢ sa wieksze od p, zatem takze od ¢, zas wszystkie dzielniki ¢ — 1
sa oczywiscie mniejsze od ¢. To oznacza, ze d =1, czyli ¢ | a — b.

Wreszcie
ac —bc c—1
_Z Ay = ¢ 01;7_50 (modq)
a —
1=0

(gdyz c € S implikuje ¢ 1 ¢), co koriczy dowod.

29. W trojkacie ostrokatnym ABC, w ktorym AB < AC, punkty D, FE, F sa spodkami wysokosci
opuszczonych odpowiednio z A, B, C. Oznaczmy przez w okrag opisany na trojkacie AEF. Niech wy i we
beda okregami przechodzacymi przez D i stycznymi do w odpowiednio w punktach £ i F. Wykazaé, ze
w1 1 we przecinaja si¢ na prostej BC' w punkcie P # D.

Rozwigzanie:
Niech M bedzie srodkiem boku BC'. Punkty E, F' leza na okregu o srednicy BC', ktorego srodkiem
jest M. W szczegolnosci

IBFM = SMBF = 4CBF = 180° — 4FEC = SAEF,

co oznacza, ze prosta M F jest styczna do w. Analogicznie M E réwniez jest styczna do w.
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Niech P; bedzie punktem przeciecia wy z BC' réznym od D, zas P, punktem przeciecia wy z BC', takze
roznym od D. Skoro w; jest styczny do w w E, to okregi te majg wspolnag styczna w FE, zatem prosta
ME jest styczna takze do wy. 7Z twierdzenia o potedze punktu, D i P; leza po tej samej stronie punktu
M oraz

MD-MP, = ME®.

Analogicznie D i P; leza po tej samej stronie punktu M oraz
MD-MP, = MF*.

Skoro ME = MF, otrzymujemy M P, = MP,, a do tego P, oraz P, leza na BC' po tej samej stronie
punktu M. Tak wiec P, = P,, co konczy dowod.

C

30. Punktem kratowym nazwiemy punkt na ptaszczyznie o obu wspotrzednych catkowitych. Dany
jest skoriczony zbior S punktoéw kratowych. Wykazaé, ze mozna wykonaé jedynie skonczenie wiele naste-
pujacych operacji: dla czterech roznych punktow kratowych A, B, C, D, przy czym punkty A, B naleza do
S, punkty C, D nie naleza do S, AB > C'D oraz ACBD jest rownoleglobokiem, punkty A, B usuwamy
z S, za$ punkty C, D dodajemy do S.

Rozwigzanie:
Niech

=) op,
Pes
gdzie O jest $rodkiem uktadu wspoétrzednych. Poniewaz S zawiera tylko punkty kratowe, to I jest
nieujemna liczbg catkowita. Udowodnimy, ze po kazdej operacji wartos¢ I maleje, stad operacji moze by¢
jedynie skonczenie wiele.
Rozwazmy punkty A, B, C, D, jak w tresci zadania. Niech M bedzie srodkiem réwnolegtoboku ACBD.
Ze wzoru na dhugosé srodkowej w trojkacie otrzymujemy

OA*+ OB AB* _ .., OC*+OD* CD?
2 1 2 1

Poniewaz AB > CD, to z powyzszej réwnosci wynika OA%24+0B? > OC?+0D?, wiec po operacji wartosé
I zmaleje, co konczy dowod.
31. Niech S bedzie zbiorem dodatnich liczb catkowitych, ktére mozna przedstawié¢ w postaci a?+3b%+1

dla pewnych liczb catkowitych a, b. Wykazaé, ze jesli liczba parzysta n nalezy do zbioru S, to dla
nieskoriczenie wielu dodatnich liczb catkowitych k liczba n* takze nalezy do zbioru S.

Rozwigzanie:
Wystarczy wykazaé, ze jesli n € S, to n® € S. Mamy n — 1 = a? + 3b?, a z parzystosci n wynika, ze

2 2
n4+n+1= <1+g> +3<g) = + 3d*
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dla pewnych liczb catkowitych c i d. Stad

n*—1=(n—-1)(n*+n+1) = (a®+ 3b°)(c* + 3d*) = (ac + 3bd)* + 3(ad — bc)?,
co daje zadane przedstawienie n®.

32. Udowodni¢, ze dla dowolnych x, ¥y, z > 0 zachodzi nieréwno$é

224 + x?y? 2yt + y?2? 224 + 2222 -
(P2 +22+22)2 (22+22+yx)?  (22+y2+z2y)? 7

Rozwigzanie:
. .. . 2 2 . L,
Zauwazmy najpierw, ze skoro rz < £EE  to mozemy oszacowaé od dohu:
) 2

Z 22t + 22y? S Z 22t + 22y? 4 Z 2xt + x%qy?
~ (yQ + 22 + (L’Z)Q = ~ <y2 + %Z2 + %172)2 ~ (1;2 + 2y2 + 322)2

Podstawiajac a = 2%,b = 2, ¢ = 22 dostajemy do udowodnienia nowa nieréwnosé:
2
Z 2a +ab :Z a(2a+b) 2 1
(a+ 2b+ 3c)? (@+2b+3c)? " 4
cyk cyk

Poniewaz wyrazenia sa jednorodne, to mozemy bez straty ogoélnosci zatozy¢, ze a + b+ c = 1. Wtedy
mamy do udowodnienia nieréwnosé

Z( a2a+1) —Zaf(2a+b)2

oy 3—(2a+10))? "

S

gdzie f(r) = ﬁ dla r € (0,3). Zauwazmy, ze f jest funkcja rosnaca i wypukta na przedziale (0, 3):

(B—r)2—=r283—7r)(=1) 3—r+2r 3+7r

fi(r) = G BRCETRCETE >0,
" _(3—r)3—(3+7’)3(3—7’)2(—1)_3—7’—1—9—1—37’:12+2r
f'(r) = G =G (3—r)4>0'

Mozemy zatem zastosowac¢ nieréwnos$é Jensena z wagami a, b, c w punktach 2a + b, 2b + ¢, 2¢c + a:

Zaf(2a+b) > f (Za(2a+b))

cyk cyk
Zauwazmy, ze z nieréwnosci miedzy srednia kwadratowsa i arytmetyczna

2
1
4> (a+g+c) :§

1 3
E a(2a+b):2(a2+b2+02)+(ab+bc+ca):§(a+b—|—c)2+§(a2+b2—l—02)21
cyk

Poniewaz f(r) jest funkcja rosnaca, to

/ (Za<2a+b>) > f0)=1,

cyk

co koriczy dowdd.
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Zawody druzynowe

1. Dana jest niezerowa funkcja f : R — R oraz liczba dodatnia b, przy czym spelniona jest rownosé
flz +0) = —f(z) dla kazdego x € R. Rozstrzygnac, czy funkcja f musi mie¢ okres podstawowy (czyli
najmniejszy z dodatnich okresow).

Rozwigzanie:

Sposdb 1

Zdefiniujmy zbiory
X={&|keZn=0,1,2,..1}
Y={}+az|zeX}

Z =R\ (XUY).
Niech
1 dlax e X
flx)=< -1 dlazeY
0 dlaz e 7

Zauwazmy, ze funkcja f wraz ze stalag b = % spelnia warunki zadania. Istotnie jesli z € X, to z + % ey,
awtedy f(z+b) =—-1=—f(z). Jesliz € Y, tox = %%—3&" dla pewnych ki n, a wtedy x+% = 1—|—3in =
k;f# € X, wiec f(x +b) =1 = —f(x). Niech teraz x € Z. W podobny sposob pokazujemy, ze gdyby
liczba x + % nalezata do zbioru X lub Y, to wtedy liczba x nalezataby do zbioru Y i X odpowiednio.
Stad z + 1 € Z, wige f(z +b) =0 = —f(z).

Pozostaje zauwazy¢, ze kazda liczba postaci t = 3%, gdzie n = 0,1,2,..., jest dodatnim okresem
funkcji f. Istotnie jesli x € X, to x = 3% dla pewnych k, m, a wtedy = +t = k?,)ﬁf’nm € X. Podobnie
pokazujemy, ze jeSliz € Y, tox +t €Y, orazjesliz € Z, tox +t € Z.

Sposob 11
Okreslmy

fz) = (=)™ gdy x = b(m + nv/2) dla pewnych liczb catkowitych m,n
0 w przeciwnym przypadku

Funkcja f jest dobrze okreslona, bo jesli z da sie przedstawi¢ w postaci b(m + nv/2) dla pewnych liczb
calkowitych m, n, to tylko na jeden sposéb. Gdy = = b(m-+n+/2) dla liczb catkowitych m, n, to f(z+b) =
(—=1)mtntl = —(—1)™*t" = —f(z), a gdy 2 nie jest postaci b(m + nv/2), to = + b tez nie jest i mamy
f(z +b) =0= —f(x). Funkcja f spelnia wiec zalozenia zadania.

Udowodnimy teraz, ze dowolna liczba dodatnia postaci b(2k + 26\/5) jest okresem f. Jesli x =
b(m + nv/2), to f(z + b2k + 20\/2)) = (—1)%k+m+2t4n — (_ym+n — f(1), a jesli o nie jest postaci
b(m +nv/2), to = + b(2k + 20+/2) tez nie jest i f(z + b(2k + 20v/2)) = 0 = f(x).

Do zakoniczenia dowodu pozostaje wykazaé, ze dla dowolnego € > 0 mozna dobra¢ liczby catkowite k, £
tak, ze 0 < b(2k +20+/2) < e. Rownowaznie: 0 < k+£/2 < 3+ Wybierzmy liczbe naturalng IV tak duza,
ze + < £ irozwazmy liczby {v2}, {2v2} ..., {(N+1)v2}. Tutaj, {t} = t—|t] oznacza mantyse liczby ¢.
Wszystkie te liczby naleza do przedzialu (0, 1) i sa niewymierne. Z zasady szufladkowej wynika, ze jeden
z przedzialow (0, %), (%, 2),..., (XL, 1) zawiera dwie z liczb {v/2}, {2v/2} ..., {(IV +1)v/2}. To znaczy,
ze dla pewnych 7, j mamy 0 < {iv2} —{jv2} < %. Réwnowaznie: 0 < —[iv2]+ [jv2]+(i—j)V2 < .
Zatem dla k = —[iv2] + [jv2] i £ =i —j mamy 0 < k+ (V2 < £ < £, co koriczy dowdd.

2. Udowodnié¢, ze dla dowolnych liczb dodatnich a, b, ¢ zachodzi nieréwnosé

1 L 1 n 1 S 3
a+3i+1 b+i+1 c+i4+17 Yabet+ v +1

3
abc
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Rozwigzanie:

Niech abc = r3 dla pewnej liczby rzeczywistej dodatniej r. Liczby ¢’ = b= g, ¢ = ¢ spelniajg
warunek a'b'c’ = 1, wigc istniejg takie liczby dodatnie x, y, z, ze ' = £, b/ = 2, ¢ = £. W takim razie
Yy
Yy z x
a]:?"-—7 b:’]"-—7 cC=17T-+-—.
z x y

Dana w tresci zadania nieréwnos¢ mozemy przepisa¢ w postaci

1 N 1 N 1 .3
R B B o N |
albo 3
z x Y S

r2y+x—|—7’z+r22+y+7’:€+r2x+z+ry T2 l4r

Lewa strona na mocy nieréwnosci Cauchy’ego-Schwarza jest nie mniejsza niz

(x+y+2)?
(r* 4+ D(zy +yz + 22) + r(2® + y* + 2%)

Wystarczy wiec udowodnié, ze

(z+y+2)? N 3
(r2+D(zy+yz+zz) +r(@2+y2+22) " r24+r+1

Wymnazajac stronami i redukujac wyrazy podobne dostajemy
(r—12@* +y*+ 2% —ay —yz — 2x) =0,

czyli X
(r=1s(@=y*+ -2+ (-2 >0

Ostatnia nier6wnosé jest oczywiscie prawdziwa, co koriczy rozwiazanie.

3. W turnieju badmintona kazdy zawodnik rozegral z kazdym doktadnie jeden mecz, nie bylto remisow.
Kazdy zawodnik wygrat co najmniej jeden mecz. Okazalo sie, ze nie istnieje taka czworka zawodnikow
A, B,C,D, ze A wygral z B, B wygrat z C, C' wygralt z A, a D wygrat z A, B i C. Wykazaé¢, ze nie
istnieje zadna taka czworka zawodnikow X,Y, Z, T, ze X wygrat z Y, Y wygral z Z, Z wygrat z X, a T
przegral z X, Y i Z.

Rozwigzanie:

Przez A — B bedziemy oznacza¢ fakt, ze A wygrat z B.

Zatozmy nie wprost, ze istnieje taka czworka X, Y, Z, Tj jak w zadaniu. Wiemy, ze zawodnik T wygral
z jakim$ zawodnikiem 77 # XY, Z. Pokazemy, ze T przegral ze wszystkimi osobami X, Y, 7. Wiemy,
ze nie mogt on wygraé¢ z nimi wszystkimi, bo powstataby w ten sposob zakazana konfiguracja. Zalézmy
teraz, ze jedna z osob {X,Y, Z} przegrala z T}, za$ inna wygrala, bez strat ogélnosci X — 17717} — Y.
Zauwazmy, ze wowczas T1,Y, Ty, X tworzy zakazang konfiguracje.

Tak wiec T7 przegral ze wszystkimi osobami X, Y, Z. Teraz mozemy kontynuowaé¢ nasze rozumowanie,
wybierajac taka osobe Ty, # X, Y, Z, ze T} wygral z T;. Ponownie wykazujemy, ze X,Y i Z wygrali z T5.

Mozna zatem stworzy¢ taki ciag osob Ty, Ty,T5 ..., ze dla kazdego ¢, X, Y i Z wygrali z T; oraz
To — 11 — Ty — .... Poniewaz jest skornczenie wielu zawodnikow, w ktoryms$ momencie w ciagu (75;)
musial powtorzy¢ sie zawodnik. Niech T; = T} (i < j) bedzie najwczes$niejszym takim powtoérzeniem.
Rozwazmy grupe zawodnikéw T3, Ti 1, ..., Tj—1. Wiemy, ze T; — Tip1 — ... — Tj—1 = T;.
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Udowodnimy indukcyjnie, ze jesli w grupie zawodnikow Sy, Ss,...S, zachodzi S; — Sy — ... —
S, — S to wowczas istnieja A, B,C € {Si,...S,} takie z2e A - B — C — A. Baza indukcji jest
trywialny przypadek n = 3. Dla n > 3 rozwazmy mecz miedzy S; a S3. Wtedy albo S35 — S; i
(A, B,C) = (541, 52,53) spelia warunki zadania, albo S; — S3 i mozemy uzy¢ zalozenia indukcyjnego
dla n — 1 na zbiorze S; — S3 — Sy — ... = 5,.

Zatem w ciagu (7;) bedzie istniata taka trojka zawodnikow A, B,C, ze A - B — C' — A. Zauwazmy,
ze X wygral ze wszystkimi zawodnikami T}, w szczegélnosci z A, B, C, co tworzy zakazang konfiguracje
i koniczy tym samym dowdd nie wprost.

4. Niech n, k,t beda dodatnimi liczbami catkowitymi, przy czym n > k > 2. Zdefiniujmy zbior
S={(zy,...,2x) €ZF |1 <2y <...< 1z <n}. Zalozmy, ze istnieje taka funkcja f: S — {1,2,...,t},

ze dla dowolnych liczb catkowitych 1 < 21 < -+ < 2y < xpy1 < n zachodzi f(z1,29,...,2%) #
f(xo, 3, ..., 2k11). Wykazaé, ze
42t
2% >n
k—1 dwojek

Rozwigzanie:

Ustalmy liczbe n > 3. Dla ustalonej wartosci k zbior S z treéci zadania bedziemy oznaczaé¢ przez S,.
Ponadto jesli funkcja f : Sy — {1,2,...,t} spelia warunek z tresci zadania, to powiemy, ze funkcja f

jest (k,t)-dobra.

Teze zadania bedziemy dowodzié¢ indukcyjnie po k > 2. Zalézmy, ze £k = 2 i niech f : S, —
{1,2,...,t} bedzie pewna funkcja (2,t)-dobra dla pewnego ¢ > 1. Funkcje f oraz jej wlasnosé mozemy
interpretowac nastepujaco: kazdemu odcinkowi (x,y) o koricach catkowitych lezacych w przedziale [1,n]
przyporzadkowujemy jeden z ¢ koloréw w taki sposob, aby kazde dwa odcinki postaci [z,y] i [y, 2| byly
roznych kolorow (dla z < y < z). Chcemy pokazac, ze 2' > n. Dla z = 1,2,...,n zdefiniujmy zbior
T, sktadajacy sie ze wszystkich kolorow odcinkéw, ktore zaczynaja sie na wspolrzednej x. Formalnie
T, = {f(x,y) | 1 < x <y < n}. Wszystkich mozliwych zbiorow T, jest 2!, dlatego do udowodnienia
tezy wystarczy dowies¢, ze zbiory T, sa parami rézne. Przypusémy, ze zachodzi T, = T, dla pewnych
r < y. Rozwazmy pare (z,y). Z definicji zbioru T, mamy f(x,y) € T,. Ponadto poniewaz T, = T,
to f(x,y) € T,, co z definicji T, oznacza, ze istnieje takie z > y, ze f(z,y) = f(y,2). To jednak jest
sprzeczne z zalozeniem o funkcji f.

Niech teraz k > 2 i zalozmy, ze teza zadania jest prawdziwa dla k — 1. Niech f : S, — {1,2,...,t}
bedzie pewna funkcja (k,t)-dobra. Zdefiniujmy funkcje g : Sp_; — 202 wzorem g(z1,...,25_1) =
{f(x1,...,xp_1,2k) | Tx > x)_1}. Twierdzimy, ze funkcja g jest (k — 1,2%)-dobra, zaktadajac, ze ponu-
merowali$my podzbiory zbioru {1, ...t} liczbami {1,...,2'} w dowolny sposob. Istotnie przypusémy, ze
g(x1,...,xk—1) = g(x2,...,7x) dla pewnych liczb catkowitych 1 < z; < ... < xp_1 < z < n. Wtedy z
definicji funkcji ¢ mamy f(z1,...,2x) € g(x1,...,25-1) = g(za, ..., x)). Stad ponownie z definicji funkeji
g istnieje xpy1 > xy takie, ze f(x1,...,2%) = f(x2,...,2541). OtrzymaliSmy sprzecznosé z zalozeniem,
ze funkcja f jest (k,t)-dobra.

Poniewaz funkcja g jest (k — 1,2%)-dobra, to z zalozenia indukcyjnego otrzymujemy:

229
2 >,

S
(k—2)+1 dwodjek

co nalezato dowiescé.

5. Dany jest czworokat ABC'D opisany na okregu o §rodku I, przy czym punkt I nie lezy na prostej
AC'. Punkty K i L s rzutami prostokatnymi punktu B odpowiednio na proste Al i C'I, za$ punkty M
i N sg rzutami prostokatnymi punktu D odpowiednio na proste Al i C'I. Wykazaé, ze proste KN i LM
przecinaja sie na prostej BD.

40



Rozwigzanie:

Niech E, F, G, H beda punktami stycznosci okregu wpisanego odpowiednio z bokami AB, BC, CD,
DA.

Zalozmy, ze proste Al i CI przecinaja prosta F'H odpowiednio w punktach K’ i N'. Wykazemy, ze
K = K'i N = N'. Zauwazmy najpierw, ze SAHF = <BFH oraz YCFH = <DHF. Istotnie —
jesli AD i BC' sa réwnolegtle, to oba katy sa proste, jesli zas proste AD i BC' maja punkt wspoélny S, to
rownos$é katéow wynika natychmiast z rownosci HS = F'S.

Poniewaz $HAI = <BAI i $ABI = <FBI, wicc sumujac katy czworokata ABFH otrzymamy,
e SAHF = 180° — YHAI — S<FBI. To pozwala napisa¢ $HK'I] = <FBI, wiec punkty B, F, K,
I leza na jednym okregu, skad SAK'B = SIFB = 90°, wicc K = K'. Sumujac za$ katy czworokata
CDHF iuwzgledniajac réwnosci IFCI = <DCI oraz SHDI = ¥CDI dostaniemy ¥DHF = 180° —
ICDI—-<4DCI = 4CID = $N'ID. W takim razie punkty D, H, I, N’ lezg na okregu, skad < DN'C =
IDHI = 90°, czyli N = N'.

Analogicznie uzasadniamy, ze punkty M i L lezg na prostej EG. Pozostaje zauwazy¢, ze na mocy
twierdzenia Brianchona proste FFH, EG i BD maja punkt wspoélny.

6. W trojkacie ABC punkt O jest srodkiem okregu opisanego, a punkt H jest ortocentrum. Punkt P
jest odbiciem A wzgledem prostej OH. Zaloézmy, ze punkty P i A leza po réznych stronach prostej BC.
Punkty F i F' leza odpowiednio na bokach AB i AC, przy czym BE = PC', CF = PB. Niech K bedzie
punktem przeciecia AP i OH. Udowodni¢, ze SEKF = 90°.

Rozwigzanie:

Niech D bedzie punktem symetrycznym do A wzgledem O. Wtedy AD jest srednica okregu opisanego
na trojkacie ABC. W takim razie DC L AC L BH, wiec DC || BH. Analogicznie CH || BD. Zatem
czworokat BHC'D jest rownolegltobokiem. Oznaczmy jego srodek przez M.

Mamy AO = OP, wiec P lezy na okregu opisanym na trojkacie ABC. Oznaczmy punkt symetryczny
do P wzgledem M przez Q. Mamy HQ || PD 1L AP 1 OH, wiec @ lezy na prostej OH. Mamy tez
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BE =PC =BQiFC = PB=CQ, wiec trojkaty BEQ, CF(Q sa rownoramienne. Zauwazmy, ze
IFQFE = 360° — 4BQE — $CQF — $BQC =

180° —;)EBQ ~180° —;EFCQ _ yBOC

1 1
= 360° — = 180° + 5#]53@ + §<lFCQ — $BQC.

Liczac katy w czworokacie ABQC' otrzymujemy
1 1 1 1

Zatem

1 1 1
SFQE = 180° — 5%EBA(J - 5<)tBQC = 180° — 5(%EBA(J + $<BPC) = 90°.

Niech N bedzie srodkiem odcinka EF. Kat FQE jest prosty, wiec NE = NF = N(@Q. Do zakonczenia
dowodu wystarczy dowies¢, ze NK = NQ. W tym celu wystarczy dowies¢, ze NM || AP, gdyz wtedy
NM 1 OH i ze wzgledu na to, ze QM = M P, prosta N M bedzie symetralng odcinka QK.

Niech R bedzie takim punktem, ze EBCR jest réwnolegtobokiem i niech S bedzie $§rodkiem odcinka
FR. Mamy RC || AB, wiec $RCA = $BAC = 180° — 4CPB = ¥PBQ. Ponadto RC = EB = BQ
i CF = BP. 7 cechy przystawania bkb wynika, ze trojkaty RCF i QQBP sa przystajace. Skoro S
jest §rodkiem RF, a M grodkiem QP, to $SCF = 4PBC = ¥PAC. Wynika stad, ze SC || AP.
Ponadto NMC'S jest réwnoleglobokiem, gdyz NS = 1ER = 1BC = MC i NS || ER || MC. Stad
NM || SC || AP, co koriczy dowdd.

7. Zmalez¢ wszystkie dodatnie liczby catkowite k, dla ktorych istnieja takie dodatnie liczby catkowite
a oraz n > 1, ze liczba a™ 4+ 1 jest iloczynem k najmniejszych nieparzystych liczb pierwszych.

Rozwigzanie:

Przez p; < ps < ... < pg oznaczmy k najmniejszych nieparzystych liczb pierwszych. Zalézmy, ze
a4+ 1=pipy- - pg. Zauwazmy, ze jeslin =0 (mod 2) to a” + 1 # 0 (mod 3). Zatem n =1 (mod 2).

Rozpatrzmy przypadek, gdy a = 2° dla pewnej dodatniej liczby calkowitej b. Jedli £ < 2 to nasze
roOwnanie nie ma rozwiazania. Natomiast jesli £ > 3 to

O=pip2--pr=a"+1=2,3,5 (mod7)
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. Otrzymana sprzeczno$¢ oznacza, ze istnieje nieparzysta liczba pierwsza p dzielaca a. Oczywiscie p > py,
poniewaz W przeciwnym razie

O=pipe-pr=a"+1=1 (mod p).

W szczegolnoscei a > py.
Ustalmy liczbe pierwsza q dzielaca n oraz niech n = gm dla pewnej liczby catkowitej m. Zal6zmy, ze
q < pg, cO oznacza, ze ¢ = p;, dla pewnego i € {1,2,... k}. Wtedy

O=pipo--pr=a"4+1=ad"+1 (mod q),

gdzie ostatnia kongruencja wynika z malego twierdzenia Fermata. Korzystajac z lematu o zwiekszaniu
wyktadnika (ang. lifting-the-exponent lemmam) uzyskujemy

vg(a™ 4+ 1) = vy (a™ 4+ 1) +v,(q) 2 1+1=2,

co implikuje ¢? | pips---pr — sprzecznoéé. Otrzymalismy zatem, ze kazdy dzielnik pierwszy n jest
wiekszy od pg, wiec n > py.
Laczac uzyskane szacowania otrzymujemy

P =pE > pipe e =a"+ 1> phr 4+ 1

Ta sprzecznos$¢ oznacza, ze nie istnieja liczby k£ spetniajace warunki zadania, co koriczy dowod.

8. Dodatnig liczbe catkowityg ¢ nazwiemy dobrg, jesli t = x® + y? dla pewnych dodatnich liczb
catkowitych x,y. Wykazac¢, ze dla kazdego n > 3 istnieje nieskoriczenie wiele takich dodatnich liczb
catkowitych m, ze zbior {m + 1,m +2,...,m + n?} zawiera doktadnie n + 1 liczb dobrych.

Rozwigzanie:

Niech dla ustalonego n > 3, D(m) oznacza liczbe dobrych liczb w zbiorze {m+1,m+2,...,m+n?}.
Naszym zadaniem jest wykaza¢, ze nieskoriczenie wiele liczb m € Z, spelnia D(m) = n + 1.

Zauwazmy, ze dla dowolnego m € Z+ zachodzi

|D(m+1) — D(m)| < 1.
Jesli istnieja dwa nieskoniczone ciagi (I;);~o oraz (u;);~o, spetniajace dla kazdego i > 0
D(l;) = 0 oraz D(u;) > n+ 1,

to istnieje rowniez nieskonczenie wiele takich m, ze D(m) = n + 1. Rzeczywiscie, zacznijmy od indeksu
[ 1 poszukajmy najmniejszego ¢ takiego, ze u; > l;. W zbiorze

{D(ly),D(ly +1),...,D(u;)}

musza znajdowacé sie wszystkie liczby catkowite pomiedzy D(l1) = 0 oraz D(u;) = n+1. W szczegolnosei
znajdzie si¢ tam n + 1. Teraz mozemy wybra¢ indeks j taki, ze [; > u; (pierwszy element (I;) znajdujacy
sie za juz rozwazanym przedzialem), a nastepnie znalezé k takie, ze uy > [; oraz [; < m < uy spelniajace
warunek zadania. Rozumowanie mozna kontynuowa¢ w nieskonczonosc.

Najpierw skonstruujemy ciag (u;). Wystarczy w tym celu przyja¢ u; = i°, gdyz w przedziale [i% +
1, 1% + n?] znajduje si¢ n + 1 liczb dobrych

()2 4+ 12, (i*)* + 2%, ..., (i%)3 +n? oraz 2% + (i*)2.

"https://en.wikipedia.org/wiki/Lifting-the-exponent_lemma
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Teraz udowodnimy, ze ciag (I;). Zalézmy nie wprost, ze tak nie jest. Wtedy istnieje takie M, ze dla
kazdego m > M zachodzi D(m) > 1. Rozwazmy dowolna dodatnia liczbe catkowita ¢, dla ktorej dla
ktorej (tn)® > M oraz t > M + n. Wtedy wérod liczb

1,2,3,...,(nt)°

jest co najmniej

LW—_MJ = {n‘itﬁ _ %J > nit® — M.

n2

liczb dobrych. Z drugiej strony, nie moze byé ich wiecej niz par (x,y), dla ktorych 23, y? < (nt)8, zas
Yy €ce] Y Yy Y
tych jest
(nt)? - (nt)® = n°t.
W takim razie otrzymujemy, ze
M

Otrzymana sprzecznosé¢ koriczy dowod.

44



Pierwszy Mecz Matematyczny
1. Dane sa takie liczby rzeczywiste a, b, ¢, d, ze |al,|b|, |c|,|d| > 1 oraz
a+b+c+d+ abc+ bed + cda + dab = 0.

Wykazaé, ze
24+ ab+ ac+ ad+ bec+bd + cd| > |a+ b+ c+d|.

Rozwigzanie:
Niech
P(z) = (z —a)(z — b)(z — ¢)(z — d) = 2* + p2® + q2® + r2 + s.

Wtedy dany w tresci zadania warunek mozemy przepisa¢ w postaci p +r = 0 albo P(—1) = P(1).
Poniewaz wielomian P ma cztery pierwiastki rzeczywiste, to pomiedzy nimi sg trzy pierwiastki pochodnej
P’ danego wielomianu. Wielomian P nie ma pierwiastkow w przedziale (—1,1), wiec w tym przedziale
jest co najwyzej jeden pierwiastek pochodnej P'. A skoro P(—1) = P(1), to pochodne wielomianu P w
punktach —1 i 1 musza mie¢ inny znak (w przeciwnym razie w przedziale (—1,1) pochodna P’ mialaby
co najmniej dwa pierwiastki).

W takim razie P'(—1) - P'(1) < 0 i przeksztalcajac rownowaznie otrzymujemy kolejno

(—4+3p—2¢+7)(4+3p+2g+7r) <0
(4—-3p+2¢—r)4+3p+2¢+7r)>0
(44+2¢)* - Bp+71)2>0

(4+29)* > (2p)°
2+ q| > [p]

a to jest teza zadania.

2. Ciag (x,)22, definiujemy nastepujaco: niech x; > 1 bedzie liczba wymierna oraz niech x,; =
Tp + ﬁ Wykazaé, ze ten ciag zawiera liczbe caltkowita.

Rozwigzanie:
Niech a = |z1|. Zauwazmy, ze z;11 — z; = ﬁ < 1, a stad 241 < x; + 1. Ciag (z;) jest takze
nieograniczony, poniewaz jesli |x;] = b, to wowczas kolejne wyrazy ciagu wzrastaja o % dopoki nie

przekrocza b+ 1, zatem x;, > b+ 1. Wobec tego, ciag (|z,])n>0 zawiera wszystkie liczby catkowite > a.
Dla k > a, oznaczymy przez i, najmniejszy taki indeks, ze |x;, | = k. Bedziemy badaé¢ ciag wartosci

(ra+17 Tat+2,Ta43, - - ) = ({xia+1}7 {xia+2}7 {xia+3}7 - ')7

gdzie {y} = y — |y] oznacza cze$¢ utamkows liczby y.
Poniewaz x;, = x;, 1 + = i1 + 5 < k+ =5, dostajemy 7, < 5.

lip—1]
Jesli wykazemy, ze istnieje ¢, dla ktorego r. = 0, teza zadania bedzie wykazana, poniewaz wowczas
Zi, = C.
Zauwazmy, ze jesli r, < %, bedziemy musieli n razy doda¢ do liczby x;, wartosé % zanim uzyskamy
liczbe przekraczajaca n+1. W szczegdlnosci woéwcezas r, 1 = r,. Drugim przypadkiem jest % <rp < ﬁ
Wtedy dodamy % tylko n — 1 razy, zatem r,, 1 = r, — % Podsumowujac:

Tn gdy r, <
Tn+1 - 1

Tn_ﬁ gdy rn>

S|=3I=
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Naszym celem jest wykazaé, ze niewazne z jaka liczba wymierna 7,11 < é zaczynamy, w ktoryms
momencie dostaniemy wartos¢ 0. Wykazemy w tym celu, ze jesli zaszedt przypadek drugi, r,,.1 = r, —% to
wowcezas licznik utamka r,, | 1 jest Scisle mniejszy od licznika r,, zapisanego w formie utamka nieskracalnego.

a 1 an-0

r, = — — T = —_ — — =
"B B B
an — 8 < «, poniewaz r, = % < ﬁ Zatem przypadek 2. moze zdarzy¢ sie tylko skonczong liczbe

razy i w koricu otrzymamy r. = 0. Konczy to rozwiazanie.

3. Dany jest wielomian P(z) stopnian > 1 o wspo6tezynnikach rzeczywistych. Réwnanie P(P(P(x))) =
P(x) ma n® roznych pierwiastkow rzeczywistych. Udowodnié, ze te pierwiastki moga by¢ podzielone na
dwa zbiory o réwnej Sredniej arytmetyczne;j.

Rozwigzanie:

Niech Q(z) = P(P(P(x))) — P(x) , R(z) = P(P(z)) — x. Zauwazmy, ze poniewaz P(P(z)) =z —
P(P(P(z))) = P(x), wszystkie pierwiastki R(x) sa takze pierwiastkami @(x). Oznaczmy pierwiastki
Q(z) przez r1,79,...,r3 € R, 7 czego r1,7e,..., 12 sa takze pierwiastkami R. Pokazemy, ze $rednie
arytmetyczne zbior6w {r1,79, ..., 72} oraz {ry2,1, 72 9, ..., 3} sa rowne.

Niech P(z) = a,a"™ + a, 12" ' + - -+ + a2 + ag. Obliczmy dwa najwyzsze wspotczynniki R(x):

R(z) = P(P(z)) — z = ™2™ + na’an,_12™ " + A(z), gdzie deg(A) < n® — 2
Ze wzoréw Viete’a otrzymujemy wowczas:

n
na,an—1 Ap—1
ri+ret e :_"—1:_
ant ap

Obliczmy takze dwa najwyzsze wspotezynniki Q(x):
Q(z) = P(P(P(x))) — P(z) = a "2 + a"*"n2a,_12™ ' + B(x), gdzie deg(B) < n® —2

n

Tym razem otrzymujemy:

2 n?4+n

n-a Ap—1 Ap—1
_ n n-1 _  Un 2
1+ 19 + + 73 = T = 4 n

n n

Pozostaje teraz zauwazyé, ze

Ty Ty TRz Tp2gy b+ TR3 0 Gpd
n? n3 —n? na,

co koriczy rozwiazanie.

4. Na tablicy zostalo napisanych skoniczenie wiele liczb catkowitych wiekszych niz 1. Co minute na
tablice dopisywana jest najmniejsza liczba catkowita wieksza od kazdej liczby na tablicy i niepodzielna
przez zadng z nich. Wykazaé, ze od pewnego momentu na tablicy beda dopisywane tylko liczby pierwsze.

Rozwigzanie:

Poczatkowo na tablicy widnialo skoriczenie wiele liczb, oznaczmy najwieksza z nich jako M. Liczby
na tablicy (wraz z tymi dopisywanymi p6zZniej) tworza nieskonczony ciag (.5;).

Zauwazmy, ze dla dowolnej liczby pierwszej p istnieje dokladnie jedna taka liczba k € Z_, ze p* € S.
Zeby to pokazac, wystarczy rozwazyé [ takie, ze p' > M - liczby p! nie napiszemy na tablicy tylko wtedy,
gdy wezesniej zostal napisany juz jakis jej dzielnik, czyli inna liczba postaci p¥. W szczegdlnosci, kazda,
liczba pierwsza g > M pojawi sie kiedys na tablicy.
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Dla ustalonej liczby pierwszej p, niech f(p) oznacza najwicksza liczbe taka ze p/® < M oraz p/® ¢ S.
Dla dowolnej liczby ztozonej n € S zachodzi wowczas:

vp(n) < f(p) +1

Dla ¢ > M nie moze jednak zachodzi¢ q | n, wiec jesli przez P oznaczymy zbior liczb pierwszych
niewiekszych od M, dostajemy:

n < pr(P)+1

peEP

Prawa strona tego réwnania jest oczywiscie skoriczona. To dowodzi, ze od pewnego momentu na
tablicy beda pojawiac sie tylko liczby pierwsze.

5. Na ptlaszczyznie danych jest n prostych, z ktérych zadne dwie nie sa rownolegle i zadne trzy nie
przecinaja sie w jednym punkcie. Wykazaé, ze wérod czesci, na ktore rozcinaja one plaszczyzne, jest co
najmniej n — 2 trojkatow.

Rozwigzanie:

Uzyjemy podwojnego zliczania.

Wybierzmy prosta ¢ z naszego zbioru i rozwazmy pozostale n — 1 w prostej w kolejnosci, w jakiej
przecinajg ¢. Kazde dwie kolejne proste tworza z ¢ trojkat po ktorejs stronie ¢. Narysujmy kwiatek we
wnetrzu kazdego takiego trojkata tuz przy prostej £.

Procedure te powtorzymy dla kazdej z n prostych, otrzymujac ostatecznie n(n — 2) kwiatkow.
Naszych n prostych dzieli ptaszczyzne na (”H) +1 obszaréw wypuktych, z ktorych niektore to trojkaty,
niektore to wielokaty o wickszej liczbie bokéw, a pozostate sa nieograniczone.

e Jedli obszar jest trojkatem, zostaly w nim narysowane doktadnie 3 kwiatki, po jednym dla kazdego
z bokéw

e Jesli obszar jest m-katem przy m > 4, to znajda sie w nim co najwyzej 2 kwiatki. Rzeczywiscie, jesli
przy jakims$ boku wielokata znajduje sie kwiatek, suma katow przy tym boku musi by¢ mniejsza niz
180°. To jednak oznacza, ze nie moze by¢ dwoch kwiatkéw przy niesasiadujacych bokach, poniewaz
wtedy suma katow m-kata bylaby mniejsza od (m — 4) - 180° + 2 - 180° = (m — 2) - 180°, co jest
niemozliwe. Zatem liczba kwiatkow wewnatrz tego wielokata nie przekracza 2.

e Jesli obszar jest nieograniczony, to nie moze zawiera¢ zadnego kwiatka, poniewaz kazdy obszar
zawierajacy kwiatka zawiera sie w przynajmniej jednym tréjkacie.

Niech A, B i C oznaczaja odpowiednio liczbe trojkatow, liczbe pozostatych wielokatow i licsz obsza-
ré6w nieograniczonych. Nietrudno przekonac sie, ze C' = 2n. Wobec tego A+ B = (”“) +1-2n==1 _3”+2
Dostajemy:

A+ B _ (TL-‘rl) +1 2 — n2—§>n+2
3A+2B > n(n—2)
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Gdzie drugie rownanie wynika ze zliczenia liczby kwiatkow.
Odejmujac dwukrotnosé pierwszego réwnania od drugiego otrzymamy A > n—2, co nalezalo wykazac.

6. Niech n > 1 bedzie liczba catkowita. Wokdl ogniska na okregu stoi 3n groznych stowiariskich
wojow. Na poczatku kazdy woj groznie patrzy na innego. W pojedynczym ruchu jeden woj zaczyna
obraca¢ swo6j wzrok zgodnie z ruchem wskazoéwek zegara dopodki nie zobaczy innego woja. GroZnym
trajkgtem nazywamy uklad w ktorym woj A patrzy na woja B, woj B na woja C' oraz woj C' na woja
A. Jaka jest najmniejsza taka liczba N, ze niezaleznie od poczatkowego ustawienia mozna uzyskaé¢ n
groznych trojkatéw w co najwyzej N ruchach?

Rozwigzanie:

Ponumerujmy wojow zgodnie z ruchem wskazowek zegara: Wy, Ws, ... Ws,. Zalézmy, ze poczatkowo
woj Wi patrzy na woja Ws, zas wszyscy pozostali wojowie patrza na woja Wi. Ile ruchéw potrzeba teraz
dla uzyskania groznego trojkata W;W;W;,? Jesli 1 < i < j < k to wtedy potrzeba (i—1)+(j—2)+(k—2) =
i+ j+k—>5ruchow. Jesli 1 < i < k < jto wtedy potrzeba (i — 1)+ (j —2)+(k—1)=i+j+k—4
ruchow. Jesli 1 =i < j < k to wtedy potrzeba (7 —2)+ (k—2) =i+ j+k—5ruchow. Jeslil =i <k < j
to wtedy potrzeba (j —2) + (k — 1) =i+ j + k — 4 ruchow. Zatem potrzeba przynajmniej

3n

3 1)3 In? —7
Zi—5n:(n+)n . n n

£ 2 "t
ruchow. Teraz pozostaje wykazaé, ze taka liczba ruchow jest zawsze wystarczajaca. Zastosujemy me-
tode probablistyczna. W kazdym losowaniu bedziemy losowaé z rownym prawdopodobienistwem sposrod
wszystkich mozliwosci. Niech f(W;, W;) oznacza ile ruchéw potrzebuje woj W;, aby spojrzeé¢ na woja W;.
Niech f(W;, W;, W},) oznacza ile ruchéw potrzeba, aby utworzy¢ grozny trojkat W;W;W,. Ustalmy woja,
powiedzmy W;. Zeby przejrze¢ wszystkich pozostatych wojow potrzebuje on 3n — 2 ruchow. W zwiazku
z tym warto$¢ oczekiwana ruchow, ktorych potrzebuje woj W; zeby spojrzec¢ na losowego woja W; # W,
wynosi 3"—2’2 Jesli zatem wylosujemy teraz pare uporzadkowana réznych wojow (W;, W;) to wartos¢ ocze-
kiwana f(W;, W;) wynosi % Wylosujmy teraz uporzadkowana trojke wojow (W;, W;, Wy). Poniewaz
FWie, W, Wy) = fWe, W) + f(W;, Wy) + f(W;, Wy) oraz kazda uporzadkowana para wojow ma réwne
prawdopodobieristwo by¢ wylosowanym jako bok trojkata, to wartos¢ oczekiwana f(W;, W;, Wy) wynosi
%. Wylosujmy teraz dowolne n roztacznych trojek uporzadkowanych wojow. Poniewaz kazda trojka
ma réwne prawdopodobienstwo byé¢ wylosowanym, to wartos¢ oczekiwana ruchéw potrzebnych do utwo-
rzenia odpowiadajacych im n groZznych trojkatéw wynosi 9n®—6n Istnieje zatem taki wybor n trojek, ze

2
potrzeba najwyzej 9”27’6” ruchow. To oszacowanie jest za stabe, musimy je poprawi¢. Wystarczy jednak

udowodni¢, ze f(W;, W;, Wy) # f(W;, Wy, W;). Wtedy bowiem

2

Stad juz uzyskujemy, ze dla nieuporzadkowanej, losowej trojki wojow oczekiwana liczba ruchéw potrzeb-

nych do zrobienia z niej groznego trojkata wynosi najwyzej Q"QT’M. Zalozmy, ze wojowie W;, W; Wy

znajduja sie w tej kolejnosci na okregu (zgodnie z ruchem wskazowek zegara). W zaleznosci od tego,
gdzie poczatkowo patrzy W; wartos¢ f(W;, Wy) — f(W;, W;) moze spelia¢ dwie mozliwosci:

JWi, Wy) — f(W;,W;) > 0 oraz f(W;, W) — f(W;,W;) =k —j (mod 3n)

JWi, Wy) — f(W;, W) < 0 oraz f(W;, W) — f(W;,W;) =k—j+1 (mod 3n)
Podobne zaleznosci mozemy wypisa¢ dla f(W;, W;) — f(W;, Wy,) oraz f(Wy, W;) — f(Wy, W;). Widzimy

zatem, ze

FOWVe, W) = fF(Ws, Wy) + fF(W;, Wy) — f(W5, Wie) + f(Wie, Wj) — f(Wy, W) #0
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(poniewaz albo ta suma nie bedzie przystawa¢ do 0 modulo 3n, albo bedzie dodatnia). Jednak ta suma
jest rowna po prostu f(W;, Wy, W;) — f(W;, W;, Wy). Stad f(W;, W;, Wy) # f(W;, Wy, W)

7. Prosta styczna do okregu opisanego na trojkacie ostrokatnym ABC' przecina proste AB, BC'i CA
odpowiednio w punktach C’; A" i B’. Punkt H jest ortocentrum tréjkata ABC. Niech D, E, F to takie
punkty, rozne od H, odpowiednio na prostych A’H, B'H,C'H, 7¢ AH = AD, BH = BE oraz CH = CF.
Udowodni¢, ze okregi opisane na trojkatach ABC' i1 DEF sa styczne.

Rozwigzanie:
Niech punkty Hy, Hg, Hc to odpowiednio odbicia punktu H wzgledem prostych BC,C A, AB. Zna-
nym faktem jest, ze te punkty leza na okregu opisanym na trojkacie ABC. Zauwazmy, ze

JADH = SAHD = SAHH, = YA H,A,

wiec punkty A, D, H,, A’ leza na okregu §24. Analogicznie udowadniamy, ze punkty B, FE, Hg, B’ oraz
C,F, Ho,C' leza odpowiednio na okregach Qg oraz €)¢.

Rozwazmy przeksztatcenie bedace ztozeniem inwersji o sSrodku w punkcie H i promieniu v AH - HH 4
z odbiciem wzgledem punktu H. Zauwazmy, ze w tym przeksztatceniu punkt A przejdzie na punkt H 4.
7 potegi punktu H wzgledem 24 mamy rownos¢ AH - HHy = DH - HA', wiec punkt D przejdzie na
punkt A’. Z potegi punktu H wzgledem okregu opisanego na trojkacie mamy

AH-HHy=BH-HHp=CH - -HHg,

wiec analogicznie mozna udowodnié, ze punkt E przejdzie na punkt B’, a punkt F' na punkt C’. Zatem
okrag opisany na trojkacie DEF przejdzie na prosta A'B'C’, ktora jest styczna do okregu opisanego na
trojkacie ABC'. Oznacza to, ze okrag opisany na trojkacie DEF tez jest styczny do okregu opisanego na
trojkacie ABC, co koriczy dowod.




8. Wysokosci czworoscianu ABC'D przecinaja sie w punkcie H lezacym wewnatrz czworoscianu.
Punkt D’ jest spodkiem wysokosci poprowadzonej z wierzchotka D, za$ punkt P jest obrazem symetrycz-
nym punktu D’ wzgledem H. Dowiesé, ze jesli P # D, to rzuty prostokatne punktu D’ na proste AD,
BD, CD oraz AP, BP i CP leza na jednej plaszczyznie.

Rozwigzanie:

Sposdb 1

Udowodnimy najpierw

Lemat. Dany jest trojkat ABC. Wysokosci AA’, BB’ 1 C'C’ przecinaja sie w punkcie H. Wtedy rzuty
prostokatne punktu C' na AA’, AC i BC' leza na jednej proste;j.

- ~-. C
N

-

B

Dowdd lematu. Punkty A, C', A’, C leza na okregu o srednicy AC, wiec rozwazane rzuty leza na
prostej Simsona punktu C” wzgledem trojkata AA'C.

Przechodzimy do dowodzenia tezy zadania. Zauwazmy najpierw, ze punkt D’ jest ortocentrum troj-
kata ABC'. Istotnie — prosta DH jest prostopadta do ptaszczyzny ABC, a wiec do krawedzi BC
i analogicznie AH | BC'. Plaszczyzna ADH jest wiec prostopadta do krawedzi BC, a wiec prosta AD’
w niej zawarta takze. Podobnie uzasadniamy, ze BD’ jest prostopadla do AC, wiec D’ jest ortocentrum
trojkata ABC.

Niech proste AD’, BD', C D’ przecinaja okrag opisany na trojkacie ABC' odpowiednio w punktach
Ay, By, Ci. Rozpatrzmy plaszczyzne AD'D. Niech X bedzie punktem przeciecia prostych AD' i BC.
Wtedy D'X = XA, wiec z twierdzenia Talesa X H || A;P. Poniewaz prosta BH jest prostopadla do
ptaszczyzny ADC', wiec takze do krawedzi AD i analogicznie CH 1 AD, wigc ptaszczyzna BCH jest
prostopadta do krawedzi AD, skad XH 1 AD. Stad wnosimy, ze A1P 1 AD — innymi stowy DD’
A1 P oraz AP sy wysokosciami w trojkacie AA;D. 7 lematu wnosimy, ze rzuty prostokatne punktu D’
na proste AD, AP i A;D leza na jednej prostej. Przeprowadzajac analogiczne rozumowanie dla punktow
B, C} otrzymamy, ze wystarczy dowies¢, ze rzuty prostokatne punktu D’ na proste AD, BD, CD i A, D,
B1D i C1D leza na plaszczyznie.
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Rzut stereograficzny sfery o $rednicy DD’ na plaszczyzne ABC' przeprowadza rozwazane w poprzed-
nim zdaniu rzuty odpowiednio na punkty A, B, C, Ay, By, C, ktore lezg na okregu. Ich przeciwobrazy
takze musza zatem leze¢ na okregu (rzut stereograficzny jest inwersja obcieta do sfery, wiec ma jej wia-
snosci), wiec w szczegdlnosci na jednej plaszezyznie.

Sposob 11

Zaczniemy od wykazania nastepujacego lematu.

Lemat. Dany jest trojkat ABC. Odcinki AD, BE, C'F sa wysokosciami tego trojkata. Wtedy odbicie
punktu D wzgledem AB lezy na prostej EF.

Dowdd lematu. Niech X bedzie punktem symetrycznym do D wzgledem AB. Wtedy ¥ XFB =
IBFD = YACB = 4EF A, co koriczy dowdd.

PrzejdZzmy do rozwigzania zadania. Wystarczy wykazaé, ze odbicia punktu D’ wzgledem prostych
AD,BD,CD, AP, BP,CP sa wspolptaszczyznowe. Oznaczmy okrag opisany na $cianie ABC' przez ).
Wykazemy, ze rozwazane punkty leza na ptaszczyznie potegowej sfery o érednicy DP i sfery o rowniku
Q.

Podobnie jak w sposobie I definiujemy punkt A; i dowodzimy, ze P jest ortocentrum trojkata ADA;,
a takze ze DD’ jest jego wysokoscia. Niech AAs i Ay A3 beda pozostalymi wysokosciami trojkata ADA;.
Punkt X bedacy odbiciem D’ wzgledem AD lezy na prostej Ay As na mocy lematu. Oczywiscie As 1 As
leza na sferze o srednicy DP. Leza tez na sferze o rowniku 2. Rzeczywiscie, gdy M jest srodkiem AA;, a O
srodkiem €2, to prosta OM jest prostopadla do ptaszczyzny AD A, wiec z rownosci AM = A{M = AoM =
AsM wynika, ze AO = A10 = A0 = A30. Widzimy zatem, ze X lezy na plaszczyznie potegowej tych
dwoch sfer. Odbicie D" wzgledem AP tez na niej lezy — D jest ortocentrum trojkata APA,, a PD', AAs,
AjAs sa jego wysokos$ciami, wiec mozna powtorzy¢ powyzsze rozumowanie. Analogicznie dowodzimy, ze
odbicia D" wzgledem prostych BD, BP,C D, CP leza na rozwazanej plaszczyznie potegowe;.

9. Okrag wpisany w trojkat ABC o srodku w punkcie I jest styczny do bokéw BC, CA i AB
odpowiednio w punktach D, E i F. Niech P bedzie rzutem punktu D na prosta EFF. Polproste AP
oraz I P przecinaja okrag opisany na tréjkacie ABC' odpowiednio w punktach G i Q). Niech M bedzie
srodkiem odcinka BC. Wykazaé, ze punkt D jest srodkiem okregu wpisanego w trojkat GQM.

Rozwigzanie:

Niech X bedzie przecieciem prostych FF i BC. Czworka BC' DX jest harmoniczna, a kat X PD jest
prosty, wiec PX i PD sa dwusiecznymi katéw wyznaczonych przez proste PB i PC. W szczegblnosci
SFPB = 4CPE. Ponadto $BFP = SFEC. Trojkaty BFP i CEP sa wicc podobne. Stad % =
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BF _ BD
" Nie%ﬁ w i € beda okregami opisanymi na trojkatach AEF i ABC. Oznaczmy przez " # A drugi
punkt przeciecia okregow w i Q. Punkt @’ jest srodkiem podobienistwa spiralnego przeprowadzajacego
punkt F'na Bi E na C , wiec trojkaty Q'F'B i Q' EC sa podobne. Stad g—g = g—g = %. Z twierdzenia
odwrotnego do twierdzenia o dwusiecznej wynika, ze Q' P jest dwusieczna kata FQ'E. Oczywiscie punkt
I jest srodkiem krotszego tuku F'E okregu w, wiec I lezy na Q' P. Wnioskujemy stad, ze Q' = Q.

Niech Y i Z beda $rodkami krétszego tuku BC' i dtuzszego tuku BC' okregu 2. Deltoidy AFIFE i
ZBY C' sa podobne, wiec wspomniane podobienistwo spiralne przeksztatca A na Z i I na Y. Punkt P
dzieli odcinek F'E w takim samym stosunku co D dzieli BC', wiec to podobienstwo spiralne przeksztatca

P na D. Wynika stad w szczeg6lnosci, ze:
e Q,D,Y sa wspotliniowe, co daje $DQZ = 90° = $ZM D i wspolokregowosé punktow @Q, D, M, Z:
e SPAI = 4DZY, co wobec $GZY = 4G AY daje wspoltiniowosé punktow G, D, Z.

Widzimy, ze Y GD = 90° = <DMY , wiec punkty D, M,Y,G leza na jednym okregu.

Mamy $GQD = SGZY = $DQM, wiec QD jest dwusieczng kata GQM. Ponadto QM D =
SQZD = 4QYG = IDMG, wiecc M D jest dwusieczng kata QMG. Stad D jest érodkiem okregu
wpisanego w trojkat QMG.

10. Wykaza¢, ze liczba n® — n — 3 nie jest kwadratem liczby catkowitej dla zadnej liczby calkowitej
dodatniej n.

Rozwigzanie:

Niech n3 —n — 3 = k? dla pewnej liczby catkowitej dodatniej k. Rozpatrzmy dwa przypadki:

Przypadek 1. n jest nieparzyste. Zauwazmy, ze liczba n® —n = (n —1)n(n+ 1) jest podzielna przez 8,
poniewaz obydwie z liczb n — 1,n + 1 sa parzyste i jedna z nich jest podzielna przez 4. Z drugiej strony
k tez musi by¢ nieparzyste, wiec n® —n =3+ k? =3+ 1 =4 (mod 8), czyli otrzymali$my sprzecznosc.

Przypadek 2. n jest parzyste. Z wyjsciowego rownania tatwo sprawdzi¢, ze n = 4 (mod 8), czyli
n+ 2 = 6 (mod 8), zatem liczba n + 2 musi mie¢ dzielnik pierwszy p przystajacy do 3 modulo 4.
Zauwazmy, ze mozemy przeksztalci¢ rownanie n® —n — 3 = k? do postaci (n + 2)(n? —2n + 3) = k% + 32.
Skoro p | n+2, to p | k* + 3% Oznacza to, ze —9 jest reszta kwadratowa modulo p, co jest mozliwe tylko
dla p = 3 (dla liczb pierwszych postaci 4k + 3). Zatem n = 1 (mod 3), wiec n? — 2n + 3 = 2 (mod 3).
Zauwazmy, ze skoro 3 | k? + 9 to réwniez 3 | k, czyli 9 | k> + 9. Zapiszmy k = 3m dla pewnej liczby
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catkowitej dodatniej m. Otrzymujemy (n + 2)(n* —2n +3) = 9(m? +1). Ale n® — 2n + 3 =3 (mod 8),
wiec liczba n? — 2n + 3 musi mieé¢ dzielnik pierwszy ¢ przystajacy do 3 modulo 4 i r6zny od 3. Oznacza
to, ze ¢ | m?+ 1, co nie moze by¢ spetnione, bo —1 nie jest reszta kwadratowa modulo ¢. Ta sprzecznosé
konczy rozwiazanie zadania.

11. Udowodnié, ze jesli dla pewnych liczb catkowitych dodatnich a,b liczby ab+ 1 oraz ab+ a + 1 sa
kwadratami pewnych liczb catkowitych, to 8(2b + 1) | a.

Rozwigzanie:
Niech ab+ 1 = n? oraz ab+ a + 1 = m? dla pewnych liczb catkowitych dodatnich m > n. Odejmujac
te rownosci dostajemy a = m? —n? = (m —n)(m +n). Niech s = m —n,t = m + n, przy czym s < t.

Oczywiscie a = st. Ustalmy b. Udowodnimy indukcyjnie po s, ze jesli dla pary (s,t) istnieja liczby
speliajace zalozenia zadania to 8(2b+ 1) | st, 2 | s oraz 2 | t. Baza indukcji bedzie s =11 s = 2.

Jesli s =1tom —n =1, wiec a = 2n + 1. Z réwnania ab + 1 = n? obliczamy b = ’27’21}, co implikuje
2n+ 1| (n—1)(n+1). Ale NWD(2n + 1,n + 1) = 1, wiec musimy mie¢ 2n + 1 | n — 1, co moze by¢
spetnione tylko dla n = 1, gdzie teraz otrzymujemy sprzeczno$é z rownania ab + 1 = n? = 1. Czyli dla
s = 1 nie istnieja liczby spelniajace zalozenia.

Rozpatrzmy teraz przypadek s = 2. Ugzyskujemy m = n + 2, wiec a = 4n + 4 oraz b = ZZ;}l = ”T’l
Zatem n = 4b + 1. Zauwazmy, ze s 1t sa parzyste, poniewaz s = 2 oraz t = ¢ = 2n + 2. Podzielnos¢ tez
zachodzi, bo a = 4n+4 = 16b + 8 = 8(2b + 1).

Zalozmy teraz, ze s > 3. Latwo dostrzec, ze n =

t—s
2

b 1= (53)2. 5)

dsth+4 = t* — 2ts + 52
2 —2s(2b+ 1)t +5° —4=0.

. Rownanie ab + 1 = n? przyjmuje teraz postac¢

Roéwnowaznie

Zastosujemy teraz technike Vieta jumpingﬂ Rozpatrzmy réwnanie kwadratowe zmiennej x
2% —25(2b+ Dz + s> —4=0.

Wiemy juz, ze jednym z jego pierwiastkow jest t. Niech drugi to t'. Ze wzoréw Viete’a spelnione sa
réwnosci
t+t' =25(2b+1) oraz ' =s*—4.

Zauwazmy, ze z pierwszego rownania dostajemy, ze t’ jest calkowite, a z drugiego t' = ‘927_4 < % = s.
Rownanie jest symetryczne ze wzgledu na s i ¢, wiec para (¢, s) jest jego rozwiazaniem. Z zalozenia
indukcyjnego otrzymujemy 8(2b+ 1) | t’s oraz 2 | s, 2 | t'.

Latwo dostrzec, ze 2 | s oraz 2 | 2s(2b+ 1) — ' = t. Wystarczy jeszcze wykazaé, ze 8(2b + 1) | st.

Pozostaje teraz zauwazyé, ze
st =5(25(2b+ 1) —t') = 25*(2b + 1) — st'.

Wiemy jednak, ze 8(2b + 1) | st’ oraz 8 | 2s*. Zatem zadana podzielnosé¢ jest spelniona, co koriczy
rozwigzanie zadania.

’https://en.wikipedia.org/wiki/Vieta_jumping
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Drugi Mecz Matematyczny

1. Dany jest wielo$cian wypukly P. W kazdy jego wierzchotek wpisano liczbe nieujemng tak, ze suma
wszystkich wpisanych liczb wynosi 1. Nastepnie na kazdej krawedzi P napisano liczbe bedaca iloczynem
liczb wpisanych w wierzchotkach bedacych koricami tej krawedzi. Udowodnié, ze suma liczb napisanych
na krawedziach jest nie wieksza niz 0, 375.

Rozwigzanie:
Oznaczmy przez V = {v1,va,...,v,} i E odpowiednio zbior wierzchotkoéw i krawedzi wieloscianu P,
ponadto niech f(v;) oznacza liczbe wpisana w wierzchotek v;. Chcemy wykazaé, ze wyrazenie

jest nie wigksze niz 3/8, jezeli f:V — [0,1] oraz ) .\, f(v) = L.

Udowodnimy, ze dla kazdego wpisania liczb w wierzchotki mozna uzyskac¢ nie mniejsza warto$¢ wyra-
zenia S(f), wpisujac niezerowe liczby jedynie w co najwyzej cztery wierzchotki.

Rozwazmy dwa wierzchotki v,, v, nie potaczone krawedzia takie, ze f(v,), f(vp) > 0. Definiujemy f.
jako

f(vy) +e jeslii=a
feui) = flo) —e Jeslii=b
f(v;) jesli i # a,b
dla takich e, zeby f. spelniala warunki zadania. Niech g(¢) = S(f.). Wtedy ¢ jest liniowa, wiec
przyjmuje najwieksza wartos¢ na jednym z krancow przedziatu, na ktorym jest okreslona (nieformalnie,
gdy ,wyzerujemy” jeden wierzchotek).

Stad, z kazdego wpisania liczb f w wierzchotki mozemy uzyskaé inne wpisanie liczb f; takie, ze S(f1) >
S(f) oraz kazde dwa wierzchotki, w ktére przy f; sa wpisane niezerowe liczby, sa potaczone krawedzia.
Mianowicie, dopoki istnieja dwa wierzchotki niepotaczone krawedzia z wpisanymi niezerowymi liczbami,
mozemy w sposOb opisany powyzej zamieni¢ jedng z nich na zero. W ten sposob liczba wierzchotkéow z
wpisang niezerowa liczba maleje, wiec po skoriczenie wielu operacjach otrzymamy zgdane f;. Poniewaz
P, jako wielo$cian wypukty, jest grafem planarnym, to takich wierzchotkéw po wykonaniu wszystkich
operacji moze by¢ co najwyzej cztery.

Pozostalo wykaza¢ nierowno$é dla dowolnego wpisania liczb w wierzchotki czworoscianu. Roéwno-
waznie, ze dla dowolnych liczb nieujemnych a, b, c,d takich, ze a + b+ ¢ + d = 1 zachodzi nieréwnos¢
ab+ bc+ cd + ac+ bd + ad < 3/8.

Zaiste:

1
ab+bc+cd+ac+bd+ad:5((a+b+c+d)2—a2—b2—c2—d2) =

1 1 1 1
=~ — (@4 + P+ )<z —(a+btcet+d)?=3/8,
2 2 2 8
gdzie ostatnia nier6wno$é wynika z nieréwnosci miedzy $rednia arytmetyczna i kwadratowa.

2. Dany jest skoriczony zbiér dodatnich liczb catkowitych S. Udowodnié¢, ze istnieje liczba N o
nastepujacej wlasnosci. Dla dowolnych (niekoniecznie roznych) liczb ay,...,ax, b1,..., by € S, jezeli

k,¢ > N oraz
k ¢
Hai = H bi>
i=1 i=1

to istnieja niepuste podzbiory wtasciwe A C {1,...,k} 1 B C {1,...,¢}, dla ktorych

Hai:Hbi'

i€A i€B
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Rozwigzanie:

Kazdym aq,...,ax, by, ..., by € S, dla ktérych odpowiednie iloczyny sa rowne, mozemy jednoznacznie
przyporzadkowaé ciag 2|S| nieujemnych liczb catkowitych, gdzie dla 1 < m < |S| na miejscu m w tym
ciagu jest liczba wystapien m-tej liczby ze zbioru S wérod liczb aq, .. ., ag, a na miejscu m + |S| w tym
ciagu jest liczba wystapien m-tej liczby ze zbioru S wéréd liczb by, ..., b,. Oznaczmy zbiér wszystkich
takich ciagéw przez S.

Zauwazmy, ze jezeli dla ciagu ¢ € S istnieje taki ciag ¢ € S, ze ¢ # ¢ oraz na kazdej pozycji wartosé
z ¢ jest nie mniejsza niz warto$¢ na tej pozycji w ¢, to ¢ reprezentuje szukane ,skrocenie” réwnosci
reprezentowanej przez cigg c. Niech 7 bedzie zbiorem tych ciggéw ¢ € S, dla ktérych przed chwila
opisany cigg ¢ nie istnieje. Wykazemy, ze zbior T jest skonczony. Tym samym zakoriczymy rozwigzanie
zadania, gdyz wtedy N zdefiniowane jako

2[5

max Zc[z] ceT

i=1
spetnia warunki zadania. Wynika to z ponizszego lematu.

Lemat (Lemat Dicksona). Niech d bedzie dodatniq liczbg catkowitq. Dla ciggow c,c € N2, niech ¢ < ¢
wtedy i tylko wtedy gdy dla kazdego 1 < i < d zachodzi c|i] < '[i]. Niech x1, s, ... bedzie nieskoriczonym
ciggiem elementow N?. Wtedy istniejq i < j, dla ktorych z; < z;.

Dowdd. Lemat udowodnimy przez indukcje po d. Dla d = 1 lemat jest oczywisty. Zalézmy, ze teza
zachodzi dla d, udowodnimy ja dla d + 1.

Rozwazmy d + 1-wspotrzedng elementow ciggu. Mamy dwie mozliwosci: albo jest ona ograniczona,
i wtedy mozemy wybraé¢ nieskonczony podciag, ktory ma taka sama warto$é na tej wspolrzednej, albo
jest ona nieograniczona, i wtedy mozemy wybraé nieskoriczony podciag, na ktérym ostatnia wspotrzedna
rosnie. W obu przypadkach, mozemy bez straty ogolnosci zatozy¢, ze jesli ¢ < j, to x;[d + 1] < z;[d + 1].

7 drugiej strony, jezeli ograniczymy sie do pierwszych d wspotrzednych, to z zalozenia indukcyjnego
wiemy, ze muszg istnie¢ ¢ < j, dla ktorych x; jest mniejsze badz réwne x; na d pierwszych wspolrzednych.
Jednakze jak zalozylismy wczesniej, rowniez x;[d+1] < z;[d+1], wiec z; < ;. OtrzymaliSmy sprzecznosé,
ktora konczy dowdd nie wprost. O]

3. W przedszkolu jest 4n dzieci podzielonych na n czteroosobowych grupek przyjaciot. Pani kazata
wszystkim dzieciom ztapaé sie za rece tworzac zbior kotek. Okazalo sie, ze kazde kotko jest ztozone z
parzystej liczby dzieci. Udowodni¢, ze kazdemu dziecku da sie przyporzadkowac liczbe od 1 do 4 w taki
sposob, ze zadna para dzieci z jednej grupki ani para, ktora trzyma sie za rece nie dostata tego samego
numeru.

Rozwigzanie:

W jezyku teorii graféw mamy udowodnié¢, ze jezeli graf jest suma n roztacznych czteroelementowych
klik oraz cykli o parzystych dtugosciach (gdzie kazdy wierzchotek grafu nalezy do doktadnie jednego), to
jest on czterokolorowalny.

Zacznijmy od przytoczenia dwoch prostych faktow.

Lemat 1. Jezeli graf sktada sie z parzystych cykli, to jest dwukolorowalny.

Lemat 2. Jezeli graf Gh = (V, E1) jest a-kolorowalny, a Gy = (V, Ey) jest b-kolorowalny, to wtedy graf
G = (V, Ey U Es) jest ab-kolorowalny.
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Lemat [2| wynika z konstrukeji produktowej. To znaczy, jezeli wierzchotek v miat kolor ¢+ w kolorowaniu
grafu G oraz j w kolorowaniu grafu G5, to w kolorowaniu grafu G mozemy mu przyporzadkowaé kolor
(1,7) (liczba takich mozliwych par oczywiscie nie przekracza ab).

Zbioér parzystych cykli oznaczmy przez C'. Podzielmy jego krawedzie na zbiory C oraz Cy, gdzie do Cy
bierzemy co druga krawedz z kazdego cyklu (mozemy to zrobi¢ poniewaz te cykle maja parzysta dlugosé),
a do U5 bierzemy reszte. Zauwazmy, ze zaréwno C] jak i Cs sa tak zwanymi petnymi skojarzeniama, tzn.
zbiorami krawedzi, w ktorych z kazdego wierzchotka wychodzi doktadnie jedna krawedz.

Nastepnie w obrebie kazdej czteroelementowej kliki wyréznijmy dowolne dwie krawedzie o roztacznych
wierzchotkach i tak otrzymany zbiér nazwijmy M, ktory takze jest pelnym skojarzeniem.

Zdefiniujmy teraz graf (G jako sume grafow C) oraz M;. Skoro zaréwno C; i M; sa pelnymi skoja-
rzeniami, to w ich sumie z kazdego wierzchotka wychodza dokltadnie dwie krawedzie, zatem owa suma
jest zbiorem parzystych cykli. Zatem na mocy lematu [I| tak otrzymany graf jest 2-kolorowalny i ustalmy
jego pewne 2-kolorowanie. Skupmy sie teraz na pewnej klice (a, b, ¢, d) i ustalmy, ze to krawedzie ab oraz
cd zostaly wybrane do M;. Zatem a i b uzyskaly rézne kolory w opisanym 2-kolorowaniu (podobnie ¢
i d). Bez straty ogblnosci zalézmy, ze a i ¢ otrzymaly te same kolory (zatem b i d tez). Zauwazmy, ze
w takim razie a otrzymat inny kolor niz d, a b inny niz c¢. Stwoérzmy teraz zbiér krawedzi M,, do kto-
rego beda naleze¢ krawedzie ad oraz bc i krawedzie zdefiniowane w analogiczny sposob dla pozostalych
klik. Widzimy, ze w takim razie uzyskane kolorowanie jest poprawnym dwukolorowaniem nie tylko grafu
G1 = (VV, Cl U M1>, ale takze Gll = (‘/, Cl U M1 U Mg)

Stworzmy teraz kolejne skojarzenie w obrebie tej kliki stworzone z krawedzi ac oraz bd i powtérzmy
analogiczng procedure dla kazdej innej kliki i sume tak zdefiniowanych skojarzen oznaczmy przez Ms.

Jako kolejny krok wezmy graf Gy = (V,Cy U M3). Tak stworzony graf ponownie jest suma cykli o
parzystych dtugosciach i mozna mu wybraé¢ pewne dwukolorowanie. Wezmy teraz kolorowanie produktowe
opisane w dowodzie Lematu 2 dla grafow G| oraz G. Jest ono poprawnym czterokolorowaniem grafu
(V,CyUCyU My UMy U Ms), jednak ten graf jest wlasnie naszym oryginalnym grafem, co konczy dowod
zadania.

4. Na plaszczyznie danych jest n niebieskich i n czerwonych punktéw. Zadne trzy z tych 2n punktow
nie leza na jednej prostej. Udowodni¢, ze istnieje takie parowanie punktow, w ktorym w kazdej parze jest
jeden czerwony i jeden niebieski punkt i jezeli dla kazdej pary narysujemy koto, ktérego owa para jest
srednica, to wszystkie tak narysowane kota beda mialty niepuste przeciecie.

Rozwigzanie:

Narysujmy uktad wspotrzednych i podzielmy punkty na cztery grupy w zaleznosci od tego do ktorej
¢wiartki naleza (jezeli pewien punkt lezy na ktorej$ z osi, to przyporzadkujmy go do ktorejkolwiek z
¢wiartek na brzegu ktorej lezy). Niech teraz B; oraz R; oznaczaja odpowiednio liczby niebieskich i
czerwonych punktéw w i-tej éwiartce dla i = 1,2,3,4 (dla wygody zapisu uznajemy, ze B; = B;i4).
Zauwazmy teraz, ze jezeli sparujemy ze soba dowolny czerwony punkt X nalezacy do pierwszej ¢wiartki
oraz niebieski punkt Y nalezacy do trzeciej éwiartki, to kat XOY, gdzie O jest poczatkiem uktadu
wspotrzednych, bedzie prosty lub rozwarty, zatem bedzie nalezat do kota o érednicy XY. Podobnie
ma sie sprawa dla parowania punktéw roéznych koloréow z ¢éwiartek ¢ oraz ¢ + 2. Widzimy zatem, ze
jezeli By = R3, By = Ry, B3 = R, oraz By = R,, to szukane parowanie istnieje. Oczywiscie trzeba
jeszcze wykazaé, ze taka sytuacja moze zaj$é, ale zauwazmy, ze mamy spora swobode w wyborze uktadu
odniesienia, to znaczy nasz uktad wspotrzednych mozemy obracac¢ oraz przesuwac i wystarczy nam, jezeli
kiedykolwiek uzyskamy wspomniane réwnosci.

Zauwazmy, ze aby wspomniane rownosci mialty szanse zachodzié, to obie osie musza dzieli¢ punkty na
potowy, zatem dobrym tropem bedzie badanie prostych dzielacych je w taki sposéb. Latwo zauwazyc¢,
ze musi istnie¢ pozioma prosta dzielaca punkty na potowy (w przypadku punktéw lezacych dokladnie na
prostej mamy dowolno$é¢ w przyporzadkowaniu ich do potowy). Analogicznie, dla dowolnego nachylenia
0 < a < 27 do poziomu bedzie istniata prosta o takim nachyleniu do poziomu dzielgca punkty na potowy.
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Nazwijmy ja f(a). Mozemy dodatkowo zaltozy¢, ze f(a) = f(a+m) dla 0 < o < m, przy czym bedziemy
mysle¢, ze o ile f(a) i f(a+ ) to ta sama prosta, to maja one przeciwne zwroty przy traktowaniu ich
jako osie uktadéw wspoétrzednych.

Rozwazmy teraz pare¢ prostych f(a) oraz f(a + 7), gdzie traktujemy je jakie osie OX oraz OY w
kontekscie bycia kandydatem na uklad odniesienia spetniajacy nasz warunek. Zdefiniujmy teraz funkcje
b(a) = Ry — Bs, gdzie R, oraz Bj sa takie jak opisane na poczatku rozwiazania dla opisanego uktadu
odniesienia. Pokazemy, ze jezeli b(«) = 0, to nasza nadzieja sie ziSci. Zauwazmy, ze jezeli oznaczymy
A; = R; + By, to na mocy definicji f(a) mamy A; + Ay = As + A4 = n, a na mocy definicji f(a + 7)
mamy A; + Ay = Az + Ay = n. Widzimy zatem, ze A; = Az oraz Ay = Ay;. W szczegdlnosci skoro
Rl —f-Bl = R3+B3 oraz Rl = Bg, to takze Rg = Bl. Ale skoro R1+R2+R3+R4 =n = Bl +BQ+Bg+B47
to mamy takze Ry + Ry = By + B4. Skoro jednak Ay = Ay, to Ry + By = Ry + Bs, zatem mamy takze
By = R, i Ry = By, co pokazuje ze nasz warunek jest spetniony.

Wystarczy zatem udowodnié, ze istnieje takie a, ze b(«) = 0. Mozna jednak zauwazy¢, ze skoro ukltady
odniesienia stworzone dla o = 0 oraz a = 7 to ten sam uklad tylko z przeciwnie zwréconymi osiami, to
b(0) = —b(7), poniewaz pierwsza i trzecia ¢wiartka zostaly wzgledem siebie zamienione (pamietamy, ze
Ry — B3 = —R3+ By). Kluczowa obserwacja jest to ze przy stopniowym zwieckszaniu wartosci «, wartosci
funkcji b nie moga sie zmienia¢ o wiecej niz jeden (wyobrazamy sobie proces ,krecenia” naszym uktadem
wspolrzednych), to znaczy, jezeli f(aq) + 2 < f(ag) dla pewnych oy < ag, to istnieje pewne (3 takie ze
flar) < f(B) < f(aq) oraz a1 < < o (oraz analogicznie jezeli zwroty nieréwnosci pomiedzy f(ay)
i f(ag) sa przeciwne). Taka whasnosé jest swoistym dyskretnym odpowiednikiem wlasnosci Darboux
dla funkcji ciaglych. Laczac owa wlasnosé z faktem ze b(0) = —b(m) otrzymujemy jako prosty wniosek
istnienie takiego «, ze b(a)) = 0, co konczy dowdd zadania.

5. W przestrzeni trojwymiarowej danych jest n punktéw Aq, ..., A, i n wektoréw vy, ...,v,. Udo-
wodni¢, ze istnieje taka permutacja o zbioru {1,...,n}, ze dla kazdych 1 < i,j < n odleglos¢ miedzy
punktami A; 4 v,(;) oraz Aj; + vy(;) jest nie mniejsza niz odleglo$¢ miedzy punktami A; oraz A;.

Rozwigzanie:

Niech a; oznacza wektor odpowiadajacy punktowi A;. Teraz dany warunek mozna zapisa¢ uzywajac
iloczynu skalarnego (oznaczanego przez o):

|
(a5 — ay) o (a; — a;) + 2(a; — a;) 0 (v5(0) = 06 () + (06(0) — va(7)) 0 (v i) — o (4)) > (a; — a;) o (a — ay)

Poniewaz (v, (1) — v5(5)) © (Vs (1) = V5(4)) = |Ve@s) — Vo(j)|* = 0, to wystarczy znalez¢ takie o, ze dla kazdej
pary i # j zachodzi
(@i = a;) o (vs(2) = vs(j)) = 0
lub réwnowaznie
i © Vo (i) + @5 © Ug(j) 2 i © Vg(j) + @5 © V(i)

Udowodnimy, ze permutacja, dla ktérej wartosé

n
E a; O UG(Z-)
i=1

jest najwigksza, spelnia ten warunek. Jezeli zamienimy miejscami wektor v,(;) oraz v, (j), to uzyskamy
inng permutacje wektorow, czyli warto$¢ powyzszej sumy sie nie zwiekszy. Z drugiej strony jedynie dwa
sktadniki tejze sumy ulegna zmianie. Otrzymujemy zatem, ze

Q; © Vg (i) + Aj O VUg(j) 2 G O Ug(j) T Aj © Vg(s)
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dla dowolnych 7 # j.

6. Wyznaczy¢ wszystkie wielomiany f(z) o wspolczynnikach catkowitych, dla ktorych dla kazdej
nieparzystej liczby pierwszej p zachodzi podzielnos¢ f(p) | 2P — 2.

Rozwigzanie:
Zalozmy, ze istnieje liczba pierwsza ¢ > 3 oraz taka liczba r niepodzielna przez ¢, ze q | f(r).
Wtedy dla kazdego a zachodzi rowniez q | f(ag + ). Niech d bedzie rzedem 2 modulo ¢ (istnieje, gdyz ¢
nieparzysta). Rozwazmy uktad kongruencji

r=r (mod q),
r=-1 (mod d).

Skoro d | ¢ — 1, to w szczegolnosci NWD(d, q) = 1, i z chiniskiego twierdzenia o resztach powyzszy uktad
kongruencji ma rozwiagzania postaci x = xy + adq, z dowolnym a € Z, dla pewnego xg € Z. Ponadto,
poniewaz NWD(xg,q) = NWD(r,q) = 1 oraz NWD(zg,d) = NWD(—1,d) = 1, to NWD(z,dq) = 1.
Zatem z twierdzenia Dirichleta mozemy znalez¢ liczbe pierwsza p postaci xy + adgq.

Wtedy otrzymujemy, ze q | f(r) = f(p) (mod q), zatem ¢ | f(p) | 27 — 2 | 2™ — 4. Jednoczesnie
p=—1 (modd), wiecd | p+ 1, czyli 2?1 —4 =1 -4 = -3 (mod ¢). Stad ¢ | —3, co jednak jest
niemozliwe, jako iz ¢ > 3.

Tak wiec jesli ¢ > 31q | f(z), to rowniez q | z.

Zatozmy, ze f(0) # 0, i zapiszmy

f(@) =coz™ + cprz™ .. oz + oo
Wstawiajac x = 6c2y, dostajemy
f(6coy) = co(6"cpe™ 1y™ + 6" e, 1cd By 4L 4 Beryey + 1),

Wyrazenie w nawiasie jest wzglednie pierwsze z 6¢coy. Jednoczesnie, jesli miatoby jakis dzielnik pierwszy
q, to dostajemy g # 2, 3, wiec z udowodnionej przez nas wezesniej wlasnosci wynika ¢ | * = 6¢yy — to zas
zachodzi¢ nie moze. Zatem wyrazenie w nawiasie jest rowne +1 niezaleznie od y, co implikuje, ze f(z)
jest staty.

W og6lnym przypadku, gdy nie musi zachodzi¢ f(0) # 0, mozemy zapisa¢ f(x) = 2™ g(x) dla pewnego
m naturalnego, z g(0) # 0. Wtedy g(z) | f(x) dla dowolnego = € Z, wiec g(x) tez spetnia warunki zadania,
zatem z udowodnionego przez nas przed chwila faktu, jest on staty.

Ostatecznie wiec jedynymi pozostalymi nam kandydatami na rozwigzanie sa wielomiany postaci
f(x) = cx™. Wstawiajac x = 3 otrzymujemy ¢3™ | 23 — 2 = 6, co oznacza m = 1ic |2 albom = 0 i
¢ | 6. Twierdzimy, ze takie wielomiany spelniaja warunek zadania. W pierwszym przypadku f(p) | 2p.
Liczba 2P — 2 jest oczywiscie parzysta, a do tego podzielna przez p z matego twierdzenia Fermata, przy
czym oczywiscie p jest nieparzysta, wiec mozemy potaczy¢ te dwie podzielnosci w jedna: 2p | 2P — 2, wiec
takze f(p) | 27 — 2. Jesli za$ f mialaby byé¢ stala, to chcemy udowodnié¢ 6 | 27 — 2. Jednak podzielnosé
przez 2 jest oczywista, za$ podzielnosé przez 3 wynika z nieparzystosci p (gdyz 22 = 1 (mod 3)).

Ostatecznie wiec wielomianami f speliajacymi warunek zadania sa: £1, £2, +3, £6, £z, £2z.

7. Niech Ny oznacza zbior liczb catkowitych nieujemnych. Wykazaé, ze istnieje taka bijekcja f : Ng —
Ny, ze dla kazdych liczb m,n € Ny:

f@Bmn+m+n)=4f(m)f(n)+ f(m)+ f(n).

Rozwigzanie:
Niech
A={3xz+1,2=0,1,2,...}, B={dz+1, =0,1,2,...}.
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Dane w tresci zadania réwnanie mozemy przepisa¢ w postaci

4f<(3m Bt 1) - 1) £ 1= (4f(m) + 1)(Af(n) + 1),

3
Zdefiniujmy funkcje g : A — B wzorem g(x) = 4f (%‘1) + 1. Powyzsze rownanie przyjmuje postac
g(zy) = g(x)g(y) dla wszystkich z,y € A.

g(8z+1)—1

Na odwrot — jesli znajdziemy bijekcje g spelniajaca powyzsze réwnanie, to funkcja f(z) = I

spelnia rownanie dane w tresci zadania i jest bijekcja.

Niech P, P3, ()1, Q)2 beda zbiorami wszystkich liczb pierwszych odpowiednio postaci 3k + 1, 3k + 2,
4k + 1, 4k + 3. Wiadomo, ze kazdy z tych zbioréw jest nieskonczony. Niech h bedzie dowolna bijekcja
ze zbioru Py U P, w zbior Q1 U (2 odwzorowujaca zbior P; bijektywnie na @), za$ zbior P bijektywnie
na (). Niech teraz g(1) = 1 oraz dla n = p; - ps - ... pm (p; nie musza by¢ parami rézne) niech
g(n) = h(p1)h(p2) ... h(pm). Zauwazmy teraz, ze jesli n € A, to w rozktadzie n wystepuje parzysta liczba
liczb pierwszych postaci 3k + 2 i pewna liczba liczb pierwszych postaci 3k + 1. W takim razie parzysta
liczba sposrod liczb h(p;) jest postaci 4k + 3 oraz pewna liczba z nich jest postaci 4k + 1. W takim razie
iloczyn h(p1)h(ps) ... h(py) jest liczba postaci 4k + 1, wiec funkcja g jest dobrze zdefiniowana. Jest jasne,
ze funkcja g jest multyplikatywna i jest bijekcja, co koniczy rozwiazanie.

8. Dla dowolnej dodatniej liczby catkowitej n, niech o(n) oznacza sume dodatnich dzielnikow n. Niech
a i b beda takimi dwiema dodatnimi liczbami catkowitymi, ze dla dowolnej dodatniej liczby catkowitej n
zachodzi o(a”) | o(b"). Udowodnié, ze jesli p jest liczba pierwsza i p* | a oraz p**! | a, to istnieje taka
liczba pierwsza q, ze ¢* | b oraz ¢**1 { b.

Rozwigzanie:
Niech rozktadami na czynniki pierwsze a i b beda odpowiednio

a:p‘fl...pzk b:qfl...qfnm.
Chcemy udowodnié¢, ze dla kazdego 1 < 7 < [ istnieje 1 < j < m, dla ktérego §; = o
7 warunku z tresci zadania otrzymujemy, ze dla kazdej dodatniej liczby catkowitej n zachodzi
l nozl-i-l m nﬁj—"_l
b;
I, — I

Dbi — = 4T 1

czyli

m
H naﬂrl ’H n53+1
7j=1

i=1
Intuicyjnie, w rozwiazaniu wykazemy, ze dla kazdego 7 istnieje j, ze dla odpowiednio dobranych n liczby
na; + 1 oraz nf; + 1 sa obie podzielne przez dowolnie duze liczby y,,. Jednak wtedy NWD(y,,,n) = 1 oraz

Yn | (nai +1) — (nB; +1) = n(a; — B;),

a to znaczy, ze y, | o; — fB;. Stad, jesli y, moga by¢ dowolnie duze, to otrzymamy «; = ;.

Ustalmy . Wybierzemy dwie liczby pierwsze s i r, ktore sa wzglednie pierwsze z «; oraz rzad p; mod
r jest rowny s.

Niech s bedzie liczba pierwsza wieksza od p; 1 a; oraz niech r bedzie dowolnym dzielnikiem pierwszym
liczby %. Gdyby r | p; — 1, to wtedy réwniez



wiec s = r, jednak p; — 1 < s | p; — 1, co jest absurdem. W takim razie r { p; — 1, stad s jest rzedem p;
mod ¢, w szczegolnosei s | r — 1, wiec r > s > «;, stad NWD(r, ;) = NWD(s, ;) = 1.

Niech x bedzie pewna dodatnig liczba catkowita. 7 chiniskiego twierdzenia o resztach wynika, ze
znajdziemy dodatnig liczbe catkowita d, spelniajaca

d, =1 (mod «;)
d, =0 (mod r™")
d, =0 (mod s).

Zapiszmy d, = n,o; + 1 dla pewnej dodatniej liczby catkowitej n.
Dla liczby pierwszej p, niech v,(z) oznacza taka liczbe k, ze p* | 2 oraz p**! t 2. Wykorzystamy
nastepujacy, znany lemat.

Lemat (Lifting The Exponent Lemma). Dana jest nieparzysta liczba pierwsza p oraz takie liczby catkowite
x,y,m,zex#y, m>0,pl|lx—y oraz pfry. Wiwczas

vp(x™ = y") = vp(T — y) + vp(m).

Korzystajac z lematu, otrzymujemy

v (et = 1) = 0, (p " 1) = 0, (pF = 1)+ 0 (0 + 1) /5) = ma + 1.

Korzystajac z zalozenia z zadania oraz zasady szufladkowej otrzymujemy, ze istnieje 1 < 7 < m, dla
ktorego

u (g - et L

Ustalmy to j i niech ¢ bedzie rzedem ¢; mod r. Wtedy

r41< Ur(q;lxﬁj'i‘l 1= UT(q;(nxﬁj-‘rl)/t —1) = vr(qjt~ — 1) 4v,((n,8; + 1)/t).
———

[

Zatem
vr(ngB; + 1), v, (nga; +1) >z —c.

Oczywiscie NWD(n,,r) = 1, stad
v (B — ) >x —c

dla kazdego z, stad a; = 3;, co konczy dowod.

9. W trojkacie ABC odcinki BE i C'F sa dwusiecznymi i przecinaja sie w punkcie /. Punkt N # A
lezy na okregu opisanym na tréjkacie AEF, przy czym $IAN = 90°. Prosta NI przecina okrag opisany
na AEF po raz drugi w punkcie L # I. Udowodnié, ze $rodek okregu opisanego na trojkacie AIL lezy
na prostej BC.

Rozwigzanie:

Niech ¢ bedzie inwersja o srodku w punkcie A o promieniu v AB - AC' ztozona z symetria wzgledem
dwusiecznej kata BAC' i niech X' = ¢(X). Wtedy B’ = C,C" = B,I' = J, gdzie J jest srodkiem okregu
dopisanego. Okrag AFEF przechodzi na prosta E'F’, a prosta NI na okrag AJN’, ktory ma Srednice
JN'. Stad L’ to rzut J na prosta E'F’. Srodek okregu AIL przechodzi na punkt symetryczny do A
wzgledem prostej JL', chcemy udowodni¢ ze ten punkt lezy na okregu opisanym na trojkacie ABC'. Jest
to rownowazne temu, ze prosta JL' przechodzi przez srodek okregu opisanego na trojkacie ABC'. Innymi
stowy, jezeli oznaczymy ten $rodek przez O, to chcemy udowodnié, ze OJ 1 E'F”.

Zauwazmy, ze

JAE'C = YABE — %(1800 _ YE'BO),
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wiec trojkat BE'C jest rownoramienny i BE' = BC. Analogicznie CF' = BC.
Wystarczy udowodnié, ze OE? — JE? = OF"? — JF™. Niech P,(Q beda rzutami J na AB i AC,
a=BC b= AC,c= AB, R ir promieni okregu opisanego i dopisanego. Wtedy

OE” — JE? — OF" + JF”
=E'B-E'A+ R —EP*—1*—FC-FA-R+FQ +1°

—a(a+c¢) — (a+c—1(a+b+6))2—a(a+b)— <a+b_%(a+b+c))2

2
—ale—8) = L (@t e bP — (@b )

=a(c—0b) —alc—0b) =0,

co konczy rozwiazanie.

10. Niech AA;, BB;, CC} beda wysokosciami trojkata ostrokatnego réznobocznego ABC'. Zat6zmy,
ze Ao, By, Cy s3 punktami stycznosci odpowiednio z bokami BC', C' A, AB odpowiednich okregéw dopi-
sanych. Wiadomo, ze prosta B;C' jest styczna do okregu wpisanego w trojkat ABC. Wykazaé, ze punkt
Aj lezy na okregu opisanym na trojkacie AsByCh.

Rozwigzanie:

Niech I i O beda odpowiednio $rodkiem okregu wpisanego w o promieniu r oraz Srodkiem okregu
opisanego na trojkacie ABC'. Niech ponadto okrag w bedzie styczny do bokéw BC, C'A, AB odpowiednio
w punktach A’, B, C’. Wreszcie niech 14, I, Ic beda $rodkami okregéw dopisanych do trojkata ABC
naprzeciwko wierzchotkow A, B, C, zas M $rodkiem boku BC.

Trojkaty AB1C7 i ABC' sa podobne, za$ okrag w jest okregiem dopisanym naprzeciwko punktu A
w pierwszym z nich. Rozwazmy przeksztalcenie ¢ bedace ztozeniem jednoktadnodci o skali AA—BBl z symetrig
wzgledem dwusiecznej kata BAC. Punkty By i C) przechodza odpowiednio na punkty B i C', wiec okrag
w przechodzi na okrag wy styczny do boku BC' w punkcie Ay. Punkt T stycznosci tego okregu z prosta
AB jest obrazem punktu B’. Zatem ;14;, = 214331 , skad wniosek, ze TB’ || BBy, wiec TB' L AC, czyli
punkt I lezy na prostej TB'. Zauwazmy, ze $TI1C" = L BAC = 4COM, wiec trojkaty prostokatne TC'I
i CMO sa podobne. Ponadto TC" = TB + BC" = BAy, + CAy = BC = 2CM, skad wniosek, ze skala
podobieristwa wynosi 2, wiec OM = L g’ = 3.

Poniewaz AyM = MA’, wigc ré6wnos¢ OM = 7 prowadzi do wniosku, ze O jest §rodkiem odcinka
Agl. Skoro punkt C" i Cs sg symetryczne wzgledem symetralnej odcinka AB zawierajacej punkt O, to
otrzymujemy, ze symetria wzgledem O przeprowadza prostg [C’ na prostg [cCs. Analogicznie dostajemy,
ze ta symetria przeprowadza prosta [ B’ na prosta IgBs, za$ punkt [ oczywiscie przechodzi na punkt
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Ay. To za$ oznacza, ze proste IoCy i IgB, przecinaja sic w punkcie A,. Stad wniosek, ze $A3ByA =
JA,CA =90° = $AA, B. W takim razie punkty A, Ay, By, Cy, A; leza na okregu o érednicy AA,.

T

Ip

11. Dany jest ostrostup czworokatny ABCDS o wierzchotku S, w ktory mozna wpisaé sfere s.
Potproste CB i DA przecinaja sie w punkcie P, zas potproste AB i DC przecinajg sie w punkcie Q).
Sfera s jest styczna do Scian ABS i BC'S odpowiednio w punktach K i L. Wykaza¢, ze jesli proste PK
i QL leza na plaszczyznie, to punkt stycznodci sfery s z podstawa lezy na odcinku BD.

Rozwigzanie:

Niech R bedzie punktem przeciecia odcinkéow QK i BS. Punkt R nalezy do plaszczyzny wyznaczonej
przez proste PK i QL. Skoro ptaszczyzna ta przecina si¢ z plaszczyznag BC'S wzdluz prostej PL, to punkt
R lezy takze na odcinku PL.

Niech T bedzie punktem stycznosci sfery s z podstawa ABC D. Poniewaz BK = BT i QK = QT wiec
trojkaty QBK 1 QBT majace wspolny bok QB sa przystajace. Analogicznie uzasadniamy, ze trojkaty
PBL i PBT sa przystajace. Ponadto z réwno$ci RK = RL i BK = BL wnosimy, ze trojkaty RKB
i RLB sa przystajace. W takim razie $QTB = YQKB = ¥PLB = <PTB = a.
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Wiadomo, ze punkt T jest jednym z ognisk elipsy wpisanej w czworokat ABCD. 7 lematow 1 i 2
w rozwigzaniu zadania 9 z pierwszego meczu z obozu w Mszanie w 2013 roku wnosimy, ze SATP =
JCTQ = (B oraz SATB + SCTD = 180°. W takim razie

ICTD + ¥BTC = 180° — SATB + <BTC =180° —a — B+ a + B = 180°,

co konczy rozwiazanie.
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10.

11.

12.

13.

Regulamin Meczu Matematycznego

Ustalenia wstepne

. W Meczu biora udzial dwie druzyny. Kazda z druzyn wybiera ze swojego grona Kapitana.

. W pierwszej fazie Meczu obie druzyny rozwiazuja 11 zadan dostarczonych przez Jury i przygotowuja

sie do zreferowania rozwiazan przy tablicy. Druga faza Meczu jest rozgrywka.

Rozgrywka

. Ekipy na przemian wywotuja druzyne przeciwng do zreferowania przy tablicy rozwiazania jednego

z niewybranych dotad zadan. Numer zadania jest wybierany przez druzyne wywotujaca. Wywoly-
wanie rozpoczyna druzyna wylosowana tuz przed rozgrywka.

. Druzyna wywotana do rozwiazania zadania deklaruje, czy przyjmuje zadanie. Dalszy przebieg

rozgrywki zalezy od decyzji druzyny wywotanej.

Jesl druzyna wywotana przyymuje zadanie...

. Druzyna wywotana staje sie druzyng referujaca.

Zawodnika druzyny referujacej, ktory przedstawia rozwigzanie przy tablicy, wyznacza Kapitan dru-
Zyny przeciwne;j.

Zawodnik moze by¢ wyznaczony jedynie wtedy, gdy kazdy zawodnik z jego druzyny zakonczyt
referowanie zadania nie mniej razy niz on. Nie mozna wyznaczy¢ zawodnika po raz drugi do tego
samego zadania. Jezeli do referowania wyznaczono Kapitana, wskazuje on na czas pobytu pod
tablica swego zastepce.

Jesli zawodnik zostaje wybrany do referowania po raz n-ty, przystepuje do referowania z praw-

dopodobienstwem (%)l_nm, gdzie m oznacza minimum liczby zakonczonych referowan sposrod
wszystkich zawodnikéw druzyny referujacej. W przeciwnym wypadku Kapitan druzyny referujacej

wyznacza osobe do referowania zgodnie z punktem 7.

Osoba referujaca nie moze korzysta¢ z notatek, ani konsultowaé sie ze swoja druzyng. Druzyna
przeciwna nie moze przeszkadzac¢ lub przerywac referujacemu.

Kapitan druzyny referujacej moze odwotywaé osoby referujace dowolna liczbe razy. Takze osoba
referujaca moze zrezygnowac¢ z referowania. Wowczas Kapitan druzyny przeciwnej wskazuje ko-
lejng osobe druzyny referujacej do kontynuowania rozwigzania przy tablicy na zasadach opisanych
w punktach 7—9. Druzyna zmieniajaca referujacego traci N punktéw przy swojej N-tej zmianie
w czasie Meczu.

Laczny czas na zreferowanie rozwigzania przez druzyne referujaca wynosi 10 minut. Po uptywie
tego czasu Jury moze przerwaé referowanie, poprosi¢ o streszczenie dalszej czesci rozwiazania lub
pozwoli¢ na dalsze referowanie, w zaleznosci od tego, czy rozwiazanie zdaniem Jury rokuje nadzieje
na poprawnos¢ i zbliza sie do konca.

Po oznajmieniu przez referujacego, ze referowanie rozwiazania zostato zakonczone, druzyna prze-
ciwna moze zglosi¢ zastrzezenia co do poprawnosci lub kompletnosci rozwiazania, a nastepnie refe-
rujacy odpowiada na te zastrzezenia.

Jezeli podczas dyskusji druzyna wywolujaca zwrécita uwage na btedy lub luki dyskwalifikujace
rozwigzanie, ma ona prawo do zreferowania brakujacych czesci rozwiazania na zasadach okreslonych
w punktach 6—-11. W tym przypadku, jezeli przedstawione rozwiazanie nie zostanie uznane przez
Jury za poprawne, druzyna otrzymuje —10 punktow i opuszcza sie punkt 14.
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14.

15.

16.

17.

18.

19.

20.

Ostatecznie Jury ocenia zaprezentowane referaty oraz dyskusje i przyznaje obu druzynom nieujemne
liczby punktéw o sumie nie przekraczajacej 10 punktéow. Druzyna, ktora przedstawita poprawne
rozwiazanie, otrzymuje co najmniej 7 punktéw. Jury ma prawo zadaé¢ pytania referujacemu w celu
ustalenia oceny.

Jesli druzyna wywotana nie przyjmuje zadania...
Druzyna wywolujaca staje sie druzyna referujaca i prezentuje rozwiazanie zgodnie z zasadami okre-
slonymi w punktach 6—11.

Ostatecznie Jury przyznaje druzynie referujacej od 7 do 10 punktow, jezeli zaprezentowane roz-
wiazanie jest poprawne, albo —10 (minus dziesie¢) punktow w przeciwnym przypadku. Jury moze
rowniez przydzieli¢ druzynie przeciwnej punkty za wskazanie luk lub bledéw w przedstawionym
rozwigzaniu. Jury ma prawo zada¢ pytania referujacemu w celu ustalenia oceny.

Ustalenia konicowe
Rozgrywka koniczy sie po wywotaniu 8 zadan lub gdy réznica pomiedzy wynikami obu druzyn jest
wieksza niz 40 punktow. W przypadku remisu wywotuje sie dodatkowo 2 zadania.

Po 3 godzinach meczu czas na referowanie zadania zostaje skrocony do 5 minut, a wszystkie punkty
ujemne licza sie dwukrotnie.

Przewodniczacy Jury moze natozy¢ kare punktowa na druzyne za niezgodne z niniejszym regulami-
nem zachowania jej zawodnikow.

Interpretacja niniejszego regulaminu nalezy do przewodniczacego Jury.
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