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Wstep

Oboz Naukowy Olimpiady Matematycznej odbyl sie w dniach 2 — 15 czerwca 2024 w Mszanie Dolnej,
w Osrodku Sportowo-Rekreacyjnym ,Stoneczny”. Kadre obozu stanowili: Cezary Botta, Antoni Buraczew-
ski, Tomasz Ciesla, Justyna Jaworska, Michal Kieza, Tomasz Kobos, Michat Manka, Korneliusz Obarski,
Lukasz Orski, Mateusz Przebieracz, Rafal Pyzik, Krzysztof Salata i Mateusz Scharmach.

W dniach 3, 4, 5, 7, 10, 11, 12 i 13 czerwca odbyly sie zawody indywidualne, 6 czerwca miaty miejsce
zawody druzynowe, a 8 i 14 czerwca rozegrane zostaly mecze matematyczne (regulamin meczu znajduje
sie na koricu tego zeszytu).

Podczas kazdego dnia zawodow indywidualnych uczestnicy mieli cztery i p6t godziny na rozwigzanie
czterech zadan. Zawody druzynowe polegaly na rozwiazywaniu przez kilkuosobowe druzyny osmiu zadan
i trwaly od rana do wieczora, a mecze matematyczne — od wieczora dnia poprzedniego do popotudnia.

W ramach zawodow indywidualnych mozna byto uzyska¢ 192 punkty. Trzy najlepsze wyniki to 133,
131 1 127 punktoéw. Punkty uzyskane za poszczegdlne zadania przedstawia tabela na nastepnej stronie.
W tym miejscu wypada nadmienié, ze nie wszyscy uczestnicy byli na catym obozie, co powoduje, ze sumy
liczb w poszczegdlnych wierszach moga sie r6znic.

W czasie obozu odbyla sie wycieczka: 9 czerwca na Turbacz i Gorce.

Niniejszy zeszyt zawiera wszystkie zadania z Obozu wraz z rozwigzaniami. Zeszyty z poprzednich
Obozéw Naukowych znajduja sie na stronie internetowej Olimpiady Matematycznej: www. om. sem.edu.pl.



Liczba prac

Liczba prac

Liczba prac

Liczba prac

Zadanie na 6 punktéw | na 5 punktéw | na 2 punkty | na 0 punktow
T 23 0 0 0
5} 8 0 1 4
3 5 0 2 16
1 1 0 0 19
5. 13 2 1 7
6. 16 0 1 6
- 5 1 9 18
3 1 0 0 22
9, 8 0 2 3
10. 3 0 6 14
11. 8 2 2 1
12. 7 1 0 15
13. 16 2 0 5
14. 8 1 1 13
15. 6 0 3 14
16. 1 0 1 21
17 23 0 0 0
3. 7 3 1 12
19. 2 2 2 L7
20. 0 1 0 22
21, 10 4 3 6
2. 6 0 0 17
23, 1 0 2 20
21, 1 0 0 22
25, 20 2 0 1
2. 6 6 D 6
27, 10 0 0 13
28, 1 0 0 22
29. 18 0 0 o
30, 7 0 2 14
31 0 0 0 23
32, 1 0 0 19




Tresci zadan

Zawody indywidualne

1. W turnieju ping-ponga, w ktérym kazdy zawodnik grat z kazdym, uczestniczyli zawodnicy ame-
rykanscy i chiniscy. Po zakoriczeniu turnieju okazalo sie, ze kazdy uczestnik potowe uzyskanych punktow
zdobyl grajac z zawodnikami chiniskimi (za zwyciestwo zawodnik otrzymuje 1 punkt, za przegrana 0).
Udowodnié¢, ze liczba wszystkich uczestnikow turnieju jest kwadratem liczby naturalne;j.

2. Dane sg liczby rzeczywiste ay, as, ..., a,, by, be, ..., b,. Wykazaé, ze istnieje 1 < k < n, ze
n n
D lai—ar] < b — axl.
i=1 i=1

3. Dany jest trojkat ABC, w ktorym AC' < BC. Okrag przechodzacy przez punkty A i B przecina
odcinki AC' i BC w punktach A; i B;. Okregi opisane na trojkatach ABC' i A;B;C' przecinaja sie
w punkcie P # C'. Odcinki AB; i A;B przecinaja sie w punkcie S. Punkty ) i R to obrazy symetryczne
S wzgledem odpowiednio AC' i BC'. Wykaza¢, ze punkty P, @, R, C' leza na jednym okregu.

4. Udowodni¢, ze istnieje taka stala rzeczywista ¢ > 0, ze dla dowolnej liczby catkowitej N > 1 zacho-
dzi: dowolny podzbior N-elementowy zbioru {1,...,2N} zawiera dwie liczby, ktorych najwiekszy wspolny
dzielnik jest wiekszy niz c¢N.

5. Rozstrzygnaé¢ czy istnieje nieskoriczenie wiele takich trojek liczb catkowitych dodatnich (m,n, k),
ze wszystkie dzielniki pierwsze liczby m! 4+ n! + k! sa mniejsze niz 2024.

6. W pieciokacie wypuktym ABCDE spetnione sa zaleznosci
AB = BC, YABE+ 4<DBC =<4EBD, <JAEB+ <BDC = 180°.

Wykazaé, ze ortocentrum trojkata BDE lezy na prostej AC.

7. Znalez¢ wszystkie takie funkcje f : Zsog — Z>o, ze dla kazdego wielomianu o wspotezynnikach rze-
czywistych G = > a;2° jezeli zdefiniujemy wielomian H jako > a;x/() to zbior skladajacy sie z x rze-
czywistych spelniajacych G(x) = 0 jest rownoliczny ze zbiorem y rzeczywistych spetniajacych H(y) = 0.

8. Znany podroznik Wojciech podczas jednej ze swoich podrézy do Afryki odkryt dzikie plemie, ktore
znalo tylko dwa dzwieki — ,,A” i ,B”. Podarowato mu ono instrument, ktory byt grafem o n wierzchotkach
potaczonych skierowanymi krawedziami. Gra sie na nim przesuwajac palec od wierzchotka do wierzchotka
po krawedziach zgodnie z ich skierowaniem. Kazda krawedz, gdy sie jej dotknie, wydaje dzwick ,,A” lub
B (zawsze ten sam). Gre mozna rozpoczacé i zakoniczy¢ w dowolnym wierzchotku. Udowodnié, ze jesli
na instrumencie mozna zagra¢ dowolna dzika melodie ztozona z co najwyzej 2" dzwickow, to mozna na
nim zagra¢ dowolng dzika melodie.

Uwaga: Pomiedzy dwoma wierzchotkami moze by¢ wiecej niz jedna krawedz, w szczegdlno$ci moga
wystepowaé krawedzie o przeciwnym skierowaniu.

9. Wielomian P(z) = 2" + a,_ 12" ' + ... 4+ a1z + 1 o nieujemnych rzeczywistych wspotczynnikach a;
ma n pierwiastkow rzeczywistych. Wykazaé, ze P(k) > (k + 1)" dla kazdej dodatniej liczby catkowitej k.

10. Konstanty napisal na tablicy m ciagéw n-elementowych sktadajacych sie z zer i jedynek. Stwierdzit
on, ze ciag dtugosci n jest wybredny jezeli sktada sie tylko z zer i jedynek oraz na tablicy znajduja sie
dwa rézne ciagi rézniace sie od tego ciggu doktadnie jednym elementem. Postanowit, ze codziennie bedzie
dopisywac do tablicy wybredny ciag ktorego jeszcze nie ma na tablicy. Po pewnym czasie wypisal wszystkie



mozliwe ciagi n-elementowe sktadajace sie tylko z zer i jedynek. Jaka jest najmniejsza mozliwa wartoscé
m?

11. Dla pewnych dodatnich liczb catkowitych a; i as zadajemy nieskoriczony ciag a, as, as, . .. poprzez
rekurencje a, = an,—1a,—2 + 1 dla n > 3. Wykaza¢, ze dla dowolnego m > 1 istnieje n > m takie, ze a;;
dzieli a]..

12. Dany jest pieciokat wypukty APBCQ wpisany w okrag. Punkt M lezy wewnatrz trojkata ABC),
przy czym

IMAB = SMCA, <IMAC =<IMBA, <PMB=<QMC.

Wykazaé, ze proste AM, BP, CQ przecinaja sie w jednym punkcie lub sa réwnolegte.

13. Dany jest trojkat ostrokatny ABC', w ktorym AB < AC'. Punkty M i N sa $srodkami bokéw AB
i AC, a AD jest wysokoscia tego trojkata. Punkt K lezy na odcinku M N, przy czym BK = C'K. Potprosta
KD przecina okrag opisany na trojkacie ABC w punkcie (). Wykazaé¢, ze punkty C', K, N, @) leza na
okregu.

14. Niech 6(k) bedzie suma dzielnikow pierwszych liczby k. Znalezé wszystkie nieparzyste liczby
calkowite dodatnie n spetniajace rownos¢ 6(2" + 1) = 6(n).

15. Konstanty ma swoje ulubione drzewo 7' o k krawedziach. Ostatnio dostat na urodziny k-wymiarowa
hiperkostke, czyli graf o 2¥ wierzchotkach, ktére odpowiadaja ciaggom binarnym diugosci k. Dwa wierz-
choltki sa potaczone wtedy i tylko wtedy, gdy odpowiadajace im ciagi réznig si¢ na dokladnie jednej
pozycji. Postanowit, ze chce podzieli¢ krawedzie tej kostki na roztaczne podzbiory w taki sposob, aby
kazdy zbior tworzyt kopie jego ulubionego drzewa. Udowodnié, ze da sie podzieli¢ w taki sposob krawe-
dzie tej kostki.

16. Dwa wielomiany W, P € Q[X] sa wzglednie pierwsze, jesli nie istnieje wielomian R € Q[X] o do-
datnim stopniu, ktory dzieli oba te wielomiany. Ponadto wielomian W € Q[X] jest bezkwadratowy gdy
nie istnieje taki wielomian R € Q[X] o dodatnim stopniu, ze R? dzieli W.

Wyznaczy¢ wszystkie funkcje f: Q[X] — Q[X] spelniajace ponizsze warunki:

e dla dowolnych W, P € Q[X] f(W + P) = f(W) + f(P),

e dla dowolnego W € Q[X]| wielomiany W i f(W) sa wzglednie pierwsze dokladnie wtedy, gdy W
jest bezkwadratowy.

17. W czworoscianie ABC'D zachodza réwnosci
IBAC 4+ ¥BAD = $ABC + SABD = 90°.

Niech O bedzie $rodkiem okregu opisanego na trojkacie ABC, za§ M $rodkiem krawedzi C'D. Wykazac,
ze proste AB i MO sg prostopadte.

18. Znalez¢ wszystkie funkcje f: Z, — Z,, ktore dla dowolnych m,n € Z, speliaja podzielnosé

nl+ fm)!| f(n)! + f(m!).

19. Dla wielomianu P o wspoétczynnikach rzeczywistych zdefiniujmy f(P) jako najmniejsza liczbe
catkowita dodatnia n, ze dla dowolnego z € R zachodzi



przy czym przyjmujemy f(P) = 0, gdy takie n nie istnieje. Czy istnieje taki wielomian P stopnia 20242025
ze f(P) = 20257

20. Dany jest zbior S sktadajacy sie z n? odcinkéw na plaszcezyznie, z ktorych zadne dwa nie przecinaja
sie ani nie sa rownolegle. Wykazac, ze istnieje taki zbior T' sktadajacy sie z n punktéw nielezacych na
tych odcinkach, ze dla dowolnych A, B € T odcinek AB przecina si¢ z ktoryms$ z odcinkéw z S.

21. Tablica n x n jest narysowana na kartce. Ania narysowala przekatne w niektorych z n? kwadratow
jednostkowych (jedna lub obie), po czym pocieta kartke wzdluz narysowanych przekatnych. Okazalo sie,
ze po wykonaniu wszystkich cie¢ kartka pozostata w jednym kawatku. Udowodnié, ze przynajmniej 2n — 1
kwadratow jednostkowych nie miato zadnej przecietej przekatne;j.

22. Niech AB bedzie cieciwg okregu o, zas M s$rodkiem krotszego tuku AB. Okrag w o $rodku S jest
styczny do odcinka AB i styczny wewnetrznie do okregu o w punkcie lezacym po przeciwnej stronie prostej
AB, co punkt M. Proste przechodzace przez punkt M i prostopadte do prostych SA i SB przecinaja
odcinek AB odpowiednio w punktach C'i D. Wykazaé¢, ze AB =2 -CD.

23. Dana jest taka liczba pierwsza p > 3, ze p dzieli a® + ab + b%, gdzie a i b to pewne liczby catkowite
dodatnie. Wykaza¢, ze p? dzieli (a + b)P — a? — bP.

24. Udowodni¢, ze dla dowolnych liczb rzeczywistych nieujemnych a, b, ¢ zachodzi nieréwnosé

Va2 —ab+ 02+ V2 —be+ 2+ Ve —ca+a? <
<a+b+c+Va2+b+c—ab— be— ca.

25. Znalezé¢ wszystkie liczby rzeczywiste z, y, 2 spetniajace uktad réwnan

P?+r—1=y
yY+y—1=z
2+z-1=nu.

26. Na obozie Olimpiady Matematycznej w Mszanie Dolnej jest 23 uczestnikow. Kazdy z nich ma
pewna liczbe zetonéw do pokera. Co minute wszyscy uczestnicy, ktorzy maja co najmniej 22 zetony,
jednoczesnie oddajg po jednym zetonie kazdemu innemu uczestnikowi na obozie. Zal6zmy, ze proces
ten zachodzi w nieskoriczonosé (tj. w kazdej minucie istnieje uczestnik, ktory rozdaje zetony). Jaka jest
najmniejsza mozliwa liczba zetonéw na obozie?

27. Punkt D lezy na boku BC trojkata ABC. Okrag op o srodku K wpisany w trojkat ABD jest
styczny do boku BC' w punkcie E, a okrag oc o §rodku L wpisany w trojkat AC'D jest styczny do boku
BC' w punkcie F'. Odcinki KL i AD przecinaja sie w punkcie P. Prosta C'P przecina dwusieczng kata
ABC w punkcie X, za$ prosta BP przecina dwusieczng kata BC' A w punkcie Y. Wykazaé, ze proste £ X
i F'Y przecinaja sie na okregu wpisanym w trojkat ABC.

28. Dana jest liczba pierwsza p > 2 oraz p — 2 liczb catkowitych x;, x9, . .., 2,2 0 tej wlasnosci, ze p nie
dzieli :c’,i“ —xp dla 1 < k < p—2. Udowodni¢, ze istnieje taki niepusty podzbior A C {1,2,...,p — 2},

ze
ka =2 (mod p).
keA



29. Dane sa liczby catkowite a > b > 1, dla ktoérych réwnanie

al’—l_by—l
a—1 b-—1

jest spelnione przez przynajmniej dwie rézne pary liczb catkowitych (z,y) takich, ze x,y > 1. Dowies¢,
ze liczby a i b sa wzglednie pierwsze.

30. Dane sa liczby rzeczywiste z,y. Wykazaé, ze jesli zbior
{cos(nmx) 4 cos(nmy): n € N}

jest skonczony, to x,y sa wymierne.

31. Dane jest drzewo (to jest nieskierowany graf spojny bez cykli) o n wierzchotkach. Kazda krawedz
ma przypisang pewng wage bedaca liczba naturalna. Zdefiniujmy odlegtos¢ miedzy dwoma wierzchotkami
jako sume wag krawedzi na najkrotszej Sciezce miedzy nimi. Zalézmy, ze zbiér odlegtoéci pomiedzy kazda
para réoznych wierzchotkow to zbiér wszystkich liczb catkowitych od 1 do (g) Wykazaé, ze co najmniej
jedna z liczb n, n — 2 jest kwadratem liczby catkowite;j.

32. Trojkat ABC jest wpisany w okrag w o §rodku O. Odcinek AD jest $rednica tego okregu. Punkt
E lezy na potprostej AD poza odcinkiem AD. Prosta prostopadta do prostej AD przechodzaca przez E
przecina prosta BC' w punkcie T'. Prosta styczna do w przechodzaca przez T jest styczna do w w punkcie
P, przy czym punkty P i A leza po réznych stronach prostej BC. Prosta AP przecina prosta ET
w punkcie Q). Punkt M jest srodkiem odcinka AQ). Prosta T'M przecina odcinki AB i AC odpowiednio
w punktach X iY. Udowodnié, ze M jest srodkiem odcinka XY



Zawody druzynowe
1. Wyznaczy¢ wszystkie funkcje f: R — R spelniajace réwnosé

fle+y)’ = (x+2y)f(2?) + (& + 3y + v°) f(f(y))

dla wszystkich x,y € R.

2. Niech f(z) = 2% — 2. Dla danej liczby catkowitej dodatniej n niech A,, oznacza zbiér tych liczb
rzeczywistych z, dla ktorych zachodzi nieréwnosé f"(x) < —1, gdzie f™ oznacza n-krotne ztozenie funkeji
f. Udowodnié, ze dla kazdego n > 0 taczna dtugos¢ wszystkich przedzialow tworzacych A, przekracza %.

3. Czy istnieje 777-kat wypukly taki, ze zbior dlugosci jego bokow jest rowny {1,2,3, ..., 777}, a wszyst-
kie jego katy maja réwne miary?

4. Na finale Olimpiady Matematycznej okazalo sie, ze k sal nie wystarczyto do rozmieszczenia uczest-
nikéw tak, aby w kazdej sali uczestnicy sie parami nie znali. Po usadzeniu w wickszej liczbie sal, uczestnicy
wymys$lili sposob, aby rozprzestrzenia¢ pomiedzy soba pdf-a "Dwustosunek i biegunowe”. Moga sie oni ko-
munikowaé¢ na dwa sposoby: wysytajac gotebia lub sowe, przy czym kazda para znajomych moze uzywaé
doktadnie jednego rodzaju komunikacji (nieznajomi nie mogg sie ze soba komunikowac).

Udowodnié¢, ze przy uzyciu jednego rodzaju komunikacji pewien uczestnik moze rozdystrybuowaé ten
cenny pdf pomiedzy k innych uczestnikow (niekoniecznie bezposrednio).

5. Punkt O jest srodkiem przeciwprostokatnej AB trojkata prostokatnego ABC', a () jest okregiem
opisanym na tym trojkacie. Okrag wy jest styczny do odcinka AO w K, CO w Z i QQ w M, natomiast
wp jest styczny do odcinka BO w L, CO w W i Q w N. Punkt X to przeciecie AC' z M K, natomiast Y
to przeciecie BC' z N L. Udowodnié, ze XWY Z jest rownolegtobokiem.

6. Dany jest pieciokat wypuklty ABC'DE. Niech F' bedzie punktem lezacym na boku AB takim, ze
AADE ~ AECF ~ ADBC. Wykaza¢, ze
AF  (EF\?
BF \CF)

7. Niech m bedzie liczba catkowita dodatnia. Wykazaé, ze dla dowolnego catkowitego n > 2 istnieja
parami rozne liczby catkowite dodatnie aq,as, ..., a, spelniajace ax | m + ayas . .. ag_1ax41 - . . a, dla kaz-
dego k € {1,2,...,n}.

8. Dany jest wielomian W (x) o wspotczynnikach wymiernych i stopniu d > 2. Udowodni¢, ze nie ist-
nieje ciag parami roznych liczb wymiernych ag, ay, . . . taki, ze dla kazdego i > 1 zachodzi W (a;) = a;—1 + 1.



Pierwszy Mecz Matematyczny

1. Udowodnié¢, ze dla wszystkich x,y, 2 € R zachodzi

2 (v +y)(y +2)
S > .
(x+y+2) +Cyk AP xy +yz + zx

2. Rozstrzygnaé czy istnieja ograniczone ciagi liczb rzeczywistych ai, as, ... 1 b1, 0o, ... takie, ze dla
dowolnych dodatnich liczb catkowitych m > n zachodzi warunek

1

NG

1
|ay, — an| > —= lub |b,, — b,| >

NG

3. Na tablicy napisano poczatkowo wielomiany x® — 322 + 5 oraz 22 — 4x. Jesli na tablicy sa napisane
wielomiany f(x) i g(x) to w jednym ruchu mozna dopisa¢ wielomian f(z)+ g(z), f(z) — g(x), f(g(x))
lub ¢f(z) dla pewnej liczby ¢ € R. Czy w skoriczonej liczbie ruchéw da sie napisa¢ na tablicy wielomian
2" — 1 dla pewnego n > 07

4. Dana jest dodatnia liczba catkowita n. Zbior & punktéw na plaszczyznie spetnia nastepujace
wlasnodci:

e nie da sie przykry¢ wszystkich elementéw zbioru & za pomoca n prostych
e dla dowolnego A € &, zbior § \ {A} da sie pokry¢ za pomoca n prostych.

Wyznaczy¢ najwieksza mozliwg wartosé |§|.

5. Dany jest graf nieskierowany o nieparzystej liczbie wierzchotkéow. Janusz i Grazyna graja w gre.
Najpierw Janusz zamalowuje dowolny wierzchotek. Nastepnie gracze na przemian zamalowuja dowolnego
niezamalowanego dotychczas sasiada ostatnio zamalowanego wierzchotka. Przegrywa ten, kto nie moze
wykonaé¢ ruchu. Udowodnié, ze Janusz ma strategie wygrywajaca.

6. Dany jest n-elementowy zbior A, ktérego pewne podzbiory sg tadne. Jesli jaki§ zbiér zawiera
pewien tadny podzbidr, to jest on duzy. Jesli zbior jest zawarty w pewnym fadnym zbiorze to jest on
maty. Wykazaé, ze jesli tadnych zbiorow jest t, duzych — d, a matych — m, to:

2" t<m-d.

7. W Trojmiedcie pojawita sie na sprzedaz dziatka w ksztalcie trojkata rownobocznego o boku 50m.
Pieciu deweloperéw zamierza wybudowaé¢ tam luksusowe osiedla. Poniewaz nie moga oni doj$¢ miedzy
soba do porozumienia, prezydent postanowit podzieli¢ ten trojkat na pie¢ przystajacych dziatek. Roz-
strzygnaé, czy jest to mozliwe.

Uwaga: Zgodnie z prawem budowlanym dziatka musi by¢ (niekoniecznie sp6jna) suma skoriczonej
liczby trojkatow. Dziatki sg przystajace jesli istnieje izometria ptaszczyzny przeksztalcajaca jedng dziatke
w drugg.

8. Niech H bedzie ortocentrum trojkata ABC, a I $rodkiem okregu w niego wpisanego. Punkt K
spelnia réwnosci

AH+ AK =BH+ BK =(CH + CK.
Udowodni¢, ze punkty H, I, K leza na jednej proste;j.
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9. Dobry Jakub narysowal na kartce czworokat wypukty. Okazalo sie, ze mozna zaréwno opisa¢ na
nim okrag o srodku w punkcie O, jak i wpisa¢ w niego okrag o srodku w punkcie I. Dobry Jakub dory-
sowal srodek M jednej z przekatnych narysowanego czworokata, po czym Zty Marcin zmazal czworokat
i pozostawit wytacznie parami roézne punkty I, M, O. Zrekonstruowaé oryginalny czworokat.

10. Niech a i n beda takimi dodatnimi liczbami catkowitymi, ze

e ¢ — a jest podzielne przez n.

n .
o > 22442 nie jest podzielne przez n.
i=1
Udowodni¢, ze n ma dzielnik pierwszy mniejszy niz 2024.

11. Dana jest liczba naturalna n > 3 oraz liczba pierwsza p > 6”1, Niech S bedzie zbiorem n reszt
modulo p. Wykazaé, ze istnieje taka reszta ¢ modulo p, ze ¢ da sie uzyska¢ jako wartos¢ x —y + z, dla
parami roznych z,y, z € S, na dokladnie jeden sposéb (z doktadnoscia do zamiany miejscami x i z).
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Drugi Mecz Matematyczny
1. Wyznaczy¢ wszystkie liczby rzeczywiste a, b, ¢, d, e € [—2,2], ktore spelniaja uklad réwnan

a+b+c+d+e=0
B+ S+ +e3=0
a® + b+ +d+ e = 10.

2. Niech ¢ > 1 bedzie ustalona liczba rzeczywista. Wyznaczyé wszystkie funkcje f: R — R, ktore
spelniajg réwnanie
fle+y)=f(x)f(y) — csinasiny
dla dowolnych liczb rzeczywistych x,y.

3. Niezerowe liczby rzeczywiste a, b, ¢ spelniaja warunek

1 1 1
b 4] =11
(a+ +c)(a+b+0)

Znalez¢ najmniejsza mozliwg wartos¢ wyrazenia

1 1 1
2 2 2
(a +b +C)($+b_2+§>'

4. Pewnego wieczora, na pewnym obozie uczestnicy zaczeli wyciagaé¢ drzwi z zawiaséow i wkladaé
inne na ich miejsce. Podczas nocnych eksperymentow sprawdzili wszystkie pary drzwi w osrodku, wiec
wiedza, ktore drzwi mozna zastapi¢ innymi. Okazalo sie, ze nie istnieje taki ciag parami réznych drzwi
Ay, AL, n > 2, ze drzwi Ay pasuja do futryny drzwi As, As pasuja do futryny As, ..., A, pasuja
do futryny A;. Drzwi nazywamy bezuzytecznymi, jesli nie mozna nimi zastapi¢ zadnych innych. Drzwi
nazywamy niezastepowalnyms, jesli nie mozna ich zastapi¢ przez zadne inne. Wiemy, ze istnieje taka liczba
k > 1, ze dla kazdego ciaggu parami réznych drzwi By, ..., B,,, w ktérym:

e B sa niezastepowalne,
e B,, sa bezuzyteczne,
e drzwi B;.; mozna zastapi¢ przez drzwi B; dla kazdego 1 < i < m,

liczba m nie jest podzielna przez k. Wykazaé, ze wszystkie drzwi z oérodka mozna podzieli¢ na k grup
w taki sposob, ze zadnych drzwi nie mozna zastapié¢ innymi z tej samej grupy.

5. Udowodnié, ze dowolny okrag o promieniu r > 2024 zawiera mniej niz 2mv/r? punktow o wspol-
rzednych catkowitych.

6. Dany jest trojkat ostrokatny ABC wpisany w okrag o srodku O. Punkty I i I sa srodkami okregow
wpisanych odpowiednio w trojkaty AOB i AOC'. Niech M bedzie srodkiem tuku BC' zawierajacego
punkt A. Wykazaé, ze punkty M, A, Ig, I¢ leza na jednym okregu.

7. Dany jest czworokat ABC'D wpisany w okrag. Punkty L4, Lg, Lo, Lp sa punktami przecie-
cia symedian odpowiednio w tréjkatach BC'D, CDA, DAB, ABC. Wykaza¢, ze jesli na czworokacie
LaLgLcLp mozna opisaé okrag, to czworokat ABC'D jest trapezem.

8. Prosta przechodzaca przez srodek sfery wpisanej w czworoscian ABC' D i srodek sfery opisanej na
tym czworoscianie przecina krawedzie AB i C'D odpowiednio w punktach K i L. Dowies¢, ze punkty K
i L sa srodkami odcinkow AB i C'D.
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9. Dane sg niezerowe liczby calkowite a,b o tej samej parzystosci. Wiadomo, ze liczba a? — b — 1
dzieli a* — 1. Udowodnié¢, ze liczba |a? — b? — 1| jest kwadratem liczby calkowitej.

10. Udowodni¢, ze istnieje liczba catkowita dodatnia k taka, ze liczba k-2" + 1 jest ztozona dla
dowolnej liczby catkowitej dodatniej n.

11. Ciag liczb catkowitych dodatnich (a,)5%; spelnia dla n > 2 warunek
Ap = Qp(anfl) + k>

gdzie k jest ustalona liczba calkowita dodatnia, a ¢(n) to liczba liczb catkowitych dodatnich wzglednie
pierwszych z n i mniejszych réwnych od n. Wykazaé, ze ten ciag jest ograniczony.
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Rozwiagzania

Zawody indywidualne

1. W turnieju ping-ponga, w ktérym kazdy zawodnik grat z kazdym, uczestniczyli zawodnicy ame-
rykanscy i chiniscy. Po zakoriczeniu turnieju okazalo sie, ze kazdy uczestnik potowe uzyskanych punktow
zdobyl grajac z zawodnikami chiniskimi (za zwyciestwo zawodnik otrzymuje 1 punkt, za przegrana 0).
Udowodnié¢, ze liczba wszystkich uczestnikow turnieju jest kwadratem liczby naturalne;j.

Rozwigzanie:

Niech = bedzie liczba zawodnikéw chinskich, y za$ liczba zawodnikéw amerykanskich. Chinczycy

w spotkaniach miedzy soba zdobyli tacznie %x(m — 1) punktéw, natomiast Amerykanie zdobyli miedzy

soba %y(y — 1) punktéw. Rozpatrzmy mecze Chiriczykéw z Amerykanami, ktorych odbylo sie xy. Liczba
zwyciestw Chinczykéw w tych meczach jest taka sama, jak zwyciestw Chinczykéw pomiedzy soba, i ana-
logicznie dla zwyciestw Amerykanow. Otrzymujemy stad

1 1
éx(x —-1)+ éy(y — 1) =zy.

Powyzsza ré6wnosé rownowazna jest
T+yY= (QZ - y>27
a zatem liczba x + y jest kwadratem liczby catkowite;j.

2. Dane sg liczby rzeczywiste ay, as, ..., a,, by, be, ..., b,. Wykazaé, ze istnieje 1 < k < n, ze
n n
D ai—ar] <o — axl.
i=1 i=1

Rozwigzanie:
Przyjmijmy bez straty ogolnosci, ze a; < as < ... < a,. Wykazemy, ze zachodzi nier6wnosé

n n

D ai—ar] +> ag—an) <Y b —ar| + > |bi — ag- (1)
=1 =1 =1 =1

To bedzie oznaczalo, ze dana w tezie nieréwnosé jest prawdziwa dla &k =1 lub k = n.
Zauwazmy, ze dla dowolnego ¢ mamy

la; — ar| + |a; — an| = an — a1 = |an, — b + b; — ax| < fan, — bl + |b; — ar| = [b; — a1 + [b; — an|.

Dodajac stronami powyzsze nierownosci dla i = 1,2,3,...,n dostajemy zaleznosé¢ (1)), co koriczy dowdd.
3. Dany jest trojkat ABC, w ktorym AC' < BC. Okrag przechodzacy przez punkty A i B przecina
odcinki AC' i BC' w punktach A; i B;. Okregi opisane na trojkatach ABC i A;B;C przecinaja sie

w punkcie P # C. Odcinki AB; i A1 B przecinaja sie w punkcie S. Punkty @ i R to obrazy symetryczne
S wzgledem odpowiednio AC' i BC. Wykazaé, ze punkty P, @, R, C' leza na jednym okregu.
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Rozwigzanie:

Skoro A, Ay, By, B leza na jednym okregu, to trojkaty AA;S i BB1S sa podobne. Stad dosta-
jemy AA;S ~ BBiR i AA,Q ~ BB;,S. Ponadto z zaleznoici ¥ PAA, = YPAC = <PBC = <PBB,;
i YAA P =180° — 4PA,C = 180° — <PB,C = BB, P wnosimy, ze trojkaty PAA, i PBB; sa po-
dobne.

Rozwazmy przeksztalcenie bedace ztozeniem obrotu wokot punktu P o kat A; PB; z jednoktadnoscia
o srodku P i skali ﬁﬁi (tzw. podobieristwo spiralne). Wtedy z wyzej uzyskanych podobienistw trojkatow
wynika, ze obrazami punktéw Ay, A sa odpowiednio B;, B. Ponadto, poniewaz AA;Q) ~ BB;S, obrazem
@ jest S i analogicznie obrazem S jest R. Podsumowujac, obrazami punktow A;, @, A, S sa kolejno
punkty B;, S, B, R. Stad wynikaja zaleznosci A, PQ = ¥B,PS i A, PS = 4B, PR.

W takim razie

JQCR =294ACB = 29A,CBy = 29 A, PB, = 294 A, PS + 2B, PS =

Stad punkty P, @, R, C leza na okregu.

4. Udowodni¢, ze istnieje taka stala rzeczywista ¢ > 0, ze dla dowolnej liczby catkowitej N > 1 zacho-
dzi: dowolny podzbior N-elementowy zbioru {1,...,2N} zawiera dwie liczby, ktorych najwiekszy wspolny
dzielnik jest wiekszy niz c¢N.

Rozwigzanie:
Zalozmy najpierw, ze istnieje taka liczba catkowita dodatnia 7, ze

(- (-2) (-2)

gdzie p; oznacza i-ta liczbe pierwsza. Z chinskiego twierdzenia o resztach wiemy, ze sposrod kolej-
nych M def paps3 - ... p; liczb doktadnie (po —1)(ps —1)-...- (p; — 1) nie dzieli sie przez zadna z liczb
P2,Ds, - - -, p;. Na mocy powyzszej nieréwnosci jest to mniej niz M/8 liczb. Wezmy jakie§ male ¢ > 0
(p6Zniej ustalimy jak male musi ono by¢). Niech A bedzie dowolnym podzbiorem zbioru {1,2,...,2N}
o licznosci N. Jesli N < 100M to wystarczy aby ¢ < m, zeby zachodzita nieréwnosé cN < 1 i wtedy
teza zadania jest speliona. Rozwazmy teraz N > 100M. Rozpiszmy 2N = kM +1r gdzie 0 <r < M

jest reszta z dzielenia 2N przez M. W szczegolnosci wiemy, ze k > 200. Stad sposrdd liczb od 1 do 2N
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niepodzielnych przez zadng z liczb p, ..., p; jest co najwyzej

i M n 2N LN N 1 n 1
o o—_—— 7’ NS — —

8 8 100 \4 ' 100
Liczb mniejszych réwnych cp; N jest wsrod liczb od 1 do 2N co najwyzej cp;N. Z tych dwoch wynikow
otrzymujemy, ze w zbiorze A liczb wigkszych niz cp; N i podzielnych przez ktoéras z liczb po, ..., p; jest
przynajmniej

1 1 1 1
N—-—cpiN—|-+—|N=(1—-cp;—-——] N.
P (4 * 100) ( Pi g 100)

Jedli ¢ bedzie na tyle mate, ze 1 — cp; — i — ﬁ > % to wtedy w zbiorze A bedzie wiecej niz %N takich
liczb. Podzielmy kazda z tych liczb przez pewien jej dzielnik ze zbioru po, ..., p;. Otrzymamy wigcej niz

%N ilorazow przy czym kazdy z nich wynosi najwyzej %N (poniewaz uzyty dzielnik jest wiekszy rowny
p2 = 3) oraz jest wiekszy niz ¢cN (poniewaz dzielimy liczby wieksze niz c¢p; N). W szczegolnosei z zasady
szufladkowej Dirichleta pewne dwa ilorazy beda réwne. Oznacza to, ze w zbiorze A znaleZliémy dwie
liczby, ktore sq podmelne przez jakas liczbe wieksza od c¢N. Zatem dowolne c takie, ze ¢ < oraz
L—cpj—7— 100 > £ dezw dziatac.

Pozostaje tylko udowodnlc istnienie liczby j. Poniewaz szereg harmoniczny 1+ 5 + 4 + 1 + ... jest
rozbiezny, to istnieje takie n, ze suma odwrotnosci liczb od 1 do n jest wieksza niz 16. Niech teraz j
bedzie takie, ze p; jest najwigkszg liczba pierwszg mniejszg réwng n. Poniewaz kazda liczbg od 1 do n
mozna przedstawi¢ jednoznacznie jako iloczyn liczb pierwszych < n z wyktadnikami < n, wiec zachodza

IOOM

nieré6wnosci
! ! 1 "1
s =T[4+t ) 225> 10
i=1 Pi =1 k=1
Stad
J
1
H 1— —) < —
() <%
Poniewaz 1 — pil = 1, wicc istnienie liczby j zostalo udowodnione.

5. Rozstrzygnaé¢ czy istnieje nieskoriczenie wiele takich trojek liczb catkowitych dodatnich (m,n, k),
ze wszystkie dzielniki pierwsze liczby m! + n! + k! sa mniejsze niz 2024.

Rozwigzanie:

Niech p bedzie liczba pierwsza wieksza niz 2024. Rozwazamy takie trojki (m,n, k), ze m! + n! + k!
nie ma dzielnikow pierwszych wiekszych od 2024. Bez straty ogélnosci bedziemy zaktada¢ m < n < k.
Gdyby m > p to liczby m!, n!, k! dzielityby sie przez p, skad p | m! + n! + k! i sprzecznosé. W takim
razie m < p. Zauwazmy teraz, ze jesli n > m + 2024 to dla kazdej liczby pierwszej ¢ < 2024 zachodza
nieréwnosci vy(n!) > v,(m!) 1 v,(k!) > v,(m!) i wtedy vy(m! + n! + kl) = v,(m!). Skoro m!+ n!+ k! nie
ma dzielnikéw pierwszych wiekszych od 2024, to oznacza to ze m! + n! + k! = m!, czyli sprzecznosé. Stad
n < m—+ 2024 < p + 2024. Pozostaje udowodnié¢, ze k moze przyjaé tylko skoriczenie wiele wartosci. Ponie-
waz mamy skoniczenie wiele mozliwosci na pare (m,n), wiec dla kazdej liczby pierwszej ¢ < 2024 istnieje
taka stala A, ze v,(m!+nl) < A,. Ponadto istnieja tez stale B, takie, ze jesli k > B, to v,(k!) > A,.
Stad

k < max{B,: q < 2024, q jest liczba pierwsza},

poniewaz w przeciwnym razie dla dowolnej liczby pierwszej g < 2024 mielibysmy v, (k!) > v, (m! + nl),
skad vy (m! + n! 4+ k!) = v,(m! + n!) dla dowolnej liczby pierwszej ¢ < 2024, skad m!+ n! + k! = m! + n!
i sprzecznosé. Stad trojek (m,n, k) speliajacych warunki zadania jest skonczenie wiele.
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6. W pieciokacie wypuklym ABCDE spelnione sg zaleznosci
AB = BC, <YABE+<DBC =<EBD, <AEB+ <BDC = 180°.

Wykazaé, ze ortocentrum trojkata BDE lezy na prostej AC.

Rozwigzanie:

Sposdb 1.
Niech F bedzie takim punktem na odcinku AC, ze SAFB = $AEB. Wowczas

IBFC =180° — <BFA =180° — <AEB = <BDC.

Punkt F jest wiec (roznym od B) punktem przeciecia okregéw opisanych na trojkatach AEB i BDC.
Stad i z zalozen zadania otrzymujemy

SFDB = JSACB = 90° — %%(ABC =90° - <DBE.

W takim razie DF' 1 BE. Analogicznie uzasadniamy, ze EF 1 BD.

Sposdb 2.
Niech X bedzie odbiciem A wzgledem prostej BE. Wowczas X jest rowniez odbiciem C' wzgledem
BD, gdyz BX = BA=B(C'i

YXBD = 4YEBD — ¥EBX = $EBD — YABE = 4DBC.

Poniewaz ¥XEB + $XDB = YAEB + <BDC = 180°, wicc X lezy na okregu BDE. Odbicia punktu
X wzgledem bokow trojkata BDE (w tym A i C') leza na jednej prostej (zwanej prosta Steinera), ktora
przechodzi réwniez przez ortocentrum BDE.

7. Znalez¢ wszystkie takie funkcje f : Z>og — Z>o, ze dla kazdego wielomianu o wspoétczynnikach rze-
czywistych G = > a;x! jezeli zdefiniujemy wielomian H jako Yoo a;x7® to zbior sktadajacy sie z x rze-

czywistych spelniajacych G(x) = 0 jest rownoliczny ze zbiorem y rzeczywistych spetniajacych H(y) = 0.

Rozwigzanie:
Obserwacja: f(0) = 0. Spéjrzmy na wielomian G' = 1. Nie ma on pierwiastkow, a z(*) dla dowolnego
dodatniego f(0) taki pierwiastek posiada.
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Obserwacja: f(n) i n maja te sama parzystos¢. Spojrzmy na wielomian G' = ™ + 1. Jesli n jest parzy-
ste to nie ma pierwiastkow, a jesli nieparzyste to ma dokladnie jeden pierwiastek (bo jest monotoniczny).

Obserwacja: f(n) = cn dla pewnej nieparzystej liczby catkowitej dodatniej ¢ spetnia warunki zada-
nia. Istotnie, wtedy H(x) = G(z¢). Poniewaz odwzorowanie R 3 x — z¢ € R jest bijekcja, to kazdemu x
takiemu, ze H(x) =0, odpowiada doktadnie jeden y taki, ze G(y) = 0 (mianowicie y = z¢). Wykazemy
teraz, ze wszystkie funkcje f spelniajace warunki zadania sa tej postaci.

Sposob 1.
Zalozmy, ze f(1) = ¢, oraz, ze 2 | n. Rozwazmy wielomian G = 2" + na" 'z + (n — 1)a" + € dla pew-
nych a,e > 0. Nie ma on pierwiastkéw, bo z nieréwnosci miedzy Srednig arytmetyczna i geometryczna:

2"+ (n —1)a"™ = nVara=—Hn > nra™?
Rozwazmy H(x) dla z = —al/*:
H(z) = 2/™ 4 na" 12 + (n — 1)a" + e = (=1)"a’ ™/ —na" + (n — 1)a™ + e = a/™/¢ — " 4 ¢

Jesli @ < n to wybierajac a > 11 odpowiednio male £ otrzymujemy wartos¢ ujemna, co oznacza ze H(x)
ma pierwiastek. Jesli @ jest wieksze od n, to bierzemy a < 1 i podobnie jak wczesniej otrzymujemy

sprzecznosc.

Dla nieparzystych n rozwazmy wielomian (2™ + a)? + ¢ dla pewnych a,e > 0. OczywiScie nie ma on
pierwiastkéw. Rozwazmy H(z) dla z = —a/7;

H(zx) = 2200 L 90 F (M) 4 g2 4o = ¢2ne/f) _ 2 L o5

Tak jak wezesniej, dla f(n) > en dobieramy a > 1, w przeciwnym wypadku zas dobieramy a < 1, otrzy-
mujac sprzecznosc.

Sposdb 2.

Obserwacja: f(n) jest funkcja rosnaca. Rozpatrzmy wielomian G = 2% + 2%*~! + €| gdzie C jest na
tyle duze, ze ten wielomian nie ma pierwiastkow. Zatem H = x/%) 4 /(%k=1) 4 C' tez nie moze mieé
pierwiastkow, a to ciagnie za soba nieréwnos¢ f(2k) > f(2k — 1) (r6wnosé¢ nie moze zachodzi¢, gdyz 2k
i 2k — 1 sa roznej parzystosci). Analogicznym argumentem wykazujemy, ze f(2k + 1) > f(2k).

Wykazemy, ze f(n) = cn dla pewnej nieparzystej dodatniej liczby catkowitej ¢ = f(1).

Udowodnimy to najpierw dla n parzystych. Zauwazmy, ze gdy G ma parzysty stopien i dodatni
wspotezynnik wiodacy to warto$é minimalna G musi byé réwna wartosci minimalnej H, bo w przeciwnym
wypadku moglibySmy przesuna¢ je o taka stala, ze jedna z nich bytaby caly czas dodatnia, a druga
ujemna, wiec jeden z wielomianéw mialby miejsce zerowe, a drugi nie. Rozwazmy wielomian 2% 4 2kz.
Jego pochodna to 2kz*~! + 2k, wiec minimum jest osiggane w x = —1 i wynosi 1 — 2k. Wielomian
H = 27k 4 2ka° osiaga wartosé 1 — 2k dla z = —1, musi mie¢ zatem minimum w tym punkcie. Wobec
tego pochodna H' = f(2k)x/PH=1 4 2kca! zeruje sie w z = —1 = f(2k) = 2kec.

Dla n nieparzystych rozwazmy G = z?* + 22" + 1. Jego warto$¢ minimalna wynosi oczywiscie 0 dla
r = —1. Mamy H = 2*" 4 22/ 4 1. Poniewaz H(—1) = 0, H musi mie¢ minimum w —1 i co za tym
idzie, H'(—=1) = 2nc- (=1)%*""L +2f(n) - (—=1)7™~1 = 0, co pociaga za soba f(n) = cn.

8. Znany podréznik Wojciech podczas jednej ze swoich podrozy do Afryki odkryt dzikie plemie, ktore
znalo tylko dwa dzwieki — JA” i, B”. Podarowalo mu ono instrument, ktory byt grafem o n wierzchotkach
potaczonych skierowanymi krawedziami. Gra sie na nim przesuwajac palec od wierzchotka do wierzchotka
po krawedziach zgodnie z ich skierowaniem. Kazda krawedz, gdy sie jej dotknie, wydaje dzwiek ,,A” lub
»B” (zawsze ten sam). Gre mozna rozpoczaé i zakoniczy¢ w dowolnym wierzchotku. Udowodnié, ze jesli
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na instrumencie mozna zagra¢ dowolna dzika melodie ztozona z co najwyzej 2" dzwiekéw, to mozna na
nim zagra¢ dowolng dzika melodie.

Uwaga: Pomiedzy dwoma wierzchotkami moze by¢ wiecej niz jedna krawedz, w szczegdlno$ci moga
wystepowaé krawedzie o przeciwnym skierowaniu.

Rozwigzanie:

Przeprowadzamy rozumowanie nie wprost. Niech N oznacza dlugos¢ najkrotszej melodii, ktoérej nie
da sie zagraé i niech ta melodia to bedzie ay, as,...,ay. Niech dla 1 <7 < N A; bedzie zbiorem wszyst-
kich wierzchotkéow takich, ze mozna zagraé¢ melodie ay, ..., a; koniczac gre w tym wierzchotku. Z definicji
zbior Ay jest pusty. Wiadomo tez, ze dla ¢ < N zbior A; jest niepusty. Ponadto N > 2". Poniewaz nie-
pustych podzbioréw wierzchotkéw jest 2" — 1 to dla pewnych 0 < ¢ < j < N zachodzi A; = A;. Oznacza
to, ze jezeli mozemy zagra¢ melodie aq,...,a; konczac w wierzchotku v to mozemy tez skonczyé¢ w tym
wierzchotku zagrawszy melodi¢ ay, ..., a;. Skoro melodia a4, ...a;, a1, ..., ay ma dlugos¢ mniejsza niz
N to z definicji N mozna ja zagra¢. Stad istnieje taki wierzcholek v, ze mozna zagra¢ melodie ay, .. . a;
koriczac w tym wierzchotku oraz mozna zagra¢ melodi¢ aj41, . . ., ay zaczynajac w tym wierzchotku. Skoro
A; = A; to mozna takze zagra¢ melodi¢ a4, ... a; konczac w tym wierzchotku. Stad da si¢ réwniez zagrac¢
melodi¢ a; ...a;,a;41...an. Sprzecznosc.

9. Wielomian P(z) = 2" + a,_12" ' + ... 4+ a1 + 1 o nieujemnych rzeczywistych wspotczynnikach a;
ma n pierwiastkow rzeczywistych. Wykazacé, ze P(k) > (k + 1) dla kazdej dodatniej liczby catkowitej k.

Rozwigzanie:

Poniewaz wyraz wolny jest rowny 1, pozostalte wspotczynniki za$ nieujemne, to wszystkie pierwiastki
wielomianu P sa mniejsze od 0. Niech —ay, —aw, ..., —a, beda tymi pierwiastkami.
Sposdb 1.

Ze wzorow Viéte'a
k
ap = E H Oéi]. .
1<t <io << <n j=1

W szczegolnosci H?:l a; = 1. Korzystajac z nieréwnosci miedzy sredniag arytmetyczng i geometryczna
dostajemy

Z drugiej strony (k+1)" =37, (?) k', wiec wprost otrzymujemy teze.
Sposdb 2.
Zachodzi
Px)=(r+a1)...(z+ ay).

Woéwcezas z nieréwnosci miedzy $rednig arytmetyczna i geometryczna dostajemy

E+a;,=1+1+...+1+a; > (k+ 1) *Va,.
——
k

Mnozac powyzsze nieréwnosci stronami dla ¢ = 1,2,...,n i wykorzystujac warunek ajas...a, =1 do-
stajemy teze zadania.

10. Konstanty napisal na tablicy m ciagoéw n-elementowych sktadajacych sie z zer i jedynek. Stwierdzit
on, ze ciag dtugosci n jest wybredny jezeli sktada sie tylko z zer i jedynek oraz na tablicy znajduja sie
dwa rozne ciggi rozniace sie od tego ciggu doktadnie jednym elementem. Postanowit, ze codziennie bedzie
dopisywac do tablicy wybredny ciag ktorego jeszcze nie ma na tablicy. Po pewnym czasie wypisat wszystkie
mozliwe ciagi n-elementowe sktadajace sie tylko z zer i jedynek. Jaka jest najmniejsza mozliwa wartosé
m?
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Rozwigzanie:

Udowodnimy, ze wartosé¢ w,, = [%1 + 1 dziata. Ponumerujmy ciagi liczbami od 0 do w,, — 1. Niech
ciag o numerze i > 0 ma na miejscach 2¢ — 1,2i jedynki, a w pozostalych miejscach zera (o ile takie
miejsca istnieja), a ciag o numerze 0 zawiera same zera.

Oczywiscie kazdy ciag z jedna jedynka moze zosta¢ narysowany na tablicy, bo znajduja sie dwa ciagi
rozniace sie od niego jednym elementem (ciag 0 oraz ciag ktory zawiera jedynke na odpowiednim miejscu).

Postepujmy teraz indukcyjnie — zatézmy, ze mamy wszystkie ciagi zawierajace < k jedynek na tablicy.
Wtedy ciag z k + 1 jedynkami r6zni sie od k + 1 ciagéw z k jedynkami jedng wartoscia, czyli mozemy go
napisa¢. To konczy dowod kroku indukcji.

Uzasadnimy teraz, ze nie da sie napisa¢ wszystkich ciagéw z mniejsza liczba ciagéw poczatkowych.
Zrobimy to indukcyjnie ze wzgledu na n. Baza indukcji oczywiscie dziata — ciaggéw jedno- i dwuelemen-
towych musi by¢ oczywiscie dwa.

Wykazemy, ze na poczatku ciggéow k + 2-elementowych musi byé przynajmniej wy + 1. Zalézmy nie
wprost, ze jest ich w; badZ mniej. Niech ciag ¢ to bedzie pierwszy wybredny ciag napisany na tablicy oraz
niech 7,7 to beda indeksy na ktorych rézni sie on od swoich dwoch "sasiadow”. Jedli usuniemy te dwa
indeksy w kazdym ciagu dtugosci k + 2, to dostaniemy najwyzej wy, — 1 ciagéw dtugosci k (przynajmniej 2
sie skleja). Co wiecej, Kostek bedzie mogl, zaczynajac od nich, napisa¢ wszystkie ciagi dtugosci k. Istotnie,
moze on dopisywac ciagi w takiej samej kolejnosci jak dla ciggéow dlugosci k + 2 omijajac indeksy ¢, j oraz
nie wpisujac ciagéw, ktore juz sa na tablicy. To jednak przeczy zatozeniu indukcyjnemu dla k konczac
dowdd.

11. Dla pewnych dodatnich liczb catkowitych a; i as zadajemy nieskoriczony ciag aq, as, as, . .. poprzez
rekurencje a, = a,_1a,-2 + 1 dla n > 3. Wykazac, ze dla dowolnego m > 1 istnieje n > m takie, ze a"
dzieli a;.

Rozwigzanie:

Niech p bedzie dzielnikiem pierwszym a,,. Ciag (a; mod p) jest od pewnego momentu cykliczny,
poniewaz musi istnie¢ para indeksow z,y takich ze (ay, az41) = (ay, ay41) (mod p), a wowcezas dla dowol-
nego i > 0, az4; = ay+; (mod p). Wykazemy, ze (a; mod p) jest cykliczny od miejsca m, czyli ze istnieje
t € Z~ takie, ze dla dowolnego i > m, a; = a;4; (mod p). Zalézmy nie wprost, ze najwczesniejszym miej-
scem od ktorego wystepuje jakis okres jest £ > m i ze ma on dlugosé t. Wowcezas

agar—1 = appr — 1 = appqr — 1 = apppp—1 = agag—1 (mod p) (1)

Gdyby ay = agyy =0 (mod p), to mielibysSmy (as, apy1) = (0,1) mod p, a to oznaczaloby, ze istnieje
wezesniejszy okres, bowiem (@, @my1) = (0,1) mod p. W takim razie a; Z 0 (mod p) i wobec tego mo-
zemy podzieli¢ rownanie obustronnie przez ay, co daje a;_1 = apry—1 (mod p) i otrzymujemy sprzecz-
no$¢ ze wezesniejszym zatozeniem, ze ¢ byl najwczesniejszym miejscem wystapienia okresu.

Zatem dla kazdego p € P, p | ay,, istnieje takie t,, Zze a; = a4y, (mod p) dla i > m. Niech teraz
T [Iespia,, tp- Niech 3 o max,cp(v,(an)) Potozmy n L'+ Tmp. Wtedy p | a, dlakazdego P 3 p | apm,
czyli p" | al'. Poniewaz n > mu,(a,,), wiec al | a.

12. Dany jest pieciokat wypukly APBCQ wpisany w okrag. Punkt M lezy wewnatrz trojkata ABC,
przy czym

IMAB = SMCA, <MAC =<IMBA, <PMB=<3QMC.
Wykazaé, ze proste AM, BP, C'(Q przecinaja sie w jednym punkcie lub sg réwnolegte.

Rozwigzanie:
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Niech proste AM, BM, C'M przecinaja dany okrag odpowiednio w punktach A’, B’, C’. Na mocy row-
nosci $MAB = SMCA tuki BA' i C'A sa réwne, zaé na mocy réwnosci $MAC = <M BA tuki C A’
i AB' sa rowne. Cieciwy C'B, AA’, B'C sa wiec rownoleglte oraz maja wspolng symetralng ¢ przecho-
dzaca przez srodek O rozwazanego okregu. Na tej symetralnej lezy tez punkt M przeciecia przekatnych
trapezu rownoramiennego C'BCB’. Niech teraz proste PM i QM przecinaja ten okrag odpowiednio
w punktach P" i @Q’. Symetria wzgledem prostej £ przeksztalca odcinek BB’ na odcinek C'C, a z rownosci
IPMB = SQMC = $Q'MC' wnosimy, ze obrazem punktu P jest punkt Q’. Podobnie obrazem @ jest
P’ i stad odcinek PP’ przechodzi w symetrii na odcinek Q)'Q). Luk BP’ przechodzi wiec na tuk C'Q), wiec
SBPM = <QCM. Analogicznie dostajemy <{PBM = SCQM.

Jesli P = (', to Q = B’ i rozwazane proste sa rownolegle. W przeciwnym przypadku proste BP i CQ
przecinaja sie w punkcie S. Wtedy z zaleznoéci I BPM = SQCM i $PBM = $CQM otrzymujemy, ze
na czworokatach CM PS i BM @S mozna opisa¢ okregi. Zauwazmy, ze

IPMS = 4PCS = $PCQ = $PBQ = 4SBQ = 4SMQ.
Ponadto $PMA = SAMB — SPMB = SAMC — $QMC = $AMQ, czyli punkty M, A, S lezg na
dwusiecznej kata PM @), co konczy rozwiazanie.

13. Dany jest trojkat ostrokatny ABC, w ktorym AB < AC. Punkty M i N sg $rodkami bokéw AB
i AC, a AD jest wysokodcia tego trojkata. Punkt K lezy na odcinku M N, przy czym BK = C'K. Potprosta
K D przecina okrag opisany na trojkacie ABC w punkcie (). Wykazaé¢, ze punkty C, K, N, @ leza na
okregu.

Rozwigzanie:
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Niech L bedzie srodkiem boku BC'. Zauwazmy, ze LN = %AB = M D, wiec czworokat M N LD jest tra-
pezem réwnoramiennym. Ponadto punkt K lezy na symetralnej boku BC' przechodzacej przez punkt
L, skad wynika ze odcinek KL jest wysokoscig tego trapezu. Niech teraz E bedzie takim punktem, ze
czworokat AEC B jest trapezem réwnoramiennym o podstawach AFE i BC' (oczywiscie E lezy na okregu
opisanym na trojkacie ABC'). Jednokladnosé o srodku w $rodku ciezkosci trojkata ABC' i skali —2 prze-
ksztatca punkty M, N, L odpowiednio na punkty C', B, A, a wiec punkt D przeprowadza na punkt E.
Obrazem punktu K bedzie zas punkt D. W takim razie punkty E, K, D, () lezg na jednej prostej. Zatem

JCQFE = 4CBE = SACB = SANM = 180° — 4K NC,
czyli punkty C, K, N, @ leza na jednym okregu.

14. Niech 0(k) bedzie suma dzielnikow pierwszych liczby k. Znalezé wszystkie nieparzyste liczby
catkowite dodatnie n spetniajace réownosé (2" + 1) = 6(n).

Rozwigzanie:
Udowodnimy najpierw nastepujacy:

Lemat 1. Niech p > 5 bedzie liczbg pierwszqg. Wowczas 2P + 1 ma dzielnik pierwszy q > p + 5.

Dowdd. Niech ¢ bedzie pewnym dzielnikiem pierwszym 2P + 1. Mamy wowczas 22 = —1 (mod q) co daje
2?? =1 (mod q). To oznacza, ze rzad 2 modulo ¢ wynosi albo 2p (co wobec podzielnosci 2p | ¢ — 1 daje
q > p+5, czyli teze) lub rzad 2 modulo ¢ wynosi 2, co jest mozliwe jedynie dla ¢ = 3.
Pozostato zatem wykluczy¢ przypadek, gdy 3 jest jedynym dzielnikiem 2P + 1. Rozwazmy réwna-
nie 2P + 1 = 3*. Z rozpatrzenia reszt modulo 4 wynika, ze k jest parzyste. Dlatego mozemy rozpisaé
k k e . ) k .ok .
2P = (32 — 1)(32 + 1). Oczywiscie jedynym przypadkiem, gdy zaréwno 32 —1 i 32 + 1 sa potegami
dwojki jest przypadek k =2 = p = 3, co przeczy naszemu zatozeniu p > 3. [

Powr6émy do rozwiazania. Niech py,po, ..., ps beda wszystkimi dzielnikami pierwszymi n wickszymi
réwnymi 5. Skoro n jest nieparzyste to mamy dla dowolnego i przystawania:

2" 1= ()% +1=(-1)% +1=0 (mod 2" + 1)

Zachodzi wiec podzielnosé¢ 2P + 1 | 2" + 1. Na mocy Lematu (1] istnieja wiec liczby pierwsze ¢; > p; + 5
takie, ze ¢; | 2P + 1, czyli ¢; | 2™ + 1. Wykazemy, ze liczby te sa parami rozne. Zat6zmy nie wprost, ze dla
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pewnych ¢ # j zachodzi ¢ = ¢; = ¢;. Skoro liczby p; oraz p; sa wzglednie pierwsze, to istnieja takie liczby
catkowite dodatnie x,y ze xp; = yp; + 1. Skoro ¢ | 27" + 1 oraz ¢ | 2?/ + 1 to mamy przystawania

1 =2%P =2%2.2% =4 (mod q)

Takie przystawanie moze zachodzié¢ tylko wtedy, gdy ¢ = 3, ale z Lematu [I| wynika, ze ¢ > 5. Udowodni-
liSmy zatem, ze liczby ¢; sa parami rézne. To daje nam

02" +1)>> g > pi+5>0(n)—3+5s
i=1 =1

gdzie ostatnia nieréwno$é wynika z tego, ze w ciggu p1,. .., ps znajduja sie wszystkie dzielniki pierwsze
n poza by¢ moze trojka. Widzimy wiec, ze jesli s > 1 (czyli n ma jakis dzielnik pierwszy r6zny od 3) to
0(2" + 1) # 6(n). Pozostaje rozwazy¢ przypadek, gdy n = 3™ dla jakiegos catkowitego m > 0. Jeslim = 0
to sprawdzamy, ze 6(2' + 1) = 3 # 0 = 6(1). Dla m > 0 mamy 6(n) = 3, wiec ré6wnos¢ (2" + 1) = 0(n)
jest rownowazna temu, ze 2" + 1 = 3% dla pewnego k > 0. Poniewaz n > 2 to powtarzajac rozumowanie
z dowodu Lematu [1] dostajemy, ze musi by¢ n = 3, k = 2. Stad tatwo sprawdzamy, ze n = 3 rzeczywiscie
jest jedyna liczba spelniajaca rownosé 6(2" 4+ 1) = 0(n).

15. Konstanty ma swoje ulubione drzewo 1" o k krawedziach. Ostatnio dostal na urodziny k-wymiarowsa,
hiperkostke, czyli graf o 2¥ wierzchotkach, ktére odpowiadaja ciggom binarnym diugosci k. Dwa wierz-
chotki sa potaczone wtedy i tylko wtedy, gdy odpowiadajace im ciagi réznia sie na doktadnie jednej
pozycji. Postanowit, ze chce podzieli¢ krawedzie tej kostki na roztaczne podzbiory w taki sposob, aby
kazdy zbior tworzyl kopie jego ulubionego drzewa. Udowodnié, ze da si¢ podzieli¢ w taki sposob krawe-
dzie tej kostki.

Rozwigzanie:
Sposdb 1.

Skonstruujemy poszukiwany podzial krawedzi. Zauwazmy, ze G ma 2 'k krawedzi, wiec chcemy je
rozciaé na 21 kopii 7.

Najpierw wyroznijmy jeden z wierzchotkéw 7' jako korzen i skierujmy wszystkie krawedzie w dot
od korzenia. Ponadto ponumerujemy krawedzie T' w dowolny sposob liczbami od 1 do k. Teraz roz-
wazmy te wierzchotki G, ktore odpowiadaja ciggom z parzysta liczba jedynek (jest ich oczywiscie 2871).
Umiescimy korzenie naszych drzew w tych wtasnie wierzchotkach. Rozwazmy krawedz o numerze 7. Jesli
wychodzi ona z korzenia w T, to znamy juz jej jeden wierzchotek w hiperkostce, powiedzmy ze odpo-
wiada on ciagowi (b1bs...bx). Dodajemy wowczas do naszej kopii drzewa krawedz miedzy (bibs. .. by)
a (by...bi_1(1 —b;)biy1...bx). Dodajemy tak po kolei wszystkie krawedzie, ktorych jeden wierzchotek
jest juz ustalony. Poniewaz T' jest drzewem, to dodamy tak wszystkie krawedzie i ich utozenie bedzie
zaleze¢ jedynie od wyboru korzenia w hiperkostce, a nie od kolejnosci ich dodawania.

Przypisaliémy w ten sposob 281k krawedzi, pozostato wicc wykazaé, ze nie wykorzystalismy zadnej
krawedzi z G dwukrotnie. Rozwazmy dowolna krawedz uv w G. Jesli ciagi odpowiadajace konicom krawedzi
r6znig sie na pozycji ¢, ta krawedz musiata by¢ wykorzystana jako i-ta krawedz z T'. Sa dwa przypadki:
uzyta krawedz mogta by¢ skierowana od u do v w kopii 7" lub od v do u. Zauwazmy, ze znajac skierowanie
krawedzi, korzen odpowiadajacej kopii T jest juz jednoznacznie wyznaczony. Ponadto, tylko jedno ze
skierowan u — v, v — u zaprowadzi nas do korzenia o parzystej liczbie jedynek. To dowodzi ze kazda
krawedz G jest przypisana do jednego i doktadnie jednego drzewa.

Sposdb 2.
Uzyjemy indukcji wzgledem k. Udowodnimy, ze:

Da sie rozcigé krawedzie G na 281 kopii dowolnie ukorzenionego drzewa T tak, aby wierzchotki G
odpowiadajgce korzeniom tych kopii odpowiadaly doktadnie ciggom o parzystej liczbie jedynek.
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Teza jest speliona dla k = 1. Dla wyzszych k postepujemy nastepujaco: Rozwazamy T" powstate z T
przez usuniecie liscia. Ponadto ukorzenmy 7”7 w wierzchotku sasiadujacym z usunietym liciem. Takim
T’ da si¢ pokryé graf G’ bedacy hiperkostka na 2! wierzchotkach. Stworzmy dwie kopie G’ - kopie G,
pokryjemy 7" tak by korzenie znajdowaly sie w wierzchotkach Gf, z parzysta liczba jedynek, a G tak,
by korzenie znajdowaly siec w wierzcholkach z nieparzysta liczba jedynek (jest to mozliwe, wystarczy
zamieni¢ warto$¢ pierwszego bitu we wszystkich wierzchotkach). Nastepnie skonstruujemy G sklejajac Gy,
i G} w ten sposob, ze wierzchotkom z G, dopisujemy na k-tej pozycji zera, a wierzchotkom z G - jedynki.
Wowczas kazda nowa krawedz w G bedzie sasiadowala albo z jakims korzeniem z Gj, albo z korzeniem
z G, co znaczy, ze mozemy do tej krawedzi przypisa¢ usuniety 1is¢ z 7.

16. Dwa wielomiany W, P € Q[X] sa wzglednie pierwsze, jesli nie istnieje wielomian R € Q[X] o do-
datnim stopniu, ktory dzieli oba te wielomiany. Ponadto wielomian W € Q[X] jest bezkwadratowy gdy
nie istnieje taki wielomian R € Q[X] o dodatnim stopniu, ze R? dzieli .

Wyznaczy¢ wszystkie funkcje f: Q[X] — Q[X] spetniajace ponizsze warunki:

e dla dowolnych W, P € Q[X] f(W + P) = f(W) + f(P),

e dla dowolnego W € Q[X| wielomiany W i f(W) sa wzglednie pierwsze dokladnie wtedy, gdy W
jest bezkwadratowy.

Rozwigzanie:

Odnotujmy, ze dla dowolnego wielomianu @) € Q[X] funkcja f spelnia warunki zadania wtedy i tylko
wtedy, gdy spehia je funkcja g: Q[X] > P+— f(P) — P-Q € Q[X]. Wykazemy implikacje w jedna
strone. W druga wystarczy zamieni¢ () na —@Q. Dla P, W € Q[X| mamy

gP+W)=f(P+W)—=(P+W)-Q=[f(P)=P-Q+ fW) =W Q=g(P)+g(W).

Druga wlasnos$é wynika z algorytmu Euklidesa — P, f(P) sa wzglednie pierwsze doktadnie wtedy, gdy
P, f(P)— P-Q tez sa.

W takim razie mozemy zalozyé¢, ze f(1) = 0. Wykazemy, ze wowczas wszystkie funkcje spelniajace
zalozenia sa postaci f(P) = c¢P’ dla pewnego ¢ € Q \ {0}.

Odnotujmy, ze dzieki pierwszemu warunkowi zachodzi f(nP) = nf(P) dla dowolnego n € Z i da-
lej f(qP) = qf(P) dla wszystkich ¢ € Q. Otrzymujemy, ze dla wielomianu P = a, X" + ...+ a; X + ag
zachodzi f(P) = anf(X™) + ...+ a1 f(X) + aof(1) = anf(X™) + ...+ a1 f(X). W zwiazku z tym wystar-
czy udowodni¢, ze f(X™) =nX""!f(X) dla wszystkich n € N oraz f(X) € Q\ {0}.

Indukcyjnie udowodnimy réwnosé f(X™) = nX"~1 f(X), ktora jest oczywiscie prawdziwa dlan = 0, 1.
W tym celu rozwazmy wielomian (X — ¢)" dla pewnego ¢ € Q, n > 2

Fx =) = 3 ()10 = 1) +

= sy rn S (57 ) ot = oo+ oon S (M )k =
k=1 =0
—FOX) 00 (X g - X7,
Stad
FICE = ) — FCOR(X = "™ = FX7) = FXORX™ )

Zauwazmy dalej, ze, dzieki drugiemu warunkowi z tresci zadania i nieréwnosci n > 2, wielomian X — ¢
dzieli lewa strone réwnosci . W takim razie dzieli tez prawg strone. Jednak skoro g € Q mozemy
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wybraé¢ na nieskonczenie wiele sposobéw, to wielomian po prawej stronie réwnosci , niezalezny od g,
jest wielomianem zerowym. To konczy dowdd indukcyjny.

Oznaczmy @ o f(X) € Q[X]|. Wiemy juz, ze f jest postaci f(P) = Q - P'. Wykazemy, ze Q € Q \ {0}.
Zalozmy nie wprost, ze jest przeciwnie. Wowczas istnieje taki wielomian nierozktadalny (bedziemy przez
to zawsze rozumie¢ wielomian dodatniego stopnia z Q[X], ktory nie jest iloczynem dwoch wielomianow
dodatniego stopnia z Q[X]) W € Q[X], ze W | @ (jest to prawda takze dla @ = 0). Otrzymujemy sprzecz-
no$¢ z drugim warunkiem dla wielomianu W, poniewaz wowczas W | f(W) = @ - W’ pomimo, ze W jest
bezkwadratowy.

Pozostaje wykazac, ze dla ¢ € Q \ {0} funkcja f(P) = cP’ spelnia warunki zadania. Skoro dla dowol-
nych wielomianoéw P, W zachodzi (P + W) = P’ 4+ W', to pierwszy warunek jest spelniony. Dla dowodu
drugiej wlasnosci wystarczy udowodni¢ ponizszy:

Lemat. Niech wielomian nierozktadalny Q € Q[X| dzieli wielomian P € Q[X]. Wowczas @ | P' wtedy
i tylko wtedy, gdy Q* | P.

Dowdd. Zapiszmy P = ) - W. Zachodzi P’ = Q' - W + Q - W, co jest podzielne przez () dokladnie wtedy,
gdy Q| Q' - W. Z definicji wielomian nierozkladalny jest stopnia dodatniego, wiec @ nie dzieli @', ktory
jest niezerowym wielomianem stopnia nizszego niz (). Stad, jako ze @) jest nierozktadalny, @) i Q' musza by¢
wzglednie pierwsze. W takim razie Q | Q' - W jest réwnowazne @ | W, a to oznacza dokladnie Q? | P. [

17. W czworoscianie ABC'D zachodzg réwnosci
IBAC + <BAD = SABC + <ABD = 90°.

Niech O bedzie $rodkiem okregu opisanego na trojkacie ABC, za§ M $rodkiem krawedzi C'D. Wykazac,
ze proste AB i MO sg prostopadle.

Rozwigzanie:

Niech D’ i M’ bedg rzutami prostokatnymi odpowiednio punktow D i M na plaszczyzne ABC. Jesli
M' = O, to prosta MO jest prostopadta do ptaszczyzny ABC, wiec tez do krawedzi AB. W przeciwnym
razie na mocy twierdzenia o trzech prostych prostopadtych nalezy dowiesé, ze prosta M’O jest prostopadla
do prostej AB.

Niech E bedzie takim punktem na plaszczyznie ABC' lezacym po przeciwnej stronie prostej AB, co
punkt C, ze AE = AD i BE = BC. Wtedy trojkaty ABE i ABC sg przystajace. Stad

JFEAC = $EAB + SBAC = <BAD + <BAC = 90°

oraz

YEBC = SEBA+ SABC = YABD + SABC = 90°,

wiec punkty A, FE, B, C leza na okregu o §rednicy EC. Punkt O jest srodkiem tej $rednicy. Punkty D
i F leza na plaszczyznie prostopadlej do krawedzi AB, na tej ptaszczyznie lezy takze punkt D’ jako rzut
prostokatny D na ptaszczyzne ABC. W takim razie D'E jest prostopadie do AB. Pozostaje zauwazyc¢,
ze M'O jest linig srodkowa w trojkacie CD'E, wiec jest rownolegta do D'FE, czyli prostopadia do AB.

18. Znalez¢ wszystkie funkcje f : Z, — Z,, ktore dla dowolnych m,n € Z, spelniaja podzielnos¢

nl+ f(m)!| f(n)! + f(m!).

Rozwigzanie:
Podstawiajac m = n = 1 dostajemy, ze 1+ f(1)!| f(1)!+ f(1), co z kolei daje 1+ f(1)!| f(1) — 1.
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Poniewaz f(1)! > f(1) to f(1) —1 < 14 f(1)!, co oznacza ze f(1) — 1 = 0. Zatem f(1) = 1. Podstawiajac
m = 1 dostajemy, ze n! + 1| f(n)! + 1. Musi by¢ zatem f(n)! > n!, czyli f(n) > n dla dowolnego n.

Rozwazmy teraz n = p — 1, gdzie p jest liczba pierwsza. Z twierdzenia Wilsona p | 1+ (p — 1)!, wiec
mamy takze p | f(p — 1)! + 1. Ta podzielnosé nie bedzie jednak spetniona gdy f(p — 1) > p. Mamy zatem
f(p—1) < p cow polaczeniu z nieréwnoscia f(n) > n dla dowolnego n daje f(p — 1) = p — 1 dla dowolnej
liczby pierwszej p.

Podstawiajac teraz do rownania z zadania n = p — 1 dostajemy, ze (p — 1)! + f(m)! | (p — 1)! + f(m!),
czyli (p— D!+ f(m)!]| f(m!) — f(m)!. Poniewaz dla ustalonego m (p — 1)! moze by¢ dowolnie duze, to
musi by¢ f(m!) = f(m)!. Ostatecznie podstawiajac m = p — 1 do danego roéwnania mamy

ol (=D )+ f((p=DY) = f()! + flp—D! = f(n)! + (p—1)!

co daje n!+ (p—1)!| f(n)! —n!. Podobnie jak wczesniej, dla ustalonego n wartosé¢ (p — 1)! moze by¢
dowolnie duza, wiec musi by¢ f(n)! —n! =0, co daje f(n) = n dla dowolnego n.
Latwo sprawdzi¢, ze funkcja f(n) = n spelnia warunki zadania.

19. Dla wielomianu P o wspotczynnikach rzeczywistych zdefiniujmy f(P) jako najmniejsza liczbe
catkowita dodatnia n, ze dla dowolnego = € R zachodzi

P(P(...P(z)...)) >0,
———

przy czym przyjmujemy f(P) = 0, gdy takie n nie istnieje. Czy istnieje taki wielomian P stopnia 2024202
se f(P) = 20257

Rozwigzanie:

Przyjmijmy
n def
g = g o g O0...0 g
—_—
dla dowolnej funkcji g : R — R. Oznaczmy Q(x) = 2?* + z oraz P(z) = Q(z — ¢) + ¢, gdzie k = w
jest potowsa stopnia szukanego wielomianu, natomiast ¢ € R. Wykazemy, ze dla pewnej statej ¢ wielomian
P spelia warunki zadania. Oznaczmy przez a argument, dla ktérego ) przyjmuje minimum. To minimum
jest jedyne, poniewaz pochodna Q’'(x) = 2kx?*~! 4+ 1 ma dokladnie jedno miejsce zerowe. Wéwczas wie-
lomian @ jest malejacy na przedziale (—oo, a] i rosnacy na [a, 00). Ponadto, Q(x) > Q(a) > a, co oznacza
ze Q([a,00)) C [a,00). Stad Q" (z) jest rosnacy na [a, 0o) dla dowolnego n. Poniewaz Q((—o0, a]) C [a, 00)
to Q" jest rowniez malejacy na przedziale (—oo,a]. Zatem Q™ osiaga swoje minimum w a. Zauwazmy
teraz, ze oznaczajac R(x) = x + ¢, mamy P = RoQ o R™!, a zatem
P"=(RoQoR " o(RoQoR No...0o(RoQoR ') )=RoQ"oR™.

N /

n

Stad min,er(P"(z)) = minger(Q"(z — ¢) + ¢) = minger(Q"(z)) + ¢ = Q"(a) + ¢. Dla dowolnego n > 0
mamy Q"(a) > Q" '(a), gdyz Q"' jest rosnacy na [a, 00) oraz Q(a) > a. Stad dla pewnego ¢ mamy

min(P"(2)) = Q(a) + ¢ > 0> Q" (a) + ¢ = min(P"} (1)) > min(P" (1)) > -+ > min(P(x))

Wowcezas f(P) =n idlan = 2025 oraz pewnego ¢ dostajemy teze.

20. Dany jest zbior S sktadajacy sie z n? odcinkéw na plaszezyznie, z ktorych zadne dwa nie przecinaja
sie ani nie sa rownolegle. Wykazaé, ze istnieje taki zbior T' sktadajacy sie z n punktéw nielezacych na
tych odcinkach, ze dla dowolnych A, B € T odcinek AB przecina si¢ z ktoéryms z odcinkéw z S.

Rozwigzanie:
Na poczatku udowodnimy ponizsze
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Twierdzenie. (Erdds-Szekeres) Dany jest ciqg parami réznych liczb rzeczywistych diugosci co najmniej
(r—1)(s = 1)+ 1 dla pewnych liczb catkowitych dodatnich r,s. Wtedy istnieje w tym ciggu podciqg ro-
snqcy dtugosci r lub podcigg malejgcy diugosci s.

Dowdd. Niech nasz ciag to x1, s, ..., x,. Przyporzadkujmy elementowi z; pare (a;,b;), gdzie a; oznacza
dhugosé najdtuzszego podciagu rosnacego, a b; — dtugosé najdtuzszego podciagu malejacego, konczacego
sie na tym elemencie. Jesli zatozymy nie wprost, ze teza nie jest prawdziwa, to wartosci a; sa mniejsze
niz r, a wartosci b; sa mniejsze niz s. Zatem przyporzadkowane pary moga mieé¢ jedynie (r — 1)(s — 1)
roznych wartosci, ale skoro jest ich co najmniej (r — 1)(s — 1) + 1 to pewne dwie beda rowne. Niech beda
to pary (a;, b;) 1 (aj,b;) dlai < j.

Zauwazmy, ze jesli x; < x; to mozemy znalez¢ podcigg rosngcy diugosci a; + 1, ktory konczy si¢ na
xj, poniewaz mozemy przedtuzy¢ najdtuzszy podciagg rosnacy konczacy si¢ na x; o element x;. Podobnie,
jesli ¢; > x; to mozemy znalezé podcigg malejacy dlugosci b; + 1, ktory koiczy si¢ na x;. Implikuje to,
ze a; # aj lub b; # b;, co przeczy temu, ze pary (a;,b;), (a;,b;) byly rowne. O

Niech S = {S1,...,Sp2}. Na poczatku ustalmy taki uktad wspotrzednych, zeby zaden odcinek nie byt
rownolegly do ktorejs z jego osi. Wybierzmy na kazdym odcinku S; punkt P; w taki sposob, ze kazde
dwa punkty maja réozna wspotrzedna z. Bez straty ogélno$ci mozemy zaltozy¢, ze odcinki Si, So, ..., S,2
tworza taki ciag, ze wspolrzedne x wybranych punktéw P, sa posortowane rosnaco. Niech 6; bedzie
kgtem nachylenia odcinka S;. Definiujemy go jako jako jedyny kat z przedziatu [0°, 180°) taki, ze odcinek
o konicach (0,0) i (0,1) po obroceniu o kat 6; zgodnie z ruchem wskazowek zegara bedzie rownolegty do
Si

7 twierdzenia FErddsa—Szekeresa znajdziemy podciag n odcinkéw o rosnacym kacie nachylenia lub
malejacym kacie nachylenia. Zat6zmy, ze mamy podciag n odcinkéw o rosnacym kacie nachylenia, wyroz-
nijmy te odcinki. Niech @); bedzie punktem znajdujacym sie nad punktem P; w odlegtosci €, gdzie € to
pewna bardzo mata liczba dodatnia wspolna dla wszystkich @Q);. Wykazemy, ze punkty @); wyr6éznionych
odcinkéw spelniaja warunki zadania. Zalézmy przeciwnie, ze dla pewnych 7 < j odcinek @;@); nie prze-
cina zadnego odcinka z S. W szczegolnosci nie przecina odcinkéow S; ani S;. Niech « to kat nachylenia
odcinka Q;Q); (zauwazmy, ze nie zalezy on od wyboru ). Wiemy, ze punkt (); ma mniejsza wspolrzedna
x niz punkt @);. Skoro );(); nie przecina S; to a < 6; (inaczej przecietyby sie one dla odpowiednio matych
wartosci €). Podobnie, poniewaz ();Q; nie przecina S; to a > ;. Zatem 6; > 6; — otrzymaliSmy sprzecz-
no$c¢ z faktem, ze katy nachylenia wyréznionych odcinkéw byty rosngce. Przypadek, gdy mamy podciag n
odcinkéw o malejacym kacie nachylenia, rozpatrujemy analogicznie wybierajac punkty ); pod punktami
P

21. Tablica n x n jest narysowana na kartce. Ania narysowala przekatne w niektorych z n? kwadratow
jednostkowych (jedna lub obie), po czym pocieta kartke wzdtuz narysowanych przekatnych. Okazato sie,
ze po wykonaniu wszystkich cie¢ kartka pozostata w jednym kawatku. Udowodnié, ze przynajmniej 2n — 1
kwadratow jednostkowych nie miato zadnej przecietej przekatne;j.

Rozwigzanie:

Rozwazmy graf, w ktorym wierzchotkami sg punkty kratowe tablicy n x n nieznajdujace sie na brzegu
kartki oraz dodatkowy wierzchotek B reprezentujacy brzeg kartki. Krawedz miedzy dwoma wierzchotkami
innymi niz B istnieje wtedy i tylko wtedy, gdy leza one na dwoch koncach narysowanej przekatnej pew-
nego kwadratu jednostkowego. Krawedz miedzy B a innym wierzchotkiem istnieje zas wtedy i tylko
wtedy, gdy wierzchotek ten jest potaczony przekatna kwadratu jednostkowego z punktem na brzegu
kwadratu n x n. Nie moze istnie¢ przekatna laczaca wierzcholek brzegowy z innym brzegowym (kartka
nie bylaby w jednym kawatku), wiec kazda pocieta przekatna odpowiada krawedzi w zdefiniowanym
grafie. Latwo zauwazy¢, ze jesli w tak zdefiniowanym grafie istnieje cykl, to po wykonaniu cieé¢ kartka
papieru bedzie miata przynajmniej 2 kawaltki. Stad w naszym grafie nie moze znajdowac sie cykl, czyli
moze mie¢ on co najwyzej v — 1 krawedzi, gdzie v to liczba jego wierzchotkéw. Zatem graf ten moze
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mie¢ co najwyzej ((n—1)2+1) —1=n? —2n + 1 krawedzi. Jako ze krawedzie w grafie odpowiadaja
narysowanym przekatnym, to Ania narysowala co najwyzej n? — 2n + 1 przekatnych. Stad co najwy-
zej n? — 2n + 1 kwadratéw jednostkowych ma przecieta co najmniej jedna przekatna, wiec co najmniej
n? — (n? — 2n + 1) = 2n — 1 kwadratéow nie zostalo przecietych, co koniczy dowod.

22. Niech AB bedzie cieciwg okregu o, zas M S$rodkiem krotszego tuku AB. Okrag w o $rodku S jest
styczny do odcinka AB i styczny wewnetrznie do okregu o w punkcie lezgcym po przeciwnej stronie prostej
AB, co punkt M. Proste przechodzace przez punkt M i prostopadle do prostych SA i SB przecinaja
odcinek AB odpowiednio w punktach C'i D. Wykazaé¢, ze AB =2-CD.

Rozwigzanie:

Zatozmy, ze okrag w jest styczny od okregu o w punkcie P, a do odcinka AB w punkcie X. Wykazemy,
ze punkt C' jest srodkiem odcinka AX. Podobnie udowodnimy, ze punkt D jest $rodkiem odcinka BX,
skad wyniknie teza zadania.

Jednoktadnosé o srodku P przeksztatcajaca okrag w na okrag o przeprowadza prosta AB na prosta
styczna do okregu o roéwnolegly do AB, a wiec przechodzaca przez punkt M. Obrazem punktu X jest
wlagnie punkt M, wiec punkty P, X, M leza na jednej prostej. Ponadto SMAX = SAPM, wicc troj-
katy AMX i PM A majace dodatkowo wspoélny kat przy wierzchotku M sg podobne. Stad dostaniemy
AM?* = MX - MP. Punkt M lezy wiec na osi potegowej okregu w i punktu A, ktéra jest prostopadia do
prostej SA. W takim razie punkt C' lezacy takze na tej osi potegowej ma jednakowa potege wzgledem
okregu w i punktu A, zatem AC = C'X. Podobnie dowodzimy BD = DX. To koriczy rozwigzanie zadania.

23. Dana jest taka liczba pierwsza p > 3, ze p dzieli a® + ab + b%, gdzie a i b to pewne liczby catkowite
dodatnie. Wykaza¢, ze p* dzieli (a + b)P — a? — bP.

Rozwigzanie:

Jesli p | a lub p | b to wtedy p musi dzieli¢ obie liczby a,b i podzielnosé p* | (a + b)P — a? — bP oczy-
wiscie zachodzi. Odtad rozwazamy przypadek, gdy p nie dzieli zadnej z liczb a,b. Niech ¢ bedzie taka
liczbg calkowita, ze bc = 1 (mod p3). Skoro b i p sa wzglednie pierwsze, to taka liczba na pewno istnieje.
Mozemy teraz przeksztalci¢ zatozenia i teze:

pla®+ab+b* <= p]|(ac)*+ac+1
PP la+bf —a? =W <= p*| (ac+1)* — (ac)? — 1

Podstawiajac d = ac mamy réwnowaznie, ze podzielno$é p | d> +d + 1 daje p* | (d + 1)P — dP — 1. Uzy-
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wajac wzoru dwumianowego Newtona rozpisujemy

(d+1)p—dp—1:§ (Z)dk

k=1

Poniewaz p | (i) dla 0 < k < p, to wystarczy udowodni¢, ze istnieje taki wielomian W (x) o wspotczynni-
kach wymiernych, ze
(z+1)P -2 —1=W(x)(2® +z+ 1) (1)

Istotnie, skoro wielomian %((w +1)? — 2P — 1) ma wspolezynniki catkowite, a wielomian (22 + z + 1)?
ma wspotczynniki catkowite i jest unormowany, to z algorytmu dzielenia wielomianéw wynika, ze wie-
lomian %W(m) musi mie¢ wspolezynniki catkowite. Stad p | W(d), a poniewaz p | d* +d + 1 to dosta-
jemy p? | (d+ 1)P — dP — 1. Zauwazmy, ze p = 3k + 1 dla pewnego k calkowitego. Wynika to z tego, ze
p|d®—1=(d—1)(d*+d+ 1), wicc rzad reszty d modulo p wynosi 1 lub 3. Nie moze on jednak wynosi¢
1, bo wtedy byloby d =1 (mod 3) co oznaczaloby, ze p | 12 + 1 + 1 = 3. Zatem musi by¢ 3 | p — 1. Wy-
kazemy teraz podzielno$¢ wielomianow (22 +x + 1) | (x + 1)? — 2P — 1. Skoro 23 =1 (mod 2% +z + 1)
to:

(z+1)P —aP —1= (=2 —af —1= 2% 23 1= 22 2-1=0 (mod2?+2+1)
Mamy zatem dla pewnego wielomianu Q(x) o wspotezynnikach wymiernych réwnosé
(+1)P -2 —1= (2 + 2+ 1)Q(x).
Roézniczkujac te rownosé obustronnie dostajemy, ze
plr+ 1P —part = (22 + 2+ 1)Q'(z) + (22 + 1)Q(x).

Jesli udowodnimy, ze 22 + z + 1 | p(z + 1)P~! — pzP~! to dostaniemy takze podzielnosé z* + x + 1 | Q(x)
(gdyz 2z + 11 2% + z + 1 sa wzglednie pierwsze). To z kolei da nam zadana podzielno$é (1. Rozpiszmy:

plx+ 1P — paP~t = pa?P=D) — pap=t = pabF — padh = (mod 2% + x + 1)
Niniejszym dowdd jest zakoriczony.

24. Udowodni¢, ze dla dowolnych liczb rzeczywistych nieujemnych a, b, ¢ zachodzi nieréwnosé

Va2 —ab+ 2+ V2 —bc+ 2 +vVe2—ca+a? <
<a+b+c+Va2+b2+c—ab—be — ca.

Rozwigzanie:
W rozwiazaniu wykorzystamy wtasnosci figur geometrycznych, ktére w niektorych przypadkach moga
by¢ zdegenerowane. Udowodnimy najpierw nastepujacy:

Lemat. Dany jest trojkgt ABC i punkt P znajdujgcy sie w jego wnetrzu lub na brzegu. Wowczas
AP+ BP < AC + BC.




Dowaod. Niech AP przecina odcinek BC' w punkcie D. Wykorzystujac dwukrotnie nieréwnosé trojkata
dostajemy

AP+ BP < AP+ PD+ BD =AD+ BD < AC+CD+ BD = AC + BC.

]

Przechodzimy do dowodzenia tezy zadania. Przyjmijmy bez straty ogélnosci, ze a < b < ¢ i rozwazmy
trojkat rownoboczny ABC' o boku dtugosci ¢. Niech punkty D i F leza odpowiednio na bokach AB i BC),
przy czym AD = a i EC = b. Niech ponadto DE = d. Stosujac twierdzenie kosinuséow dla trojkata DBE
dostajemy

d2:(c—a)2+(c—b)2—2(c—a)(c—b)-%:
=c —2ac+a’+c* —2bc+b* —c+ca+chb—ab=a®+b*+c* —ab— bc— ca.
Niech dodatkowo
r=va2—ab+ 02, y=vVb —bctc, z=Vc—cata

Nieréwnosé¢ z zadania mozemy przepisa¢ w postaci
r4+y+z<a+b+c+d.

Niech F' bedzie punktem lezacym po przeciwnej stronie prostej AB, co punkt C takim, ze trojkat ABF jest
rownoboczny. Niech ponadto G bedzie takim punktem na odcinku AF', ze AG = EC = b. Z twierdzenia
kosinusow dla trojkatow ADC, ACE i ADG dostajemy

CD=VE—-ca+a?=z, AE=V—-bc+c*=y, DG=+va*>—ab+b*=u1.

Czworokat AGEC' jest rownolegtobokiem, a z zalozenia a < b wynika, ze punkt D lezy w jego wnetrzu
lub na brzegu. Innymi stowy punkt D lezy wewnatrz lub na brzegu tréjkata AGC' lub wewnatrz lub
na brzegu trojkata GEC — przyjmijmy bez straty ogélnosci, ze jest to AGC. Wykorzystujac Lemat
otrzymujemy

r+2=DG+DC<<AG+ AC =c+0b.
Ponadto z nieréwnosci trojkata dla ADE dostajemy
y<a-+d.

Dodajac te dwie nieréwnosci stronami dostajemy teze zadania.

25. Znalezé¢ wszystkie liczby rzeczywiste z, y, 2 spetniajace uktad réwnan

?rr—1=y
Y+y—1l=z
22+z—-1=u.
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Rozwigzanie:

Zauwazmy, ze 12 +1 — 1 = 1, zatem jesli ktoras z liczb x,y, z jest réwna 1, to wszystkie sg réwne 1.
Podobnie, (—1)* + (=1) — 1 = —1, wiec jesli ktoras z liczb x5, 2 jest réwna —1, to wszystkie sa réwne
—1. Obie trojki (z,y,2) = (1,1,1) i (z,y,2) = (=1, —1,—1) speliaja dany uktad réwnan. Od teraz za-
ktadamy, ze zadna z liczb x,y, z nie jest réwna ani 1, ani —1. Réwnania mozna przepisa¢ w postaci

w(r+1)=y+1,
yly+1) =2z +1,
2(z4+1)=x+ 1.

Wymnazajac te rownania stronami i skracajac przez (x + 1)(y +1)(z + 1) # 0 otrzymujemy xyz = 1.
Uktad réwnan mozna przepisaé tez w postaci

(r+2)(r—1)=y—-1,
y+2)(y—1)=2z-1,
(z4+2)(z—1)=z— 1.

Wymnazajac stronami i skracajac przez (r — 1)(y — 1)(z — 1) # 0 otrzymujemy (z + 2)(y + 2)(z + 2) = 1.
Zatem xyz +2(zy +yz +zx) +4(x+y+2)+8=1,skad 2(xy +yz + zz) +4(r +y+2) +8=0.

Dodajac wyjéciowe réownania stronami dostajemy po redukcji 22 4 y? + 22 = 3. Dodajac to stronami
do poprzedniej rownosci otrzymujemy

4y 22wy dyr+ar) FA(xdy+2) F8=3,

skad (x +y + 2+ 2)? + 1 = 0, co jest sprzecznoscia.
Ostatecznie, jedyne trojki spetniajace uktad réownan to (z,y,z) = (1,1,1) i (z,y,2) = (=1, -1, —1).

26. Na obozie Olimpiady Matematycznej w Mszanie Dolnej jest 23 uczestnikéw. Kazdy z nich ma
pewna liczbe zetonéw do pokera. Co minute wszyscy uczestnicy, ktérzy maja co najmniej 22 zetony,
jednoczesnie oddaja po jednym zetonie kazdemu innemu uczestnikowi na obozie. Zalézmy, ze proces
ten zachodzi w nieskoriczonosé (tj. w kazdej minucie istnieje uczestnik, ktory rozdaje zetony). Jaka jest
najmniejsza mozliwa liczba zetonéw na obozie?

Rozwigzanie:

Odpowiedzig jest 253 = (223). Jesli poczatkowo uczestnicy maja kolejno 22,21,...,1,0 zetonéow, to
w kazdej minucie doktadnie jeden uczestnik odda wszystkie swoje zetony innym, wiec rozklad zetonow
pozostanie taki sam. Teraz wykazemy, ze uczestnicy maja w sumie co najmniej 253 zetony.

Sposdb 1.

Jesli w pewnej minucie wiecej niz jedna osoba oddaje zetony to mozemy zalozy¢, ze nie robia tego
jednoczesnie, tylko pojedynczo po sobie. Takie oddanie zetonéw jednej osoby bedziemy nazywac¢ ruchem.
Zauwazmy, ze suma kwadratow liczb zetonéw, ktore majg uczestnicy, nie moze zmniejszac sie po kazdym
ruchu. Rozwazmy wiec ruch, po ktérym suma kwadratéw sie nie zmniejszyta. Niech 2y, ..., 293 to liczby
zetonow, jakie maja uczestnicy przed tym ruchem, a ruch wykonuje uczestnik z 2z; zetonami. Oznaczmy
jeszcze przez S taczng liczbe zetondéw na obozie. Otrzymujemy nastepujace nieréwnosci:

(21 =222+ (2o + 12+ .. 4 (23 + 1)2 > 27 + 25 + ... + 235,
—44z1 4+ 229 + ... + 2293 + 506 > 0,
28 — 462, > —506,
S > 23z — 253 > 23 - 22 — 253 = 253,
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przy czym ostatnia nieréwnos¢ wynika z tego, ze osoba, ktéora oddaje zetony, ma ich co najmniej 22.
Sposdb 2.

Zauwazmy, ze kazdy uczestnik bedzie rozdawal zetony nieskonczenie wiele razy. Istotnie, w kazdej
minucie w ktorej nie rozdaje zetonéw dostaje przynajmniej jeden, wiec po pewnej liczbie minut bedzie
mial co najmniej 22. Zaktadamy réwniez, jak w poprzednim sposobie, ze uczestnicy nie rozdaja zetonow
jednoczesnie.

Jesli zeton jest przekazywany pomiedzy uczestnikami a i b to nadajemy mu etykiete bedaca zbiorem
{a,b}. Poczatkowo zetony nie maja nadanych etykiet. W momencie, gdy uczestnik a rozdaje zetony
i posiada zeton z etykieta {a, b} to, w pierwszej kolejnosci, przekazuje go uczestnikowi b. W przeciwnym
przypadku, jesli nie ma juz zetonéw spetniajacych poprzedni warunek, przekazuje uczestnikowi b dowolny
zeton i nadaje mu odpowiednia etykiete.

Zauwazmy, ze jesli powstanie zeton z etykieta {a, b} to w kazdym nastepnym momencie bedzie istnial
co najmniej jeden zeton z etykieta {a,b}. Takie zetony moga by¢ w posiadaniu tylko uczestnika a lub b
i jesli ktorys z nich rozdaje zetony to po jego ruchu zostanie co najmniej jeden taki zeton. Skoro kazdy
uczestnik bedzie rozdawal zetony to bedziemy mieli zetony z wszystkimi mozliwymi etykietami, czyli
bedzie ich co najmniej (223) = 253.

27. Punkt D lezy na boku BC tréjkata ABC. Okrag op o srodku K wpisany w trojkat ABD jest
styczny do boku BC' w punkcie E, a okrag o o srodku L wpisany w trojkat AC'D jest styczny do boku
BC' w punkcie F. Odcinki KL i AD przecinaja sie w punkcie P. Prosta C'P przecina dwusieczng kata
ABC w punkcie X, zas prosta BP przecina dwusieczng kata BC' A w punkcie Y. Wykazaé, ze proste £ X
i F'Y przecinaja sie na okregu wpisanym w trojkat ABC.

Rozwigzanie:

Niech T' bedzie punktem stycznosci z prosta BC okregu o wpisanego w trojkat ABC, a Z obra-
zem symetrycznym 1" wzgledem srodka okregu o. Punkt P jest srodkiem jednokladnosci o skali ujemnej
przeksztalcajacej okrag op na oc. Jednoktadnosé j o skali ujemnej przeksztalcajaca okrag op na okrag
o jest ztozeniem jednokladnosci o srodku P i skali ujemnej przeksztatcajacej okrag op na oc z jedno-
ktadnoscia o srodku C' i skali dodatniej przeksztalcajaca okrag oc na okrag o. Z twierdzenia o ztozeniu
jednoktadnosci wynika, ze jej srodek lezy na prostej C'P, a z drugiej strony musi leze¢ na dwusiecznej
kata ABC zawierajacej srodki okregéw opg i o, czyli musi to byé¢ punkt X. Jednakze obrazem punktu E
w jednoktadnosci j jest punkt Z, skad wniosek, ze punkty E, X, Z leza na jednej prostej. Analogicznie
dowodzimy, ze punkty F', Y, Z leza na jednej prostej, co oznacza, ze punkt Z jest szukanym punktem
wspolnym prostych £X i FY.

28. Dana jest liczba pierwsza p > 2 oraz p — 2 liczb catkowitych x1, zs, . .., 2,2 0 tej wlasnosci, Ze p nie
dzieli x;! — 2, dla 1 < k < p — 2. Udowodnié, ze istnieje taki niepusty podzbior A C {1,2,...,p — 2},
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ze
H =2 (mod p).

keA

Rozwigzanie:

Niech [,,, dla 1 < m < p — 2 oznacza zbior tych reszt modulo p, ktére przystaja do iloczynu postaci
[I;c4 ® dla pewnego podzbioru A C {1,2,...m}. Przyjmijmy dodatkowo Iy = {1}. Wykazemy teraz,
ze |I,] = m+ 1 dla dowolnego 0 < m < p — 2. Zalézmy nie wprost, ze tak nie jest. Niech k bedzie naj-
mniejszym indeksem takim, ze |I| < k + 1. Oczywiscie k # 0 oraz I_; C I, wiec k < |Ix_1| < |Ii|. Stad
|Ir_1| = |Ix| = k, czyli Iy_1 = I). Poniewaz dla kazdego a € I;_1 mamy axy € Ij, to wowczas azy € Ij_.
Skoro x £ 0 (mod p), to jesli a,b € I;_1 oraz a Z b (mod p), to réwniez axy Z bry (mod p). W konse-
kwencji otrzymujemy, ze zbiory I, oraz {axy : a € Ix_1} sa rowne modulo p. Zatem

H a= H axy =y H a (mod p)

ae[k 1 aelk 1 aelk 1

Poniewaz w zbiorze Ij_; nie ma reszty 0, to powyzsze przystawanie daje nam zj =1 (mod p), co pro-
wadzi do sprzecznosci z zalozeniem zadania. Uzyskana sprzecznosé konczy dowod nie wprost i w efekcie
dostajemy, ze |I,,| > m+ 1 dla dowolnego 0 < m < p — 2. W szczegdlnosci zbior I, o zawiera wszystkie
z p — 1 niezerowych reszt modulo p. Zatem 2 € I,_, i rozwigzanie jest zakoriczone.

29. Dane sa liczby catkowite a > b > 1, dla ktorych réwnanie

a“”—l_by—l
a—1 b-—1

jest spelnione przez przynajmniej dwie rézne pary liczb catkowitych (z,y) takich, ze x,y > 1. Dowies¢,
ze liczby a 1 b sa wzglednie pierwsze.

Rozwigzanie:
Zalozmy, ze réGwnanie dane w tresci jest spelnione dla pewnych liczb catkowitych x,y > 1. Z warunku
a > b wynika nieréwnos$¢ y > x. Co wiecej, dane rownanie mozemy przepisa¢ w postaci

A a4 ta=T 2+ b

lub tez

&2

-1 y—1
(a* —bF) = § N
k=1 k=x

Zalozmy teraz, ze istnieje liczba pierwsza p taka, ze p | a oraz p | b. Przez a = v,(a) i f = v,(b) oznaczmy
odpowiednio najwicksze wyktadniki, dla ktorych p® | a oraz p® | b. Zauwazmy, ze jesli k > 1, to w réwnosci

a’ — b =(a—b) (" + . FabT? 0

drugi czynnik jest podzielny przez p. A zatem, biorac pod uwage k = 1 otrzymujemy



Jednoczesnie jasne jest, ze

Uy <Z bk> = v, (b") = zv,(b).
k=x

vp(b—a)
AN : o : op(b) : A .
spetnione jest rownanie dane w tresci, liczba x jest wyznaczona jednoznacznie. Oczywiste jest jednak, ze

dla danej liczby x moze istnie¢ co najwyzej jedna liczba y, ktora spetnia dane réwnanie. Wykazalismy
w ten sposob, ze jezeli liczby a i b nie sa wzglednie pierwsze, to istnieje co najwyzej jedna para (z,y)
o danej wtasnosci i rozwigzanie zadania jest zakoriczone.

Poniewaz v,(b) > 0, otrzymaliémy w ten sposéb rownosé¢ = = . Zatem w parze (z,y), dla ktorej

30. Dane sa liczby rzeczywiste z,y. Wykazaé, ze jesli zbior
{cos(nmx) + cos(nmy): n € N}

jest skoniczony, to =,y sa wymierne.

Rozwigzanie:
Niech a,, = cosnrzx) i b, = cos(nmy) dla n € N. Wtedy

(an +b2)* + (an — by)? = 2(a2 + b2) = 2+ (ag, + bay).

Zbiory {a,, + b, : n € N} 1i{ag, + ba, : n € N} sa skoriczone, skad wynika ze zbior {a, — b, : n € N} takze
jest skoniczony. Poniewaz

((an +bp) + (@, —by)) 1 by == (an+by) — (an —bn)),

1 1
a, = = =
2 2
wiec zbiory {a, : n € N} i {b, : n € N} sg skoniczone. W szczegolnosci a,, = a,, dla pewnych liczb natu-
ralnych m < n, wiec (n — m)ma lub (n + m)mx musi by¢ catkowita wielokrotnoscia 7. To za$ oznacza, ze
x jest liczba wymierna. Analogicznie uzasadniamy, ze y jest liczba wymierna.

31. Dane jest drzewo (to jest nieskierowany graf spojny bez cykli) o n wierzchotkach. Kazda krawedz
ma przypisang pewng wage bedacg liczbg naturalng. Zdefiniujmy odlegto$é miedzy dwoma wierzchotkami
jako sume wag krawedzi na najkrotszej Sciezce miedzy nimi. Zaloézmy, ze zbior odlegtosci pomiedzy kazda
para réznych wierzchotkéw to zbiér wszystkich liczb catkowitych od 1 do (Z) Wykazaé, ze co najmniej
jedna z liczb n, n — 2 jest kwadratem liczby catkowite;j.

Rozwigzanie:

Ustalmy korzen r drzewa. Zauwazmy, ze parzysto$¢ odlegloéci miedzy parg wierzchotkéw jest taka
sama jak suma parzystosci ich odleglosci do korzenia. Rzeczywiscie, jesli oznaczymy przez u,v dwa
wierzchotki, przez w najblizszy korzeniowi wierzchotek lezacy na Sciezce miedzy u i v, a przez d(z,y)
odlegtosé miedzy z i y to dostajemy:

d(u,v) = d(u,w) + d(w,v) = (d(u,r) — d(w,r)) + (d(v,r) — d(w,r)) = d(u,r) + d(v,r) — 2d(r,w).

Oznaczmy teraz przez k liczbe wierzchotkéw w nieparzystej odleglosci od korzenia. Liczba par wierz-

chotkéw w nieparzystej odlegtosci od siebie wynosi wtedy k(n — k). Z drugiej strony, z zalozen zadania
n(n—1)

1 -‘ . Rozwazmy dwa przypadki:

wynika, ze jest to {

e 2| (3). Wtedy po przeksztalceniach 4k* — 4nk + n* = n, (2k — n)*> = n i n jest kwadratem.

e 21 (3). Wtedy po przeksztalceniach 4k* — 4nk +n* =n—2, (2k —n)> =n—2 i n — 2 jest kwa-
dratem.

34



32. Trojkat ABC jest wpisany w okrag w o §rodku O. Odcinek AD jest $rednica tego okregu. Punkt
E lezy na potprostej AD poza odcinkiem AD. Prosta prostopadta do prostej AD przechodzaca przez E
przecina prosta BC' w punkcie T'. Prosta styczna do w przechodzaca przez T jest styczna do w w punkcie
P, przy czym punkty P i A leza po roéznych stronach prostej BC. Prosta AP przecina prosta ET
w punkcie Q). Punkt M jest srodkiem odcinka AQ). Prosta T'M przecina odcinki AB i AC odpowiednio
w punktach X iY. Udowodnié, ze M jest srodkiem odcinka XY'.

Rozwigzanie:

Niech Z # B bedzie drugim punktem przeciecia prostej BM z okregiem w. Z twierdzenia Pascala
dla zdegenerowanego szesciokata BZ PP AC otrzymujemy, ze punkty M (przeciecie BZ i PA), przeciecie
ZP 7z AC i T (przeciecie stycznej do w w P i C'B) sa wspolliniowe. To oznacza, ze proste ZP, AC' i MT
przecinajg sie w jednym punkcie. Zatem PZ przechodzi przez Y.

Katy DPA i TPO sg proste, wiec czworokaty QPDFE i TEPO mozna wpisa¢ w okrag. Mamy
YQPE = $QDE = <MOE, przy czym druga réwnoéé¢ wynika z tego, ze OM || DQ (linia $rodkowa
w trojkacie ADQ). Zatem czworokat OM PE mozna wpisa¢ w okrag. Piatka punktow 7', E, P, M, O
lezy zatem na jednym okregu, skad $TMO = STEO = 90°.

Poniewaz <TMO = 90°, wicc M jest srodkiem cieciwy okregu w wycietej przez prosta XY. Z twier-
dzenia o motylku wynika, ze M jest srodkiem odcinka XY .
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Zawody druzynowe
1. Wyznaczy¢ wszystkie funkcje f : R — R spelniajace réwnosé

fla+y) = (a+2)f(%) + (@* + 32y + y*) f(f (1))
dla wszystkich z,y € R.
Rozwigzanie:

Udowodnimy, ze f jest stale réwna 0 lub jest identycznoscia.

Wstawmy x,y = 0, aby otrzymac¢ f(0)3 =0, czyli f(0) = 0. Nastepnie, kladac y = 0, otrzymujemy
f(x)3 =xf(2?) +22f(f(0)) = 2 f(2?). Z kolei podstawienie z = 0 pociaga za soba f(y)> = v*f(f(v)).
Laczac te dwie tozsamosci otrzymujemy, ze dla dowolnego x € R zachodzi x f(2?) = f(x)® = 22f(f(x)).
To 7z kolei pocigga za soba f(z?) = zf(f(z)). Istotnie, dla x # 0 wystarczy podzieli¢ skrajne strony
powyzszej rownosci przez x. Dla x = 0 rownosé¢ takze zachodzi, jako ze f(0) = 0.

Wstawmy otrzymana tozsamos$¢ do oryginalnej rownosci

fla+y) = (2" +22y) f(f(2)) + (2* + 32y + ) F(f(y))- (1)

Zamieniajac x 1 y miejscami dostajemy

fla+y)* = (@ + 3wy +y°) f(f(2)) + 22y + y*) F(f ().

Po poréwnaniu prawych stron i redukcji otrzymujemy

fUW)(x+y)z = f(f(@)(z+y)y.

Oznaczmy teraz ¢ < f(f(1)). Ktadac w powyzszej tozsamosci y = 1, mamy f(f(z))(x+ 1) = cx(x + 1),
czyli dla x # —1 zachodzi f(f(z)) = cx.

Wstawiajac to do rownosci dostajemy
fle+y)* = (2% + 2zy)ex + (2° + 3zy + y*)ey = c(2” + 32y + 3wy’ + y°) = c(a + y)°

dla x,y # —1. Stad f(x +y) = Vc(x +y). W takim razie dla dowolnego ¢t € R mamy f(t) = /ct.

Pozostaje znalezé¢ mozliwe wartosci c. W tym celu wracamy do poczatkowo uzyskanej tozsamosci
f(x?) = zf(f(x)). Wstawiajac, dostajemy /cax? = v/c2x2. W szezegolnosei, dla = = 1, ¥/c = v/c2. Stad
/e € {0,1}. Bezposrednio sprawdzamy, ze otrzymane funkcje spelniaja tozsamosé z zadania.

2. Niech f(z) = 2% — 2. Dla danej liczby catkowitej dodatniej n niech A, oznacza zbiér tych liczb
rzeczywistych x, dla ktorych zachodzi nieréwnosé f"(x) < —1, gdzie f™ oznacza n-krotne ztozenie funkcji
f. Udowodnié¢, ze dla kazdego n > 0 taczna dtugos¢ wszystkich przedzialow tworzacych A, przekracza %.

Rozwigzanie:

Zauwazmy, ze f([2,00)) = [2,00) oraz f((—o0, —2]) = [2,00). Wynika stad, ze dla n > 0 i kazdego
r € (—00,—2] U [2,00) zachodzi f™(z) > 2. Stad A, C (—2,2). Zauwazmy teraz, ze dla x € (—2,2) ist-
nieje dokladnie jedna liczba « € (0,7) taka, ze x = 2cosa. Wtedy f(z) = 4cos®> a — 2 = 2 cos 2. Stad
fM(x) < —1 wtedy i tylko wtedy, gdy cos2"a < —%. Skoro « € (0,7) to jest to rownowazne temu, ze
2"« € (2km + 27 /3, 2km + 47/3) dla pewnego k € {0,1,...,2" ! — 1}. Stad taczna dlugosé¢ przedzialow
tworzgcych zbior A,, wynosi

on—1_1

5 Z <2k7r + 27r/3> o (2kz7r —;—n47r/3) 4 (_3 .7r2n> Z “in ((zk;l)w)
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gdzie skorzystaliSmy z réwnosci cosa — cos f = —2sin & ﬂ sin O‘+’6 Uzywajac tego wzoru mozna takze
udowodnié
Yo' [2%n 2k + 2 TN s 2k + D)
cos(0) — cos(m) = kz_o cos (2—n) — cos (T) = —2sin (—2—n) kz_o sin <2—n)

7, tego wynika, ze

an=l_]
‘ ((Qk + 1)7T) 1
S i (B D7)
— 2 sin (2")
Zatem ltaczna dtugosé wszystkich odcinkéw tworzacych zbior A, wynosi

on—l_1

b (75) 3 s (H0T) <

)

Poniewaz sinus jest funkcja wklesta na przedziale [0, 7/2] to zachodzi nieréwnosé sin (3%
Stad taczna dlugosé odcinkéw tworzacych zbior A, jest wieksza rowna 4/3 dla n > 0.

l\D|=| w

3. Czy istnieje 777-kat wypukly taki, ze zbior dlugosci jego bokow jest rowny {1,2,3, ..., 777}, a wszyst-
kie jego katy maja réwne miary?
Rozwigzanie:

Tak. Niech & to k-ty pierwiastek pierwotny (e z jedynki. Zauwazmy, ze teza jest rownowazna
znalezieniu takiej permutacji o zbioru {1,2,...,n} (dla n = 777), ze

27Ti/l€)

> o(j)g =0 (1)

j=1

Niech kotek porusza sie po kolei wektorami o(j)e?™/". Wtedy po przeiterowaniu sie po calej sumie kotek
wroci do punktu startowego, zataczajac poszukiwany wielokat.

Lemat. Dia p > 1 zachodzi Y 7%_ & = 0.

Dowadd. Rozpatrzmy wielomian x? — 1. Elementy tej sumy to oczywiscie pierwiastki tego wielomianu.
Ze wzoru Viéte’a otrzymujemy teze. O

Wykazemy, ze jesli n =p-q dla pewnych p,q > 1 wzglednie pierwszych, to taki wielokat istnieje.
Z chiniskiego twierdzenia o resztach wynika, ze kazdej liczbie j € {1, ..., n} odpowiada dokladnie jedna para
(x,y) € {0,...,q—1} x{0,...,p — 1} taka, ze j = pr + qy (mod n). Przypisujac o(j) L QR qy dla
kazdego takiego j dostajemy, ze o jest permutacja zbioru {1,...,n}. Gdyby tak nie bylo, to dla pew-
nych par (z,y) # (2',y') zachodziloby 1+ x4+ qy =1+ 2’ + qy’. Stad mielibySmy ¢ | x — 2/, co wobec
z,x' € {1,...,q} daje z =2’ i dalej qy = qy = y = y'. Sprzecznos¢. Pozostaje wykazaé, ze o spehia
rownosc . Rozpiszmy:

q—1 p-1 q—1 p—1
O DY 1+x+qy§m+qy—zz L+ +qy)&ge) =
7j=1 =0 y=0 =0 y=

_ (25) (Zéf) (Z xfz) <§§ 55) " (25) (2; qu;’) 0.

Najpierw skorzystaliSmy z rownosci (£ = &, oraz ! = &,, by potem uzywajac Lematu zauwazy¢, ze przy-
najmniej jedna suma w kazdym sktadniku wyrazenia na dole sie zeruje. Teraz pozostaje zauwazyc¢, ze
777 =21-37, przy czym 21 i 37 sa wzglednie pierwsze.

37



4. Na finale Olimpiady Matematycznej okazalo sie, ze k sal nie wystarczyto do rozmieszczenia uczest-
nikow tak, aby w kazdej sali uczestnicy sie parami nie znali. Po usadzeniu w wiekszej liczbie sal, uczestnicy
wymyslili sposéb, aby rozprzestrzenia¢ pomiedzy soba pdf-a "Dwustosunek i biegunowe”. Moga sie oni ko-
munikowaé na dwa sposoby: wysytajac golebia lub sowe, przy czym kazda para znajomych moze uzywac
doktadnie jednego rodzaju komunikacji (nieznajomi nie moga sie ze soba komunikowac).

Udowodni¢, ze przy uzyciu jednego rodzaju komunikacji pewien uczestnik moze rozdystrybuowaé ten
cenny pdf pomiedzy k innych uczestnikow (niekoniecznie bezposrednio).

Rozwigzanie:

Rozwazmy graf, w ktérym wierzchotkami sa uczniowie, krawedzie za$ znajdujg sie pomiedzy wierz-
chotkom odpowiadajacym parze znajomych. Ponadto krawedz taka ma kolor niebieski jesli dana para
moze porozumiewaé sie za pomoca gotebia i kolor czerwony jesli moze porozumiewac sie za pomocg SOWy.
Niech nasz graf ma v wierzchotkéw oraz e krawedzi.

Rozdzielmy ten graf na dwa grafy, jeden tylko z niebieskimi krawedziami, a drugi tylko z czerwonymi.
Popatrzmy na spojne sktadowe tych graféw oraz upewnijmy sie ze sktadowych obu koloréw jest tyle samo,
by¢ moze dodajac kilka pustych sktadowych (tu “pusta sktadowa” oznacza zbiér o 0 wierzchotkach, do
ktorej wierzchotki dodamy pozniej). Jesli ktoras z nich ma przynajmniej k wierzchotkow, to biorac jej
drzewo rozpinajace mamy teze. Zatézmy wiec nie wprost, ze nie ma tak duzej sktadowe;j.

Niech sp6jnych sktadowych w kazdym z tych grafow jest m. Dodajmy teraz (k — 1)m — v wierzchotkow
do kazdego z nich, przy czym kazdemu z nowych wierzchotkéw w grafie niebieskim bedzie odpowiadac
doktadnie jeden wierzchotek w grafie czerwonym, tak samo jako odpowiadaja sobie wierzchotki z ory-
ginalnego grafu. Polaczmy nowe wierzcholtki ze skltadowymi tak, aby teraz kazda z nich miata k — 1
wierzchotkow.

Teraz udowodnimy indukcyjnie nastepujaca obserwacje: Mamy graf podzielony na m sktadowych
czerwonych i m niebieskich, z ktorych kazda ma ¢ = k — 1 wierzchotkow. Mozemy wtedy pokolorowaé
wierzchotki tego grafu na ¢ koloréw w taki sposob, ze wierzcholki tego samego koloru nie sa potaczone
krawedzia (ani niebieska, ani czerwona).

Jesli £ =1 to teza jest oczywista, bo graf nie ma krawedzi. Postarajmy sie teraz znalezé taki zbior
m wierzchotkow, ze kazda niebieska i czerwona skladowa zawiera doktadnie jeden sposréd wybranych
wierzchotkow.

Stworzmy graf dwudzielny spojnych sktadowych (czerwonych i niebieskich), taczac dwie sktadowe
roznych kolorow, jesli maja wspolny wierzchotek. Szukamy w tym grafie skojarzenia doskonalego, bo
kazda krawedz w nim odpowiada (przynajmniej jednemu) wierzchotkowi w oryginalnym grafie. Zalozenia
twierdzenia Halla sa spelnione — kazdy zbior sktadowych czerwonych o licznosci » ma przynajmniej r
sasiadow w grafie dwudzielnym, bo gdyby tak nie byto to r - ¢ wierzchotkéw byloby pokryte mniej niz r
zbiorami o ¢ wierzchotkach, co jest niemozliwe.

Kolorujemy teraz wybrane wierzcholtki na jeden kolor. Graf ztozony z pozostatych wierzchotkéw mo-
zemy na mocy indukcji pokolorowaé¢ ¢ — 1 innymi kolorami, co tacznie daje poprawne kolorowanie catego
grafu ¢ kolorami.

Jako ze umiemy pokolorowaé¢ powiekszony graf na k — 1 koloréw, to to kolorowanie mozna zawezi¢
do poprawnego kolorowania grafu przed rozszerzeniem. Oznaczaloby to jednak, ze uczestnikéw mozna
usadzi¢ w k — 1 salach tak, aby w jednej sali nie znalazta si¢ zadna para znajomych, co jest sprzeczne
z warunkami zadania.

5. Punkt O jest srodkiem przeciwprostokatnej AB trojkata prostokatnego ABC', a () jest okregiem
opisanym na tym trojkacie. Okrag w4 jest styczny do odcinka AO w K, CO w Z i 2 w M, natomiast
wp jest styczny do odcinka BO w L, CO w W i Q2 w N. Punkt X to przeciecie AC' z M K, natomiast Y
to przeciecie BC' z N L. Udowodnié, ze XWY Z jest rownolegtobokiem.
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Rozwigzanie:

Zauwazmy, ze jednokladno$é w M przerzucajaca wy na ) przerzuca tez K na srodek D tuku AB.
Analogicznie jednokladnosé¢ w N przerzucajaca wg na 2 przerzuca L na D. Punkty M i N to takze
srodki tukéw (odpowiednio AC' i BC'), wiec korzystajac z twierdzenia o dwusiecznej w AADC i ABDC
otrzymujemy:

AX AD BD BY

XC DC DC YC
Zauwazmy, ze SKLD = <{NMD (poniewaz suma tukéw AD i BN réwna sie tukowi DN), wiec mamy
ADLK ~ ADMN. Stad na czworokacie M N LK mozna opisa¢ okrag.

— XY || AB.

Korzystajac z potegi punktu wzgledem w4 i wp otrzymujemy, ze DE to ich 0§ potegowa, gdzie E to
srodek K L. Wynika stad, ze srodek W Z lezy na prostej DFE. Ponadto $rodek XY takze lezy na DFE,
poniewaz wiemy, ze XY || AB.

Zauwazmy, ze srodek XY musi leze¢ na prostej C'O, skoro na tej prostej lezy srodek AB. Zatem proste
CO, DE, XY przecinaja sie w jednym punkcie i jest to §rodek odcinkow XY i ZW, stad teza.

6. Dany jest pieciokat wypuklty ABC'DE. Niech F' bedzie punktem lezacym na boku AB takim, ze
AADE ~ AECF ~ ADBC. Wykaza¢, ze
AF  (EF\?
BF \CF)

Rozwigzanie:
Sposdb 1.

Niech proste AD i C'F przecinaja sie w punkcie X, proste BD i EF — w punkcie Y, za$ proste BC
i AE — w punkcie Z. Z réownoéci $EDX = SEDA = SECF = 4ECX wynika, ze punkty E, D, C, X
leza na jednym okregu, a z réwnosci $CDY = SCDB = SCOEF = 4CEY wynika, ze punkty C, D, E,
Y leza na jednym okregu. W takim razie punkty C, D, E, X, Y leza na jednym okregu. Punkty A, B, F’
leza na jednej prostej, wiec z twierdzenia odwrotnego do twierdzenia Pascala dla szesciokata X DY EZC
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otrzymujemy, ze punkty X, D, Y, E, Z, C leza na jednej stozkowej. Stozkowa ta jest okrag przechodzacy
przez punkty C', D, E, X, Y — innymi stowy punkt Z takze lezy na tym okregu.

Katy BCD i AED sa réwne oraz sumuja sie do 180°, wiec sg proste. Niech W bedzie takim punktem
na potprostej BC, ze DCW ~ DEA. Wtedy podobieristwo spiralne o srodku D przeksztalcajgce F na A
przeprowadza C' na W oraz EC na AW. Stad <(AW, EC) = $EDA = SECF, wiec AW || CF. Zatem
korzystajac z twierdzenia Talesa oraz podobienistwa trojkatéow BC'D, DCW i C'F'E dostajemy

AF CW CW CD (EF\’
BF BC CD BC \CF

Sposdb 2.

Umies¢my rysunek na plaszczyznie zespolonej i bez straty ogélnosci przyjmijmy, ze F' = 0. Poniewaz
trojkaty ADE, EC'F, DBC sa podobne, przy czym orientacja trojkata EC'F jest przeciwna do orientacji
trojkatow ADE i DBC, wiec

)\_A—E_D—C’ ora X_E—F_E
"D-E B-C " "TCc-F~cC
dla pewnej liczby zespolonej A # 1. Stad obliczamy
A—-AD D —)\B
E = = —.
11— ¢ 1—A

Podstawiajac to do réwnosci \C' = E otrzymujemy
AND —AB)=A—-AD = A+ |\*B =2Re(\)D.

7 zalozen wynika, ze punkty A, F B leza na jednej prostej, na ktorej punkt D nie lezy. Powyzsza rownosé
moze wiec zajS¢ wylacznie wtedy, gdy obie strony tej rownosci sg réwne zero. Stad wnioskujemy, ze
A= —|)\?B, skad

|A_F| :ﬂ:p\‘z— |E_F’2

|B—F| |B] = FP
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co byto do wykazania.

D
E

Uwaga: 7 tego rozwiazania wynika rowniez, ze Re(\) = 0, tj. A jest czysto urojona, co oznacza ze trzy
trojkaty podobne z tresci zadania sg prostokatne.

7. Niech m bedzie liczba catkowita dodatnig. Wykazaé, ze dla dowolnego catkowitego n > 2 istnieja
parami rézne liczby catkowite dodatnie aq, ag, . .., a, spehiajace ax | m + ajas ... ax_1ax41 - .. a, dla kaz-
dego k € {1,2,...,n}.

Rozwigzanie:

Wykazemy indukeyjnie, ze istnieje ciag (a,)22,
spetnia warunek zadania. To pociagnie za sobg teze.

ktorego kazdy co najmniej dwuelementowy prefiks

Dla n = 2 wezmy a; = m, as = 2m, co oczywiscie spelia zalozenia.
Rozwazmy zatem n > 2. Przypusémy, ze ciag aq, as, ..., a,_1 spetnia zatozenie. Pot6zmy

def
Ay = Q203 ...0p—1 + 1.

Skoro mamy a, =1 (mod a;) dla 1 < k < n — 1, to na mocy zalozenia indukcyjnego zachodzi
m—+aiQs...0p 101 ...y =M+ A103 ... Ak_10k11 - Cp_q1 =0 (mod ak).

Mamy takze m + ajay . ..a,—1 = m(l + asas...a,_1) = ma, =0 (mod a,), co konczy dowod.

8. Dany jest wielomian W (x) o wspotezynnikach wymiernych i stopniu d > 2. Udowodni¢, ze nie ist-
nieje cigg parami roznych liczb wymiernych ag, aq, . . . taki, ze dla kazdego ¢ > 1 zachodzi W (a;) = a;_1 + i.

Rozwigzanie:

Zalo6zmy nie wprost, ze taki ciag istnieje. Najpierw udowodnimy, ze istnieje taka liczba catkowita
N #0, ze Na; jest liczba catkowita dla dowolnego i. Dla liczby catkowitej a # 0 i liczby pierwszej p
niech v,(a) oznacza wyktadnik p-adyczny a, czyli potege w jakiej p pojawia si¢ w rozkladzie a na czynniki
pierwsze. Zapiszmy wielomian W (x) w postaci

w W w w
W(m):ded—i—ﬁxd_l—i—...—I—Mlx—i—Mo

gdzie liczby w; oraz M sa catkowite. Rozwazmy liczbe pierwsza p. Niech § bedzie zapisem liczby wymiernej
w postaci nieskracalnej. Mamy
d
x 1 o
w (—) = — wiy "t
) Tt

Jesli v, (y) > vp(wq), to wtedy v, (Z?:o wiyd*i:p’) = vp(war?) = v,(wy), gdyz wszystkie wyrazy dla i < d

d

sa podzielne przez p»®¥), ale wyz? nie jest. Oznacza to, ze wykladnik p-adyczny mianownika W (5)

w postaci nieskracalnej wynosi przynajmniej v,(My?) — v,(wq) = dv,(y) — vy(wg). Zapiszmy teraz kazda
liczbe wymierna z ciggu a; w postaci nieskracalnej jako Z— Jesli dla jakiej$ liczby pierwszej p € P za-

chodzi v,(wq) = 0 to wtedy mianownik utamka P(a;) w postaci nieskracalnej ma wyktadnik p-adyczny
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przynajmniej dv,(y;). Z drugiej strony utamek a,_; + ¢ ma w postaci nieskracalnej mianownik y;_;. Stad
Vp(Yi—1) = dup(y;). To juz oznacza, ze v,(yo) = vp(y1) = vp(y2) = . ... Pozostaje rozwazy¢ liczby pierw-
sze p dzielace wy. Jest ich oczywiscie skonczenie wiele. Jesli v,(y;) > v,(wy) to podobnie jak weze-
$niej dostajemy nier6wnosé vy, (yi—1) = dv,(yi) — vp(wa) = vp(y;). W ogoélnosci mozemy zatem napisac,
ze max(vy(yi—1), vp(wq)) = max(vy(y;), vp(wq)). Stad podobnie jak wczesniej wynika, ze dla kazdego i
vp(yi) < max(vy(Yo), vp(wa)). Ostatecznie dla kazdej liczby pierwszej p 1 dowolnego indeksu ¢ dostajemy,
ze Uy(Yi) < vp(Yo) + vp(wa), co oznacza ze y; | yowq, czyli mozna przyjaé N = yowy.

Teraz udowodnimy, ze ciag |a;| wolno rosnie. Wykazemy najpierw, ze istnieje takie myg, ze dla kazdego
i > myg zachodzi |a;| <. Niech ¢q bedzie taka liczba rzeczywista, ze jesli |z| > ¢y to |W(z)| > 2|z|. Za-
t6zmy nie wprost, ze dla nieskoriczenie wielu i zachodzi |a;| > 7. Wtedy istnieje takie najmniejsze iy > 1,
ze |a;,| > max(ip, co, |ag|). Oczywiscie ig # 0. Z drugiej strony jesli |a;,| > ¢ to mozemy zapisac

|ai0—1| > ‘W(aloﬂ — iy = 2|ai0’ — 10 > ‘aio|‘

To jednak oznacza, ze |a;,—1| > max(ig — 1, ¢o, |ag|) 1 przeczy minimalnosci ig. Stad istnieje tylko skon-
czenie wiele i takich, ze |a;| > 1.

Wiadomym faktem dla wielomianéw stopnia d jest, ze istnieja takie stale ¢1,co > 0, ze dla |z| > ¢
zachodzi |W (z)| > cy|z|?. Zauwazmy tez, ze skoro wyrazy ciagu a; sa parami rézne i wszystkie sa postaci
% dla jakiego$ k catkowitego, to musi istnie¢ takie my, ze |a;| > ¢; dla i > my. Rozwazmy dowolne i > mg,

gdzie ms o max(my, mg + 1). Dostajemy ciag nieréwnosci
21 —1 2 |CL7;_1| + 1 > |W(CL,)| 2 02|ai|d. (1)

Rozwazmy teraz zbior {am,+1, Gmst2, - - -, a;} dla pewnego i. Mamy ¢ — mg liczb postaci % dla jakiegos k
calkowitego. Skoro sg one parami rozne to z zasady szufladkowej Dirichleta wynika, ze ktéras z nich ma
warto$é¢ bezwzgledna przynajmniej % 7 drugiej strony na mocy dla kazdego ms < j < 7 zachodzi
oczacowanie |a;|? < i—; < g—; Otrzymujemy zatem, ze dla dowolnego i > mg musi zachodzié¢ nieréwnosé

. d .
st ) < g < =3
2N Co

To nie moze by¢ jednak prawda, gdyz lewa strona nieréwnosci jest wielomianem od ¢ o dodatnim wspot-
czynniku wiodacym stopnia wiekszego niz prawa strona.
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Pierwszy Mecz Matematyczny

1. Udowodnié¢, ze dla wszystkich x,y, 2 € R zachodzi

2 (v +y)(y +2)
S > .
(x+y+2) +Cyk AP xy +yz + zx

Rozwigzanie:
Zastosujmy podstawienie a =y + 2z, b= z + x, ¢ = x + y. Wtedy nieré6wnos¢ z zadania po przemno-
zeniu przez 2 i odjeciu prawej strony od lewej przyjmie postac

2ab
APy
Z 1+ |a— b]
Poniewaz lewa strona powyzszej nieréwnosci przyjmuje taka sama wartosé dla trojek (a, b, ¢) i (—a, —b, —c)
to mozemy zatozy¢, ze przynajmniej dwie z liczb a, b, ¢ sa nieujemne. Ponadto ze wzgledu na symetrycz-
noéé wyrazenia mozemy zalozyé, ze a > b > c. Ozmaczywszy teraz n & la —b| oraz k oo |b — ¢| mamy
la — ¢| = k + n. Musimy udowodni¢, ze
2ab 2bc 2ac

2 ) 2
b >0
@ +C+1—|—n+1+k+1+k+n

Rozpatrujac lewa strone powyzszej nieréwnosci jako wielomian drugiego stopnia zmiennej ¢, mozemy
policzy¢ jego wyrdznik. Nalezy udowodnié, ze jest on niedodatni.

2b 2a 2 2ab
— . 4 2 b2
(1+k+1+k:+n) (a+ +1+n)
Poniewaz a, b, n, k > 0, mamy oczywiste nieréwnosci
2 \°
) <4
() <

2a 2
—— ) <4 2’
(1+k+n) ¢

2b 2a < 8ab
14k 14+k+n 14n

Dodajac je stronami otrzymujemy A < 0, co dowodzi nieréwnosci.

2. Rozstrzygnaé czy istnieja ograniczone ciagi liczb rzeczywistych ay, as, ... 1 b1,0q,... takie, ze dla
dowolnych dodatnich liczb catkowitych m > n zachodzi warunek

|am — an| > lub [b,, — b,| >

Bl

1
\/_
Rozwigzanie:

Jesli warunek z zadania jest spelniony to speliony jest takze warunek

12a,, — 2a,| > — lub |2b,, — 2b,| > —

\/_\/_ \/_\/_
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Oznacza to, ze jesli dla kazdego n > 0 narysujemy na plaszczyznie kwadrat o wierzchotkach w punk-
tach (2a, + \/Lﬁ, 2b, \/Lﬁ% to te kwadraty beda parami roztaczne. Jesli ciagi a, i b, sa ograniczone to
wtedy wszystkie te kwadraty znajduja sie w pewnym ograniczonym obszarze na plaszczyznie. Oznacza
to w szczegolnosci, ze ich taczne pole powierzchni musi by¢ skoniczone. Jest to jednak nieprawda, gdyz
wyraza sie ono szeregiem rozbieznym

4

IEER

n
n=1

Zatem nie istnieja ciagi ograniczone ai, as, ... oraz by, by, ... spelniajace warunki zadania.

3. Na tablicy napisano poczatkowo wielomiany 2 — 322 + 5 oraz 22 — 4z. Jedli na tablicy sg napisane
wielomiany f(z) i g(x) to w jednym ruchu mozna dopisa¢ wielomian f(x) + g(z), f(z) — g(z), f(g(x))
lub ¢f(x) dla pewnej liczby ¢ € R. Czy w skoriczonej liczbie ruchéw da sie napisa¢ na tablicy wielomian
2™ — 1 dla pewnego n > 07

Rozwigzanie:

Zauwazmy, ze jesli f'(2) = 0 oraz ¢'(2) = 0 to wtedy (f +¢)'(2) =0, (f —g)'(2) =0, ¢f'(2) =0 dla
dowolnego ¢ € R oraz ¢'(2) f'(¢(2)) = 0. Poniewaz f(g(x)) = ¢'(z) f'(g(z)) oraz pochodne poczatkowych
wielomianéw (3z% — 6z i 2z — 4) maja miejsce zerowe w 2, to na tablicy moga pojawi¢ sie wylacznie
wielomiany, ktorych pochodna ma miejsce zerowe w 2. Dla n > 0 wielomian (z" — 1) = nx nie ma
miejsca zerowego w 2, wiec zaden wielomian postaci 2™ — 1 nie moze si¢ pojawi¢ na tablicy.

n—1

4. Dana jest dodatnia liczba catkowita n. Zbior & punktéw na plaszczyznie spetnia nastepujace
wtasnosci:

e nie da sie przykry¢ wszystkich elementéw zbioru & za pomoca n prostych
e dla dowolnego A € &, zbior § \ {A} da si¢ pokry¢ za pomoca n prostych.
Wyznaczy¢ najwieksza mozliwa wartosé |S].

Rozwigzanie:
Odpowiedz: w
Nasza plaszczyzne utozsamiamy z R?. Rozwazmy dowolny punkt A € &. Wiemy, ze § \ A da sie
pokry¢ za pomoca n prostych, niech réwnaniem i-tej prostej bedzie a;x + b;y + ¢ = 0. Wowcezas:

n

Py = H(aia%l—biy—l—c)

i=1

Jest wielomianem od z i y, stopnia co najwyzej n, ktory przyjmuje warto$¢ 0 na &\ A i wartosé
niezerowg na A.

Z tego wynika, ze zbior {Ps : A € 8§} jest liniowo niezalezny, czyli jego rozmiar nie moze by¢ wiekszy
(n+1)(n+2)

od wymiaru przestrzeni wielomianoéw z R[z,y| stopnia najwyzej n. Ten wymiar wynosi za$ 5

(kanoniczna baza jest {z'y/ : i +j < n}). To dowodzi, ze |§| < HAn+2),

Nietrudno przekonac si¢ zas, ze zbior 8, = {(z,y) € Z2, : © + y < n} liczebnosci w spelnia wa-

runki zadania dla n. Rzeczywiscie, gdy usuniemy punkt (7, j), reszte punktéw mozemy pokry¢ n prostymi
oroéwnaniach {z =4 :0< 7V <}, {y=45:0<j <jloraz {x+y=t:i+j <t <n}

&, nie da sie pokryé¢ za pomoca n prostych. Mozna to udowodni¢ za pomoca indukcji po n. Baza
n = 1 jest oczywista. Zalézmy teraz, ze S, da sie jednak pokryé¢ n prostymi. Kazda z tych prostych musi
przechodzié¢ przez co najmniej jeden punkt .S,,_; C S, z zalozenia indukcyjnego, bo gdyby nie przechodzita
przez zaden z tych punktow, to pozostate n — 1 prostych pokrywalyby S,,_;. Taka prosta moze przechodzié¢
przez co najwyzej jeden punkt z S, \ S,—1 = {(x,y) € Z>o : © + y = n} co oznacza, ze co najmniej jeden
z tych n 4+ 1 punktéw nie bedzie pokryty przy uzyciu n prostych.
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5. Dany jest graf nieskierowany o nieparzystej liczbie wierzchotkow. Janusz i Grazyna graja w gre.
Najpierw Janusz zamalowuje dowolny wierzchotek. Nastepnie gracze na przemian zamalowujg dowolnego
niezamalowanego dotychczas sgsiada ostatnio zamalowanego wierzchotka. Przegrywa ten, kto nie moze
wykonaé¢ ruchu. Udowodnié, ze Janusz ma strategie wygrywajaca.

Rozwigzanie:

Niech k oznacza najwieksza taka liczbe, ze istnieja parami rézne wierzchotki Ay, By, ..., A, By ta-
kie, ze A; i B; sa polaczone krawedzia. Niech pozostate wierzchotki to beda C1, ..., Cy. Poniewaz [ + 2k
jest nieparzyste, €| musi istnie¢. Rozwazmy strategie, w ktorej Janusz najpierw wybiera wierzchotek
Ci. W kolejnych ruchach jesli Grazyna ruszy sie do A; (lub B;), to Janusz rusza sie do B; (lub A;).
Dzigki temu zawsze moze wykonaé¢ ruch. Grazyna nie moze ruszy¢ si¢ do zadnego C;, poniewaz istnie-
nie $ciezki parami roznych wierzchotkow Cy — X7 — Yo — ... — X, = Y, — C}, gdzie (X, Vi) = (4., Bi,,)
lub (X, Y,,) = (B;,,, Ai,,), przeczyltoby maksymalnosci k, gdyz mogliby$my zastapi¢ s sparowan A B
s + 1 sparowaniami C; — X1,Y; — Xy, ..., Y, — X, Y, — C}.

Tm im

6. Dany jest n-elementowy zbior A, ktorego pewne podzbiory sa tadne. Jesli jakis zbiér zawiera
pewien tadny podzbidr, to jest on duzy. Jesli zbidr jest zawarty w pewnym tadnym zbiorze to jest on
maty. Wykazac, ze jesli tadnych zbioréw jest t, duzych — d, a matych — m, to:

2"t <m-d.

Rozwigzanie:

Dowod bedzie indukcyjny po n. Dla n = 1 tatwo sprawdzié, ze teza zachodzi.

Niech teraz n > 2. Oznaczmy rodziny tadnych, matych i duzych podzbioréw A odpowiednio przez £,
1M i @. Wyréznijmy jeden element a € A i zdefiniujmy:

Lo={Lef:ag¢l} £r={Lef:actl}
My={MeM:agM} Ny={MeN:ac M}
Do={DeD:agD} D ={DeD: acD)
Ponadto oznaczmy ty = | £o|, i = |£1] 1 analogicznie mg, my, do, dy. Zauwazmy, ze d; > do, gdyz kazdy

element @Dy z dodanym elementem a nalezy do @;. Analogicznie mqy > mj.
Mozemy teraz zapisa¢ szereg nierownosci wynikajacych z zatozenia indukcyjnego:

2" < mody z zalozenia indukcyjnego
211 < mody poniewaz d; > dy
2l < mady dowdd ponizej
2" < mody gdyz mg = my

Trzecia nieréwnosé zachodzi, poniewaz rozpatrujac zbior A\ {a} ze zbiorami tadnymi zadanymi po-

przez £ &f {Z\{a} : L € £1} zauwazamy, ze kazdy zbior maly wzgledem £} bedzie, po dodaniu do niego

a, elementem 171,. Podobnie kazy zbiér duzy wzgledem £ bedzie elementem @, po dodaniu do niego a.
Gdyby mod; < mydy, to dodanie stronami tych czterech nieréwnosci dawatoby teze. Od teraz zakta-
damy mod; > midy, w szczegblnosci mg, d; # 0. To pozwala napisac:

2n_1f 2n—l£ 22n—2£ I
(m0+m1)(d0+d1> > (m0+ 1) ( 0 —|—d1> :2”’1(£0+h)—|—m0d1+—01

dy mo mod;

22n—2t0h

ot 2 2" ({y + ). To jest rébwnowazne z nieréwnoscia

Wystarczy wykazaé, ze mod;, +

0 < (m0d1)2 — 2n—1<£0 + %1)m0d1 + 2271,—2%0&1 = (m0d1 - 2"_1i0)(m0d1 - 2n—1£1)7
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ktora wynika bezposrednio z napisanych wczesniej nieréwnosci.

7. W Trojmiescie pojawita sie na sprzedaz dziatka w ksztalcie trojkata réwnobocznego o boku 50m.
Pieciu deweloperéw zamierza wybudowaé¢ tam luksusowe osiedla. Poniewaz nie moga oni doj$¢ miedzy
sobg do porozumienia, prezydent postanowit podzieli¢ ten trojkat na pie¢ przystajacych dzialek. Roz-
strzygnaé, czy jest to mozliwe.

Uwaga: Zgodnie z prawem budowlanym dziatka musi by¢ (niekoniecznie sp6jna) suma skoriczonej
liczby trojkatow. Dziatki sa przystajace jesli istnieje izometria ptaszczyzny przeksztatcajaca jedna dziatke
w druga.

Rozwigzanie:
Tak, patrz przyktad ponizej:

8. Niech H bedzie ortocentrum trojkata ABC, a I $rodkiem okregu w niego wpisanego. Punkt K
spelnia réwnosci

AH+ AK = BH+ BK =CH + CK.
Udowodnié¢, ze punkty H, I, K leza na jednej prostej.

Rozwigzanie:
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Niech wy,wp, we beda okregami o $rodkach odpowiednio A, B, C' przechodzacymi przez K. Woéwczas
okrag Q o srodku H i promieniu R = AH + AK jest styczny wewnetrznie do tych okregow. Oznaczmy
punkty stycznosci tych okregéw odpowiednio przez D, E, F. Wspolne styczne par (€, wa), (2, wp)
i (Q, we) w punktach D, E, F wyznaczaja trojkat A’B’C’. Jest on jednokladny z trojkatem ABC, bo
B'C" L AA" L BC, wiec B'C" || BC i analogicznie pozostale pary bokow tych trojkatow sa rownolegle.
Punkt A" ma jednakowa potege wzgledem okregéw wp i we, bo A’E = A'F (réwnosé odcinkéw stycznych
do okregu). Punkt K lezy na okregach wp i wg, wiec jego potega wzgledem obu okregéw wynosi 0.
Prosta A’K jest wiec osia potegowa wp i we, zatem A'K 1 BC. Skoro zas§ BC || B'C’, to A’K L B'C".
Analogicznie dowodzimy, ze B'K | C'A’, zatem K jest ortocentrum trojkata A’B’'C’. Jednoczesnie H
jest srodkiem 2, czyli okregu wpisanego w A’ B’C’. Wobec tego jednokladnosé przeksztatcajaca ABC na
A'B'C" przeksztatca I na H i H na K, skad IH || HK, czyli punkty H, I, K sa wspoétliniowe.

9. Dobry Jakub narysowal na kartce czworokat wypukty. Okazalo sie, ze mozna zaréwno opisa¢ na
nim okrag o srodku w punkcie O, jak i wpisa¢ w niego okrag o srodku w punkcie /. Dobry Jakub dory-
sowal §rodek M jednej z przekatnych narysowanego czworokata, po czym Zty Marcin zmazat czworokat
i pozostawit wytacznie parami rézne punkty I, M, O. Zrekonstruowaé oryginalny czworokat.

Rozwigzanie:

Jako pierwsze rozwiazanie prezentujemy elegancka konstrukcje wymyslona przez uczestnikow.
Sposdb 1.

Dobremu Jakubowi udalo si¢ ukry¢ przed Ztym Marcinem obserwacje dotyczace narysowanej konfi-
guracji. Zaczynamy od sparafrazowania ich.

Niech ABCD bedzie rozwazanym czworokatem przy czym M jest srodkiem BD. Oznaczmy przez
A’, C" przeciecia odpowiednio A, C'I z okregiem (2 opisanym na ABC' D. Zauwazmy, ze punkty A’, M, O, C’
leza na symetralnej odcinka BD. Niech dalej N bedzie srodkiem odcinka AC. 7 twierdzenia Newtona
wiemy, ze punkty M, I, N sa wspotliniowe. W szczegolnosci S AIN = S A'TM. Ponadto trojkaty A'1C",
CIA sa podobne. W takim razie takze trojkaty AIN,C'IO réwniez. Stad C'IO = SAIN = SA'IM,
czyli IM jest I-symediana A'IC’. W szczegolnosci dwusieczna M 1O pokrywa sie z dwusiecznag A'I[CY,
czyli przecina sie z symetralng odcinka A’C’" w punkcie K lezacym na okregu opisanym na A'IC".
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7 pomoca powyzszych obserwacji wykonamy konstrukcje. Mozemy wyznaczy¢ punkt K, gdyz jest to
punkt na dwusiecznej kata M 10 taki, ze KO 1 OM. Wiemy, ze srodek okregu opisanego na A'IC"K lezy
na KO, wiec w celu jego wyznaczenia wystarczy przecia¢ KO z symetralng odcinka K. Narysujmy okrag
o Srodku w otrzymanym punkcie i przechodzacy przez I. Przecinajac ten okrag z prosta OM otrzymujemy
punkty A’ C’". W szczegdlnosci mozemy juz naszkicowaé okrag ) i punkty A, C' jako przeciecia prostych
AL, C'I z Q. Punkty B, D € () lezg na prostej prostopadlej do OM przechodzacej przez M, wiec takze
mozemy je wyznaczy¢. To konczy rekonstrukcje rysunku Dobrego Jakuba.

Sposob 2.
Dobry Jakub przezornie spisal takze inne obserwacje. Zanotowal miedzy innymi ponizszy

Lemat 1. Niech 2 i w bedqg odpowiednio okregiem opisanym i wpisanym w pewien czworokqt wypukty.
Wowczas obrazy punktu przeciecia przekgtnych tego czworokgta w inwersjach wzgledem €2 ¢ w sie pokry-

wajq.

Dowdd. Niech ABC'D bedzie rozwazanym czworokatem, P ' AC N BD oraz O, I to érodki odpowied-

nio ), w. Rozwazmy punkty ' ADN BC,R ' AB N CD. Wowezas RQ jest biegunowa P wzgledem
okregu opisanego (). Z twierdzenia Brianchona wiemy, ze P lezy takze na biegunowych punktéow R, Q)
wzgledem okregu wpisanego w, wiec z twierdzenia La Hire’a R(Q) jest biegunowa P wzgledem tegoz okregu.
Otrzymali$my, ze biegunowe punktu P wzgledem 2, w pokrywaja sie, co implikuje teze, jako ze obraz

w inwersji jest rzutem punktu na jego biegunowa. O
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7 Lematu (1| wynika w szczegdlnodci, ze punkt P przeciecia przekatnych czworokata lezy na prostej
OI. Zachodzi takze PM 1 MO, wiec mozemy skonstruowaé¢ odpowiedni punkt P € OI.

Oznaczmy okrag opisany 2, a okrag wpisany w. Na mocy twierdzenia Ponceleta istnieje czworokat
wpisany w () i opisany na w, ktorego jeden z wierzchotkéw lezy na prostej OI. Nazwijmy taki czworokat
XY ZT przy czym Y € OI. Taki czworokat musi by¢ symetryczny wzgledem OI, czyli $TXY = Y ZT,
co implikuje $TXY = Y ZT = 90°. Twierdzimy, ze P = XZNYT. Do dowodu tego faktu wykorzy-
stamy ponizszy

Lemat 2. Niech 01,09 bedqg roztgcznymi niewspotsrodkowymsi okregami. Wowczas istnieje co najwyzej
jedna taka para punktow K, L, zZe przy inwersjach wzgledem o1, oo punkt L jest obrazem K.

Dowad. Jezeli taka para nie istnieje to nie ma czego dowodzi¢. W przeciwnym wypadku ustalmy punkty
K, L o wtasnosci opisanej w lemacie. Odnotujmy, ze K # L, poniewaz o; N oy = &. Udowodnimy, ze
dowolny okrag jest staly w inwersji wzgledem zaréwno oy jak i 0o wtedy i tylko wtedy gdy przechodzi on
przez K, L. To pociaggnie za sobg teze. Istotnie, gdyby istniata takze pewna inna para K’, L’ spelniajaca
zalozenia lematu, to dla niej takze prawdziwa bylaby powyzsza wlasnosé. Jednakze nie kazdy okrag
przechodzacy przez K, L musialby przechodzi¢ przez K', L', sprzecznosc.

Przechodzac do dowodu postulowanej wlasnosci, rozwazmy najpierw pewien okrag I' przechodzacy
przez punkty K, L. Udowodnimy, ze jest on staly w inwersji wzgledem o;. Istotnie, potega $rodka O
okregu oy wzgledem I' wynosi O1 K - O1L co jest rowne kwadratowi promienia okregu o;. Jako ze potega
nie zalezy od siecznej, I' istotnie jest staly w inwersji wzgledem o;. Podobnie dla inwersji wzgledem o,.

Wybierzmy teraz pewien okrag v # I staly w inwersji wzgledem o i 05. Podobnie jak wyzej, potega
punktu O; wzgledem ~ musi by¢ rowna kwadratowi promienia okregu o;. To oznacza, ze O; lezy na osi
potegowej pary okregow I, v. Podobnie srodek O, okregu os, czyli prosta O,0s jest ta osia potegowa. Skoro
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01,0, € KL to zachodzi K, L € O,0,. Potegi K, L wzgledem I" wynosza 0, wiec ich potega wzgledem
rowniez wynosi 0, czyli K, L € v, co koriczy dowod lematu. O

Powyzszy lemat w rozwazanej konfiguracji oznacza, ze P jest unikalnym punktem wewnatrz €2, ktérego
obraz w inwersji wzgledem () pokrywa sie z obrazem w inwersji wzgledem w. Z Lematu [l wiemy, ze punkt
przeciecia przekatnych czworokata XY ZT ma te same wlasnosci, wiec jest rowny P. Zachodzi takze
XZ 1L YT, wiec XP jest wysoko$cia w trojkacie prostokatnym T XY. Prosta XO taczy wierzchotek
trojkata TXY ze srodkiem okregu opisanego na tym tréjkacie, wiec proste X P i XO sa symetryczne
wzgledem dwusiecznej kata T XY, czyli wzgledem prostej X 1. Ta wlasnos¢ pozwoli nam wyznaczy¢ pare
punktow X, Z.

Najpierw konstruujemy okrag Apoloniusza dla punktéw P, O i stosunku %, ktory oznaczymy przez g.

Jego érednica jest odcinek I.J, gdzie J jest punktem lezacym na przedtuzeniu odcinka PO spekiajacym
rOwnosé % = %. Nastepnie przecinamy prosta prostopadia do OI przechodzaca przez P z o, uzyskujac
punkty X, Z. W ten sposéb wyznaczyliSmy okrag (), jego promien wynosi OX = OZ. Punkty Y, T
sa przecieciami 2 z OI. Nastepnie konstruujemy okrag w jako okrag wpisany w deltoid XY ZT. Jezeli
M = P, to XY ZT jest szukanym czworokatem. W przeciwnym wypadku dwa wierzchotki wyjéciowego
czworokata mozemy wyznaczy¢ przecinajac prosta PM z (). Pozostale dwa wierzchotki odzyskujemy

rysujac styczne do w i przecinajac je z €.
10. Niech a i n beda takimi dodatnimi liczbami catkowitymi, ze

e 0" — a jest podzielne przez n.

n .
. 7 . . .
o > 29214 nie jest podzielne przez n.
i=1

Udowodni¢, ze n ma dzielnik pierwszy mniejszy niz 2024.

Rozwigzanie:

Dla ustalonej liczby n catkowita liczbe dodatnia a nazwiemy dobra jezeli n | a*" — a. Niech d,,(a) = d
bedzie najmniejsza liczbg catkowita taka, ze a®' = a (mod n). Wtedy dla kazdej liczby catkowitej k
zachodzi a®™" = a2 (mod n). Wynika z tego, ze wartosci a2 (mod n) sg okresowe z okresem d. Co wiecej,
z minimalnosci d wynika, ze jest to najmniejszy mozliwy okres tych wartosci, wiec d | n. Skoro n | a?' —a,
to musi by¢ takze d | a2’ — a. W takim razie jezeli a jest liczba dobra dla n to jest tez dla dy(a).

Zauwazmy ponadto, ze jesli a2’ =« (mod n) dla jakiegos z > 0, to wtedy d | z. Istotnie, z tego
przystawania wynika, ze a2 = ™ (mod n) dla dowolnego j > i. Oznaczmy y & z mod d. Biorac j > i,

ktore jest wielokrotnoscia d, dostajemy

a=a? =d”" =d” (modn).
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Z minimalnosci d mamy zatem, ze musi by¢ y = 0.

Wynik ten oznacza w szczegdlnosci, ze reszty a® mod n sa parami rézne dla 0 < i < d. Zauwazmy, ze
jezeli NWD(a, n) > 1 to wéréd tych reszt nie moga wystapic¢ wszystkie mozliwe reszty modulo n. Z drugiej
strony, jezeli NWD(a,n) = 1 to a® nigdy nie przyjmuje wartoéci 0 modulo n. W takim razie d = d,,(a)
musi by¢ mniejsze niz n.

Udowodnimy teraz indukcyjnie (ze wzgledu na n), ze jezeli a jest liczba dobra dla n to zachodzi
{(a® +1) mod n, (¢® +2) mod n, ..., (a®" +3) mod n} = {0,1,...,n —1}.

Przypadek bazowy n =1 jest oczywisty. Niech teraz n > 1 bedzie liczba catkowita oraz niech nasza
teza zachodzi dla wszystkich liczb mniejszych od niej. Zal6zmy nie wprost, ze istnieja takie rozne liczby
0<i,j<nzea +i=a?+j (mod n). Oznaczmy ' = i mod d,(a) oraz 7 & j mod dy(a). Z definicji
d,(a) dostajemy, ze
o +i=a"+i=d” +j=d” +;5 (mod d,(a)).

7 zalozenia indukcyjnego wynika, ze i’ = j', czyli i = j (mod d,(a)), ale wtedy a® = a® (mod n), wiec
i =7 (mod n) co jest sprzeczne z zalozeniem, ze 0 < i,7 < n

Zauwazmy, ze jezeli a jest dobre dla n to a' tez jest dobre, poniewaz a*" — a | a’*" — a'. Udowodnimy

teraz teze zadania. Zal6zmy nie wprost, ze kazdy dzielnik pierwszy n jest wickszy od 2024. Przepro-

wadzimy indukcje po i dowodzac, ze liczba > kia?" jest podzielna przez n dla kazdego dobrego a oraz
k=1
1 < 2024. Dla i = 0 zauwazmy, ze

n n

Za2k +k= Zk: (mod n), wiec Za2k =0 (mod n).
k=1

k=1 k=1

Niech teraz 2024 > ¢ > 0 i dla wszystkich mniejszych i teza zachodzi. Wtedy

n n i+1 . n
. . 1 .
§ (a® + k)T = E K+t (mod n) — E (ZJ; ) g U= 0 (mod n).
=1

k=1 k=1 k=1

(" i a?'k'. Skoro
k=1

1+ 1 < 2025, to wszystkie dzielniki pierwsze (“;1) sa mniejsze niz 2024, wiec NWD (n, (’Jlrl)) =1 W ta-

7 zalozenia indukcyjnego oraz z faktu, ze a' tez jest dobre wnioskujemy, ze n

n n
kim razie n | ) a?'ki. Z tej indukeji wynika, ze n | > a2 k202 co jest sprzeczne z zalozeniami zadania.
k=1 k=1
W takim razie musi istnie¢ dzielnik pierwszy n mniejszy niz 2024.
11. Dana jest liczba naturalna n > 3 oraz liczba pierwsza p > 6"~!. Niech S bedzie zbiorem n reszt
modulo p. Wykazaé, ze istnieje taka reszta ¢ modulo p, ze ¢ da sie uzyska¢ jako wartos¢ x — y + z, dla
parami roznych z,y, z € S, na doktadnie jeden sposéb (z dokladnoscia do zamiany miejscami z i z).

Rozwigzanie:

Obserwacja. Dla 1 < a < p, 0 < b < p, przeksztalcenie f,; :  — ax + b jest bijekcja na Z,. Ponadto,
flx—y+2)= f(x)— f(y) + f(2), wiec teza zachodzi dla zbioru S wtedy i tylko wtedy, gdy zachodzi
dla 8" ={ax +b:z € S}

Wykazemy, ze zbior S da sie przeksztalcié w ten sposob do takiego zbioru S”, ze wszystkie jego
elementy sa w przedziale [0, [£]]. To bedzie oznaczalo koniec zadania, bowiem jesli S” = {yo,...,yn-1}
1yo<y1 <...<Yp_1, tO SUME Y1 + Yn_2 — Yo da si¢ uzyska¢ na tylko jeden istotnie roézny sposob.

Niech S = {zg,...,%n1} 170 < ... < x,_1. Polozmy najpierw by = —xo. Wtedy S’ = {z + by : v € S}
ma posta¢ ;=0 <z} <... <z,

n—1-
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Rozwazymy teraz wszystkie mozliwe a € {1,...,p — 1} oraz odpowiadajace im S, = {az’ : 2’ € S'}.
Podzielmy najpierw reszty modulo p na sze$¢ réwnych przedziatow:

b)) [5%) - [32)

Teraz dla dowolnego a, zdefiniujemy ciag (t§,t3,...,t%_,), gdzie t¢ definiujemy jako numer przedziatu
do ktorego trafita wartos¢ ax’ (oczywiscie dla dowolnego a, axj, = 0 znajduje sie w pierwszym przedziale).
Poniewaz réznych wartoéci a jest przynajmniej 6!, zachodzi jeden z dwoch przypadkow:

e Dla pewnego a, (t{,t5,...,t¢_ ;) =(1,1,...,1)

)y Yn—1
To oznacza, ze zbior S” = {a(x + by) : ¥ € S} zawiera tylko reszty z przedziatu [0, [ 2]], co koticzy
rozwigzanie.
e Dla pewnych u, v, (t},t4, ..., tt ) = (1,85, ..., t2_,)

Woéwcezas dla a = u — v, wartosci {a(x + by) : € S} znajduja si¢ w przedziale [—|£], |£]]. Osta-
tecznie mozemy poltozy¢ S” = {a(x + by) + [§] : v € S}.
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Drugi Mecz Matematyczny
1. Wyznaczy¢ wszystkie liczby rzeczywiste a, b, ¢, d, e € [—2,2], ktore spelniaja uklad rownan

at+b+c+d+e=0
BB+ +dP+e3=0
a® + b+ +d°+ e = 10.

Rozwigzanie:
Udowodnimy najpierw, ze dla dowolnego x € [—2, 2] zachodzi nier6wnos¢ x° < 52 — 5z + 2. Rzeczy-
wiscie,

—2® 4+ 52 —br4+2=2—2)(2a*+22° —2* — 22+ 1) =2 —a)(@* + 2 - 1)* > 0.

Zauwazmy, ze réownos$é zachodzi wylacznie dla x = 2 i pierwiastkow wielomianu f(t) = t? +t — 1, ktore

—1++5

2
Zapisujac nieréwnosci pomocnicze dla x = a, b, ¢, d, e, a nastepnie dodajac je stronami otrzymujemy

sg réwne

0=ad"+0"++d+ <5+ +E+d®+¢e*) —5(a+b+c+d+e)+10 =10,

skad wniosek, ze we wszystkich pieciu nieréwnosciach pomocniczych musi zaj$é¢ réownosé. To znaczy, ze

-1+v5 —1-+5
2 2

a,b,c,d,e € <2, . Nietrudno przekonaé sie, ze liczba a + b+ c+ d+ e jest réwna

—14++v5 —1-+/5

0 wytlacznie, gdy wsrod liczb a, b, c,d, e liczba 2 wystepuje jednokrotnie, a liczby 5 5

dwukrotnie. Latwo tez obliczy¢, ze wowezas a® + b3 + ¢ + d® + €2 = 0.

—14+vV5 —14+vV5 —1—-v5 —-1—-+/5 .
2 ) 2 ) 2 M 2 OraZJeJ

Odpowiedz: Jedyne rozwiazania uktadu to piatka (2,

permutacje.

2. Niech ¢ > 1 bedzie ustalona liczba rzeczywista. Wyznaczyé wszystkie funkcje f: R — R, ktore
spelniaja réwnanie
fle+y) = f(2)f(y) —csinzsiny
dla dowolnych liczb rzeczywistych x,y.

Rozwigzanie:
Mamy dla dowolnych x,y, z € R:

flx+y+2)=flx)fly+2) —csinzsin(y + 2) = f(z)(f(y)f(z) — esinysin z) — esinx sin(y + z)
= f(z)f(y)f(z) — cf(x)sinysin z — csinxsin(y + z).

Zamieniajac role x i y w powyzszym rachunku otrzymujemy
fle+y+2z2)=f(x)f(y)f(z) —cf(y)sinxsinz — csiny sin(x + z).
Po odjeciu stronami powyzszych dwoch zaleznosci dostajemy

0 =cf(y)sinzsin z + csinysin(z + z) — ¢f (z) sinysin z — esinx sin(y + 2).
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Mamy
sinysin(z + z) — sinzsin(y + z) = siny(sinx cos z + cos x sin z) — sin z(sin y cos z + cos y sin z)
= sin z(cos zsin y — sin x cos y),
wiec podstawiajac to do poprzedniej rownosci uzyskujemy
0 =csinz(f(y)sinz — f(x)siny + coszsiny — sinx cos y).

Zalozmy, ze x,y,z sa takie, ze liczby sinz,siny,sin z sa niezerowe. Dzielac powyzsza rownos$é przez
niezerowg, liczbe csin z sin y sin z otrzymujemy
fly) [z

— —— +ctgx — ctgy,

0== .
siny sinx

f(x)

skad wniosek, ze wyrazenie — ctgx przyjmuje te sama wartos¢ dla wszystkich x spetniajacych

sin x
sinx # 0, czyli dla x niebedgcych postaci nm dla n € Z. Oznaczmy te wartos¢ przez A. Wtedy dla wszyst-
kich x jak wyzej mamy

f(z) = Asinz + cos .

Rozwazmy teraz dowolna liczbe rzeczywista x i przedstawmy ja w postaci x = y + 2z dla liczb y, 2z niebe-
dacych postaci nm dla n € Z. Wowcezas

flx)=fly+2)=f(y)f(z) —csinysinz = (Asiny + cosy)(Asin z 4+ cos z) — csiny sin z
= A?’sinysin z + A(siny cos z + cos ysin z) + cos y cos z — ¢sin y sin z
= (A? — ¢)sinysin z + cosy cos z + Asin(y + 2)
= Asin(y + z) + cos(y + 2) + (A% —c+ 1) sinysinz = Asinwz + cosx + (A? — ¢ + 1) siny sin 2.
W szczegolnosci dla x = 2, y = z =1 liczby f(2) 1 Asin2 + cos?2 sie redukuja i z otrzymanej réwnosci
wynika, ze A% = ¢ — 1,tj. A = £/c — 1. Poprzednia réwnosé redukuje si¢ zatem do f(z) = Asinx + cosx
dla wszystkich x € R (réwniez dla = postaci nm, gdzie n € Z).

Bezposrednio sprawdzamy, ze funkcje f(z) = /¢ — 1sinz 4+ cosx i f(z) = —v/c — 1sinx + cos x spel-
niaja warunki zadania:

flz+y) = Asin(x + y) + cos(z + y) = A(sinx cosy + siny cosx) + cosx cosy — sinzsiny =
= (Asinz + cosz)(Asiny + cosy) — (A% + 1)sinzsiny = f(z)f(y) — csinzsiny

3. Niezerowe liczby rzeczywiste a, b, ¢ spelniaja warunek
1 1 1
+b+c)(—+-+-) =1L
(a ) (a b c)
Zmalez¢ najmniejsza mozliwg warto$¢ wyrazenia

1 1 1
(a® 4+ b* 4 ) (—+ +—>.

a? b2

Rozwigzanie:

ol

a c
Podstawmy = = 7 y=-,z2= e Wowczas ryz = 1. Oznaczmy

11 1
A=x+y+z2 B=zytyzt+zr=—-+-+-.
r Yy =z
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Mamy

1 1 1
11=(a+b+c) (E+E+E) =3+ A+ B,

skad B = 8 — A. Oznaczmy wyrazenie, ktorego najmniejszej wartosci szukamy przez 7. Mamy
4P+ 22 =A7-2B=A*1+24-16
oraz

1 1 1
p E + ; = nyZ —+ y222 —+ 22I2 = ({Ey +yz + Z:L‘)2 — QJZQZ(I' +y+ Z)

=B>-2A= (8- A -2A=A>— 184 +64.

Wobec tego
2 2 2 1 1 1 2 2
T=3+2"4+y"+2°+5+5+5=3+A+2A-16+ A* - 184+ 64
T Y Z
=2A4% —16A+51 =2(A —4)* +19 > 19.

3+5

Rownos$é w powyzszej nierownoéci zachodzi dlaa=b=11c = 5

Odpowiedz: 19.

4. Pewnego wieczora, na pewnym obozie uczestnicy zaczeli wyciagaé¢ drzwi z zawiasow i wkladaé
inne na ich miejsce. Podczas nocnych eksperymentow sprawdzili wszystkie pary drzwi w osrodku, wiec
wiedza, ktore drzwi mozna zastapi¢ innymi. Okazalo sie, ze nie istnieje taki ciag parami réznych drzwi
Ay, .. An, n > 2, ze drzwi Ay pasuja do futryny drzwi As, As pasuja do futryny As, ..., A, pasuja
do futryny A;. Drzwi nazywamy bezuzytecznymi, jesli nie mozna nimi zastapi¢ zadnych innych. Drzwi
nazywamy niezastepowalnyms, jesli nie mozna ich zastapi¢ przez zadne inne. Wiemy, ze istnieje taka liczba
k > 1, ze dla kazdego ciggu parami réznych drzwi By, ..., B,,, w ktérym:

e 3, sa niezastepowalne,
e 3, sa bezuzyteczne,
e drzwi B;;; mozna zastapi¢ przez drzwi B; dla kazdego 1 <17 < m,

liczba m nie jest podzielna przez k. Wykazaé, ze wszystkie drzwi z osrodka mozna podzieli¢ na k grup
w taki sposob, ze zadnych drzwi nie mozna zastapi¢ innymi z tej samej grupy.

Rozwigzanie:

Rozwazmy graf skierowany G = (V, E), gdzie V jest zbiorem drzwi, a krawedz z u € V dov € V
wystepuje, jesli drzwi v mozna zastapi¢ poprzez drzwi u oraz v # u. Udowodnimy, ze istnieje funkcja
c:V—{0,1,...,k — 1} o ponizszych dwoch wtasnosciach

o jesli uv € I, to c(u) # c(v),

e dla kazdego u € V istnieje taka Sciezka vy, ..., vy = u, ze £ = ¢(u) (mod k) oraz do v; nie wchodza
zadne krawedzie, czyli v, jest niezastepowalny.

Funkcje ¢ spelniajaca pierwsza wlasnos¢ z powyzszych nazywamy k-kolorowaniem grafu G' i méwimy, ze
v € V jest koloru ¢(v). Do wskazania postulowanego kolorowania wykorzystamy nastepujacy

Lemat. Jesli graf skierowany jest acykliczny, czyli nie wystepuje w nim skierowany cykl, to istnieje taka
kolejnosc vy, . .., v, wierzchotkow grafu, Ze dla krawedzi z v; do vj, zachodzi i < j. Takie uporzqdkowanie
nazywamy sortowaniem topologicznym grafu.
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Dowdd. Przeprowadzimy dowod indukeyjny po liczbie wierzchotkéw w grafie. Jesli graf nie ma wierzchot-
kow to trywialnie teza zachodzi. Rozwazmy teraz graf acykliczny na n + 1 wierzchotkach i zal6zmy, ze dla
dowolnego grafu acyklicznego na n wierzchotkach istnieje sortowanie topologiczne. Wykazemy, ze w roz-
wazanym grafie istnieje wierzchotek v, z ktérego nie wychodzi zadna krawedz. To pociggnie za soba teze.
Istotnie, graf powstaly poprzez usuniecie v, ktory naturalnie takze jest acykliczny, dopuszcza sortowanie
topologiczne. Wystarczy teraz ustawi¢ v na koricu tego porzadku.

Zatozmy nie wprost, ze z kazdego wierzchotka grafu wychodzi pewna krawedz. Rozwazmy maksy-

malng $ciezke uq, ..., up. Z uy wychodzi pewna krawedz i z maksymalnosci jej koniec musi by¢ pewnym
wierzchotkiem wu,, ze Sciezki. Otrzymujemy sprzecznosé, gdyz wowczas Uy, U1, - - -, Uy tworza cykl. To
konczy dowodd lematu. O

7 zalozen zadania graf G jest acykliczny, wiec z Lematu wynika istnienie sortowania topologicznego
wierzchotkéw grafu, ustalmy jedno z nich. Rekurencyjnie skonstruujemy kolorowanie ¢ przydzielajac ko-
lejnym wierzchotkom w topologicznym porzadku odpowiednie kolory.

Ustalmy wierzchotek v i zalézmy, ze wszystkie wierzchotki poprzedzajace v w porzadku topologicznym
zostaly juz pokolorowane. Rozwazmy zbior € < {c(u) : wv € E}. Udowodnimy, ze C # {0,1,...,k — 1}.
Zatozmy nie wprost, ze jest inaczej. Rozwazmy maksymalng $ciezke v = vy, ..., v,,. Odnotujmy, ze z v,,
nie wychodzi zadna krawedz, to znaczy v, odpowiada bezuzytecznym drzwiom. Istotnie, z maksymal-
nosci krawedz z v, mogtaby wychodzi¢ jedynie do pewnego wierzchotka na Sciezce, jednakze z definicji
sortowania topologicznego v,, jest ostatni sposréd wierzchotkéow Sciezki w tym porzadku. W takim razie
taka krawedz rzeczywiscie istnie¢ nie moze.

Z zalozenia nie wprost dla pewnego ¢ € C zachodzi k | £ + m. Wybierzmy takie u, z ktorego wychodzi
krawedz do v, ze ¢(u) = ¢. Wowcezas, z definicji c¢(u), istnieje taka Sciezka uy, ..., u, = u,ze n = £ (mod k)
oraz u; jest wierzchotkiem odpowiadajacym drzwiom niezast¢powalnym. Pozostaje odnotowaé, ze u; # v,
dla dowolnych 4, j, wiec uy, ..., u, = u,v = vy, ...,v, jest ciagiem parami ré6znych wierzchotkéw dtugo-
Sci podzielnej przez k przeczacym zalozeniom zadania. Istotnie, zachodzi u; # v;, gdyz wierzcholki v,
wystepuja po v w sortowaniu topologicznym, a wierzchotki u; wystepuja przed v.

Otrzymalismy, ze zachodzi C C {0,1,...,k—1}. Oznacza to, ze dla pewnego ¢ ¢ C zachodzi
(¢ —1 mod k) € C. Mozemy potozy¢ c(v) ey W istocie, dla pewnego u, z ktorego wychodzi krawedz do
v zachodzi c(u) = ¢ — 1 (mod k) i Sciezke $wiadczaca c(u) mozna przedtuzyé o wierzchotek v, otrzymujac
odpowiednig Sciezke o ¢ wierzchotkach.

Tym samym rekurencyjnie skonstruowalismy k-kolorowanie ¢ grafu G. Wynika stad teza, jako ze zbiory
wierzchotkéw pokolorowanych na ten sam kolor tworzg szukane zbiory bez krawedzi.

5. Udowodnié, ze dowolny okrag o promieniu r > 2024 zawiera mniej niz 27v/12 punktow o wspol-
rzednych catkowitych.

Rozwigzanie:
Zauwazmy na poczatku, ze pole dowolnego niezdegenerowanego trojkata o wspotrzednych w punktach
kratowych jest nie mniejsze od % Istotnie, jesli wierzchotkami trojkata sa punkty (x1, 1), (22, y2), (3, y3),

to jego pole jest rowne
1
5‘3513/2 — Toy1 + Tay3 — T3Yo + T3y — T1Y3].

Widzimy teraz, ze jezeli liczby z;,y; sa caltkowite, za$ trojkat jest niezdegenerowany, to powyzsza wartosé
bezwzgledna jest nie mniejsza niz 1, a zatem pole jest nie mniejsze niz %

Zatozmy, ze okrag o promieniu r > 2024 zawiera doktadnie n punktéw o wspodtrzednych catkowitych.
Jesli n < 3, to teza zadania jest spelniona w oczywisty sposob. Zalozmy zatem, ze n > 4 i oznaczmy
dane punkty kolejno (w kierunku przeciwnym do ruchu wskazowek zegara) jako Py, Ps, ..., P,. Poniewaz
tuki P Ps, PPy, ... P, Py (wybieramy ten tuk P;P,, o, ktory powstaje poprzez poruszanie sie w kierunku
przeciwnym do ruchu wskazowek zegara z P; do P,y5) okrywaja caly okrag dwukrotnie, to suma katow
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srodkowych wyznaczonych przez te tuki jest rowna 47w. A zatem, pewien tuk wyznacza kat srodkowy
0 mierze nie wiekszej niz 477’ Bez straty ogélno$ci mozemy przyjac, ze jest to tuk P, P3. Poniewaz n > 4,
to 4T < 7, a wiec ten huk jest zawarty w pewnym poétokregu.

Latwo teraz, zauwazy¢, ze pole trojkata Py P, Ps jest najwicksze wowczas, gdy Ps jest srodkiem tuku
P, P3, gdyz jest to punkt o najwickszej mozliwej odlegtoséci do prostej P, Py wéréd punktéw lezacych na
tym tuku. Jezeli w takiej sytuacji o < 4—” jest katem srodkowym opartym na tuku P; P, to z twierdzenia
sinusow mamy |P P3| = 2rsin (%), \PQPl\ = |P,Ps| = 2rsin (%) oraz pole trojkata Py P Ps jest rowne

PP PP |PPy|  8rsin (§) sin(5) o, <g>2sm (2) <2 of a_ria?
4r 4r 2 16 2 16

gdzie w szacowaniu wykorzystaliSmy nieréwnosé sin z < z prawdziwg dla dowolnego = > 0 (tatwa do zwe-
ryfikowania z uzyciem pochodnej). Pozostaje zauwazy¢, ze skoro trojkat P, P, Py ma wierzchotki o punk-
tach we wspotrzednych catkowitych, to z poczatkowej obserwacji oraz nieréwnosci o < 47” wynika teraz,
ze
1 r?a®  4r?m
- < <

2 16 n3 7

co po przeksztatceniu daje nam n < 27v/r? i rozwigzanie zadania jest zakonczone.

6. Dany jest trojkat ostrokatny ABC wpisany w okrag o srodku O. Punkty I i I sa Srodkami okregdw
wpisanych odpowiednio w trojkaty AOB i AOC. Niech M bedzie srodkiem tuku BC zawierajacego
punkt A. Wykazaé, ze punkty M, A, I, I leza na jednym okregu.

Rozwigzanie:

Sposdb 1.

Oznaczmy okrag opisany na trojkacie Alglo przez w. Oznaczmy rézne od A punkty przeciecia
prostych AB, AC, AO z w odpowiednio przez D, E, F. Woéwczas IgD = IgF, gdyz katy oparte na tukach
IgD i IgF okregu w sa réwne. Ponadto IgB = IgA, bo Ip jest srodkiem okregu wpisanego w trojkat
réwnoramienny AOB. Takze <IgpBD = %%OBD = %%BAO = JIgAF, wicc

IDIgB =180° — ¥BDIg — 4I1gBD = 180° — YAFIg — SIgAF = SFIgA.
Zatem ADIgB = AFIgA (bok-kat-bok). Stad BD = AF. Analogicznie dowodzimy, ze CE = AF.

Poniewaz M jest srodkiem tuku BC' zawierajacego punkt A na okregu opisanym na trojkacie ABC,
wiec M B = MC. Mamy tez rownosé katow <M BD = ¥MCE, bo sa oparte na tym samym tuku. Zatem
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ABDM = ACEM (bok-kat-bok). Stad MDA = SMEA, skad punkty A, M, D, E leza na okregu.
Ale ten okrag to w, skad otrzymujemy teze.

Sposdb 2.

Przez D oznaczmy spodek wysokosci z punktu A w trojkacie ABC. Rozwazmy przeksztalcenie ¢
bedace ztozeniem inwersji w punkcie A i promieniu vV AB - AC' z odbiciem wzgledem dwusiecznej kata
LBAC. Dla punktu P bedziemy oznaczaé¢ ¢(P) przez P'. Zauwazmy najpierw, ze B’ = C oraz C' = B.
Obrazem okregu opisanego na trojkacie ABC' jest prosta BC. Prosta AM jest dwusieczng zewnetrzng
kata ¥ BAC, wiec M’ bedzie punktem przeciecia tej dwusiecznej z prosta BC. Obrazem prostej AO bedzie
prosta AD, poniewaz s one izogonalnie sprzezone w kacie < BAC. Punkt I}; bedzie lezal na dwusiecznej
kata LCAD oraz bedzie spetial 16wnosé katow S AIL,C = S ABIp. Zauwazmy, ze

YABIy = ¥BAI, — %43140 _ %qmc — IDAL, = 3I,AC.,

zatem trojkat ACTj jest rownoramienny i CIy || AD. Analogicznie trojkat I, BA jest rownoramienny
i BI}, || AD. Teza jest rownowazna wspotliniowosci punktow M’/ 5.

Iy

Przez M" oznaczmy przecigcie prostej I Iy z prosta BC. Odcinki BI}, i Cl} sa rownolegle, wigc
z twierdzenia Talesa otrzymujemy
M"B Bl AB

M"C — Cl,  AC”

7 twierdzenia o dwusiecznej zewnetrznej w trojkacie ABC' mamy réwnosé

M'B  AB

M'C  ACT
Laczac poprzednie réwnosci otrzymujemy

M'B  M'B

M'C M'C’

Skoro oba punkty M’ M" leza poza odcinkiem BC' to musza by¢ réwne, co jest rownowazne tezie.

7. Dany jest czworokat ABC'D wpisany w okrag. Punkty L4, Lg, Lo, Lp sa punktami przecie-
cia symedian odpowiednio w trojkatach BCD, CDA, DAB, ABC. Wykazaé¢, ze jesli na czworokacie
LaLgLcLp mozna opisaé okrag, to czworokat ABC' D jest trapezem.
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Rozwigzanie:
Najpierw udowodnimy nastepujacy

Lemat. Czworokqt wypukty ABCD jest wpisany w okrqg I' o Srodku O i promieniu p. Proste AB i C'D
przecinajq sie w punkcie P, proste BC' i« DA przecinajq sie w punkcie Q, a proste AC' i@ BD przecinajg
sie w punkcie R. Wowczas O jest ortocentrum trojkgta PQR i p*> = OP - OQ - cos < POQ.

Dowaod. 7 wtasnosci biegunowych wynika, ze prosta P(Q) jest biegunowa punktu R wzgledem I') prosta
PR biegunowa punktu @) wzgledem I', a prosta QR biegunows punktu P wzgledem I'. W szczegélnosci
PQ 1L RO, PR 1 QO iQR L PO. Stad O jest ortocentrum PQR.

Rzut punktu P na swoja biegunows wzgledem I jest swoim obrazem w inwersji wzgledem I'. Oznaczmy
ten punkt przez P'. Wtedy
p>=0P-OP =OP-0Q - cos $POQ. O

Przejdzmy do rozwiazania zadania. Zal6zmy, ze czworokat ABC'D nie jest trapezem. Oznaczmy okrag
opisany na czworokacie ABC' D przez €. Niech (4, (g, {¢, {p beda prostymi stycznymi do (2 odpowiednio
w punktach A, B, C, D. Oznaczmy punkt przeciecia prostych ¢4, {g przez F, punkt przeciecia prostych
Up, lc przez I, punkt przeciecia prostych £¢, {p przez G, punkt przeciecia prostych p, €4 przez H, punkt
przeciecia prostych ¢4, ¢o przez I, punkt przeciecia prostych (g, ¢p przez J, punkt przeciecia prostych
AB, CD przez P, punkt przeciecia prostych BC', DA przez () oraz punkt przeciecia prostych AC' i BD
przez R.

Punkt L4 jest przecieciem prostych BG, C'J, DF. Punkt Lg jest przecieciem prostych AG, CH, DI.
Punkt Lo jest przecieciem prostych AJ, BH, DE. Punkt Lp jest przecieciem prostych AF, BI, CE.
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Z twierdzenia Brianchona dla zdegenerowanych sze$ciokatow AEFCGH i BFGDHE wynika, ze
proste AC', BD, EG, FFH przecinaja sie w punkcie R. Z twierdzenia Brianchona dla zdegenerowanych
szesciokatow FBJHAI i FCIJDH wynika, ze proste AB, CD, FH, IJ przecinaja sie w punkcie P.
7 twierdzenia Brianchona dla zdegenerowanych szesciokatow JBEICG i IAEJDG wynika, ze proste
BC, AD, EG, IJ przecinaja sie w punkcie Q).

7, twierdzenia Pappusa dla sze$ciokata BGEDF H wynika, ze punkty L4, Lo i R sa wspotliniowe.
Z twierdzenia Pappusa dla szeSciokata C'H FAGE wynika, ze punkty Lg, Lp i R sa wspotliniowe. Z twier-
dzenia Pappusa dla szesciokata C'H F'DIJ wynika, ze punkty La, Lp i P sa wspoéliniowe. Z twierdzenia
Pappusa dla szesciokata AJIBHF wynika, ze punkty Lo, Lp i P sa wspotliniowe. Z twierdzenia Pap-
pusa dla szesciokata AGEDIJ wynika, ze punkty Lg, Lo, @ sa wspotliniowe Z twierdzenia Pappusa dla
szesciokata BGECJI wynika, ze punkty Lp, L4, () sa wspotliniowe.

Zalozmy, ze czworokat LaLpLcLp mozna wpisaé w okrag w. Poniewaz L Lp i LoLp przecinaja
sie w punkcie P, LgL¢s i LpL s przecinaja sie w punkcie (), a LaLes 1 LgLp przecinaja sie w punkcie
R, wiec z Lematu otrzymujemy, ze §rodkiem w jest ortocentrum tréjkata PQ R, ktore oznaczymy przez
O, a promieniem jest r = \/ OP - 0Q - cos $POQ. Jednoczesénie z tego samego lematu dla czworokata
ABCD wynika, ze €2 ma srodek O i promien r, tj. okregi {2 i w pokrywaja sie. To jest jednak niemozliwe,
bo punkt L4 lezy wewnatrz trojkata BC'D, tym samym nie lezy na okregu ) — sprzecznosé.

8. Prosta przechodzaca przez srodek sfery wpisanej w czworoscian ABCD i $rodek sfery opisanej na
tym czworoscianie przecina krawedzie AB i C'D odpowiednio w punktach K i L. Dowies¢, ze punkty K
i L sa $srodkami odcinkow AB i C'D.

Rozwigzanie:

Ptaszczyzna ABL zawiera $rodek sfery wpisanej w czworoscian ABCD, a wiec jest plaszczyzna
dwusieczna kata dwusciennego przy krawedzi AB. Niech S bedzie srodkiem sfery opisanej na czworoscianie
ABCD, za$ P i () rzutami prostokatnymi punktu S odpowiednio na ptaszczyzny ABC'i ABD. Oczywiscie
punkty P i @ sa srodkami okregéw opisanych na trojkatach ABC' i ABD. Skoro S lezy na prostej KL,
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to lezy tez na ptaszczyznie ABL, wiec SP = SQ. W takim razie
AP? = AS? — PS? = AS? — SQ* = AQ* oraz BP?= BS? - BS? = BS? — SQ* = BQ*

Trojkaty ABP i ABQ sa wiec przystajace, skad dostajemy
1 1
JACB = §<)APB = §<)AQB = JADB.

Analogicznie rozwazajac tym razem plaszczyzne C DK uzasadniamy, ze $CAD = SCBD.

Wykazemy, ze zachodzg réwnosci AC = BD i AD = BC. Oznaczmy punkty stycznosci sfery wpisanej
w czworoscian ABCD ze $cianami BC'D, CDA, DAB, ABC odpowiednio przez E, F, G, H. Poniewaz
odcinki styczne poprowadzone z punktu do sfery sa réwne, dostajemy przystawania AABG = AABH,
ANCDE = ACDF, NACF = NACH, ABDE = ABDG, NADF = ANADG oraz ABCE = ABCH.
Wprowadzmy oznaczenia katéw: o = SACF = SACH, B = YADF = $ADG, v = 4BCE = $BCH,
d = <BDE = 4<BDQG.

0
ot ot ” 0 )
A B A B C D C D

Z réwnosci $ACB = SADB mamy a + v = 6 + 3. Ponadto

JCFD = SFCA+ SCAD 4+ SADF = o+ SCAD +§
SCED = $ECB + 4$CBD + $BDE = v+ SCAD + .

Ale SCFD = 4CED, wiec o + § = y + 3. Wraz z réownoscia o + v = § + 3 oznacza to, ze a = fiy = 0.

Analogiczny argument wykazuje, ze Y HAC = SGBD i 4GAD = $HBC. Zatem ANACH ~ ABDG
i ABCH ~ AADG (cecha kat-kat). W konsekwencji czworokaty ACBH i BDAG sa podobne, w szcze-
golnosci ANACB ~ ABDA. Poniewaz jednak te dwa trojkaty maja odpowiadajacy bok AB ten sam, wiec
te trojkaty sa w istocie przystajace. Zatem AC' = BD i AD = BC.

Niech teraz punkty M i N beda odpowiednio srodkami krawedzi AB i C'D w czworoscianie ABC'D.
Trojkaty BDC' i AC'D sa przystajace. Wobec tego odcinki BN i AN, bedace odpowiednio srodkowymi
w tych trojkatach, maja rowne dtugosci. Innymi stowy AN = BN, zatem w trojkacie réwnoramiennym
AN B srodkowa N M jest prostopadta do boku AB. Analogicznie rozpatrujac trojkat C'M D dowodzimy,
ze MN 1 CD. Obrot o 180° wokot prostej M N przeprowadza punkt A na punkt B, punkt C' za$ na
punkt D, zatem czworo$cian ABC' D przechodzi na siebie. Srodki sfer wpisanej i opisanej na czworoscianie
musza takze przej$¢ na siebie, a to oznacza, ze leza na prostej taczacej srodki krawedzi AB i C'D. To
koniczy rozwiazanie.

Uwaga: Rownosci AC = BD i AD = BC mozna uzyska¢ w inny sposob, korzystajac z twierdze-
nia kosinuséw. Kladziemy S$ciane ABD na ptaszczyznie ABC' otrzymujac punkt E lezacy po tej sa-
mej stronie prostej AB, co punkt C' — trojkaty ABD i ABE sa oczywiscie przystajace. Z rownosci
YACB = YADB = 4AEB wnosimy, ze punkty A, B, C, F leza na okregu, skad 4CAE = 4CBE.
Zauwazmy, ze CD # C'E, gdyz w przeciwnym razie czworoscian ABC'D i "zdegenerowany czworoscian”
ABCE miatyby wszystkie odpowiednie krawedzie roéwne, wiec musiatyby by¢ przystajace, co jest nie-
mozliwe. Zapisujac twierdzenie kosinusow dla trojkatow AC'D i BC'D otrzymamy

AC? + AD? — CD?
2-AC - AD ’

BC? + BD?* — CD?
2.-BC-BD

= cos YCBD = cos SCAD =
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skad
(BC* + BD?*)- AC - AD — (AC* + AD?*)- BC' - BD = CD*(AC - AD — BC - BD).

Analogicznie stosujac twierdzenie kosinuséow dla trojkatow ACE i BCE dostaniemy

BC? + BE? — OD? AC? + AE? — CE?
5 BC.BE = cos SCBE = cos<CAFE = 5 AC . AL ,

skad
(BC? + BE?)- AC - AE — (AC* + AE*) - BC - BE = CE*(AC - AE — BC - BE).

Poniewaz AD = AFE i BD = BE, wiec lewe strony powyzszych réwnosci sa réwne, zatem prawe row-
niez. Skoro jednak C'E # CD, to wyrazenia w nawiasach (ktore sa oczywiscie jednakowe) musza wy-
nosi¢ 0. Stad AC - AD = BC'- BD. Analogicznie ktadac $ciane BC'D na plaszczyzne AC'D dostaniemy
BC - AC = BD - AD. W takim razie

AC  BC BD

BD AD AC’
W takim razie AC' = BD i w zwiazku z tym réwniez AD = BC.

9. Dane sg niezerowe liczby calkowite a,b o tej samej parzystosci. Wiadomo, ze liczba a? — b* — 1
dzieli a* — 1. Udowodnié¢, ze liczba |a? — b* — 1| jest kwadratem liczby calkowitej.

Rozwigzanie:

Bez straty ogélnosci liczby a i b sa dodatnie. Jesli a = b to teza jest oczywista, wiec mozemy zatozy¢
ze a # b. Jesli a > b to stosujemy podstawienie x = 47, y = anb Zachodzi x,y € Z, jako ze a,b sa tej
samej parzystosci. Wowcezas a = x + y oraz a® — b? = (a — b)(a + b) = 4xy, wiec dostajemy réwnosé

(z+y)? —1=k(day — 1) (1)
a+b

2

(x+y)* = k(dzy + 1) (2)

dla pewnych liczb catkowitych dodatnich z,y, k. Wykazemy teraz, ze rownanie (1) nie ma rozwiagzania
w liczbach calkowitych dodatnich x,y, k, rownanie ma za$ rozwigzanie tylko wtedy, gdy k jest kwa-
dratem liczby catkowitej dodatniej. Poniewaz w drugim przypadku otrzymujemy, ze

V' = (z+y)* =k(dzy + 1) = —k(a®* — 6> — 1)

to jesli k jest kwadratem liczby catkowitej dodatniej, to |a? — b? — 1| takze.

Przypadek a > b. Ze wzgledu na symetri¢ rownania mozemy zatozy¢ z > y > 0. Zalézmy ponadto,
ze x +y jest najmniejsze mozliwe (przy ustalonym k). Potraktujmy jako réwnanie kwadratowe na
zmienng x. Ze wzorow Viéte’a mozemy wyznaczy¢ pierwiastek ' tego rownania:

v+ k—1
x

¥ =4ky -2y —x =

Widag, ze jest to liczba caltkowita (4ky — 2y — z € Z) i dodatnia (y* + k — 1 > 0). Skoro suma z + y jest

najmniejsza mozliwa to musi by¢ 2’ +y > z + vy, czyli 2/ > z. Obliczmy (2’ — x)*:

(' —2)* = (2 +2)* — 42’z = (4ky — 2y)* —4(y* + k — 1) = 16k*y* — 16ky® — 4k +4 = 4(k —1)(16ky* — 1)

Oczywistym jest, ze 16ky> — 1>k —1istad 2/ — 2 > 2(k — 1). Skoro x # y (poniewaz b = x —y # 0)
tox >y -+ 1oraz 2’ > y+ 2k — 1. To oznacza, ze

dr>y+Dy+2k—1) =9 +2ky+2k—1>y* +k—-1=2z
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Otrzymana sprzecznos¢ konczy dowod przypadku a > b.

Przypadek b > a. Podobnie jak wcze$niej mozemy bez straty ogélnosci zatozyé, ze x > y > 0 oraz
x + y jest najmniejsze mozliwe (przy ustalonym k). Jesli potraktujemy jako réwnanie kwadratowe
w zaleznosci od x, to ze wzoréw Viéte’a mozemy wyznaczy¢ pierwiastek 2’ tego rownania ze wzorow

v —k

¥ =dky -2y —x =

Podobnie jak poprzednio jasnym jest, ze 2’ € Z. Jedli y?> — k > 0 to wtedy takze 2/ > 0 i poniewaz
vr=y’—k<y!<z?tor <xia+y<z+y co przeczy minimalnosci x +y. Dlatego mozemy za-
tozyé, ze y?> < k oraz v > 0 > 2’. Podobnie jak wczesniej obliczamy

(' —2)? = (2/ +2)* — 4o’z = (dky — 2y)* — 4(y* — k) = 16k*y* — 16ky* + 4k = k(16ky® — 16y + 4)

Jesli y = 1 to z rownania (2)) wynika 4z + 1 | (z + 1)?, czylide +1 | 16(x + 1)*> — (4o + 7)(dz + 1) =9, co
oznacza ¥ = 2 i k = 1 = 12, Rozwazmy zatem przypadek y, k > 1. Wtedy 16ky? — 16y> + 4 > 4k i stad
(2 — )% > 4k?*, czyli |2’ — x| > 2k. Jesli y? < k to z réwnosci 2’z = y* — k dostajemy, ze 2’ # 0, wigc
|2’|, |z| > 1. Ponadto jesli |z" — x| > 2k to |2'| > k lub |z| > k, co oznacza, ze |2'z| > k. Skoro jednak
y?> — k = 2’z to musieliby$Smy mie¢ |y? — k| =k — y? > k co jest oczywiscie niemozliwe. W ten sposob
wykluczamy mozliwoéé y* < k. Pozostaje jedynie przypadek y* =k, ale jak stwierdziliémy weczesniej,
wynika z niego ze |a? — b? — 1| jest kwadratem liczby calkowitej dodatniej.

Uwaga: Przypadek b > a mozna réwniez rozwigza¢ roéwnaniem w stylu Pella. Przyjmujac oznaczenie
k = "5~ < 0 dostajemy, ze [a? — b* — 1| jest kwadratem wtedy i tylko wtedy, gdy —k jest. Mozemy
wowczas zapisaé¢ ka? — (k + 1)b* = k i rownowaznie

k+1 [k+1Y\
<a+b 5 )-(a—b — >—
k+1

Oznaczajac przez (ai, by) rozwigzanie podstawowe (tj. takie w ktorym warto$¢ a + by/ %~ jest wigksza

od 1 i mozliwie najmniejsza lub rownowaznie takie a, b > 0, ze warto$¢ b jest mozliwie najmniejsza) tego

rownania oraz
k41 ge k+1 k+1
Apg1 + bpy V% = (an + by, T) . (al + b T)

(an+1, bn—i—l) = (an - a1 + % : bnbl, ay - bl + bn . al) .

Mozna wykazaé, ze mimo dzielenia przez k wszystkie liczby pozostana calkowite (poniewaz k2|(k + 1)2b2b2,
wiec k|b1b,). Zauwazmy ponadto, ze para (2k + 1,2k) jest rozwiazaniem tego réwnania. Zastanowmy
sie jeszcze, dla jakich k rozwigzanie podstawowe jest mniejsze. Z prostych przyczyn, b3 >k i stad
a? >k + 1. Zatem jesli (2k + 1,2k) = (ay, by) to musimy mie¢ £ =2 — po podstawieniu do wzoru do-
stajemy a; = by = v/—k i —k jest kwadratem. Co wiecej, w ten sposob scharakteryzowalismy wszystkie
rozwigzania naszego rownania. Analiza parzystosci doprowadza nas do tego, ze w rozwigzaniach dla —k
niebedacego kwadratem, a i b sa réznej parzystosci, natomiast dla —k bedacego kwadratem, a, i b, sg tej
samej parzystosci dla ¢ nieparzystego i réznej dla ¢ parzystego.

dostajemy

10. Udowodni¢, ze istnieje liczba catkowita dodatnia k taka, ze liczba k-2" 41 jest zlozona dla
dowolnej liczby catkowitej dodatniej n.

Rozwigzanie:
Wskazemy parami rozne liczby pierwsze p; dla i € {0,1,...,6} wraz z resztami r; takimi, ze jesli

63



dla kazdego i liczba k spelnia warunek k = r; (mod p;), to dla dowolnej liczby catkowitej n > 1 istnieje
0 < i < 6 takie, ze p; | k- 2™ + 1. Dla danych liczb p; istnienie takiej liczby catkowitej k& wynika z chiriskiego
twierdzenia o resztach. Poniewaz mozemy réwniez przyjaé, ze k > p; dla dowolnego i, to stad bedzie
wynika¢ bezposrednio teza zadania, gdyz liczba k - 2" + 1 bedzie zlozona dla dowolnego n.

Wybierzemy parami wzglednie pierwsze p; w taki sposéb by p; | 2% + 1 dla i < 4 oraz ps, pg | 22° 4 1.

. 5
Na przyklad wezmy p; = 2% + 1 dlai € {0,1,2,3,4}, ps = 641 oraz pg = 226;{1 (chociaz liczba pg istotnie

jest pierwsza, to wystarczy jedynie wiedzie¢, ze jest wzglednie pierwsza z liczbami p; dla 0 < i <5 co
tatwo sprawdzi¢). Dodatkowo, niech reszty r; beda takie, ze

e ;=1 (mod p;) dla 0 < i <5,

e 75 = —1 (mod pg).

Rozwazmy teraz dowolna liczbe catkowita dodatnia n i zapiszmy ja w postaci n =2 dla 7 > 0 oraz
pewnej liczby nieparzystej £. Jesli teraz 0 < ¢ < 5, to

[ (-=1)* = -1 (mod p,).
Oznacza to, ze p; | 2" - k + 1. Dalej dla i > 6, jako ze mamy 2% = —1 (mod pg), czyli 2% =1 (mod pg),
2" = (22" =1 =1 (mod pg),

skad otrzymujemy, ze
k-2"=rs=—-1 (mod pg).
Zatem dla dowolnego n > 1 jedna z liczb p; dzieli k- 2" + 1 i rozwiagzanie zadania jest zakoriczone.

11. Ciag liczb catkowitych dodatnich (a,)5%, spelnia dla n > 2 warunek
an = p(an-1) +k,

gdzie k jest ustalong liczba calkowita dodatnia, a ¢(n) to liczba liczb catkowitych dodatnich wzglednie
pierwszych z n i mniejszych rownych od n. Wykazaé, ze ten ciag jest ograniczony.

Rozwigzanie:

Niech N = max(aq, k + 1). Wykazemy przez indukcje, ze a,, < N! + k + 1 dla dowolnegon = 1,2,3, .. .,
tym samym dowodzac tezy zadania.

Baza indukcji jest oczywista, bo a; < N < N!+ k + 1. Zalézmy teraz, ze a,, < N!+ k + 1 dla pewnego
n > 1. Wykazemy, ze a,,1 < N+ k+ 1. Jedli a,, < N+ 1, to

ani1 = @(an) + k< ap+kE< N +Ek+ 1.

Jesli zas a, > N!+ 2, to a, = N! + m dla pewnego m € [2, k + 1]|. Zauwazmy, ze liczby

N!
m,2m,3m,...,<——|—1)m
m

nie sg wzglednie pierwsze z a,, bo ich wspolnym dzielnikiem jest m. Wobec tego

1= N,

N N! k+ 1)k
sl <an— (i) enem— Y Ny pp o BEDE
m m k+1

wiec any1 = @(a,) +k < N+ k< N+ k4 1.
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10.

11.

12.

13.

Regulamin Meczu Matematycznego

Ustalenia wstepne

. W Meczu biora udzial dwie druzyny. Kazda z druzyn wybiera ze swojego grona Kapitana.

. W pierwszej fazie Meczu obie druzyny rozwiazuja 11 zadan dostarczonych przez Jury i przygotowuja

sie do zreferowania rozwiazan przy tablicy. Druga faza Meczu jest rozgrywka.

Rozgrywka

. Ekipy na przemian wywotuja druzyne przeciwng do zreferowania przy tablicy rozwiazania jednego

z niewybranych dotad zadan. Numer zadania jest wybierany przez druzyne wywotujaca. Wywoly-
wanie rozpoczyna druzyna wylosowana tuz przed rozgrywka.

. Druzyna wywotana do rozwiazania zadania deklaruje, czy przyjmuje zadanie. Dalszy przebieg roz-

grywki zalezy od decyzji druzyny wywotane;j.

Jesl druzyna wywotana przyymuje zadanie...

. Druzyna wywotana staje sie druzyng referujaca.

Zawodnika druzyny referujacej, ktory przedstawia rozwigzanie przy tablicy, wyznacza Kapitan dru-
Zyny przeciwne;j.

Zawodnik moze by¢ wyznaczony jedynie wtedy, gdy kazdy zawodnik z jego druzyny zakonczyt
referowanie zadania nie mniej razy niz on. Nie mozna wyznaczy¢ zawodnika po raz drugi do tego
samego zadania. Jezeli do referowania wyznaczono Kapitana, wskazuje on na czas pobytu pod
tablica swego zastepce.

Jesli zawodnik zostaje wybrany do referowania po raz n-ty, przystepuje do referowania z praw-

dopodobienstwem (%)l_m—m, gdzie m oznacza minimum liczby zakonczonych referowan sposrod
wszystkich zawodnikéw druzyny referujgcej. W przeciwnym wypadku Kapitan druzyny referujacej

wyznacza osobe do referowania zgodnie z punktem 7.

Osoba referujaca nie moze korzysta¢ z notatek, ani konsultowaé sie ze swoja druzyng. Druzyna
przeciwna nie moze przeszkadzac¢ lub przerywac referujacemu.

Kapitan druzyny referujacej moze odwotywaé osoby referujace dowolng liczbe razy. Takze osoba
referujaca moze zrezygnowaé z referowania. Wowcezas Kapitan druzyny przeciwnej wskazuje ko-
lejng osobe druzyny referujacej do kontynuowania rozwigzania przy tablicy na zasadach opisanych
w punktach 7-9. Druzyna zmieniajaca referujacego traci N punktéw przy swojej N-tej zmianie
w czasie Meczu.

Laczny czas na zreferowanie rozwigzania przez druzyne referujaca wynosi 10 minut. Po uptywie
tego czasu Jury moze przerwaé referowanie, poprosi¢ o streszczenie dalszej czesci rozwiazania lub
pozwoli¢ na dalsze referowanie, w zaleznosci od tego, czy rozwigzanie zdaniem Jury rokuje nadzieje
na poprawnos¢ i zbliza sie do konca.

Po oznajmieniu przez referujacego, ze referowanie rozwiazania zostato zakonczone, druzyna prze-
ciwna moze zglosi¢ zastrzezenia co do poprawnosci lub kompletnosci rozwigzania, a nastepnie refe-
rujacy odpowiada na te zastrzezenia.

Jezeli podczas dyskusji druzyna wywolujaca zwrécita uwage na btedy lub luki dyskwalifikujace
rozwigzanie, ma ona prawo do zreferowania brakujacych czesci rozwigzania na zasadach okreslonych
w punktach 6-11. W tym przypadku, jezeli przedstawione rozwiazanie nie zostanie uznane przez
Jury za poprawne, druzyna otrzymuje —10 punktow i opuszcza sie punkt 14.
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14.

15.

16.

17.

18.

19.

20.

Ostatecznie Jury ocenia zaprezentowane referaty oraz dyskusje i przyznaje obu druzynom nieujemne
liczby punktéw o sumie nie przekraczajacej 10 punktéw. Druzyna, ktora przedstawita poprawne
rozwiazanie, otrzymuje co najmniej 7 punktéow. Jury ma prawo zada¢ pytania referujacemu w celu
ustalenia oceny.

Jesli druzyna wywotana nie przyjmuje zadania...
Druzyna wywolujaca staje sie druzyna referujaca i prezentuje rozwiazanie zgodnie z zasadami okre-
slonymi w punktach 6—11.

Ostatecznie Jury przyznaje druzynie referujacej od 7 do 10 punktow, jezeli zaprezentowane roz-
wiazanie jest poprawne, albo —10 (minus dziesie¢) punktow w przeciwnym przypadku. Jury moze
rowniez przydzielié druzynie przeciwnej punkty za wskazanie luk lub bledéw w przedstawionym
rozwigzaniu. Jury ma prawo zada¢ pytania referujacemu w celu ustalenia oceny.

Ustalenia konicowe
Rozgrywka koniczy sie po wywotaniu 8 zadan lub gdy réznica pomiedzy wynikami obu druzyn jest
wieksza niz 40 punktow. W przypadku remisu wywotuje sie dodatkowo 2 zadania.

Po 3 godzinach meczu czas na referowanie zadania zostaje skrocony do 5 minut, a wszystkie punkty
ujemne licza sie dwukrotnie.

Przewodniczacy Jury moze natozy¢ kare punktowa na druzyne za niezgodne z niniejszym regulami-
nem zachowania jej zawodnikow.

Interpretacja niniejszego regulaminu nalezy do przewodniczacego Jury.
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