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Wstep

Oboz Naukowy Olimpiady Matematycznej odbyt sie w dniach 1 — 14 czerwca 2025 w Mszanie Dolnej,
w Osrodku Sportowo-Rekreacyjnym ,Stoneczny”. Kadre obozu stanowili: Jacek Jakimiuk, Michal Kieza,
Filip Konieczny, Michat Manka, L.ukasz Orski, Mateusz Przebieracz, Rafal Pyzik, Lukasz Skiba i Szymon
Tobiasz.

W dniach 2, 3, 4, 6, 8, 9, 11 i 12 czerwca odbyly sie zawody indywidualne, 5 czerwca miaty miejsce
zawody druzynowe, a 7 i 13 czerwca rozegrane zostaly mecze matematyczne (regulamin meczu znajduje
sie na koricu tego zeszytu).

Podczas kazdego dnia zawodow indywidualnych uczestnicy mieli cztery i p6t godziny na rozwigzanie
czterech zadan. Zawody druzynowe polegaly na rozwiazywaniu przez kilkuosobowe druzyny osmiu zadan
i trwaly od rana do wieczora, a mecze matematyczne — od wieczora dnia poprzedniego do popotudnia.

W ramach zawodow indywidualnych mozna byto uzyska¢ 192 punkty. Trzy najlepsze wyniki to 150,
131 1 127 punktoéw. Punkty uzyskane za poszczegdlne zadania przedstawia tabela na nastepnej stronie.
W tym miejscu wypada nadmienié, ze nie wszyscy uczestnicy byli na catym obozie, co powoduje, ze sumy
liczb w poszczegdlnych wierszach moga sie r6znic.

W czasie obozu odbyla sie wycieczka: 10 czerwca na Mogielice i Cwilin.

Niniejszy zeszyt zawiera wszystkie zadania z Obozu wraz z rozwigzaniami. Zeszyty z poprzednich
Obozéw Naukowych znajduja sie na stronie internetowej Olimpiady Matematycznej: om.sem. edu.pl.



Liczba prac

Liczba prac

Liczba prac

Liczba prac

Zadanie na 6 punktéw | na 5 punktéw | na 2 punkty | na 0 punktow
T 13 3 0 3
5. 11 3 1 4
3. 9 3 0 7
1 5 1 0 16
5. 12 3 2 3
6. 12 0 0 8
- 1 0 0 19
3 1 0 0 19
9. 18 1 0 1
10. 9 1 0 10
11. 2 0 2 16
2. 2 0 0 18
13. 8 7 1 4
14. 5 3 0 12
15. 8 2 0 10
16. 1 0 0 19
7. 13 0 0 0
3. 6 2 0 10
19. 5 3 0 10
20. 1 0 0 17
21, 12 2 1 4
2. 9 3 1 6
23, 4 1 1 13
21, 0 0 0 19
25, 13 3 2 1
2. 10 0 0 9
27, 10 0 1 8
28, 0 0 0 19
29. 14 1 1 3
30, 1 0 1 14
31 7 1 0 1
32, 0 1 0 18




Tresci zadan

Zawody indywidualne

1. Dana jest liczba catkowita n > 1. Wykaza¢, ze
[T +#+1)
k=1

nie jest kwadratem liczby calkowitej.

2. Dany jest wypukly wielokat P. Dla trojkata 1" o wierzchotkach bedacych wierzchotkami P efektem
T nazwiemy zbior 0, 1,2 lub 3 wielokatow, jakie powstaja po usunieciu 1" z P. Triangulacjg P nazwiemy
dowolny podzial P na tréjkaty za pomoca parami nieprzecinajacych sie przekatnych. Triangulacje
nazwiemy perfekcying, gdy efekt kazdego jej trojkata zawiera dokltadnie jeden wielokat o nieparzystej
liczbie wierzchotkdéw. Udowodnié¢, ze triangulacja J wielokata P jest perfekcyjna wtedy i tylko wtedy,
gdy mozna usunaé¢ cze$é jej przekatnych tak, by wszystkie obszary, na ktore P jest podzielony przez
pozostate przekatne, byly czworokatami.

3. W czworokacie wypuklym ABC'D potproste AB i DC' przecinajg sie w punkcie P, zas polproste
AD i BC przecinaja sie w punkcie ). Okregi wpisane w trojkaty BC'P i CDQ) sa styczne do bokéw BC
i C'D odpowiednio w punktach L i M. Okregi dopisane do tréjkatow ADP i ABQ sa styczne do bokow
AD i AB odpowiednio w punktach N i K. Wykaza¢, ze punkty N, L, P sa wspolliniowe wtedy i tylko
wtedy, gdy punkty K, M, @) sa wspotliniowe.

4. Zmalez¢ wszystkie liczby rzeczywiste x > 1 o tej wtasnosci, ze dla dowolnej liczby caltkowite]

dodatniej n zachodzi réwnosé
13
+1 2
x x x

gdzie |a| oznacza najwieksza liczbe catkowita nie wieksza od a.
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5. Czworokat wypukly ABCD jest wpisany w pewien okrag i opisany na okregu o srodku [. Prosta
przechodzaca przez punkt [ i réwnolegta do AB przecina boki BC'i AD odpowiednio w punktach K i L.
Wykazaé, ze dtugosé odcinka K L jest rowna }1 obwodu czworokata ABCD.

6. Dane sa niezerowe liczby rzeczywiste ai,as,...,a, = —1 spelniajace a; +as + ... +a, = n.
Udowodnié¢, ze
1 1 1 1 1 1
ay Gy a, a1 Gy an,

7. Dany jest graf dwudzielny o m krawedziach. Udowodni¢, ze mozna wybraé¢ co najmniej 3ma

1
krawedzi w taki sposob, by zadne cztery spo$réd nich nie tworzyty cyklu.

8. Wielomian W (x) o wspotczynnikach wymiernych nazwiemy leksmarkowym wtedy i tylko wtedy,
gdy dla dowolnej liczby catkowitej a istnieje takie catkowite dodatnie n, ze W™ (a) € Z, gdzie W™ oznacza
n-krotne ztozenie W, czyli

:<

Orzec, czy dla dowolnego wielomianu leksmarkowego W (x) istnieje liczba catkowita dodatnia N taka, ze
dla dowolnego a € Z istnieje 0 < n < N takie, ze W"(a) € Z.
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9. Dana jest dodatnia liczba catkowita n. Liczby 0,1,...,2n sa w tej kolejnosci napisane na okregu i
niektore z nich zostaly oznaczone. Dla 0 < k < 2n niech I}, = {k,k+1,..., k +n}, gdzie liczby bierzemy
modulo 2n + 1. Zbiér I, nazwiemy wesotym, gdy zawiera Scisle wiecej niz potowe oznaczonych liczb.
Udowodni¢, ze nastepujace stwierdzenia sa rownowazne:

a) Co najmniej n + 1 zbioréw sposrod Iy, Iy, ..., I, jest wesotych.

b) Liczba oznaczonych liczb jest nieparzysta.

10. Znalez¢ najwieksza liczbe catkowita dodatnia k taka, ze istnieje liczba catkowita n > 1, dla ktorej
kazda z liczb n,n?, ..., n"* daje sie przedstawi¢ w postaci 22 + 3% + 1 dla pewnych liczb calkowitych x, y.

11. Wykaza¢, ze dla dowolnych liczb rzeczywistych dodatnich a, b, ¢ spetniajacych warunek a+b+c =1

zachodzi nieré6wnosé
1 1 1 25

o>
a b+c 1+ 48abe

12. Punkt P lezy wewnatrz trojkata ostrokatnego ABC', przy czym
AC + AP = BC + BP.

Prosta AP przecina bok BC' w punkcie X, a prosta BP przecina bok AC' w punkcie Y. Wykazaé, ze jesli
okregi wpisane w trojkaty CPX i C'PY nie sg przystajace, to ich wspdlne styczne zewnetrzne przecinaja
sie na prostej AB.

13. Wyznaczy¢ wszystkie Scisle rosngce funkcje f : R — R spelniajace réwnosé

J(U—x) =1—=f(f(x))
dla kazdego = € R.

14. Punkt O jest srodkiem okregu opisanego na tréjkacie ostrokatnym ABC, zas§ H jego ortocentrum.
Na potprostej HC' lezy taki punkt D, ze HD = AQO. Symetralna odcinka OD przecina boki AC' i BC
odpowiednio w punktach K i L. Punkt F jest srodkiem okregu opisanego na trojkacie C K L. Wykazac,
ze punkty K, O, L, E leza na jednym okregu.

15. Dane sa liczby caltkowite dodatnie a; < as < ... < a, speliajace a; — a; | a; dla dowolnych
1 <1 < j <n. Udowodnié¢, ze zachodzi

ta; < ja; dla dowolnych 1 <7< j<n.

16. Na okregu zaznaczono 2°%° punktéw i przypisano im liczby calkowite 1,2, ..., 2%, kazda doktadnie
raz. WartoScig cieciwy o koncach w dwoch zaznaczonych punktach nazywany sume liczb przypisanych

tym punktom. Udowodni¢, ze istnieje zbiér 100 parami nieprzecinajacych sie cieciw o tej samej wartosci.

17. Niech BE i C'F beda wysokosciami trojkata ostrokatnego ABC'. Prosta E'F przecina okrag opisany
na trojkacie ABC' w punktach X oraz Y, przy czym punkt X lezy na tuku AB niezawierajacym punktu
C, a punkt Y na tuku AC niezawierajagcym punktu B. Punkty P oraz () sa obrazami punktéow X i Y
w symetrii wzgledem prostych AB i AC, odpowiednio. Udowodnié¢, ze PQ || BC.

18. Udowodni¢, ze dla dowolnej liczby calkowitej n > 2 istnieje taki m-elementowy zbiér S liczb
catkowitych, ze dla dowolnych, réznych od siebie a,b € S, zachodzi podzielnosé (a — b)? | ab.

19. Dane sa skonczone zbiory Aj, As, ..., A, takie, ze dowolne przeciecie pewnej (dodatniej) ich
liczby ma parzyscie wiele elementow, za wyjatkiem przeciecia ich wszystkich, ktore ma nieparzyscie wiele
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elementow. Znalez¢ — w zaleznosci od n — najmniejsza mozliwa liczbe elementow sumy A; U A, U. ..U A,,.

20. Dany jest wielomian P(z) = ag+a1x+. .. +ap_12" 1 +2*, gdzie a, . .., ar_; to liczby nieparzyste.
Ponadto stopien k tego wielomianu jest parzysty oraz zachodzi P(x) | (r + 1)® — 1 dla pewnego n
catkowitego dodatniego. Udowodni¢, ze k + 1 | n.

21. Dla grafu G i jego wierzchotka w definiujemy operacje inwersji wierzcholtka w nastepujaco: dla
dowolnego wierzchotka v réznego od w, jedli nie ma miedzy nimi krawedzi to ja dodajemy, natomiast
jesli jest miedzy nimi krawedz to ja usuwamy. Znalezé najmniejsza liczbe naturalna M, dla ktoérej kazdy
graf G o 2025 wierzchotkach mozna doprowadzi¢ do grafu o co najwyzej M krawedziach za pomoca ciggu
operacji inwersji.

22. Dla danej liczby rzeczywistej x zdefiniujmy

1
o’

nEZ+
2||nx|

F(x) =

Wyznaczy¢ najwieksza liczbe rzeczywista C taka, ze F/(z) > C zachodzi dla x € (0,1).

23. Dla danej liczby catkowitej n > 4 znalez¢ najmniejsza liczbe catkowita f(n) o tej wlasnosci, ze dla
dowolnej dodatniej liczby catkowitej m, wsrod dowolnych f(n) elementoéw zbioru {m, m+1,..., m+n—1}
istnieja co najmniej trzy liczby parami wzglednie pierwsze.

24. Dany jest trojkat ABC oraz punkty P i QQ w jego wnetrzu spetniajace zaleznosci
$PAB+ SPBC + $PCA = 90°,

SPAC = $BAQ, <PBA=<4CBQ.
Wykazaé, ze prosta PQ przechodzi przez srodek okregu opisanego na tréjkacie ABC.
25. Znalez¢ wszystkie takie pary (x,y) liczb catkowitych dodatnich, ze zarowno = + y, jak i zy + 1 sa
potegami dwojki.

26. Dany jest ostrostup trojkatny ABC'S o podstawie trojkata ABC. Okrag o srodku I wpisany w
ten trojkat jest styczny do krawedzi BC, CA, AB odpowiednio w punktach D, E, F, za$ odcinek ST
jest wysokoscia danego ostrostupa. Punkty A’, B, C' leza odpowiednio na krawedziach AS, BS, CS,
przy czym AA’ = AF, BB' = BD, CC" = CFE, za$ punkt S’ jest obrazem symetrycznym do punktu S
wzgledem $rodka sfery opisanej na ostrostupie ABC'S. Wykazac, ze A'S" = B'S' = C'S".

27. Dany jest nieskoniczony ciag liczb dodatnich A\; < A\ < ... oraz taka stata K, ze

n—1
DN <KX dan=1.2,....

k=1
Udowodni¢, ze istnieje stata K’ spelniajgca warunek

n—1
D M <KN\ dlan=12,....

k=1

28. W obozie matematycznym w Mszanie Dolnej uczestniczy 2™ (n € Z, ) 0os6b — uczniowie i kadra.
Pewnego wieczora zorganizowano turniej picia wody na czas systemem kazdy z kazdym (zakladamy, ze
w zadnym pojedynku nie padt remis). Wygral kierownik obozu. Uczestnikow turnieju, ktorzy pokonali

7



kierownika obozu nazwiemy zuchwatymi. Wtasciciele osrodka planujag zorganizowanie turnieju systemem
pucharowym, przy czym okaze sie, ze kazdy pojedynek miedzy dwoma uczestnikami zakoriczy sie takim
samym wynikiem, jak wczedniej podczas turnieju rozgrywanego systemem kazdy z kazdym. Wykazac, ze
mozna tak utozy¢ harmonogram rozgrywek, aby kierownik obozu znéw zwyciezyl, a wszyscy zuchwali
uczestnicy odpadli w pierwszych dwoch rundach.

29. Znalez¢ wszystkie liczby rzeczywiste ¢, dla ktorych istnieje ciag ()52, liczb dodatnich speliajacy
dla n > 1 réwnanie

1 1
Tn41 = Ty + \/xn+ Z + \/xn—l—l + Z

Oraz ¥opo5 — L1 — C\/4l’1 + 1.

30. Niech S bedzie niepustym zbiorem skoriczonym oraz F bedzie rodzing podzbiorow S speliajaca
nastepujace warunki:

(a) S nie jest jedynym elementem rodziny F;
(b) Jesli Fl,F2 € 9: to F1NFye Foraz FiUF, € F.

Udowodni¢, ze istnieje element a € S nalezacy do co najwyzej polowy elementéw rodziny F.

31. Dany jest trojkat ABC. Okrag w przechodzacy przez punkty B i C' przecina odcinki AB i AC
odpowiednio w punktach D i F. Odcinki BE i C'D przecinaja sie w punkcie P. Punkty M i N sa $rodkami
okregow wpisanych w trojkaty ADFE i PDE. Punkt K jest srodkiem tuku DFE okregu w niezawierajacego
punktow B i C'. Wykazaé, ze punkt K lezy na prostej M N.

32. Bezkwadratowa dodatnia liczbe catkowita n nazwiemy prawie pierwszq, gdy dla kazdej liczby
catkowitej x zachodzi podzielnosé

n| o™+ 22+ 4%~k

gdzie 1 =dy < dy < ... < dp =n sa wszystkimi dodatnimi dzielnikami n. Niech p bedzie liczbg pierwsza
postaci 22" 41 dla nieujemnej liczby calkowitej m i niech n bedzie liczbg prawie pierwsza majaca dzielnik
pierwszy r dajacy reszte 1 z dzielenia przez p. Udowodnié, ze dla kazdego i = 1,2, ...,k zachodzi p | d;—1.



Zawody druzynowe

1. Udowodnié¢, ze istnieje stata ¢ < 1 o nastepujacej wlasnosci: dla dowolnego ciagu liczb rzeczywistych
(n)52, z przedziatu domknietego [0, 1] istnieje nieskoriczenie wiele par indeksow m > n spelniajacych
warunek |z, — z,| <

Uwaga: Rozwigzanie zadania dla kazdej liczby ¢ > 1 nagradzane bedzie dodatnig liczba punktow.

2. Wyznaczy¢ wszystkie funkcje f : R — R, ktore spetniaja roéwnanie

F@f) +yf(z) +2f(2) = yf(x) + 2f(y) + 2f(2)

dla dowolnych x,y, z € R.

3. Dany jest czworokat wypukly ABC' D, w ktory mozna wpisaé okrag. Proste AB i C'D przecinaja sie
w punkcie P, a proste BC i AD przecinaja sie w punkcie (). Punkt H jest rzutem prostokatnym punktu
D na prosta PQ. Wykazaé, ze kat miedzy stycznymi z punktu H poprowadzonymi do okregu wpisanego
w trojkat ADP jest réowny katowi miedzy stycznymi z punktu H poprowadzonymi do okregu wpisanego
w trojkat C'DQ.

4. Dany jest szesciokat wypukly A;A; A3A3A5Aq. Czedcia wspolna trojkatow Ay AsAs 1 AsAyAg jest
szesciokat wypukty s, ktorego gtowne przekatne przecinaja sie w jednym punkcie. Niech S; oznacza pole
trojkata (roztacznego z wnetrzem szesciokata s) o wierzchotku A; i boku bedacym jednoczesnie bokiem
szeSciokata s. Niech ponadto S35 i So46 beda odpowiednio polami trojkatow A; AzAs i As Ay Ag. Wykazad,

ze
51-53-55_52 Sy - 56
Siss S

5. Makka Pakka i Igipigiel graja w gre na dwoch stosach sktadajacych sie z dodatniej liczby kamieni n
i m odpowiednio. Ruch polega na wybraniu jednego ze stoséw (oznaczmy jego rozmiar przez k) i zabraniu
z niego 0 < d < k kamieni, gdzie d dzieli k. Bohaterowie wykonuja ruchy na zmiane. Jesli na poczatku
tury danego gracza na obu stosach znajduje sie doktadnie jeden kamien, to ten gracz przegrywa. Zaczyna
Makka Pakka. Wyznaczy¢, w zaleznosci od n i m, ktéry gracz ma strategic wygrywajaca.

6. Niech S bedzie niepustym zbiorem parzyscie wielu punktéw na plaszczyznie, sposrod ktoérych zadne
trzy nie sg wspoltliniowe. Udowodnié, ze istnieje podzial S; U Sy = S, 51 NSy = &, dla ktorego otoczki
wypuktle zbiorow S; i S5 maja taka sama liczbe wierzchotkow.

Uwaga: Otoczka wypukta skonczonego zbioru punktéow to wielokat wypukly o najmniejszym polu
zawierajacy ten zbior.

7. Zmalez¢ wszystkie takie liczby catkowite dodatnie n, ze 3™ 4 61 jest kwadratem liczby catkowite;j.
8. Niech p bedzie liczba pierwsza postaci 8n + 1, gdzie n jest catkowite dodatnie. Udowodnié¢, ze zbior

liczb P ={1,2,...,p — 1} mozna podzieli¢ na dwa rozlaczne, réwnoliczne zbiory A, B spelniajace
H a = H b (mod p?)
acA beB



Pierwszy Mecz Matematyczny
1. Znalez¢ wszystkie funkcje f : R, — R, ktoére spetniaja réwnanie

fle+yf@)+ f(f(2) = flay) + 22

dla dowolnych z,y > 0.

2. Dany jest wielomian W (z) stopnia n o wspotczynnikach ze zbioru {—1,0,1}. Ponadto dana jest
liczba calkowita k > 0 taka, ze (z —1)* | W (z) oraz liczba pierwsza p spelniajaca (n+1)? < p*F. Wykazac,
ze zachodzi podzielno$¢ wielomiandw

P — 1| W(x).

3. Dane sg nieujemne liczby rzeczywiste ay, as, . .., ay, gdzie N > 1. Ponadto a; +as+...+ay < 500.
Wykaza¢, ze istnieja liczby catkowite £ > 1 oraz 1 =ng <ny < --- < nx = N takie, ze

k-1

> nipia,, < 2025,
=0

4. Dane sg dwa prostopadtosciany, pierwszy w catosci zawarty w drugim. Pierwszy z nich ma wymiary
a X bxc, adrugi A x B x C. Udowodnié¢, ze zachodzi nier6wnosé

a+b+c< A+ B+C.

5. Niech p bedzie liczba pierwsza, a S zbiorem 3p punktéow kratowych na ptaszczyznie takim, ze
srodek ciezkosci tego zbioru jest punktem kratowym. Wykazaé, ze istnieje p-elementowy podzbior zbioru
S, ktorego $rodek ciezkosci jest punktem kratowym.

6. Rozwazmy dwudziestoscian foremny z rozréznialnymi krawedziami ponumerowanymi liczbami
1,2,...,30. Wyznaczy¢ liczbe kolorowan krawedzi na 3 kolory takich, ze kazda Sciana ma krawedzie
w doktadnie dwoch kolorach.

7. Dla liczby catkowitej dodatniej n niech f(n) oznacza iloczyn jej niezerowych cyfr w zapisie dziesiet-
nym. Definiujemy ciag liczb catkowitych dodatnich (a;)$2, poprzez rekurencje a; 11 = a; + f(a;) dla ¢ > 1.
Wykazaé, ze niezaleznie od wyboru wyrazu poczatkowego a; € Z., istnieje liczba catkowita dodatnia m
taka, ze m = f(a;) dla nieskoniczenie wielu 7.

8. Wyznaczy¢ wszystkie liczby wymierne, ktére mozna zapisa¢ w postaci

(af — D(a3 —1)...(ay — 1)
(67 — 1)(b3 — 1)...(b7, — 1)

dla pewnych liczb catkowitych dodatnich n,m oraz ciagow (a;)?_,, (b;)", liczb catkowitych wiekszych
od 1.

9. Dany jest trojkat roznoboczny ABC' wpisany w okrag o. Punkt M jest $rodkiem wysokosci tego
trojkata poprowadzonej z wierzchotka A. Okrag w dopisany do boku BC' trojkata ABC' jest styczny do
boku BC w punkcie D. Okregi o i w przecinaja sie w punktach P i ). Udowodni¢, ze proste styczne do
okregu w w punktach P i () przecinaja si¢ w punkcie na prostej DM.

10. Okregi 07 i 09 przecinajg sie w punktach A i B. Punkt X lezy na tuku AB okregu o; i znajduje
sie wewnatrz okregu o,. Niech r; bedzie promieniem okregu stycznego do odcinkéw AX i BX oraz
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wewnetrznie stycznego do okregu oo, za$ ro — promieniem okregu stycznego do odcinkow AX i BX
oraz wewnetrznie stycznego do okregu o;. Wykazaé, ze stosunek promieni r; i r9 nie zalezy od wyboru
punktu X.

11. Dana jest kula €2 i ustalony punkt P znajdujacy sie wewnatrz niej, ktéry nie jest jej srodkiem.
Przez punkt P narysowano trzy parami prostopadie cieciwy A;As, B1Bs i C1Cs. Punkty X7 1 X5 sa
rzutami prostokatnymi punktu P na ptaszczyzny A B1C; 1 A3 BoCs odpowiednio. Udowodnié, ze istnieje
punkt Y taki, ze niezaleznie od wyboru cieciw A; Ay, By Bs, C1C5, punkty Y, X1, X, leza na jednej prostej.

11



Drugi Mecz Matematyczny

1. Dany jest skonczony zbior A C R oraz n > 0. Wykazaé, ze istnieje wielomian f € R[z] stopnia
n, ktéry ma n pierwiastkow rzeczywistych oraz spetia ) ., f(a)g(a) = 0 dla dowolnego g € Rlz],
degg < n.

2. Udowodni¢, ze wéréod dowolnych 2n + 1 liczb niewymiernych istnieje n + 1 takich liczb, ze dla
dowolnego k € {1,2,...,n+ 1} suma dowolnych k z nich jest niewymierna.

3. Dane sa dodatnie liczby catkowite m, n. Niech A;, ..., A, beda podzbiorami zbioru mocy n.
Wykazaé, ze

mm m 3
SN Al 1A N Al = % <Z|Ai|) .
i=1 j=1 i=1

4. Maks i Antek grajg w nastepujgca gre: najpierw Maks ustala pewng permutacje o liczb od 1 do n.
W swoim ruchu Antek podaje pewna permutacje 7 liczb od 1 do n. Jesli 7 = o, to Antek wygrywa. W
przeciwnym razie Maks odpowiada mu, czy istnieje takie 1 < i < n, ze 7(i) = o(7). Wykazaé, ze Antek
moze wygraé¢ w co najwyzej nlog, n + 2025n ruchach.

5. Pewne schronisko dla kotoéw zapewnia schronienie dla m sposréd tych zwierzat. Kotki w schronisku
zaczely zapadac¢ na tajemnicza chorobe, przez ktora eksploduja. Szalony naukowiec Dexter podjal probe
wyleczenia tej choroby. Opracowal on dwa typy sznuréw - konopne i azbestowe, po czym kazde dwa kotki
zwiazal ze soba sznurem jednego z tych typow. W jednym zabiegu Dexter potrafi wyleczy¢ dowolne trzy
kotki, z ktorych kazde dwa sg potaczone tym samym typem sznura. Po udanym zabiegu Dexter odwiazuje
wyleczone kotki od wszystkich pozostalych i kontynuuje wykonywanie zabiegow.

Powiemy, ze dwa zabiegi sa tego samego typu, gdy sa przeprowadzone na kotkach zwigzanych tym
samym typem sznura. Niech f(n) oznacza najmniejsza liczbe m, dla ktorej Dexter moze przeprowadzié
n zabiegow tego samego typu. Udowodnié, ze istnieja takie liczby catkowite N, a, b, ze f(n) = an+b dla
dowolnego n > N oraz wyznaczy¢ wartosé a.

6. Podzbior U zbioru {1, 2, ..., n} nazwiemy n-bytomskim, jesli dla dowolnych dwoch roznych a,b € U
zachodzi a | (‘;) Udowodnié¢, ze istnieje taka stata C' > 0, ze dla n > 2 moc zbioru n-bytomskiego wynosi
nie wigcej niz -

7. Dana jest liczba pierwsza p = 24k + 11. Wykazaé, ze istnieje takie r calkowite, ze dla zadnego z
liczba x® — 22 — r nie dzieli sie przez p.

8. Wyznaczy¢ najmniejsza liczbe dodatniag C'; dla ktorej nieréwnosé
NWD(n, |nv2]) < Cy/n

jest speliona dla kazdej liczby catkowitej dodatniej n.

9. Okrag wpisany w trojkat ostrokatny ABC jest styczny do bokéw BC, CA i AB odpowiednio
w punktach D, E i F. Okregi dopisane do tego trojkata sa styczne do bokow BC, C'A i AB odpowiednio
w punktach K, L i M. Dowiesé, ze z odcinkow DM, FK i F'L mozna zbudowaé trojkat.

10. Przekatne AC i BD czworokata wypuktego ABC D wpisanego w okrag o przecinaja sie w punk-
cie P. Okrag o; jest styczny do odcinkéw AP i DP oraz styczny wewnetrznie do okregu o, zas okrag oo
jest styczny do odcinkow BP i C'P oraz styczny wewnetrznie do okregu o. Wykazaé, ze wspolna styczna
zewnetrzna okregow o; i 0y (blizej prostej AB) jest rownolegta do prostej AB.

11. Dany jest sze$ciokat wypukty ABCDEF. Odcinki AC' i BD przecinaja sie w punkcie G, a pot-
proste AB i DC przecinaja w punkcie H, przy czym w czworokat BHCG mozna wpisaé¢ okrag. Zaltézmy,
ze istnieje okrag o srodku [ styczny do potprostych AC, CD, ED, AE poza odcinkami odpowiednio AC,
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CD, ED, AFE oraz istnieje okrag o srodku J styczny do poétprostych DB, DF, BA, F'A poza odcinkami
odpowiednio DB, DF, BA, FA. Wykaza¢, ze proste BE, C'F oraz IJ maja punkt wspoélny.

13



Rozwiagzania

Zawody indywidualne

1. Dana jest liczba catkowita n > 1. Wykazaé, ze
[T +#+1)
k=1

nie jest kwadratem liczby catkowite;.

Rozwigzanie:
Zauwazmy, ze

a4+ l=F(+k+D)E —k+D)=F +k+1)((k=1)2+(k—=1)+1)= f(k)f(k—1).

Kazdazliczb f(k)dlak = 2,3, ..., n—1 wystepuje w danym iloczynie dwukrotnie, wiec zadanie sprowadza
si¢ do sprawdzenia, czy liczba 1 - (n? +n + 1) jest kwadratem liczby naturalnej. Pozostaje zauwazy¢, ze
dla n > 1 zachodza réwnosci

nf<n®+n+1<(n+1)?

ktore dowodza, ze liczba n? + n + 1 nie jest kwadratem liczby catkowitej.

2. Dany jest wypukly wielokat P. Dla trojkata 1" o wierzchotkach bedacych wierzchotkami P efektem
T nazwiemy zbior 0, 1,2 lub 3 wielokatow, jakie powstaja po usunieciu T z P. Triangulacjg P nazwiemy
dowolny podzial P na tréjkaty za pomoca parami nieprzecinajacych sie przekatnych. Triangulacje
nazwiemy perfekcying, gdy efekt kazdego jej trojkata zawiera dokltadnie jeden wielokat o nieparzystej
liczbie wierzchotkéw. Udowodnié¢, ze triangulacja I wielokata P jest perfekcyjna wtedy i tylko wtedy,
gdy mozna usunaé¢ cze$é¢ jej przekatnych tak, by wszystkie obszary, na ktore P jest podzielony przez
pozostate przekatne, byly czworokatami.

Rozwigzanie:

Triangulacji § mozna przyporzadkowaé graf G, ktorego wierzchotkami sg trojkaty 7, a krawedz
taczy dwa trojkaty wtedy i tylko wtedy, gdy maja one wspélna krawedz. Odnotujmy teraz nastepujace
wlasnosci G-

e (& jest drzewem. Istotnie, w oczywisty sposéb G jest spojny, ponadto cykl w G odpowiadal by
krzywej zamknietej taczacej srodki okregéw wpisanych trojkatow z cyklu, ktora rownoczesnie bytaby
zawarta w P 1 otaczalaby jego wierzchotek, co jest niemozliwe.

e 7 jest perfekcyjna wtedy i tylko wtedy, gdy dla dowolnego wierzchotka v € G graf G\{v} ma
doktadnie jedng spojna sktadowa o nieparzystej liczbie wierzchotkow.

e 7 J mozna usunaé czes¢ jej przekatnych tak, by wszystkie obszary, na ktore P jest podzielony przez
pozostate przekatne, byly czworokatami, wtedy i tylko wtedy, gdy w G istnieje skojarzenie. Impli-
kacja w lewo jest oczywista, bo usuwajac wspolny bok dwoch trojkatow dostaniemy czworokat. Dla
implikacji w prawo wystarczy zauwazy¢, ze dzieki wypuklodci usuwajac przekatnag bedaca wspol-
nym bokiem k-kata i l-kata potaczymy je w (k + [ — 2)-kat, wiec jedynym sposobem na uzyskanie
czworokata jest potaczenie dwoch trojkatéw i nie ruszanie powstatego w ten sposob czworokata.

Musimy wiec jedynie udowodnié¢, ze w G istnieje skojarzenie wtedy i tylko wtedy, gdy dla kazdego wierz-
chotka v € G graf G\{v} ma dokladnie jedna nieparzysta spojna sktadowa.
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= Wezmy wierzchotek v i krawedz vw nalezaca do skojarzenia. Wowcezas spojna sktadowa G\{v}
zawierajaca w sktada sie z w i ilus skojarzonych par, wiec jest nieparzysta, a pozostate spojne sktadowe
sa sumami skojarzonych par, wiec sa parzyste.

< Skonstruujemy skojarzenie G. Wezmy lis¢ u i potaczony z nim wierzchotek v. Graf G\{v} ma
doktadnie jedna nieparzysta spojna sktadowa i jest nia {u}, wiec wszystkie spojne sktadowe G\{u, v} sa
parzyste. Niech H bedzie jedna z tych spojnych sktadowych i niech w € H. Poniewaz G\ H jest potaczony
z jedna spojna sktadowa H\{w} i ma parzyscie wiele wierzchotkow, to parzystosé spojnych sktadowych
H\{w} jest taka sama jak G\{w}. Dzieki temu prosta indukcja mozemy skonstruowaé skojarzenie kazdej
spojnej sktadowej G\{u, v}, co razem z krawedzia uv daje skojarzenie G.

3. W czworokacie wypuklym ABCD potproste AB i DC' przecinajg sie w punkcie P, za$ polproste
AD i BC przecinaja sie w punkcie Q). Okregi wpisane w trojkaty BC'P i CD(Q) sa styczne do bokéw BC
i C'D odpowiednio w punktach L i M. Okregi dopisane do trojkatow ADP i ABQ sa styczne do bokow
AD i AB odpowiednio w punktach N i K. Wykazaé¢, ze punkty N, L, P sa wspotiniowe wtedy i tylko
wtedy, gdy punkty K, M, @) sa wspotliniowe.

Rozwigzanie:

Oznaczmy przez os i 03 okregi wpisane odpowiednio w trojkaty BC'P i C'DQ), zas przez o4 i 0 —
rozwazane w tresci okregi dopisane odpowiednio do trojkatow ADP i ABQ). Zalézmy, ze punkty IV,
L, P sa wspolliniowe. Jednoktadnosé o srodku P przeksztalcajaca okrag o, na okrag o, przeprowadza
punkt L na pewien punkt L', zas§ prosta BC|, na styczng do okregu o4 w punkcie L'. Przyjmijmy, ze ta
styczna przecina proste C'D, AB, AD odpowiednio w punktach E, F', G. Niech ponadto X i Y beda
punktami stycznosci okregu o4 odpowiednio z prostymi AB i C'D. Wéwcezas punkty P, L, N, L' leza na
jednej prostej, ktora jest biegunowa punktu G wzgledem okregu o4. Z twierdzenia La Hire o wzajemnosci
biegunowych otrzymujemy, ze punkt G lezy na biegunowej XY punktu P wzgledem okregu o4 (gdzie
X e€eAB,aY € CD).

Jednoktadnosé o srodku D przeksztatcajaca trojkat DEG na trojkat DCQ przeprowadza okrag oy
wpisany w trojkat DEG na okrag o3 wpisany w trojkat DC'Q), za$ punkt Y na punkt M, skad wniosek, ze
prosta GY jest réwnolegta do swojego obrazu QM. Jednokladnosé o srodku A przeksztalcajaca trojkat
AFG natrojkat ABQ przeprowadza okrag o4 dopisany do trojkata AF'G na okrag o, dopisany do trojkata
ABQ), zas punkt X na punkt K, skad wniosek, ze prosta GX jest réwnolegta do swojego obrazu QK.
Poniewaz punkty G, X, Y leza na jednej prostej, to punkty @, M, K takze leza na jednej proste;j.

Dowo6d w druga strone jest analogiczny.

4. Znalez¢ wszystkie liczby rzeczywiste x > 1 o tej wlasnosci, ze dla dowolnej liczby catkowitej
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dodatniej n zachodzi réwnosé

8

8

et 2o [

gdzie |a] oznacza najwieksza liczbe catkowita nie wieksza od a.

Rozwigzanie:
Whpierw zauwazmy, ze skoro L%J < n to wszystkie nieskoniczone sumy w zadaniu sa w istocie skon-
czone. Bez straty ogélnosci mozemy rozwazaé¢ n > 0 zamiast n > 0. Zauwazmy teraz, ze wlasno$é¢ z

zadania, czyli
o1 2| |
x x x x
jest rownowazna wtasnosci
1 2 +1
x x

[Z]+1

i z tozsamosci I dla n i [2]| dostajemy,

dla dowolnego n > 0. Istotnie, rozpisujac ”7“ oraz

ze 2] musi zachodzié. Aby uzyskaé¢ wynikanie [1] z 2] przeprowadzamy dowod indukeyjny ze wzgledu na n.
Zatozmy, ze [2 zachodzi dla dowolnego n > 0. Chcemy wykazaé, ze [1| zachodzi dla n > 0. Dla n = 0 jest
to oczywiscie spelnione. Rozwazmy teraz n > 0 i zalézmy na mocy indukeji, ze[I] zachodzi dla wszystkich
0 < m < n. Poniewaz L%J < n, to korzystajac z [2l mamy

[ (12

co koriczy dowod kroku indukcyjnego i tym samym réwnowaznosci |1 i

Wykazemy teraz, ze 2l moze zachodzi¢ tylko dla x = ¢ &f %5 Z nieréwnosci |a — |a]| < 1 wynika,
ze dla dowolnego n > 0:

1 1
{n—l—J_n—l—‘gl
Xz X
n 1 n 1
|-
x x
[5]+1 2+1 \lgl
x x xr

Korzystajac z nieréwnosci trojkata dostajemy zatem, ze

HnjtleL“gJJrlJ_n+1_§+1‘<

T T T T

Stad na mocy [2| dostajemy dla dowolnych n > 0, ze

T

n < 3.

n+1 2+1
x x
Jesli wartosé bezwzgledna funkcji liniowej jest ograniczona dla dowolnie duzych n > 0, to oznacza to, ze
ta funkcja jest stata. Stad musi by¢
1 1

l--—5=0s2"-2-1=0
X xr
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1+v5

Uzyskane rownanie kwadratowe ma tylko jeden pierwiastek wiekszy od 1, wiec musi by¢ x = ¢ =

Wykazemy teraz, ze x = ¢ spetnia warunek dla dowolnego n > 0. Ustalmy n i oznaczmy & def g— L%J .

Wtedy
L;J—Fl:%_i_l—g:n(l_l)_l_l—a:n_{QJ_Fl—s—ego
2 2 2 2 2 ¥ 2
n+1 n 1+¢
IR
¥ 12 ¥
Stad

n+1 2 +1 1+¢ l—-e—¢
e o
¥ ¥ ¥ ¥ ¥ ¥
Poniewaz ¢ € [0, 1) to mozemy napisac

FH@J_{O 0<e<1-1

© 1 —é<5<1
1—e—gp 1 0 0<e< %
2 2 -1 ?<6<1

Zauwazmy, ze é = 1 — = oraz nie jest mozliwe, by ¢ = 1 — i (poniewaz ¢ = 2 —

©

n| 11
EJ =1 5 Wymusza

€=

@ (EJ + 1) =n+ 1, co wobec niewymiernosci ¢ wymuszatoby n 4+ 1 = 0). Stad otrzymujemy
1 1—e—
{ —i—ang%_{ £ 590J:0
¥ ¥

VHJ . V%HJ .
v ¢

spetnia warunki zadania.

Zatem z = ¢ spelnia wlasnosd2]
Odpowiedz: Jedynie x = %g
5. Czworokat wypukly ABCD jest wpisany w pewien okrag i opisany na okregu o srodku [. Prosta
przechodzaca przez punkt I i rownolegta do AB przecina boki BC' i AD odpowiednio w punktach K i L.

Wykazaé, ze dtugos¢ odcinka KL jest réwna %1 obwodu czworokata ABCD.

Rozwigzanie:

Niech ¢ bedzie dwusieczng kata wyznaczonego przez proste AD i BC w przypadku, gdy te proste sie
przecinajg, zas jesli te proste sa rownolegte, to przez ¢ oznaczmy prosta do nich rownolegta i jednakowo od
nich odlegta. Symetria wzgledem prostej ¢ przeprowadza punkty C' i D odpowiednio na punkty C" € AD
i D' € BC, za$ okrag wpisany w czworokat ABC D na siebie. Odcinek C'D’ jest wiec styczny do tego
okregu, zas z réwnosci

JAC'D' = ¥BCD = 180° — <BAD = 180° — < BAC'

wynika, ze proste AB i C'D’ sa rownolegle. Ponadto zachodza réwnosci CD = C'D’ oraz CD' = C'D.
Czworokat ABD'C" jest wiec trapezem opisanym na okregu o srodku I o takim samym obwodzie, co
czworokat ABC'D. 7 twierdzenia o linii sSrodkowej w trapezie oraz rownosci AB + C'D" = BD' + AC’
dostajemy

KL = %(AB +O'D) = i(AB +BD' +C'D'+ A'C') = i(AB +BC +CD+ DA),
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co koriczy rozwiazanie.

6. Dane sa niezerowe liczby rzeczywiste ag,as,...,a, = —1 spehliajace a; + as + ... + a, = n.
Udowodnié¢, ze
1 1 1 1 1
-+t =+ + - =z — +—+ + —

Rozwigzanie:
Przeksztatcajac rownowaznie mamy:

Z___ Z___‘Faz_l—zl_al;a —a? —Za_lig( 1)20’

(2

gdzie pierwsza rownos¢ wynika z warunku > a; = n, a ostatnia nieréwnosé z faktu, ze dla x > —1 liczby
(2?2 — 1) oraz (z — 1) maja ten sam znak.

7. Dany jest graf dwudzielny o m krawedziach. Udowodnié, ze mozna wybraé¢ co najmniej %m%
krawedzi w taki sposob, by zadne cztery spoérod nich nie tworzyty cyklu.

Rozwigzanie:

Rozwazmy nastepujacy eksperyment losowy: usuwamy losowo krawedzie, kazda krawedz zachowu-
jemy z prawdopodobienistwem p. Nastepnie, w powstatym grafie, dla kazdego cyklu na czterech krawe-
dziach, usuwamy dowolna z nich. Oszacujmy warto$¢ oczekiwang pozostatych krawedzi X. Niech C bedzie
zmienng losows oznaczajacg liczbe cykli Cy pozostatych po pierwszym kroku. Mamy:

E[X] > pm — E[C] = pm — %(?)p‘l,

gdzie ostatnie szacowanie wynika z tego, ze w poczatkowym grafie jest maksymalnie 1 (m) cykli na czterech
wierzchotkach (kazdy cykl wyznacza dwie pary krawedzi o roztacznych koncach, a tych jest co najwyzej
( )) Kazdy cykl "przezywa pierwsza faze z prawdopodobieristwem réwnym p*. Wybierajac p = m™ 5 <1

i korzystajac z (Tg) < %5 mamy:

czyli istnieje wybor krawedzi o takiej licznosci spetniajacy warunki zadania.

8. Wielomian W (z) o wspotczynnikach wymiernych nazwiemy leksmarkowym wtedy i tylko wtedy,
gdy dla dowolnej liczby catkowitej a istnieje takie catkowite dodatnie n, ze W™ (a) € Z, gdzie W™ oznacza
n-krotne ztozenie W, czyli




Orzec, czy dla dowolnego wielomianu leksmarkowego W (x) istnieje liczba catkowita dodatnia N taka, ze
dla dowolnego a € Z istnieje 0 < n < N takie, ze W"(a) € Z.

Rozwigzanie:

def 2(2%+5)
- 2

Rozwazmy wielomian P(z) . Zauwazmy, ze ma on nastepujace wlasnosci:

1. P(z) #0dlaxz € Z — {0}: jest to prosty wniosek z tego, ze v/—5 & Q.
2. Jesli x jest liczba nieparzysta to P(z) € Z.

3. Jesli x jest niezerowa liczba parzysta to vy(P(x)) = va(x) — 1, gdzie vo(y) oznacza wykladnik dwojki
w rozktadzie y na czynniki pierwsze.

4. Dla dowolnego m > 0 istnieje liczba nieparzysta b taka, ze vy(P(b)) > m.Taka liczba jest b =
(=5)@*™ 7 4+D/3 Na mocy twierdzenia Eulera mamy bowiem

b +5=(=5)"""" +5=(=5)" +5=0 (mod 2°"").
Stad v2(P(1)) > v; (V42) > 2m+1 > m.

Zdefiniujmy teraz wielomian W (z) jako W (x) def w. Latwo wykaza¢ indukceyjnie, ze dla dowolnego

n > 1 zachodzi W™ (z) = %. Stad W™ (z) € Z wtedy i tylko wtedy, gdy P"(2x + 1) jest liczba
nieparzysta.

Wykazemy, ze W (x) jest wielomianem leksmarkowym. Zal6zmy nie wprost, ze istnieje taka liczba
catkowita a, ze W"(a) ¢ Z dla dowolnego n > 0, czyli rownowaznie P"(2a + 1) jest liczba parzysta dla
dowolnego n > 0. Wobec wlasnosci (3) oznacza to, ze dla dowolnego n > 0 mamy 0 < vo(P" ™ (2a+1)) =
ve(P™(2a + 1)) — 1, czyli vo(P"(2a + 1)) to nieskoniczony malejacy ciag liczb dodatnich. Sprzecznosé.

Teraz udowodnimy, ze nie istnieje takie N > 0, ze dla dowolnego a € Z istnieje 0 < n < N takie,
ze W"(a) € Z. Zalozmy nie wprost, ze takie N istnieje. Na podstawie wlasnosci (4) znajdziemy takie
b e Z, ze va(P(2b+ 1)) > N. Uzywajac wlasnosci (3) tatwo wykazaé¢ indukcyjnie, ze dla 0 < n < N
zachodzi szacowanie va(P"(2b + 1)) > N —n + 1. Skoro zas 2|P"(2b+ 1) dla 0 < n < N, to W™(b) € Z
dla 0 < n < N. Sprzeczno$é¢ konczy dowdd.

Odpowiedz: Istnieje taki wielomian leksmarkowy W (z) dla ktoérego nie istnieje liczba N opisana w
zadaniu.

9. Dana jest dodatnia liczba catkowita n. Liczby 0,1,...,2n sa w tej kolejnosci napisane na okregu i
niektore z nich zostaly oznaczone. Dla 0 < k < 2n niech I, = {k,k+1,..., k + n}, gdzie liczby bierzemy
modulo 2n + 1. Zbiér I, nazwiemy wesotym, gdy zawiera $ciSle wiecej niz polowe oznaczonych liczb.
Udowodni¢, ze nastepujace stwierdzenia sa rownowazne:

a) Co najmniej n + 1 zbiorow sposrod Iy, Iy, .. ., I, jest wesotych.

b) Liczba oznaczonych liczb jest nieparzysta.

Rozwigzanie:
Niech i; € {0, ...,2n} bedzie takie, ze i; = 1 4+ n(j — 1) mod 2n + 1. Poniewaz liczby n oraz 2n + 1
sa wzglednie pierwsze, to liczby iy, ..., 42,11 sa permutacja zbioru {0,...,2n}. Jedli co najmniej n + 1

sposrdd naszych zbiorow jest wesolych, to istnieje takie j, Ze zbiory I;; oraz I, , sa oba wesote (oczywiscie
j + 1 bierzemy modulo 2n + 1). Zauwazmy, ze I;, UI;;,, = {0,...,2n} oraz [I;;, N I; | = 1. Teraz gdyby
liczba oznaczonych liczb byta rowna 2m dla pewnego m catkowitego nieujemnego, to oba zbiory I;,, I;,
mialyby po co najmniej m+1 oznaczonych liczb, uwzgledniajac maksymalnie jedno powtérzenie ich suma
miataby co najmniej 2m + 1 oznaczonych liczb, sprzecznosé.
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Podobnie jesli co najwyzej n sposrod naszych zbiorow jest wesotych, to istnieje takie j, ze zbiory I;;
oraz I;,, sa oba niewesole. Gdyby liczba oznaczonych liczb byta réwna 2m+1 dla pewnego m catkowitego
nieujemnego, to oba zbiory [;, I;;,, mialyby po co najwyzej m oznaczonych liczb i ich suma miataby co
najwyzej 2m oznaczonych liczb, znowu sprzecznosé.

10. Znalez¢ najwieksza liczbe catkowita dodatnia k taka, ze istnieje liczba catkowita n > 1, dla ktorej
kazda z liczb m,n?, ..., n¥ daje si¢ przedstawi¢ w postaci 22 4+ y2 + 1 dla pewnych liczb catkowitych z, .

Rozwigzanie:

Lemat: Kazda niezerowa liczbe catkowita postaci a? + b2, gdzie a,b € Z da sie przedstawi¢ w postaci
44(8u + v), gdzie t,u > 0 oraz v = 1,2 lub 5.

Dowod: Niech a = 2°¢, b = 2"d, gdzie ¢, d sa nieparzyste. Bez straty ogdlnosci przyjmijmy s < r.
Wowczas a? +b* = 45(c? +4"%d?). Wystarczy pokazac, ze reszta z dzielenia c? 4+4"~*d? przez 8 jest réwna
1,2 lub 5. Jako, Ze ¢, d sa nieparzyste to ¢> = d*> = 1 (mod 8). To z kolei pociaga za soba, ze mozliwe
reszty z dzielenia przez 8 liczby 4"*d? to 0, 1 lub 4. Po dodaniu ¢® dostaniemy teze.

Pokazemy, ze k < 6. Aby to udowodni¢ wystarczy pokazac, ze dla n > 1 uklad réwnan

n?—1=a2+?,
nd —1=22+1¢

nie ma rozwiazan catkowitych.
Przypusémy nie wprost, ze uktad ma rozwigzania. Z pierwszego rownania uktadu mamy, ze n jest
nieparzyste (poniewaz 22 + y*> £ 3 (mod 4), an? — 1 =3 (mod 4) gdy n jest parzyste). Zatem:

(2® +y*)(n* +n> +1) = 22 + %
Drugi czynnik lewej strony daje reszte 3 przy dzieleniu przez 8. Z pomoca lematu mamy:
(8’&1 + U1)<8U2 -+ 3) = SU3 -+ Vo,

gdzie kazde z vy, vo nalezy do zbioru {1,2,5}. Nietrudno zauwazy¢, ze taka réwnosé¢ jest niemozliwa (bo
iloczyn nie moze mieé reszty 1, 2 ani 5 modulo 8).
Na zakonczenie wystarczy zauwazy¢, ze:

3=12412+41,32=224+224+1, 3 =52 +124+1, 3" =82 +42+1, 3 =112+ 12 + 1.

Czyli najwicksze takie k to 5.

11. Wykaza¢, ze dla dowolnych liczb rzeczywistych dodatnich a, b, ¢ spetniajacych warunek a+b+c =1

zachodzi nieré6wnosé
1 1 1 25

o>
a b+c 1+ 48abe

Rozwigzanie:

Zalozmy bez straty dla ogolnosci a < b < ¢. Niech a < b i rozwazmy wielomian P(z) = (v — a)(x —
b)(x —c). Wymnazajac nawiasy i biorac pod uwage, ze a+b+c = 1 otrzymujemy P(z) = 2% —2* +pr —q,
gdzie p = ab + bc + ca i ¢ = abc. Nierownos¢é z tresci zadania mozna zapisa¢ w postaci

25¢q 25
> =

p

Ustalmy p i zauwazmy, ze wyrazenie po prawej stronie jest funkcja rosnacg ze wzgledu na ¢ dla ¢ > 0.
Zauwazmy ponadto, ze wielomian P(x) w przedziale (a,b) przyjmuje warto$¢ najwieksza w pewnym
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punkcie ¢ (jest to mniejszy z pierwiastkow wielomianu P’(z)). Jesli teraz rozwazymy wielomian Q(z) =
P(z) — P(t) = 2* — 2> + pxr — (¢ + P(t)), to widzimy, ze ma on pierwiastek podwojny w punkcie ¢ i
trzeci pierwiastek w pewnym punkcie 7 > c. Inaczej mowiac Q(x) = (z — t)(z — t)(x — r). Dla trojki
liczb t,t,r zachodza wiec zaleznosci: t +t+r=1=a+b+c,t-t+t-r+r-t=p=ab-+ bc+ ca oraz
t-t-r=gq+ P(t) > q= abc. Jesli zatem nieréwnosé z tresci zadania jest prawdziwa dla trojki ¢, ¢, 7, to
jest to rowniez prawda dla trojki a, b, c.

Wystarczy zatem rozwiaza¢ zadanie w przypadku, gdy a = b < ¢. Woéwcezas ¢ = 1 — 2a. Po sprowa-
dzeniu lewej strony do wspolnego mianownika, pomnozeniu obu stron przez iloczyn obu mianownikow i
przeniesieniu wszystkich wyrazen na lewa strone dostajemy do udowodnienia, ze

(1+ 48a*(1 — 2a))(a® + 2(1 — 2a)a) — 25a*(1 — 2a) > 0.

% zachodzi réwnosé, wiec ta liczba powinna by¢ pierwiastkiem podwojnym wielomianu

znajdujacego sie po lewej stronie nieréwnosci, skad uzyskujemy rozktad

Poniewaz dla a =

(3a — 1)*(16a® — 16a*> + a) = 0

albo
(3a — 1)*(4a — 1)%a > 0.

Ostatnia nieréwno$é jest oczywiscie prawdziwa, co konczy dowdd.

12. Punkt P lezy wewnatrz trojkata ostrokatnego ABC', przy czym
AC + AP = BC + BP.

Prosta AP przecina bok BC' w punkcie X, a prosta BP przecina bok AC' w punkcie Y. Wykazaé, ze jesli
okregi wpisane w trojkaty CPX i C'PY nie sg przystajace, to ich wspodlne styczne zewnetrzne przecinaja
sie na prostej AB.

Rozwigzanie:

Niech 01 i 09 beda okregami wpisanymi odpowiednio w trojkaty C'PY i C'PX. Niech ponadto w;
bedzie okregiem dopisanym do trojkata APC' stycznym do boku AP, a wy bedzie okregiem dopisanym
do trojkata BPC' stycznym do boku BP. Z réwnosci AC + AP = BC' + BP wynika, ze istnieje okrag w
dopisany do czworokata C'Y PX, czyli okrag styczny do odcinkéw AP i BP, styczny do potprostej CA™
w punkcie lezacym poza odcinkiem C'A i styczny do potprostej C'B~ w punkcie lezacym poza odcinkiem
CB. Dalsze rozumowanie prowadzimy dwoma sposobami.

Sposdb 1.

Niech K bedzie $§rodkiem jednokladnosci j; o skali dodatniej przeksztalcajacej okrag w; na okrag
wy, L — srodkiem jednokladnosci o skali dodatniej przeksztalcajacej okrag w; na okrag o, za§ M —
srodkiem jednokladnosci o skali ujemnej przeksztalcajacej okrag o; na okrag ws.

Zauwazmy, ze jednokladnosé j; jest ztozeniem jednoktadnosci o srodku A i skali dodatniej przeksztal-
cajacej okrag wy na okrag w z jednokladnoscia o srodku B i skali dodatniej przeksztatcajaca okrag w
na okrag wo. Z twierdzenia o zlozeniu jednokltadnosci wynika, ze punkt K lezy na prostej AB. Z dru-
giej strony jednoktadnosé j; jest ztozeniem jednoktadnosci o srodku L i skali dodatniej przeksztalcajacej
okrag w; na okrag oy z jednoktadnoscia o srodku C' i skali dodatniej przeksztalcajaca okrag o, na okrag
wy. Z twierdzenia o ztozeniu jednokltadnosci wynika, ze punkty C', K, L leza na jednej prostej. Wreszcie
zauwazmy, ze jednokladnosé j; jest ztozeniem jednoktadnosci o srodku M i skali ujemnej przeksztatca-
jacej okrag w; na okrag o z jednokltadnoscia o §rodku P i skali ujemnej przeksztalcajaca okrag o, na
okrag ws. 7 twierdzenia o ztozeniu jednoktadno$ci wnioskujemy, ze punkt K lezy na prostej M P.

Wykazemy teraz, ze punkt K jest srodkiem jednoktadnosci jo o skali dodatniej przeksztalcajacej
okrag oy na okrag o9, co bedzie oznaczalo, ze wspolne styczne zewnetrzne okregéw oy i 0o przecinaja sie
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na prostej AB. Zauwazmy, ze jednoktadnosé jo jest ztozeniem jednoktadnosci o srodku C'i skali dodatniej
przeksztalcajacej okrag o, na okrag w; z jednoktadnoscia o srodku L i skali dodatniej przeksztatcajaca
okrag wy na okrag o,. Z twierdzenia o ztozeniu jednoktadnosci otrzymujemy, ze srodek jednoktadnosci jo
lezy na prostej C'L. Z drugiej strony jednokladnosé j, jest ztozeniem jednoktadnosci o srodku M i skali
ujemnej przeksztalcajacej okrag o; na okrag w; z jednoktadnoécia o srodku P i skali ujemnej przeksztatca-
jaca okrag wy na okrag 0y. Z twierdzenia o ztozeniu jednoktadnosci dostajemy, ze $rodek jednoktadnosci j,
lezy na prostej M P. W takim razie jest on punktem przeciecia prostych C'L i M P, a wiec punktem K,
co konczy rozwiazanie.

Sposadb 11.

Skorzystamy z nastepujacego lematu (jego uzasadnienie mozna znalezé w Dwustosunek i biegunowe
Dominika Burka, lemat 2.27):

W trojkgcie ABC punkty X, Y 1 Z lezg odpowiednio na bokach BC, CA i AB. Prosta Y Z przecina
prosta AB w punkcie X'. Wowczas mamy (B,C; X, X') = 1 wtedy i tylko wtedy, gdy proste AX, BY i
CZ przecinajg sie w jednym punkcie.

Niech I; i I, beda odpowiednio srodkami okregéw o; i 09, zas J; i Jo beda odpowiednio srodkami
okregow wy 1 wo. Tak, jak w sposobie pierwszym dowodzimy, ze srodek K jednoktadnosci o skali dodatniej
przeksztalcajacej okrag w; na okrag wsy lezy na prostej AB. Zauwazmy ponadto, ze dlugosé odcinka
stycznego z punktu C' do okregu w; jest rowna potowie obwodu trojkata AC' P, zas dtugosé odcinka
stycznego z punktu C' do okregu wy jest réwna potowie obwodu tréjkata BCP. Odcinek C'P dla obu
trojkatow jest wspolny, wiec z zalozenia AC' + AP = BC' + BP danego w tresci zadania wynika, ze
odcinki styczne z punktu C' do okregdéw w; i wy sa rowne, a zatem okregi te sg styczne do prostej C'P w
tym samym punkcie T'. Punkt T" jest oczywiscie sSrodkiem jednoktadno$ci o skali ujemnej przeksztalcajacej
okrag w; na okrag ws. Jesli teraz oznaczymy przez ry i ro promienie okregéw wy i wsy, to i—; == ﬁ;—g,
skad wynika, ze (Ji, Jo; T, K) = 1. Niech S bedzie punktem przeciecia prostej 11, z prosta C'P. Proste
I J; i I, Js przecinaja sie w punkcie C, a proste I;J, 1 IJ; przecinaja sie w punkcie P lezacym na
prostej CT. Stad i z tego, ze (Ji1,J2;T,K) = 1 wynika, ze punkt K lezy na prostej ;15 (na mocy
przytoczonego lematu). Stosujac jeszcze raz ten lemat widzimy, ze (1, I; S, K) = 1. Niech teraz R; i R
beda odpowiednio promieniami okregdéw o0; i 09. Skoro S jest srodkiem jednoktadnosci o skali ujemne;j

przeksztalcajacej okrag o; na oy, to g—‘g = g—;. Stad i z tego, ze punkty Iy, I, S, K tworza czworke
harmoniczna widzimy, ze g—g = %, skad wniosek, ze punkt K jest srodkiem jednoktadnosci o skali

dodatniej przeksztatcajacej okrag o1 na oo — innymi stowy punkt K jest szukanym punktem przeciecia
wspolnych stycznych zewnetrznych obu okregéw.
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13. Wyznaczy¢ wszystkie Scisle rosngce funkcje f : R — R spelniajace réwnosé

f(l—z)=1—=f(f(x))
dla kazdego x € R.

Rozwigzanie:
Podstawiajac w danym réwnaniu 1 — f(x) w miejsce = dostajemy

fUf(@) =1—=f(f(1 = f(2))).

Stad
1= f(f(A = f(2) = f(f(x) =1—-fQ —=),
co prowadzi do wniosku, ze

FUQA = f2) = f(A ).

Skoro funkcja f jest Scisle rosngca, to w szczegdlnosci jest réznowartosciowa. To oznacza, ze

fA=f(z))=1-uz

Podstawiajac teraz w danym réwnaniu f(x) w miejsce x otrzymujemy

L= f(x)) = 1= f(f(f(2))),

a stad dostajemy
(@) =

dla kazdego x.
Gdyby dla pewnego = € R zachodzito f(z) > x, to wykorzystujac to, ze f jest funkcja Scisle rosnaca
mielibysmy
[(f(@) > f(z) >z oraz  f(f(f(z))) > f(f(z)) > f(z) > =,
co jest niemozliwe. Analogicznie wykluczamy przypadek f(x) < z. To zas prowadzi do jedynego rozwia-
zania f(x) = z dla kazdego x € R. Bezposrednio sprawdzamy, ze spetnia ono dane réwnanie.

14. Punkt O jest srodkiem okregu opisanego na trojkacie ostrokatnym ABC', zas H jego ortocentrum.
Na potprostej HC' lezy taki punkt D, ze HD = AQO. Symetralna odcinka OD przecina boki AC' i BC
odpowiednio w punktach K i L. Punkt E jest srodkiem okregu opisanego na trojkacie C' K L. Wykazac,
ze punkty K, O, L, E leza na jednym okregu.
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Rozwigzanie:

W rozwiazaniu zadania wykorzystamy nastepujacy znany fakt (ktorego dowod mozna znalezé np. w
Delcie 10/2010 w artykule O robaku i elipsach):

Dana jest elipsa o ogniskach F ¢ G oraz osi wielkiej a. Wowczas zbiorem obrazow symetrycznych
punktu F' wzgledem wszystkich stycznych do tej elipsy jest okrag o $rodku G i promieniu a.

Poniewaz punkty O i H sa izogonalnie sprzezone w trojkacie ABC, wiec istnieje elipsa o ogniskach
O i H wpisana w trojkat ABC. Obraz symetryczny H' punktu H wzgledem prostej AB lezy na okregu
opisanym na trojkacie ABC, wiec na mocy przytoczonego lematu o§ wielka rozwazanej elipsy jest rowna
OH’, czyli AO. Poniewaz HD = AQO, to punkt D jest obrazem symetrycznym punktu O wzgledem pewnej
stycznej do tej elipsy, a doktadniej symetralnej odcinka O D, czyli prostej K L. Innymi stowy dana elipsa
jest wpisana w czworokat ABLK. W takim razie

180° — YKOL = SAOB = 294ACB = 294KCL = SKEL,

co konczy dowod.

C
D
E_L--.
ST
K )
\\\ O
H
A B
H/
15. Dane sg liczby catkowite dodatnie a; < ay < ... < a, spelniajace a; — a; | a; dla dowolnych

1 <i < j < n. Udowodnié, ze zachodzi
ia; < ja; dla dowolnych 1 <7< j<n.

Rozwigzanie:
Ustalmy s € {2,...,n}. Dla kazdego 1 < i < s zdefiniujmy

Qs — a; Qs — a;

7 zalozen wynika, ze wszystkie k; sa liczbami catkowitymi dodatnimi. Skoro

s — Qa1 > 0g —Ag > ... > Qg — Qg1
to a a Qa
S s s

< < < /.

as — ay Qs — Aag g — Qs—1

Zatem ki < ko < ... < ks_1. Oznacza to, ze ks_1 > s — 1. Otrzymujemy, ze

Qs—1
2 >s—1,
s — Qs—1

co jest rownowazne nieréwnosci




Aby zakonczy¢ rozwiagzanie zadania pozostaje zauwazy¢, ze

R S S BN Rl SO L |
a; aj—1 Qj—2 a; ] — 1 ] — 2 1 27
co jest rownowazne tezie.

16. Na okregu zaznaczono 2°%° punktéw i przypisano im liczby catkowite 1,2, . .., 2%, kazda doktadnie

raz. WartoScig cieciwy o koncach w dwoch zaznaczonych punktach nazywany sume liczb przypisanych
tym punktom. Udowodni¢, ze istnieje zbior 100 parami nieprzecinajacych sie cieciw o tej samej wartosci.

Rozwigzanie:
W rozwigzaniu skorzystamy z nastepujacego lematu:

Lemat. Dany jest graf G, w ktorym wierzchotki majq stopnie dy,ds, . .., d,. Wtedy istnieje w grafie zbior
a wierzchotkow, ktore sq parami niepotgczone krawedzig, gdzie o spetnia

"1
Oé};di—i—l'

Dowod. Wybierzmy losowa permutacje wierzchotkow vy, vs, ..., v, i ustawmy je od lewej do prawej. Zde-
finiujmy S jako zbiér wierzchotkow, ktore wszystkich sasiadow maja na prawo. Latwo widac, ze w zbiorze
S nie ma dwoch sasiadujacych wierzchotkow. Dodatkowo, wierzchotek o stopniu d; ma prawdopodobien-
stwo trafienia do zbioru S réwne ﬁ, poniewaz taka ma szanse na bycie pierwszym w losowej permutacji
siebie i swoich sgsiadow.

Otrzymujemy, ze warto$¢ oczekiwana rozmiaru zbioru S wynosi

"1
Z,Zldﬂrl’

co konczy dowod lematu. O

Przechodzimy do rozwiazania zadania. Oznaczmy n = 5001 2N = 2". Mozliwe wartosci cieciw wynosza
3,4,...,4N — 1. Dla kazdej wartosci ¢ rozwazmy graf G; zbudowany z cieciw, ktérych wartosé¢ wynosi :.
Dwie cieciwy taczymy krawedzia wtedy i tylko wtedy gdy sie przecinaja.

Jesli przez dlugosé cieciwy oznaczymy liczbe wierzchotkow na krotszym tuku tej cieciwy, to kazda
cieciwa ma dtugos$é od 2 do N + 1. Dodatkowo, dla kazdego 2 < [ < N + 1 istnieje doktadnie 2N tukéw o
dtugodci I. Poniewaz kazda warto$¢ punktu wystepuje na okregu doktadnie raz, to tuk dtugosci [ przecina
sie z co najwyzej | — 2 tukami o tej samej wartosci.

Oznaczmy przez «o; rozmiar najwiekszego zbioru cieciw o wartosci ¢, ktére sie parami nie przecinajg.
7 Lematu zastosowanego dla graféow G; oraz powyzszych obserwacji mamy nastepujacy ciag nieréwnosci

4AN—-1 N+1 on—1

1 g 1 n+1

> 1+ %, ktorg tatwo mozna udowodnic¢

gdzie w ostatnim kroku skorzystaliémy z nieréwnosci 2211 %
przez indukcje.
Mamy 4N — 3 < 4N graféow, wiec w pewnym z nich musi istnie¢ zbiér parami rozlacznych cieciw

rozmiaru co najmniej
2Nn+1 n+1 501

AN 2 4 4

> 100,

co konczy dowdd.

25



17. Niech BE i C'F beda wysokosciami trojkata ostrokatnego ABC'. Prosta EF' przecina okrag opisany
na trojkacie ABC' w punktach X oraz Y, przy czym punkt X lezy na tuku AB niezawierajacym punktu
C, a punkt Y na tuku AC niezawierajagcym punktu B. Punkty P oraz () sa obrazami punktéow X i Y
w symetrii wzgledem prostych AB i AC, odpowiednio. Udowodnié¢, ze PQ || BC.

Rozwigzanie:

Niech O bedzie srodkiem okregu opisanego na trojkacie ABC. Jako, ze punkty O i ortocentrum
ABC' sa punktami izogonalnie sprzezonymi w trojkacie ABC, to prosta AO jest odbiciem symetrycz-
nym wysokosci z A wzgledem dwusiecznej kata BAC'. Zachodzi rowniez ABC ~ AEF. Stad zlozenie
jednoktadnosci o srodku w A i skali i—g oraz symetrii wzgledem dwusiecznej kata BAC przeksztaltca
ABC na AEF i wysokosé z A na prosta AO. Stad AO L EF, czyli AO jest symetralng XY. Stad
AP = AX = AY = AQ, czyli punkty P, X,Y,Q leza na okregu. Punkty B,C, E, F' rowniez leza na
okregu, gdyz SBEC = $BFC = 90°. Oznacza to, ze prosta PQ jest antyrownolegta do XY wzgledem
prostych X P 1Y@, a prosta AB jest antyréwnolegta do prostej EF = XY wzgledem prostych CF i BE.

Ale, jako, ze XP || CFiYQ || BE, to AB || PQ.

18. Udowodni¢, ze dla dowolnej liczby catkowitej n > 2 istnieje taki n-elementowy zbiér S liczb
catkowitych, ze dla dowolnych, réznych od siebie a,b € S, zachodzi podzielnosé¢ (a — b)? | ab.

Rozwigzanie:

Dowod przeprowadzimy indukeyjnie. Widzimy ze dlan = 1, zbior S = {1, 2} spelnia warunki zadania.
Zatozmy ze dla zbioru S = {ay,ay...,a,} teza zachodzi. Niech d = NWW(ay, ag, ..., a,). Pokazemy ze
teza zachodzi dla zbioru S = {a; + d,as + d, ..., a, + d,d}. Najpierw widzimy ze

((a; +d) = (a5 + d))* = (a; — a;)* | @i
z zatozenia indukcyjnego. Widzimy tez ze a; | a; +d i a; | a; + d a wiec
a;a; ’ (ai + d)(a]’ + d) — ((al + d) — (aj + d)>2 ‘ (ai + d)(aj + d)

Teraz dla a; + d i d widzimy ze
((a; +d) — d)* = a? | a;d

poniewaz a; | d a wiec

a;d | (a; +d)d = ((a; +d) — d)* | (a; + d)d
A wiec zbior S’ spelnia zalozenia zadania.

19. Dane sa skonczone zbiory Ap, As, ..., A, takie, ze dowolne przeciecie pewnej (dodatniej) ich
liczby ma parzyscie wiele elementow, za wyjatkiem przeciecia ich wszystkich, ktére ma nieparzyscie wiele
elementow. Znalez¢ — w zaleznosci od n — najmniejsza mozliwa liczbe elementow sumy A; U A, U. ..U A,,.
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Rozwigzanie:

Zdefiniujmy

ol ()

czyli By to zbior tych elementow, ktore sa we wszystkich zbiorach A;, dla ktorych i € I, oraz w zadnych
innych. Zauwazmy najpierw, ze wszystkie zbiory B; sa parami roztaczne. Aby to wykazaé, rozwazmy Bj
oraz B; dla I # J. Skoro zbiory I, J sa rozne to bez straty ogélnosci zatozmy, ze istnieje k € I takie, ze
k¢ J. Jesli a € By to w szczegdlnosci a € Ag. Ale skoro k ¢ J to a & By.

Udowodnimy teraz indukcja wsteczng po |I], dla I # @, ze | Byl jest liczba nieparzysta. Dla I =

{1,2,...,n} jest to zalozenie zadania. Zalézmy wiec, ze |I| < n. Zauwazmy, ze
JoI iel

Istotnie, oczywistym jest, ze lewa strona zawiera sie w prawej. Aby wykazaé, ze prawa strona zawiera sie
w lewej, ustalmy pewien element a € (),c; A;. Widzimy, ze a € By, gdzie J = {j : a € A;}.

Z zalozen zadania, zbior (,.; A; ma parzyscie wiele elementéw. Natomiast wszystkie zbiory B dla
J D I sa roztaczne oraz jesli J # [ to z zalozenia indukcyjnego wiemy, ze maja nieparzyscie wiele
elementow. Wszystkich zbiorow J, ktore sa wlasciwymi nadzbiorami I jest 2" 1| — 1. Zatem zbior B; tez
ma nieparzyscie wiele elementow.

Zauwazmy, ze skoro kazdy element pewnego A; jest w pewnym zbiorze B; to

U 4=15.

1<i<n 1#£2

Wiemy juz, ze wszystkie zbiory Bj sa roztaczne i kazdy z nich ma nieparzyscie wiele elementéow, wiec
zbior Ay U Ay U ... U A, ma co najmniej 2" — 1 elementow.

Wskazemy teraz zbiory Ay, As, ..., A,, dla ktorych ta suma ma doktadnie 2" —1 elementéw. Rozwazmy
zbior wszystkich liczb od 1 do 2" — 1 zapisanych w systemie binarnym. Niech A; to zbioér tych liczb, w
ktorych i-ta cyfra wynosi 1. Latwo sprawdzié¢, ze przeciecie dowolnych k z tych zbioréw zawiera doktadnie
27~k elementéw, wicc ta rodzina spetnia warunki zadania.

20. Dany jest wielomian P(z) = ag+a1x+. .. +ap_ 12" 1 +2*, gdzie a, . . ., ar_; to liczby nieparzyste.
Ponadto stopien k tego wielomianu jest parzysty oraz zachodzi P(x) | (r + 1) — 1 dla pewnego n
catkowitego dodatniego. Udowodni¢, ze k + 1 | n.

Rozwigzanie:

Definicja. Dla wielomianéw A, B, M € Z[z| piszemy
A=B (mod 2, M)
wtedy i tylko wtedy, gdy istnieja @, R € Z[z| takie, ze A — B = 2Q) + MR.

Jesli A; = By (mod 2, M) oraz Ay = By (mod 2, M) to A; + Ay = By + By (mod 2, M) oraz A1 Ay =
BBy (mod 2, M). Istotnie, zapisujac

Al :Bl+2Q1+MR1

Ay = Bo+20Q2 + MR,
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otrzymujemy
A1+ Ay = Bi + By +2(Q1 + Q2) + M(Ry + Ry)
A1Ay = B1By +2(Q1By + Q1M Ry + Q2B1 + QoM Ry 4+ 2Q1Q2) + M (M Ry Ry).
Oznaczmy przez W (z) wynik dzielenia (x+1)" — 1 przez P(x). Poniewaz P(x) ma wspotczynnik wiodacy
rowny 1, to W(z) € Z[z]. Przyjmijmy takze M (x) gk 4 b1 4 4 2 + 1 Skoro wspolezynniki
wielomianu P sa nieparzyste to zachodzi

P=aF 42"+ +2+1 (mod?2)
i wobec 0 = M (mod 2, M) zachodzi takze
P=0 (mod2,M).

Oznacza to, ze P(z) = 2Q(x)+M (x) R(x) dla pewnych Q, R € Z[z]. Wstawiajac x* zamiast © w powyzszej
rownosci mamy P(2*) = 2Q(2*) + M (2*)R(2*). Zauwazmy, ze skoro M (zF)(z* — 1) = xFE+) — 1 jest
podzielne przez M(x)(z — 1) = %! — 1 oraz NWD(zF*! — 1,2% — 1) = 1 to zachodzi podzielnosé
M(z) | M(z"). Wobec tego
P(z") =0 (mod 2, M).

Z tresci zadania (x + 1) — 1 = W (x)P(x), wiec (z* + 1)" — 1 = W (z*)P(2¥), co daje

(x4+1)"=1=0 (mod 2, M),

(" 4+1)"=1=0 (mod 2, M).

Pozostaje zauwazy¢, ze ¥t = 1 (mod 2, M) daje (1 + z¥)z = 1 + = (mod 2, M). Laczac powyzsze
przystawania:
l=(1+2)"=(1+2")"2" =" = "™ D (mod 2, M).

Oznaczmy s & n mod (k+1). Zalozmy — wbrew tezie zadania — ze s > 0. Poniewaz 2|k to M (x) mod x +
1= M(—1) =1, czyliistnieje A(x) € Z[z] speliajacy M (z) = (z+1)A(x)+1. Z powyzszego przystawania
mamy zatem

0=z —DA@)=Al@)(z - ' +... +z+ D=2+ ... +2+1 (mod 2, M).
Oznacza to istnienie wielomianéw B(x), C'(z) € Z[x] spelniajacych
P+ +a+1=2B(x)+ M(z)C(x).

Redukujac powyzsza rownosé modulo 2 widzimy, ze lewa strona ma (modulo 2) stopieri s — 1 < k, za$
M (x) ma modulo 2 stopien k. Skoro czynnik 2B(z) sie (modulo 2) zeruje, to dostalibysmy podzielnosé
niezerowego wielomianu przez wielomian o wiekszym stopniu (modulo 2). Uzyskana sprzecznosé¢ koriczy
dowod.

21. Dla grafu G i jego wierzchotka w definiujemy operacje inwersji wierzchotka w nastepujaco: dla
dowolnego wierzchotka v réznego od w, jesli nie ma miedzy nimi krawedzi to ja dodajemy, natomiast
jesli jest miedzy nimi krawedz to ja usuwamy. Znalez¢ najmniejsza liczbe naturalna M, dla ktorej kazdy
graf G o 2025 wierzchotkach mozna doprowadzi¢ do grafu o co najwyzej M krawedziach za pomoca ciaggu
operacji inwersji.

Rozwigzanie:

Wykazemy, ze szukane M jest rowne 10122, Jest to liczba krawedzi grafu ztozonego z klik Kigio i
K013 niepotaczonych zadna krawedzia. Zauwazmy, ze operacja wykonana na grafie bedacym klika lub
sumg dwo6ch niepotaczonych klik daje graf tej postaci, majacy a(“; Dy (2025_“)2(2024_“) krawedzi, co osigga
minimum dla a = 1012. Stad wynika, ze szukane M nie moze by¢ mniejsze niz 10122

Pozostaje wykazaé, ze z dowolnego grafu o m > 10122 krawedziach da sie za pomoca naszej operacji

dostaé¢ graf o mniejszej liczbie krawedzi. Pokazemy to w dwoch krokach.
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1. Najpierw zal6zmy, ze graf G ma wierzchotek o stopniu wickszym niz 1012. Woéwczas w oczywisty
sposOb operacja wykonana na tym wierzchotku zmniejsza liczbe krawedzi G.

2. Teraz rozwazmy graf GG, w ktorym kazdy wierzchotek ma stopien co najwyzej 1012 i co najmniej
1014 z nich ma stopient doktadnie 1012. Ustalmy wierzcholek w o stopniu 1012. Operacja na nim
nie zmienia liczby krawedzi G, ponadto istnieje wierzchotek v, ktory nie byt potaczony z w i tez
mial stopien 1012, wiec po wykonaniu tej operacji ma stopienn 1013. Teraz wykonanie operacji na v
zmniejsza liczbe krawedzi w G.

Latwo widzimy, ze wszystkie pozostale grafy maja co najwyzej 10122 krawedzi, co koniczy dowdd.
22. Dla danej liczby rzeczywistej x zdefiniujmy

1
o

’VLEZ+
2||nx|

F(zx) =

Wyznaczy¢ najwieksza liczbe rzeczywista C' taka, ze F/(z) > C zachodzi dla x € (0,1).

Rozwigzanie:

Oznaczmy przez S, zbior tych dodatnich liczb catkowitych n, ze liczba |nz | jest parzysta. Na poczatek
wykazemy, ze dla kazdego x € (0,1) mamy F(z) > 2. Jesliz < 3, to w oczywisty sposob F(z) > 3+3 > 3.
Zalozmy, ze x > % Zauwazmy, ze jesli dla k naturalnego mamy k,k + 1 ¢ S,, to z jednej strony
(k+2)x > kx+1, wiee [ (k+2)z] > |kz], azdrugiej (k+2)z < (k+1)z+1, wiec |(k+2)x| < |(k+1)z]+1.
Stad, i z oczywistej rownosci |kz] = |(k + 1)z] (inaczej te liczby bylyby réznej parzystosci), mamy
k+2e€S,.

7, powyzszej obserwacji wynika, ze wsrod dowolnych trzech kolejnych dodatnich liczb catkowitych co
najmniej jedna nalezy do S,. W oczywisty sposob 1 € S,., wiec otrzymujemy

4

F(a:)>2‘1+2‘4+...:?.

2 _

Wezmy teraz dodatnig liczbe catkowity £ 1 rozwazmy x = £

edlal<e< i. Jest jasne, ze wowczas

k

F(z)=) 2724 " o7,

n=1 n>3k+1
2| nz]

Pierwsza suma powyzej zbiega do %, a druga do 0 przy k — oo. Stad wynika, ze lim._,o F' (% — 5) =

co koriczy dowod, ze najwicksza szukang liczbg C' jest %.

SIS

23. Dla danej liczby catkowitej n > 4 znalez¢ najmniejsza liczbe catkowita f(n) o tej wlasnosci, ze dla
dowolnej dodatniej liczby catkowitej m, wsrod dowolnych f(n) elementoéw zbioru {m, m+1,..., m+n—1}
istnieja co najmniej trzy liczby parami wzglednie pierwsze.

Rozwigzanie:

Na poczatek tatwo sprawdzimy, ze f(4) = 41 f(5) = f(6) = 5. Istotnie, poniewaz dowolna trojka
zawierajaca dwie liczby parzyste nie jest wzglednie pierwsza, to f(4) > 31 f(5), f(6) > 4. Ponadto
z dowolnej czworki kolejnych liczb catkowitych mozna wybraé trzy kolejne tak, by dwie z nich byty
nieparzyste i wowczas beda one parami wzglednie pierwsze, bo jedyne dwie z nich réznigce sie o wiecej
niz 1 roznia sie o 2 i sa nieparzyste. To daje f(4) = 4 oraz w oczywisty sposob f(5) = 5. Dla dowodu, ze
f(6) = 5, wystarczy zauwazy¢, ze w dowolnej piatce sposrod szesciu kolejnych liczb catkowitych albo sa
trzy nieparzyste o roéznicach 2 lub 4, albo dwie nieparzyste o roéznicy 2 lub 4 i trzy parzyste, z ktorych
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ewentualna podzielnosé przez 3 lub 5 eliminuje co najwyzej dwie i zostawia jedna wzglednie pierwsza z
oboma nieparzystymi.
Niech teraz n > 6. Biorac m = 2 i zbior tych liczb sposrod 2,3, ...,n + 1, ktore sa podzielne przez 2

lub 3, dostaniemy
n+1 n+1 n+1
2 - 17
iz |15 1) )+

poniewaz w tym zbiorze sg albo dwie liczby parzyste, albo dwie podzielne przez 3. Oznaczmy n = 6k + 7,
gdzie k jest liczba catkowita dodatnia i r € {0,1,2,3,4,5}. Zauwazmy, ze

n+1 n+1 n+1
— = 4k
i e il R
gdzie g(r) = r dlar = 0,1,2,3 oraz g(r) = r — 1 dla r = 4,5. Teraz wezmy dowolna dodatnia liczbe
catkowita m, podzbior S C A := {m,m+1,...,m+n— 1} mocy VTHJ + L”T“J — VTHJ + 1 i podzielmy
zbior A na k blokow postaci {m+6t,m+6t+1,...,m+6t+5} dlat=0,1,...,k—1, oraz ogon zlozony
z elementow wiekszych lub rownych m + 6k. Rozwazmy dwa przypadki:

1. 0 < r < 3. Wowcezas |S| = 4k +r 4+ 1 1 co najwyzej r elementéow S nalezy do ogona, wiec z zasady
szufladkowej Dirichleta do pewnego bloku nalezy 5 elementow S. Z tego, ze f(6) = 5, wynika, ze
wsrod tych 5 elementow znajdzie sie szukana trojka.

2. 4 < r <5 Wowezas |S| = 4k +7 i co najwyzej r elementéw S nalezy do ogona, wiec zachodzi jedna
z dwoch mozliwosci. Albo w jednym z blokow jest 5 elementow S i znajdujemy szukang trojke jak w
poprzednim przypadku, albo caly ogon zawiera sic w S. Wtedy jednak szukang trojke znajdziemy
na mocy tego, ze f(r) =r dla r =4,5.

Udowodnilismy zatem, ze f(n) = |2 ] 4 |28 ] — [2H] 41,

24. Dany jest trojkat ABC oraz punkty P i QQ w jego wnetrzu spetniajace zaleznosci
$PAB+ $PBC + $PCA = 90°,

SPAC = $BAQ, <PBA=<4CBQ.
Wykazac, ze prosta PQ przechodzi przez srodek okregu opisanego na tréjkacie ABC.

Rozwigzanie:

Z drugiego i trzeciego warunku wynika, ze punkty P i ) sa izogonalnie sprzezone w trojkacie ABC.
Pominmy na razie pierwszy warunek. Niech proste AP, BP, C'P przecinaja okrag o opisany na trojkacie
ABC' odpowiednio w punktach A’, B’ C’, zas D bedzie takim punktem na okregu o, ze CD | A'B'.
Niech proste AQ, BQ, C'Q przecinajg okrag o odpowiednio w punktach A”, B” C”, zas E bedzie takim
punktem na okregu o, ze CE || A”B"”. Wykazemy silniejsza teze — mianowicie, ze proste DC" i EC’
przecinajg sie na prostej PQ.

Niech prosta DP przecina okrag o ponownie w punkcie X. Przyjmijmy, ze ${BAP = a, SCAP = «/,
SABP = 3, ¥CBP = 3, YACB = v, 4BCX = ¢. Wéwczas SADX = v — ¢, BDX = o,
za$ z rownoleglosci prostych C'D i A’B’ wynikaja réwnoéci $B'BD = o oraz $A'’AD = 3. Stosujac
trygonometryczng wersje twierdzenia Cevy dla trojkata ABD i punktu P dostajemy

sin(y —¢)  sinf-sin g’

sin sina -sina/

Niech teraz prosta E(Q przecina okrag o ponownie w punkcie X’ oraz niech ¥ BC X’ = ¢'. Wykorzystujac,
ze punkty P i Q) sa izogonalnie sprzezone w trojkacie ABC otrzymujemy, ze S BAQ = o/, ICAQ = «,
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YABQ = 3, ¥CBP = /3. Ponadto SAEX' =~ — ¢ i $BEX' = ¢/, zaé z réwnoleglosci prostych C'E i
A"B" otrzymujemy 4 A”AE = ' oraz < B"BE = «. Stosujac trygonometryczna wersje twierdzenia Cevy
dla trojkata ABE i punktu () dostajemy

sin(y —¢’)  sinf’-sinf3
sing/  sind/ -sina’

Stad wniosek, ze
sin(y — ) _ sin(y — ¢')

sin @ sin ¢’

Poniewaz funkcja % jest monotoniczna w przedziale (0,7), wiec ¢ = ¢, czyli X = X’. Innymi stowy
proste DP i E () przecinaja sie w punkcie X lezacym na okregu o. Stosujac teraz twierdzenie Pascala dla
szesciokagta C'CC" DX E otrzymujemy, ze punkt przeciecia prostych DC” i EC’ lezy na prostej PQ. To
koniczy dowdd silniejszego stwierdzenia.

PrzejdZzmy teraz do wtasciwego rozwigzania zadania. Z danego w tresci zadania warunku dostajemy
$PAC + $PCB + $PBA = 90°.
Woéwezas z rownoleglosci CD i A’B’ otrzymujemy
IDCB' = 4CDA = 4CAA = $PAC,

za$ z faktu, ze P i Q sg izogonalnie sprzezone w trojkacie ABC mamy YACC” = 4BCC' = 4PCB.
Stad
$DCC" = DCB' + 4$B'CA+ $ACC" = $PAC + $PBA + $PCB = 90°,

czyli odcinek DC” jest $rednica okregu o. Analogicznie uzasadniamy, ze odcinek EC’ jest takze srednica
okregu o. W takim razie przy dodatkowym warunku ¥ PAB+<PBC+<PCA = 90° dostajemy, ze punkt
przeciecia prostych DC” i EC” jest $rodkiem okregu opisanego na trojkacie ABC, co koriczy rozwigzanie
zadania.

25. Znalez¢ wszystkie takie pary (z,y) liczb catkowitych dodatnich, ze zaréwno z 4y, jak i zy + 1 sa
potegami dwojki.

Rozwigzanie:

Zalozmy, ze v +y = 2°!, xy + 1 = 2° dla pewnej nieujemnej liczby calkowitej a i dodatniej liczby
catkowitej b, oraz BSO niech x > y. Liczby x, y sa obie nieparzyste, wigc liczba d = *5¥ jest calkowita.
Stad z pierwszego réwnania x = 2* +d, y = 2% — d, a drugie réwnanie przyjmuje postaé¢ 22¢ —2° +1 = d2.

Teraz mamy d?> < 22¢, czyli d®> < (2 — 1)?, co daje 2° > 29 czyli b > a + 1. Z drugiej strony
albod =0iwtedy a =0,b=1, 2=y =1, albod > 01iwtedy 2a > b. Wowczas 2° | d*> — 1, wiec
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2071 | (d —1)(d+1). Liczby d — 1 i d + 1 nie moga by¢ obie podzielne przez 4, stad 2% dzieli jedna z liczb
d—1,d+ 1. Poniewaz 0 < d < 2%, to jest to mozliwe tylko dla d = 1 lub d = 2* — 1. To prowadzi do par
(x,y) postaci (2% +1,2% — 1) lub (2°t! — 1,1), ktore w oczywisty sposob spelniaja warunki zadania.

Podsumowujac, odpowiedzig sa wszystkie pary postaci (2% + 1,24 — 1), (24— 1,27+ 1), (2¢7 —1,1) i
(1,2°t1 — 1) dla nieujemnej liczby catkowitej a.

26. Dany jest ostrostup trojkatny ABC'S o podstawie trojkata ABC. Okrag o srodku I wpisany w
ten trojkat jest styczny do krawedzi BC', CA, AB odpowiednio w punktach D, E, F, za$ odcinek ST
jest wysokoscia danego ostrostupa. Punkty A’, B’, C’ leza odpowiednio na krawedziach AS, BS, CS,
przy czym AA' = AF, BB’ = BD, CC’" = CFE, za$ punkt S’ jest obrazem symetrycznym do punktu S
wzgledem $rodka sfery opisanej na ostrostupie ABC'S. Wykazac, ze A'S" = B'S' = C'S".

Rozwigzanie:
Sposob 1.

Wykazemy, ze A'S" = B'S’, rownosé B'S' = C'S" dowodzimy analogicznie.

Poniewaz rzut prostokatny $rodka sfery opisanej na ostrostupie ABC'S na plaszczyzne ABS jest
srodkiem okregu opisanego na trojkacie ABS, wiec rzut prostokatny P punktu S’ na ptaszczyzne ABS
jest obrazem symetrycznym punktu S wzgledem $rodka okregu opisanego na trojkacie ABS. Stosujac
twierdzenie Pitagorasa dla trojkatow A’PS’ i B'PS’ wnosimy, ze wystarczy wykaza¢, ze A'P = B'P.
Ponadto skoro prosta ST jest wysoko$cia ostrostupa, zas promien [ F' jest prostopadly do krawedzi AB,
to ptaszczyzna STF takze jest prostopadta do AB. Stad wynika, ze odcinek SF jest wysokosciag trojkata
ABS.

Zauwazmy, ze istnieje okrag o; o srodku A przechodzacy przez punkty F' i A’ oraz okrag oy o srodku
B przechodzacy przez punkty F'i B’. Okregi o1 i 05 sg styczne w punkcie F', a prosta SF' jest ich wspolng
styczna. Przyjmijmy, ze prosta SA’ przecina okrag o; ponownie w punkcie Ay, a prosta SB’ przecina
okrag o, ponownie w punkcie B;. Mamy

SA - SA, =SF? =SB - SB,

czyli punkty A;, A, B’ i B; leza na jednym okregu. Srodek tego okregu lezy na symetralnych odcinkéw
A1 A" 1 BB, ktore przechodzg odpowiednio przez punkty A i B. Pozostaje zauwazy¢, ze wobec rownosci
LS'AS = 45'BS = 90° tym punktem musi by¢ S’, skad otrzymujemy A’S’ = B'S’.

Sposob 11

Niech sfera s4 o §rodku A i promieniu AA’ przechodzaca takze przez punkty F' i E przecina prosta
AA’ ponownie w punkcie Aq; sfera sp o srodku B i promieniu BB’ przechodzaca takze przez punkty D
i F' przecina prosta BB’ ponownie w punkcie Bj; sfera s¢ o srodku C' i promieniu C'C’ przechodzaca
takze przez punkty D i E przecina prosta C'C’ ponownie w punkcie Cy. Poniewaz punkt [ jest srodkiem
potegowym trzech okregoéw wielkich (o §rodku A i promieniu AF', o srodku B i promieniu BD, o $rodku
C' i promieniu C'F) bedacych czesciami wspolnymi rozwazanych sfer i plaszezyzny ABC, to prosta ST
jest osia potegowsq sfer s4, sg, s¢. W takim razie

SA"-SA, =SB -SB; = SC"- SCy,

czyli punkty A’, B', C', Ay, By, C; leza na jednej sferze. Poniewaz 4S’AS = 4.5'BS = 45'C'S = 90°, to
punkt S’ lezy na plaszczyznach symetralnych odcinkow A’A;, B'By, C'Cy, a wiec jest srodkiem tej sfery.
To konczy dowdd.

27. Dany jest nieskoniczony ciag liczb dodatnich A\; < Ay < ... oraz taka stata K, ze

n—1
DN <KX dan=1.2,....

k=1
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Udowodni¢, ze istnieje stata K’ spetniajgca warunek

n—1

M<K N dlan=12,....
k=1

Rozwigzanie:
Niech m = [4K]. Wykazemy najpierw, ze dla dowolnego n > m zachodzi \,_,, < %)\n. Istotnie,
mamy

n—1 n—
1 1 m 1
A2>—§ A > = § A=A > oA
n K pt k K S k k: n—m 4 n—m?

co po spierwiastkowaniu daje \,_,, < %/\n.
Niech teraz n — 1 = gm + r dla pewnej nieujemnej liczby caltkowitej ¢ oraz r € {0,1,...,m — 1}.
Wielokrotnie korzystajac z powyzej udowodnionego faktu dostajemy

n—1 T q—1 q q
A <D At D A KM Ao <A, Y278 < 2mA,,
k=1 k=1 k=0 k=0 k=0

co dowodzi tezy zadania z K' = 2[4K].

28. W obozie matematycznym w Mszanie Dolnej uczestniczy 2™ (n € Z, ) 0os6b — uczniowie i kadra.
Pewnego wieczora zorganizowano turniej picia wody na czas systemem kazdy z kazdym (zakladamy, ze
w zadnym pojedynku nie padt remis). Wygral kierownik obozu. Uczestnikow turnieju, ktorzy pokonali
kierownika obozu nazwiemy zuchwatymi. Wtasciciele osrodka planuja zorganizowanie turnieju systemem
pucharowym, przy czym okaze sie, ze kazdy pojedynek miedzy dwoma uczestnikami zakoriczy sie takim
samym wynikiem, jak wczesniej podczas turnieju rozgrywanego systemem kazdy z kazdym. Wykazac, ze
mozna tak utozy¢ harmonogram rozgrywek, aby kierownik obozu znéw zwyciezyl, a wszyscy zuchwali
uczestnicy odpadli w pierwszych dwoch rundach.

Rozwigzanie:

Zatozmy, ze kierownik obozu wygrat doktadnie k£ pojedynkow w fazie kazdy z kazdym. Uczestnikow,
ktorzy przegrali z kierownikiem bedziemy nazywaé pokornymi. Skoro srednia liczba wygranych pojedyn-
kow dowolnego uczestnika turnieju to L;l, to k> 2n L

Rozwazmy dowolny podzbior d zuchwaltych uczestnikow. We wszystkich pojedynkach, jakie odbyty

sie miedzy nimi oraz przeciwko kierownikowi, wygrali oni doktadnie @ pojedynkow. Zaden z nich nie
mogl wygraé wiecej niz k pojedynkéw, wiec wygrali oni w sumie nie wiecej niz kd — @ pojedynkow

d+1

przeciwko pokornym uczestnikom. Zatem pewien z nich wygral nie wigcej niz k — %~ pojedynkow, czyli

przegral co najmniej % pojedynkéw przeciwko uczestnikom pokornym.

Niech Zi,...,Zon_j_1 to wszyscy zuchwali uczestnicy. Zaloézmy, ze Z; przegral z doktadnie z; po-
kornymi uczestnikami oraz z; < 2o < ... < 2on_j_1. Rozwazajac podzbior zuchwalych zawodnikow
21, Lo, ..., 2y Wiemy, ze z; 2> MaxXigj<i Zj = % Stad 21 > 1, 29,23 > 2, 24,25 > 3, itd. Niech P; to
pokorny uczestnik, ktory pokonat Z;; P, to pokorny uczestnik, ktory pokonat Zs (inny niz Py); i ogolnie
P; to pokorny uczestnik, ktory pokonat Zs; 4 i jest inny niz P, ..., P;_;. Tacy pokorni uczestnicy istnieja
dla i < @ z obserwacji powyzej.

Opiszemy teraz parowanie w pierwszej rundzie systemu pucharowego. Dla i < @ parujemy uczest-
nika P; z Zy;_1, a wiec wszyscy uczestnicy Zo; 1 zostana wyeliminowani w pierwszej rundzie. Nastepnie,
dopoki istnieje pewien pokorny uczestnik P, ktéry pokonat jeszcze nie sparowanego zuchwaltego uczest-

nika 7, to parujemy P z Z. Teraz parujemy pozostatych zuchwatych uczestnikow z dowolnym dostepnym
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pokornym uczestnikiem (poniewaz pokornych uczestnikow jest wiecej niz zuchwatych, to dla kazdego znaj-
dziemy pare). Kierownika obozu parujemy z dowolnym pokornym uczestnikiem. Tacy pokorni uczestnicy
istniejg, bo k > 271,

Teraz opiszemy parowanie w drugiej rundzie systemu pucharowego. Ustalmy uczestnika Zy;, ktory
jeszcze nie odpadt. Zauwazmy, ze z9; > 1 + 1 oraz wszyscy pokorni uczestnicy, z ktérymi przegral on w
fazie kazdy z kazdym, jeszcze nie odpadli z fazy pucharowej. Istotnie, jesli pewien taki uczestnik by odpadt,
to znaczyloby, ze byl on w pierwszej rundzie sparowany z innym zawodnikiem pokornym. Z drugiej strony
skoro zawodnik Z; nie odpadl w pierwszej rundzie to znaczy, ze w chwili wyboru jego przeciwnika, wszyscy
zawodnicy pokorni, ktérzy z nim wygrali, byli juz sparowani z zawodnikami zuchwalymi. Ta sprzecznosé
dowodzi poprawnosci obserwacji. Wykonujac parowania analogiczne do tych w pierwszej rundzie (P] to
zawodnik pokorny, ktory wygrat z Zs, P, to zawodnik pokorny rézny od Pj, ktory wygral z Z, itd.),
mozemy wyeliminowaé¢ wszystkich pozostatych zuchwalych uczestnikow. W turnieju pozostali jedynie
kierownik obozu i pokorni uczestnicy, wiec kierownik na pewno wygra caly turniej.

29. Znalez¢ wszystkie liczby rzeczywiste ¢, dla ktorych istnieje ciag (x,)52 , liczb dodatnich spetiajacy

dla n > 1 rownanie
+ \/ L1y \/ 1
Tyt = Tn, Ty + — Tn -
+1 1 +11

oraz xop25 — X1 — C\/4£L‘1 + 1.

Rozwigzanie:

Przerzucajac \/zp41 + % na druga strone i dodajac obustronnie % przeksztalcamy rownanie rekuren-

2 2
A N OV A
Tn+1 4 2 - T, 4 9

Poniewaz x,, 11 > 0, to w powyzszej rownosci mozna opusci¢ kwadraty. Dostajemy stad rownanie

1 1 1
xn+1+Z: xn—i—z—l—l:...: x1+1—|—n.

Biorac n = 2024, podnoszac do kwadratu i odejmujac }L dostajemy

/ 1
Top2s = L1 + 4048 xr, + Z_l -+ 20242
L2025 —

20242
T g0 4 202
4![‘1 —I— 1 45(71 + ]_

cyjne do postaci

Teraz tatwo dostajemy

Poniewaz 1 moze by¢ dowolng liczba dodatnia, to zbior szukanych ¢ jest rowny (2024, 2024 - 2025).

30. Niech S bedzie niepustym zbiorem skoriczonym oraz F bedzie rodzing podzbiorow S spelniajaca
nastepujace warunki:

(a) S nie jest jedynym elementem rodziny F;

(b) Jesli Fy, Fo € F,to FiNFy € F oraz F1UF, € F.
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Udowodni¢, ze istnieje element a € S nalezacy do co najwyzej polowy elementéw rodziny F.

Rozwigzanie:
Rozwazmy rodzing ' = {F C S : S\ F € F}. Z warunkéow na F wynika, ze F' spelnia warunki

(a) &'\ {0} # 0;
(b) Jesli Fy, Fo € F',to FyNFy € F oraz F1UF, € &,

Teza zadania jest rownowazna temu, ze istnieje element a € S nalezacy do co najmniej potowy elementow
F'.

Niech A € F' bedzie minimalnym w sensie zawierania elementem rodziny ' \ {0}. Dzieki warunkowi
(a)’ taki element istnieje, oczywiscie jest on niepusty. Wezmy dowolny element a € A. Wowcezas jesli
Fe % toalbo AC Fiwtedy a € F,albo ANF = (i wtedy a ¢ F. Istotnie, gdyby bylo inaczej, to
zbior ANF € F' przeczytby minimalnosci A. Stad wynika, ze kazdemu zbiorowi F' € F' niezawierajacemu
a mozemy w roznowartosciowy sposob przypisaé¢ zbior AU F € F' zawierajacy a, z czego natychmiast
wynika teza.

31. Dany jest trojkat ABC'. Okrag w przechodzacy przez punkty B i C' przecina odcinki AB i AC
odpowiednio w punktach D i E. Odcinki BE i C'D przecinaja si¢ w punkcie P. Punkty M i N sa srodkami
okregéw wpisanych w trojkaty ADE i PDE. Punkt K jest srodkiem tuku DE okregu w niezawierajacego
punktow B i C'. Wykazaé, ze punkt K lezy na prostej M N.

Rozwigzanie:
Sposdb 1.
Zauwazmy, ze

IMEK = SMED — XKED = SMED — SKCD = %%AED - %<)ECD - %401)]5 — YEDN.

Analogicznie obliczamy, ze M DK = <DEN.

Niech proste DK i EK przecinaja okrag opisany na trojkacie DEM ponownie odpowiednio w punk-
tach X 1 Y. Skoro DK = EK, to

YKED = 4KDE = $XDE = 4XYE,
skad wniosek, ze XY || DE. Zatem
SYXM =<4YEM = SKEM = SEDN

i analogicznie XYM = <DEN.

Trojkaty DEN 1 XY M sa wiec jednoktadne, a srodkiem tej jednoktadnosci jest punkt K przeciecia
prostych X D i Y E. Obrazem punktu N w tej jednoktadnosci jest punkt M, co oznacza, ze punkt K lezy
na prostej M N.
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Sposob I1.

Tak, jak w sposobie I dowodzimy, ze {MEK = <EDN oraz <MDK = <DEN. Niech N’ bedzie
obrazem symetrycznym punkt N wzgledem symetralnej ¢ odcinka DE. Poniewaz DK = EK, to prosta
(¢ jest jednoczesnie dwusieczng kata DK E. Wtedy

IDEN' = $EDN = SMEK oraz YEDN' = ¥SDEN = SMDK,

skad wniosek, ze punkty M i N’ sg izogonalnie sprzezone w trojkacie DKE. W takim razie proste
MK i N'K sa symetryczne wzgledem dwusiecznej kata DK E, skad otrzymujemy, ze proste MK i NK
pokrywaja sie, co konczy dowdd.

Sposob I11.

Niech I; i I, beda srodkami okregéw wpisanych odpowiednio w trojkaty BDE i CDE. Niech J; i Jy
beda srodkami okregéw dopisanych odpowiednio do tréjkatow BDE i CDE stycznych do odcinka DE.
Z lematu o trojlisciu dostajemy

KD =KI) =KI,=KF =KJ, = KJ,,

skad wniosek, ze punkty D, Iy, I, E, Jy, Jo leza na okregu o §rodku K. Stosujac twierdzenie Pascala dla
szeéciok@ta DJlIlEJQIQ otrzymujemy, ze punkty M = DJl N IlJl, K = ]1J2 N [QJQ, N = EIl N D]Q S,
wspotliniowe.

32. Bezkwadratowa dodatniag liczbe calkowita n nazwiemy prawie pierwszq, gdy dla kazdej liczby
catkowitej x zachodzi podzielnosé

n| ™ 422+ .+ 2%~k

gdzie 1 =dy < dy < ... < dp =n sa wszystkimi dodatnimi dzielnikami n. Niech p bedzie liczba pierwsza
postaci 22" 41 dla nieujemnej liczby calkowitej m i niech n bedzie liczbg prawie pierwsza majaca dzielnik
pierwszy r dajacy reszte 1 z dzielenia przez p. Udowodnié, ze dla kazdego i = 1,2, ..., k zachodzi p | d;—1.

Rozwigzanie:

Niech n = qiq2 - . . . - ¢s bedzie rozktadem n na czynniki pierwsze. Niech a; oznacza dla 0 < j <r —2
liczbe dzielnikéw n, ktore daja reszte m przy dzieleniu przez r — 1. Z matego twierdzenia fermata wynika,
ze dla 0 < z < r mamy

r—2
gt 4+ 4 ™ —kr = —kr + Zajxj (mod 7).
=0

Poniewaz r | n, to wielomian stopnia r — 2 po prawej stronie ma r — 1 pierwiastkow (1,2,...,r — 1) w
Z.., wiec musi to by¢ wielomian zerowy. Stad

w = k- (modr) j=1
7710 (modr) j#1

Niech n = pips-...-ps bedzie rozkladem n na czynniki pierwsze. Niech teraz b; oznacza liczbe dzielnikow
n, ktore daja reszte j przy dzieleniu przez p. Poniewaz p|r — 1 to dla 0 < m < p mamy wzor

bj = Z aj/

0/ <r—1
j'=j (mod p)

W szczegblnosci podobnie jak dla a; mamy



Zauwazmy, ze nie moze by¢ p|n, gdyz wtedy dokladnie potowa dzielnikéw n dzielitaby sie przez p i byloby
by = %, co jest niepodzielne przez r, bo k jest potega dwojki. Stad musi by¢ by = 0.

Ustalmy teraz jakis generator g modulo pidla 0 < j < p—1 oznaczmy c; o bgi mod p- Z tego co wiemy
o b; wynika, ze

=

_Jk (modr) j=0
0 (modr) j#0

Przypomnijmy, ze n = q1qs - . .. - qs jest rozkladem n na czynniki pierwsze. Niech teraz 0 < w; < p—1
bedzie dla 1 < i < s taka liczba, ze ¢; = ¢** (mod p). Poniewaz kazdy dzielnik n mozna jednoznacznie
zapisa¢ w postaci ¢7'qs - ... - ¢¢° dla e; € {0,1} to ¢; jest liczba ciagoéw (eq, ..., es) € {0,1}® dla ktorych

eqwy + eawy + ... + e;ws = j (mod p — 1). Stad

S

p—2
H(l + ) = chxj (mod P! — 1)
=0

i=1

Zatozmy nie wprost, ze pewne w; > 0. Wtedy istnieja takie 2™ > « > 0 oraz nieparzyste 5 > 0, ze w; =
2°3. Zauwazmy, ze wtedy wielomian 22* 41 dzieli zaréwno % 4+1 = 22°% +1 jakiaP~! -1 = 222" 1.
Stad 22" + 1 dzieli Zf;g ¢;27. Redukujac te podzielnosé modulo r dostalibysmy w Z,[z], ze

X* 41k,
co jest niemozliwe, bo wielomian wiekszego stopnia nie moze dzieli¢ wielomianu mniejszego stopnia. Stad

dla kazdego ¢ musi by¢ w; = 0, czyli kazdy dzielnik ¢; = 1 (mod p). Zatem kazdy dzielnik n przystaje do
1 modulo p.
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Zawody druzynowe

1. Udowodnié, ze istnieje stata ¢ < 1 o nastepujacej wlasnosci: dla dowolnego ciagu liczb rzeczywistych
(n)52, 7z przedziatu domknietego [0, 1] istnieje nieskoriczenie wiele par indeksow m > n spekiajacych
warunek |z, — z,| <

Uwaga: Rozwiazanie zadania dla kazdej liczby ¢ > 1 nagradzane bedzie dodatnig liczba punktow.

Rozwigzanie:
Oznaczmy przez H, =Y, _, % ciag liczb harmonicznych. Skorzystamy z dwoch wlasnosci tego ciagu.
Mamy

lim (Hs, — H,) =In2 oraz lim (H,.c— H,) = 0.

n—oo n—oo
Przechodzimy do rozwigzania zadania. Stalg ¢ wybierzemy na koricu. Przypusémy przeciwnie, ze
istnieje takie N, ze dla kazdego m > n > N zachodzi |v,, — 2, > 5. Wybierzmy sobie M > N
catkowite. Niech o bedzie taka permutacjg zbioru {N, N + 1,..., M}, Ze ciag To(n)s To(N41)s - - - » To(M)
jest niemalejacy. Dla dowolnego N < k < M istnieja co najwyzej dwa indeksy [, dla ktorych & =
max(o(l),o(l +1)). Wobec tego mamy:

M-1 M 1
o > 2 2 —_ =
Zw R RS D R D DR
I=N I=(M+N)/2+1

= 2c [(HM — HM/Q) + (HM/Q — H(M+N)/2)] m 2¢In 2
Wybierajac stala c spetniajaca 1 > ¢ > # = 0.721347..., dla odpowiednio duzego M, otrzymujemy
sprzecznosc.

2. Wyznaczy¢ wszystkie funkcje f : R — R, ktore spelniaja réwnanie

F@fy) +yf(z) +2f(2)) = yf(x) + 2f(y) + 2 f(2)
dla dowolnych z,y, z € R.

Rozwigzanie:
Na poczatku zauwazmy, ze f = 0 spelnia zalozenia. Teraz przyjmijmy f # 0. Poprzez P(a,b,c)
bedziemy oznacza¢ rownanie z zadania dla x = a, y = b. 2z = ¢. Udowodnimy teraz kilka wtasnosci f.

1. f(0)=0.
Dowdd: Wprost z P(0,0,0).

2. f jest iniekcja.
Dowdd: Przypusémy, ze istnieja a,b € R takie, ze f(a) = f(b). P(x,a,0) daje flxf(a)) = af(x),
analogicznie f(zf(b) = af(b). Stad af(x) = f(ef(@) = f(zf(3) = bf(x) i jako, Ze f # O

dostajemy sprzecznosé.

3. f(1)y=1
Dowdd: P(z,%,%) daje f(f(%)) = f(%), co z inektywnosci f daje f(%) = % Dalej P(l,%,O) daje

4. f jest inwolucja.
Dowdd: Wprost z P(1,x,0).

5. f jest multiplikatywna.
Dowdd: Wprost z P(z, f(y),0).
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6. f jest nieparzysta.
Dowdd: 7 multiplikatywnosci f mamy 1 = f((=1) - (=1)) = f(—1)% Jako, ze f jest iniekcja, to
f(=1) # f(1) =1, stad f(-1) = -1
Dalej f(=z) = f(z - (=1)) = f(=1)f(x) = = f(2).

7. f(z) oraz x ma taki sam znak dla kazdego = € R.
Dowdd: Multiplikatywnoé¢ f implikuje f(—2?) = f(—z - ) = f(—z)f(x)
nieparzystoscig daje teze.

—f(z)?, co razem z

Teraz skonczymy dowod dowodzac, ze f(z) = x dla kazdego z € R. P(z,1,—1) daje f(x — 1 — f(z)) =
f(x) —x — 1. Z wlasnosci 7. mamy, ze x — 1 — f(x) oraz f(x) — x — 1 maja ten sam znak, co implikuje
r—1 < f(z) < x + 1. Dalej z multiplikatywnosci dla kazdego n € N mamy f(z") = f(z)", skad
(z" — )% < f(x) < (2" + 1)=. Biorac # > 0, n — oo dostajemy f(z) = .

Pozostaje sprawdzi¢, ze f(x) = x spelnia réwnanie z zadania.

Odpowiedz: Jedyne funkcje spelniajace to rownanie to f = 0 oraz f(z) = z.

3. Dany jest czworokat wypukly ABC' D, w ktory mozna wpisaé okrag. Proste AB i C'D przecinaja sie
w punkcie P, a proste BC' i AD przecinaja sie w punkcie (). Punkt H jest rzutem prostokatnym punktu
D na prosta PQ. Wykazac, ze kat miedzy stycznymi z punktu H poprowadzonymi do okregu wpisanego
w trojkat ADP jest réwny katowi miedzy stycznymi z punktu H poprowadzonymi do okregu wpisanego
w trojkat CDQ.

Rozwigzanie:

Niech w oznacza okrag wpisany w ABC' D oraz w; i wo okregi wpisane w trojkaty ADP i CDQ, I i
15 - ich srodki, a 71 i ry - ich promienie. Chcemy wykazaé, ze Hr—fl = Hr—f

Rozpatrzmy najpierw przypadek r; = ry. Wowcezas wy 1 wy sa symetryczne wzgledem dwusiecznej kata
YADC'. Podobnie okrag w jest symetryczny wzdtuz tej dwusiecznej. Zatem proste BA i BC, DC i DA
sa symetryczne wzgledem tej dwusiecznej, jako wspoélne styczne do w i wy, w i we. Stad P i ) réwniez
sg symetryczne. Zatem dwusieczna musi by¢ prostopadta do odcinka PQ), wiec jej spodkiem jest H, stad
HI, = HI.

Rozwazmy teraz ry # ry. Niech S bedzie §rodkiem jednoktadnosci o skali dodatniej, przeksztatcajacej
w1 W woy. Z twierdzenia o sktadaniu jednokladnosci punkty S, P, Q sa wspolliniowe, poniewaz P i () sa
srodkami jednoktadnosci o skalach dodatnich przeksztalcajacych w; w w i w w wy odpowiednio.

Poniewaz okregi w; i ws sa jednokladne o skali ujemnej o srodku w punkcie D, to £+ = £2

DI DIy’
chcemy pokazaé g—ﬁ = I[{)_g' Wiemy, ze zbiér punktow X takich, ze ig—g = g—g = g—g jest okregiem
Apoloniusza o érednicy SD. Poniewaz PQ 1 DH to <SHD = 90°, wiec H lezy na tym okregu co

dowodzi tezy.

wiec
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4. Dany jest szesciokat wypukly A;As A3A3A5Aq. Czescia wspolna trojkatow Ay AsAs 1 As Ay Ag jest
szesciokat wypukty s, ktorego gtowne przekatne przecinaja sie w jednym punkcie. Niech S; oznacza pole
trojkata (roztacznego z wnetrzem szesciokata s) o wierzchotku A; i boku bedacym jednoczesnie bokiem
szesciokata s. Niech ponadto S35 i So46 beda odpowiednio polami trojkatow A; AzAs i As Ay Ag. Wykazad,
ze

S1-853-85 S84S5k

Sl35 5246

Rozwigzanie:
Sposob 1.

Przyjmijmy, ze dla i = 1,2,...,6 punkt P; jest przecieciem odcinkow A;A; 40 1 A;_1 A1 (gdzie przyj-
mujemy P; = Py, Py = Py, Py = Ps). Zal6zmy ponadto, ze gtowne przekatne szesciokata P Py P3Py PsPg
przecinaja si¢ w punkcie X. Z twierdzenia Pappusa dla trojek (Ay, Ps, Ps) i (As, Py, P3) dostajemy, ze
punkt K przeciecia odcinkéw A;P3 i PsA, lezy na prostej Py P, zawierajacej takze punkt X (bo P, =
A1PoNPsAy i X = PsPsN Ps Py). Stosujac twierdzenie Pappusa dla trojek (P, Ps, As) i (Pa, P3, Ay) otrzy-
mujemy, ze punkt L przeciecia odcinkow PsAy i A5 P, rowniez lezy na prostej Py Py (bo X = PsP3N Ps Py,
zas P4 = P5A4 ﬂA5P3>

Stosujac twierdzenie Menelaosa dla trojkata Py A3 Py i prostej przechodzacej przez punkty Ay, K, P;
dostajemy

PlK P4P3 A3A1 —1

KP, PA; PA,
za$ z twierdzenia Menelaosa dla trojkata Py AgPy i prostej przechodzacej przez punkty A,, K, Ps otrzy-
mujemy

( ) PlK P4P5 A6A2
* . . —
KP4 P5A6 P1A2

W takim razie

PPy A3A) PsAg PiAs _ 1

P3A; PlA;T PP Agdy

Z twierdzenia Menelaosa dla trojkata P; Ag Py i prostej przechodzacej przez punkty Py, L, A4 otrzymujemy
LPy Al PP

natomiast z twierdzenia Menelaosa dla trojkata Py A3 P, i prostej przechodzacej przez punkty P, L, As

dostajemy
PlL P4A5 A3P2 —1

LP, A3As PP,

Stad wynika, ze

P4A4 A6P6 A3A5 P1P2

(%) . : : =1
A4A6 P1P6 P4A5 ASPQ

Mnozac stronami roéwnosci (x) i (x%) dostajemy

PPy AsA; PsAg PiAy PiAy AePs AsAs PP _
P3A3 PlAl P, P5 AGAQ A4A6 P Fs P4A5 A3P2 o

Pozostaje zauwazy¢, ze spetnione sa zaleznosci

56 :A6P6'P5A6 5135:A3A1'A3A5 %ZPIPQ'PlAZ é:P4PB'P4A4
8246 AGAQ 'A4A6’ SS A3P2 'P3A3’ Sl P1P6 : P1A17 55 P4P5 : P4A57
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wiec rownosé stosunkéw w poprzednim zdaniu przepisuje sie jako

S5 S S Si
S246 SS Sl S5

co jest rownowazne z teza zadania.

Sposob 11.

Udowodnimy najpierw nastepujacy lemat.

Lemat.

Jesli w szesciokacie wypuklym ABCDEF gltowne przekatne maja punkt wspoélny, to istnieje elipsa
wpisana w ten sze$ciokat.

Dowaod lematu.

Mozemy przyja¢ bez straty dla ogélnosci, ze < F + S E > 180° (takie dwa kolejne katy istnieja, gdyz
suma katow w szesciokacie jest rowna 720°). Wowczas potproste AF i DE przecinaja sie w pewnym
punkcie G, za$ pieciokat ABC' DG jest wypukly. W szczegdlnosci istnieje stozkowa e styczna do prostych
zawierajgcych boki tego szesciokata. Niech K bedzie punktem stycznosci stozkowej e z prosta AB. Wtedy
stosujac twierdzenie Brianchona dla szesciokata AK BC DG wnosimy, ze proste AC', KD i BG maja punkt
wspolny. Poniewaz proste AC' i BG przecinaja sie wewnatrz pieciokata ABC DG, to prosta K D przecina
bok AB — innymi stowy stozkowa e jest styczna do odcinka AB. Analogicznie uzasadniamy, ze stozkowa
e jest styczna do bokow BC', C'D, DG, GA. Zauwazmy teraz, ze z wypuktosci danego pieciokata wynika,
ze wszystkie punkty stycznosci stozkowej leza po jednej stronie stycznej do danej stozkowej. Gdyby wiec e
byta hiperbola, to wszystkie punkty stycznosci lezalyby na jednej jej gatezi (gdyz po jednej stronie stycznej
do hiperboli moze leze¢ tylko jedna galaz hiperboli). Jednakze jesli wszystkie punkty stycznosci leza na
paraboli albo na jednej gatezi hiperboli, to styczne w tych punktach wyznaczaja obszar nieograniczony —
w zwiazku z tym pieciokat ABC' DG musiatby by¢ nieograniczony i otrzymujemy sprzecznosé. W takim
razie stozkowa e musi by¢ elipsa wpisana w pieciokat ABCDG. Przypusémy, ze odcinek EF nie jest
styczny do danej elipsy i zalozmy, ze styczna do tej elipsy poprowadzona z punktu F (oraz rézna od
DFE) przecina odcinek AG w punkcie F’. Wtedy z twierdzenia Brianchona zastosowanego dla szesciokata
ABCDEF' opisanego na elipsie e otrzymujemy, ze prosta C'F’ przechodzi przez punkt przeciecia prostych
AD i BE. W takim razie musi sie pokrywaé¢ z prosta C'F, a stad dostajemy F' = F’ — innymi stowy
elipsa e jest wpisana w szesciokat ABCDEF'.
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Przechodzimy do rozwiazania wlasciwego. Z powyzszego lematu wnosimy, ze istnieje elipsa wpisana
w szes$ciokat s. Poniewaz przeksztalcenia afiniczne zachowuja stosunki pol figur, wiec teza sie nie zmieni,
jesli przeksztalcimy afinicznie dang elipse na okrag. Wystarczy wiec rozwiaza¢ zadanie w przypadku, gdy
trojkaty A1 AsAs 1 Ay Ay Ag sa opisane na pewnym okregu o — przyjmijmy, ze r jest promieniem tego
okregu. Tak, jak w poprzednim sposobie przyjmijmy, ze dla ¢ = 1,2,...,6 punkt P, jest przecieciem
odcinkow A;A; 10 1 A;_1A;41 (gdzie przyjmujemy P; = Py, Py = P>, Py = Ps). Niech ponadto a; bedzie
dtugoscia odcinka stycznego do okregu o poprowadzonego z punktu F;, za$ b; bedzie dtugoscig odcinka
stycznego do okregu o poprowadzonego z punktu A;. Wykorzystujac wzoér na pole trojkata z uzyciem
promienia okregu dopisanego dla i = 1,2,...,6 otrzymujemy

1
Si = ér(Ai-Pi—l + AQPZ — Ai—lAi) = T(bz — Q-1 — CLi).

Ze wzoru Herona dla i = 1,2,...,6 za$ dostajemy

Si = \/biai—lai(bi — Qi1 — Cli),

skad wynika, ze

i—10;b; .
Si—a 1a dlat=1,2,...,6.
r

Wykorzystujac wzoér na pole trojkata z uzyciem promienia okregu wpisanego uzyskujemy
1
5135 = 57’(141143 + A3A5 =+ A5A1) = T(bl + b3 + b5)

Korzystajac zas ze wzoru Herona mamy

Siss = \/(b1 + bs + b5)b1b3bs,

co pozwala napisac, ze

Analogicznie otrzymamy, ze

Pozostaje zauwazyé, ze

51'53'55_&1&2'...'&6_52'54'56
S135 7 Sa46 '

To koniczy rozwiazanie.
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5. Makka Pakka i Igipigiel graja w gre na dwoch stosach sktadajacych sie z dodatniej liczby kamieni n
i m odpowiednio. Ruch polega na wybraniu jednego ze stosoéw (oznaczmy jego rozmiar przez k) i zabraniu
z niego 0 < d < k kamieni, gdzie d dzieli k. Bohaterowie wykonuja ruchy na zmiane. Jesli na poczatku
tury danego gracza na obu stosach znajduje sie doktadnie jeden kamien, to ten gracz przegrywa. Zaczyna
Makka Pakka. Wyznaczy¢, w zaleznosci od n i m, ktory gracz ma strategie wygrywajaca.

Rozwigzanie:
Udowodnimy, ze drugi gracz wygrywa wtedy i tylko wtedy, gdy va(n) = va(m). Uzasadnimy naste-
pujace fakty:

1. Jesli vy(n) = ve(m), to kazdy mozliwy ruch psuje te rownosé, tzn. jesli (n/,m’) to stan po ruchu to

va(n') # va(m).
2. Jesli va(n) # ve(m) to istnieje ruch po ktorym ve(n') = vo(m').

Strategia dla drugiego gracza wyglada wiec nastepujaco: jesli na poczatku vy(n) = ve(m), to po ruchu
pierwszego gracza mamy vy(n') # ve(m') i dla drugiego gracz istnieje ruch po ktorym vy (n”) = vo(m”) i
sytuacja sie powtarza. Poniewaz gra jest skonczona, a dla drugiego gracza zawsze istnieje ruch, to musi on
wygrac. Analogiczne rozumowanie pokazuje, ze jesli na poczatku vy(n) # vy(m) to strategie wygrywajaca
ma pierwszy gracz. Wystarczy wiec udowodni¢ oba wspomniane fakty.

Fakt (1): Zal6zmy bez strat ogoélnosci, ze wykonujemy ruch na stosie wielkosci n i odejmujemy d | n.
Niech o = vy(n) i B = vy(d). Zachodza réwnosci n = 2% -7, d = 2° - d dla pewnych 7, d nieparzystych.
Oczywiscie f < a. Mamy:

n—d=2*n-2°.d=2°2""F .7 —d).

Jesli f < «, to liczba w nawiasie jest nieparzysta i va(n’) = vo(n —d) = 5 < a = wvo(m’). Jesli
natomiast 5 = «, to liczba w nawiasie jest parzysta i mamy vy(n') = va(n — d) > = a = ve(m'), czyli
w obu przypadkach v (n’) # vo(m/).

Fakt (2): Zalozmy bez strat ogolnosci, ze ve(n) > wvo(m) i jak wezesniej oznaczmy o = ve(n), 5 =
v2(m). Wykonujemy ruch na pierwszym stosie i wybieramy d = 2°. Oczywiscie d | n i d < n oraz mamy

n—d=2"n-2"=2°2" .7 - 1).
Liczba w nawiasie jest nieparzysta, zachodzi wiec va(n') = va(n — d) = 5 = va(m) = vo(m/).
Uwaga: Zadanie to jest szczegolnym przypadkiem teorii opisywanej przez twierdzenie Sprague’a—Grundy’iego.
Zanim je sformulujemy bedziemy potrzebowaé definicji nimbera gry.

Definicja. Zal6zmy, ze mamy skoriczong, symetryczna gre o petnej wiedzy, w ktorej przegrywa gracz,
ktory nie moze wykonaé¢ ruchu. Wtedy dla stanu 7' tej gry definiujemy nimber tego stanu jako

V(T) = mex{V(S) | stan S jest osiagalny z T'w jednym ruchu},
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gdzie mex zbioru to najmniejsza liczba catkowita nieujemna, ktéra tam nie wystepuje.

Latwo zauwazy¢, ze stan jest przegrywajacy wtedy i tylko wtedy, gdy jego nimber to 0. Jestesmy
gotowi do sformutowania wspomnianego twierdzenia.

Twierdzenie Sprague’a—Grundy’iego. Niech suma gier G1® Gy to gra, w ktorej gracze w ramach
swojego ruchu wykonujq ruch w grze Gy albo Gy 1 przegrywa ten, kto nie moze wykonaé¢ ruchu. Dla
dowolnej pary stanow Ty € G1,Ty € Gy nimber stanu Ty & Ty, € G & Go wynosi

V(Ty @ Ty) = V(1T1) xor V(13),

gdzie operacja Xor to xor bitowy liczb.

Wracajac do sytuacji w zadaniu, mozemy zauwazy¢, ze gra na dwoch stosach to nic innego jak suma
dwoch gier na jednym stosie. Gre na jednym stosie opisuje jedna liczba catkowita - wysokos¢ tego stosu.
Na podstawie powyzszego twierdzenia, stan startowy (n,m) jest przegrywajacy wtedy i tylko wtedy gdy
V(n) xor V(m) =0 <= V(n) =V (m).

Mozna pokazaé¢ (¢wiczenie dla czytelnika), ze dla gry przedstawionej w zadaniu zachodzi V(n) = ve(n),
co zgadza sie z konkluzja otrzymang w pierwotnym rozwiagzaniu. Teraz mozna tez tatwo zgeneralizowac gre
na wiele stoséw: stan startowy jest wygrywajacy wtedy i tylko wtedy, gdy xor wyktadnikéw 2-adycznych
wysokosci stosow jest niezerowy.

6. Niech S bedzie niepustym zbiorem parzyscie wielu punktéw na plaszczyznie, sposrod ktorych zadne
trzy nie sg wspoétliniowe. Udowodnié, ze istnieje podzial S; U Sy = S, 51 NSy = &, dla ktorego otoczki
wypukte zbiorow S; i S5 maja taka sama liczbe wierzchotkdw.

Uwaga: Otoczka wypukta skoriczonego zbioru punktéow to wielokat wypukty o najmniejszym polu
zawierajacy ten zbior.

Rozwigzanie:

Mowimy, ze S = S1 U Sy jest partycjq, jezeli S1 NSy = @.

Dla zbioru T' punktéw na plaszczyznie przez p(T') oznaczmy liczbe wierzchotkéw otoczki wypukte;j
conv (T).

Niech A; -+ A, % conv (S) oraz W g \ {41,..., A, }. W jest zbiorem punktoéw znajdujacych sie
Scisle wewnatrz conv (S). Rozwazmy pary zbiorow K & {A;,.. . A} UW, C o {Aj41,..., Ay}, dla
j =0,...,n—1. Te pary tworza partycje S = K; U C}.

Odnotujmy, ze zachodzi p(K,—1) = 1 = p(C,_1). W zwiazku z tym wybierzmy najmniejsze i takie, ze
p(K;) = p(C;). Jezeli ¢ = 0, to p(W) = p(Ky) = p(Cy) = n. Wowezas z ponizszego lematu dla pewnego
W' C W zachodzi p(W') = n.

Lemat. Dla dowolnego skoriczonego zbioru X i punktu A € X zachodzi p(X \ {A}) > p(X) — 1.
Dowod. Mamy dwa przypadki
e A nie jest jednym z wierzcholtkéw conv (X). Wowczas p(X \ {A}) = p(X) > p(X) — 1.

e A jest jednym z wierzchotkow conv (X). Przyjmijmy ByBj - -- By & conv (X), gdzie By = A.
Wowczas dla pewnego ciagu C,...,C; (¢ > 0) zachodzi conv (X) = Cy---CyBy -+ Bg. Zatem
POX\{A}) = £+ > o= p(X) — 1.

]

Istotnie, dzieki lematowi mozemy sukcesywnie usuwaé punkty z W az uzyskamy zadany podzbiér
(mamy p(@) = 0, wiec to na pewno nastapi). Teraz partycja S = W' U (S\ W’) spelnia warunki zadania,
jako ze conv (S \ W') = conv ().
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Teraz przyjmijmy, ze i > 0. Z definicji ¢ oraz lematu zachodzi
p(Ci) =2 p(Cimr) =1 2 p(Kim1) 2 p(K;) — 12> p(Cy) — 1.

W takim razie p(K;) € {p(C;), p(C;) + 1}. Jezeli p(K;) = p(C;), to S = K; U C; jest zadana partycja.

Dalej zatozmy p(K;) = p(C;) + 1. Oznaczmy przez U C S zbiér punktow nie bedacych wierzchotkami
conv (K;) ani conv (C;). Naturalnie U C W. Jako ze w rozwazanym przypadku p(K;) + p(C;) jest niepa-
rzyste, w szczegolnosei mniejsze od |S|, zachodzi U # &. Jezeli dla pewnego B € U, B nie lezy wewnatrz
conv (Cy), to S = (K; \ {B}) U (C; U{B}) jest zadana partycja.

Dalej zalozmy, ze wszystkie punkty z U leza wewnatrz conv (C;). Niech K| bedzie zbiorem tych
punktow z K;, ktore nie leza wewnatrz conv (C;). Zachodzi p(K]) = |K[| < p(K;). W szczegolnosei
p(K!) < p(C;). Dodajac sukcesywnie punkty z K; \ K/, dzieki lematowi i p(K;) > p(C;), w pewnym
momencie otrzymamy zbior K] C K! C K; speliajacy p(K!) = p(C;). Wowezas conv (S\ K') =
conv (C;) 1S = K] U(S\ K) jest zadana partycja.

7. Zmalez¢ wszystkie takie liczby catkowite dodatnie n, ze 3™ 4 61 jest kwadratem liczby catkowite;j.

Rozwigzanie:

Zauwazmy, ze jesli n byloby liczba parzysta, to mielibysmy

"+61=(—1)"+61=62=2 (mod 4).
Skoro 2 nie jest resztg kwadratowa modulo 4, to musi byé n = 2m+ 1, czyli szukamy rozwigzan réwnania
a?—3-(3™)° =61
w liczbach catkowitych a, m > 0. Rozwazmy ogoélniejsze réwnanie postaci

a® — 3b* =61 (3)

dla a,b € Z. Wynika z niego podzielnos¢ 61]a* — 64b* = (a — 8b)(a + 8b), czyli albo 61|a — 8b albo
61|a + 8b. Jesli 61|a — 8b to takze 61|8a — 64b, czyli 61|8a — 3b. Stad mozemy zdefiniowaé pare liczb

catkowitych (a’,b") jako
(@) def (8a—3b 8b—a
S\ 61 7 6l

Wtedy a’ + V'/3 = (8_61@) (a+bv3) = (8 ++/3)"H(a+ bv/3) i mozna tatwo sprawdzi¢, ze

8a — 3b\ 2 8b—a\’> 6la— 183h2
N2 N\ 2
— P —_ pr— :1
(@) =3 ( 61 ) 3( 61 ) 61

Jesli zas 61|a+8b to znajdujemy pare liczb catkowitych (a/, ') spetniajaca o’ +b'v/3 = (84+v/3) "' (a+bv/3)
oraz (a’')* — 3(V')*> = 1. W obu przypadkach wszystkie rozwigzania réwnania [3| spelniaja

a+bV3=(8+£V3)(d +VV3)
dla pewnego wyboru znaku + oraz pewnych liczb catkowitych o', ¥’ spetniajacych (a’)* — 3(b')* = 1.
Lemat. Wszystkie calkowite rozwigzania réwnania (a')? — 3(0')* = 1 spetniajq
a + V3 =42+ V3)"

dla pewnego wyboru znaku £ oraz liczby catkowitej k.
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Dowdd. Jest to rownanie Pella o rozwiazaniu podstawowym (2, 1) O

7 powyzszego lematu dostajemy, ze dla pewnego wyboru znakow =+ oraz liczby catkowitej k zachodzi
a+bv3==+(8+3)(2+V3)"
Teraz chcemy pokazaé, ze dla (a, b) rozwiazujacych 3| zachodzi wynikanie 3|b = 2|bV 13|b. Mamy réwnosé
a+bv3==+(8+3)(2+V3)"
Wobec (a + b\/g) (a - b\/g) = 61 mamy takze

a—b0V3=+8FV3)(2+V3)"

Poniewaz wynikanie 3|b = 2|bV 13|b jest rownowazne wynikaniu 3|(—b) = 2|(—b) V 13|(—=b) to B.S.O.
wystarczy rozpatrzy¢ przypadek

a+bV3=(8+V3)(2+ V3"

dla pewnego k € Z.
Definicja. Przez Z[v/3] oznaczamy zbior wszystkich liczb postaci x + yv/3 dla z,y € Z.

Jasnym jest, ze suma, réznica lub iloczyn dwoch liczb z Z[v/3] jest elementem Z[v/3]. Z niewymiernosci
V3 wynika takze, ze kazdy element Z[v/3] ma doktadnie jedno przedstawienie w postaci z + yv/3 dla
z,y € L.

Definicja. Dla liczby pierwszej p oraz x; + y1v/3, 2o + yoV/3 € Z[/3] piszemy 1 + 11v3 =, T2 + y2V/3
wtedy i tylko wtedy, gdy x1 mod p = x5 mod p oraz y; mod p = y, mod p.

Jasnym jest, zedlap € Piu,v,w € Z[\/g] z przystawania u =, v wynikaja przystawania u+w =, v+w
oraz uw =, vw.

Teraz obliczamy (2 + v/3)% = 26 + 15v/3. Definiujemy ay, by, dla k € Z jako jedyne liczby calkowite
spetniajace rownosé

ar + bpV3 = (8 +V3)(2 + V3)E.

Latwo wyznaczy¢, ze by = 1, by = 10, by = 39
7 przystawania (2 + /3) =3 1 wynika, ze

prs + brysV3 = (ar + bV3)(2 + V3)® =3 a4y, + by V3.

Stad w szczegdlnosei by, = b3 (mod 3), a wiec 3|bxi3 < 3|bg, a nawet 3|by < 3|bx, mod 3- Dzieki znajomosci
bo, b1, by dostajemy 3|by < k mod 3 = 2.
7 przystawania (2 +1/3)? = 7+ 4v/3 =, 1 wynika, ze

Ag12 + bk+2\/§ = (ak + bk\/g)(Q + \/5)2 =9 ay + bk\/§

Stad w szczegolnosci by = b2 (mod 2), a wiec 2|by12 < 2|y, a nawet 2|by, < 2|bg moa 2. Dzieki znajomosci
bo, by dostajemy 2|by < k mod 2 = 1.

Dostajemy wiec, ze jesli by miatoby by¢ podzielne przez 3, ale niepodzielne przez 2 i 13, to musi by¢
k mod 6 = 2. Z przystawania (2 + v/3)? =13 2¢/3 wynika (2 + v/3)% =15 12 =13 —1, ze

g6+ bryeV3 = (ar + bk\/g)(Q + \/§)6 =13 (—ay — bk\/g)

Stad bry6 = —br (mod 13), a wiec 13|by < 13|bk moa 6- Skoro jednak musi byé¢ k£ mod 6 = 2 oraz by = 39
to z pewnoscia zachodzi 13|by.
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Otrzymalismy zatem, ze dla dowolnego rozwiazania (a, b) |3| zachodzi wynikanie 3|0 = 2|bV 13|b. Stad
jesli b = 3™, to musi byé¢ m = 0, czyli n = 1. Oczywiscie dla n = 1 mamy 3" + 61 = 64 = 82.
Odpowiedz: jedynie n = 1 spetnia warunki zadania.

8. Niech p bedzie liczba pierwsza postaci 8n + 1, gdzie n jest catkowite dodatnie. Udowodnié, ze zbior

liczb P = {1,2,...,p — 1} mozna podzieli¢ na dwa roztaczne, rownoliczne zbiory A, B spelniajace
H a = H b (mod p?)
acA beB
Rozwigzanie:

Oczywiscie p > 2. Przypomnijmy, ze —1 jest reszta kwadratowa modulo nieparzyste p wtedy i tylko
wtedy, gdy p =1 (mod 4) oraz 2 jest reszta kwadratowa modulo nieparzyste p wtedy i tylko wtedy, gdy
p=1 (mod 8) lub p = —1 (mod 8). W szczegdlnosci zaréwno 2 i —1 sa resztami kwadratowymi modulo
p dane w zadaniu.

Niech C' oznacza zbiér nieparzystych, niezerowych reszt kwadratowych modulo p. Poniewaz —1 jest
reszta kwadratows, to kazdej nieparzystej reszcie kwadratowej x odpowiada parzysta reszta kwadratowa
p — x. Ponadto - skoro 2 jest reszta kwadratowa - to dzielenie przez 2 modulo p zadaje jakas permutacje
zbioru niezerowych reszt kwadratowych. Wynika stad, ze kazda reszta kwadratowa jest postaci 5+ dla
x € C (jesli jest mniejsza od p/2) lub 7% dla z € C (jesli jest wieksza od p/2). Stad mozemy przedstawic
iloczyn wszystkich reszt kwadratowych na dwa sposoby:

p—xr pt+x
[[ew-2 =] —

zeC zeC

Uwzgledniajac to, ze doktadnie polowa niezerowych reszt kwadratowych jest nieparzysta (czyli jest ich

2n) dostajemy, ze
22 [T et —a) = [[* —?)

zeC zeC

Rozwazajac powyzsza rownosé modulo p? i rozpisujac iloczyn po prawej stronie otrzymujemy (wszystkie
iloczyny zawierajace p* wiecej niz raz przystaja do 0):

2 [ a(p—2) = (~1)> ][ #° (1 —pQZg) (mod p*) (4)

zeC zeC zeC
Zauwazamy teraz, ze modulo p zachodzi przystawanie

[ 5=T1 )" =0 (udp),

zeC zeC zeC zeC

gdzie y~! oznacza odwrotnosé¢ y modulo p. Istotnie, skoro 2% i (p — z)? przystaja modulo p to mamy:

2 Z (:c2)_1 = Zx’2 + Z(p —2)"% (mod p)

zeC zeC zeC

Poniewaz roztaczna suma D “ou {p—x:x € C} to zbior wszystkich niezerowych reszt kwadratowych
oraz branie odwrotnosci modulo p jest permutacja D, to - oznaczajac przez g generator modulo p -
otrzymujemy:

(p—3)/2

22@2)7152@"25 Z (gzk)zz—gp; _150 (mod p)

—1
zeC zeD k=0 9
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To uzasadnia, ze w 4] mamy

22" H z(p— ) = (—1)>" H 7 (1 —p? Z %) = (—1)>" H 2 (mod p?)

zeC zeC zeC zeC

Podobne rozumowanie mozna przeprowadzi¢ dla zbioru C’ nieparzystych niereszt kwadratowych oraz D’
niereszt kwadratowych. Jedyne czego potrzebujemy to zeby mnozenie przez —1, dzielenie przez 2 oraz
branie odwrotnosci modulo p zadawalo permutacje D' oraz zeby zachodzilo przystawanie ) _p, z2 =
(mod p). Pierwsze trzy warunki sa oczywiscie spetnione, czwarty zas wynika z:

(p—3)/2 ggp_g -1
E 2 § 2k+1\2 _ 2 _
zeD’ k=0

Mamy zatem

zeC" zeC"
oraz
22" H z(p— 1) = (—1)" H 2?2 (mod p?)
zel zeC

Wymnazajac powyzsze przystawania na krzyz oraz dzielac obustronnie przez (—2)*" [, .o 2 [ [,ecr @ (jest
to wzglednie pierwsze z p, wiec mozemy tak zrobi¢) dostajemy:

[[e-2 [Tz=]]«1]-2 (modp

Dlatego wystarczy przyjac:
A=C"U{p—z:2eC}

B=CU{p—z:2€(C'}
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Pierwszy Mecz Matematyczny
1. Znalez¢ wszystkie funkcje f : R, — R, ktére spetniaja réwnanie

[l +yf(@) + f(f(x) = fzy) + 22

dla dowolnych z,y > 0.

Rozwigzanie:
Przez P(a,b) bedziemy oznacza¢ rownanie z zadania dla x = a, y = b. Na poczatku wykazemy, ze f
jest iniekcja. P(x, %) daje

o)+ 1) = £ (575 ) +20

Jesli istnieja a # b takie, ze f(a) = f(b), to poréwnujac P(a, f(ba)) oraz P(b, ﬁ) dostajemy 2a = 2b. Stad
istotnie f jest iniekcja.

Teraz wykazemy, ze f(x) > x dla kazdego = € R,. Przypusémy, ze istnieje u € R, takie, ze f(u) < u.
P(u ) daje f(f(u)) = 2u. Z kolei

) u— f

u

P(u,2) = flutof(w) = fluz) = utzflu) =ue = o=

dla kazdego x, co daje sprzecznos¢. Mamy

flry) + 20 = flz+yf(0) + f(f(2) Z 2+ yf(2) +,wice fzy) = yf(x).

Stawiajac y := £ otrzymujemy ! (y) 1@ q)a kazdych z,y € R,. To z kolei implikuje, ze @ = ¢ jest

state. Stawiajac do poczqtkowego rownama sprawdzamy, ze tylko ¢ = 1 spelnia zatozenia. Czyli jedyna
taka funkcja jest f(z) =

2. Dany jest wielomian W (z) stopnia n o wspo6tezynnikach ze zbioru {—1,0,1}. Ponadto dana jest
liczba calkowita k > 0 taka, ze (x —1)* | W (x) oraz liczba pierwsza p spetiajaca (n+1)P < p*. Wykazad,
ze zachodzi podzielno$¢ wielomiandéw

x? — 1| W(x).

Rozwigzanie:

Niech P(z) = o (ZV_( )) Z algorytmu dzielenia wielomianéw wynika, ze skoro (z — 1)¥ ma wiodacy
wspolezynnik rowny 1, to P(z) ma wspolezynniki catkowite. Niech w oznacza pierwiastek p-tego stop-
nia z jedynki, czyli liczba zespolona bedaca pierwiastkiem wielomianu 277! + 2772 + ... + 2 + 1 (w =
cos < 360°> —+ 4 sin ( 360°>). Wtedy wielomian 2P~ +2P~2 4. .. +x+1 ma p— 1 réznych pierwiastkow
postaci w* dla 1 < k < p — 1. Stad mozna rozpisaé

p—1

:z:p’l—i—xp’z—l—...—l—x—l—l:H(x—wk)
k=1

Podstawiajac do powyzszej rownosci x = 1 otrzymujemy [[5_ (1 — wk) = p. Stad

[T = [T! = )*Plet) = (~1)0 0 [ P(t)
k=1 k=1 k=1
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Zauwazmy, ze skoro warto$é bezwzgledna w® wynosi 1, to skoro wszystkie wspotezynniki W (z) naleza
do {—1,0,1}, to W(wF) jest suma n + 1 liczb zespolonych o wartosci bezwzglednej najwyzej 1. Stad
W (w*)| < n+ 1 dla dowolnego 1 < k < p — 1, wiec lewa strona powyzszej réwnosci ma wartosé
bezwzgledna najwyzej (n + 1)P~1. Jesli wykazemy, ze HZ: P(wk) jest liczba catkowita to okaze sie, ze
lewa strona powyzszej rownosci jest liczba calkowita podzielng przez p* o wartosci bezwzglednej nie
wickszej niz (n + 1)P~1. Skoro (n + 1)P71 < (n + 1)P < p* to oznaczaloby to, Ze obie strony powyzszej
rownosci wynoszg 0.

Niech R(z) = ag + a1z + . . . a,_o27~2 bedzie reszta z dzielenia [[P_ P(2*) przez 2 ...+ 2z + 1. Z
algorytmu dzielenia wielomianéw wynika, ze R(x) ma wspotezynniki catkowite. Zauwazmy, ze dla0 < m <
p reszty z dzielenia wielomianow =™, 2%™, ..., 2®~Y™ przez 2P — 1 to x, 22, ..., 27" (mozliwe, Ze w innej
kolejnosci). Wynika to z tego, ze 2¥™ mod 2P — 1 = 2*™m°4dP oraz reszty z dzielenia m,2m, ..., (p — 1)m
przez p to 1,2,...,p — 1 (mozliwe, ze w innej kolejnosci). Stad dla 0 < m < p zachodzi

R(z) = H P(2") = H P(2™) = R(z™) (mod 2! + ... +z+1).

R(1)+ (p—1)R(x) (mod 2! + ...+ z+1), (5)

I
=
8
Z
I
B
&@
3

7Z zaleznosci NWD(z® — 1,2° — 1) = o NWDG@b) _ wynika, ze dla 0 < i < p — 1 wielomiany x:_—ll

lel sa wzglednie pierwsze. Dlatego mamy wynikania

oraz

-1z -1 2 —1 P —1

r—1lzi—1 z-1 z—1

:L‘p—l\xip—1:>

xip —1 — m
r—1 mzzox '
Zatem w [p| dostajemy, ze

R(1)+ (p—1DR(x) =pag (mod 2P~ '+ ... +z+1).

Poniewaz obie strony powyzszego przystawania maja stopien mniejszy od p — 2 to musza by¢ rowne.
Wynika stad, ze R(x) jest wielomianem staltym. Korzystajac z definicji R(z) € Z[z]| oraz podstawiajac
T = w otrzymujemy, ze

Stad ostatecznie mamy Hi;i W (w*) = 0, czyli istnieje 0 < k < p takie, ze W (w*) = 0. Oznacza to,
ze wielomiany W (z) i 277! + ... + 2 + 1 maja wspolny pierwiastek. Poniewaz zP~! + ... + z + 1 jest
wielomianem nierozkladalnym, to wynika z tego ze xP~1 + ... + x + 1|W(z). Skoro wielomiany = — 1
i 2Pl + ... 4+ 2+ 1 sa wzglednie pierwsze oraz x — 1|W () to otrzymujemy, ze W (z) jest podzielny przez
(x—D(xP P+, . +x+1)=2 -1

3. Dane sg nieujemne liczby rzeczywiste aq, as, . .., ay, gdzie N > 1. Ponadto a; +as+...+ay < 500.
Wykazaé, ze istnieja liczby catkowite k > 1 oraz 1 =ng < ny; < --- < ni = N takie, ze

k—1
> nipia,, < 2025,

1=0
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Rozwigzanie:
Sposdb I. Ustalmy k tak, aby spetnialo nieréwnosci 27! < N < 2%, Dla 1 < i < k — 1, niech n; to
indeks najmniejszego elementu sposrod agi-1,, .. ., as. Oczywiscie n; < 2° oraz

(I2i71+1 —|— R A9i
ni S 9i—1 ’

poniewaz $rednia arytmetyczna elementéw zbioru jest rowna co najmniej najmniejszemu elementowi.
Ponadto, a,, = N < 2*. Otrzymujemy

k-1 k-1 k-1

i Aoi-1.1+ -+ + Qo
> Nipitn, < 21+ Y nian, < 2a+ Yy 22 “22._1 2 < A(ay + - 4 ay) < 2000 < 2025.
=0 =1 =1

Sposob II. Wstawmy liczbe j do szukanego ciagu ng, ny, ..., ny z prawdopodobienistwem p;. Poniewaz

2

musimy mie¢ ng =11 ng = N to p; = py = 1. Dla pozostatych indekséw i, definiujemy p; o =

Policzmy wartosé¢ oczekiwang E(S), gdzie

k-1
S d:ef Z Ni410n, -
i=0
Prawdopodobienstwo, ze wyraz ia; wystepuje jako sktadnik w S, dla pewnych 1 <17 < 7 < N, wynosi

Pij=pi(1 = piy1) ... (1 = pj_1)p;.

Zatem
E(S) = Z .LDZ"j ]al
1<i<j<N
Jesli j < N to
2 i g2 2 [P
PL’,]”]:~+1.~+2”' - ..+1-]:4.j+—1:
t t J J Ha:i-Ha
47 4q 47 43

G-DG+1) G-15j Jj-1 j

W przypadku, gdy j = N zachodza réwnosci

2 1 N -2 21
biv N=rm v V=57
Zatem
N-1 N N-1/ N N-1 0 N1 4
E(S)IZZPi,j‘jaizz<Zjﬂ,j>ai<Z<Ni1+Zj_ll—?l>ai:
i=1 j=i+1 i=1 \j=i+1 i=1 j=i+1

-2 . . . N-1

2 4 4 2(N -1
_ ( T )ai+¥-a]v_1<4§ a; < 2000.
i=1

N—-1 1+ N-1 N -1

n=1

Otrzymalismy, ze E(.S) < 2000, zatem musi istnieé¢ ciag indeksow ng, nq, . .., ng, dla ktorego S < 2000 <
2025, co konczy rozwiazanie zadania.

4. Dane sa dwa prostopadtosciany, pierwszy w catosci zawarty w drugim. Pierwszy z nich ma wymiary
a X bxc adrugi A x B x C. Udowodnié¢, ze zachodzi niero6wnosé

a+b+c<A+B+C.
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Rozwigzanie:
Sposob 1. Przeksztalémy teze réwnowazne poprzez podniesienie do kwadratu. Dostajemy

a? +b* 4+ +2(ab + be + ca) < A+ B* + C? + 2(AB + BC + CA).

Wartosci a4 b? + ¢? oraz A%+ B2+ (C? to kwadraty dltugosci przekatnych danych prostopadtoscianow.
Poniewaz przekatna prostopadloscianu jest najdtuzszym odcinkiem w nim zawartym, to mamy a? + b? +
? < A% + B? + C?. Z kolei wyrazenia 2(ab + bc + ca) oraz 2(AB + BC + C'A) opisuja pola powierzchni
danych prostopadloscianow. Wystarczy wiec udowodnié¢, ze jesli jeden prostopadtoscian zawiera sie w
drugim, to pole powierzchni tego pierwszego jest niewieksze od pola powierzchni tego drugiego. Pokazemy
prawdziwos¢ ogoblniejszego faktu:

Lemat. Dane sqg dwa wieloSciany wypukte P, spetniajgce P C Q. Wtedy pole powierzchni P jest
niewieksze od pola powierzchni Q.

Dowod. Niech 7 bedzie ptaszczyzna zawierajaca jedna ze Scian P i niech T bedzie potprzestrzenia o
brzegu 7 i zawierajaca ®. Rozwazmy wielokat Q" = 7 N Q. Zawiera on &P, a jego pole powierzchni jest
niewieksze od pola powierzchni Q - usuneliSmy z Q fragment jego brzegu i zastapiliSmy jego rzutem na
plaszczyzne 7, a rzutowanie nie zwieksza pola powierzchni.

Powtarzajac ten proces dla wszystkich Scian # dostajemy zadana nier6wnosc. O]

Stosujac powyzszy lemat dla prostopadloscianéw z zadania dostajemy teze.

Sposob II Dla danego prostopadltoscianu # o wymiarach x x y X z i liczby rzeczywistej nieujemnej
r, rozwazmy zbior punktow odlegltych od & o co najwyzej r. Zbior takich punktéow (nazwijmy go %)
tworzy figure sktadajaca sie z P, szesciu prostopadloscianéow o wysokosci r, dwunastu ¢wiartek walcow o
promieniu r i o$miu fragmentéw kuli o promieniu 7.

Calkowita obj¢tosé @, to xyz + 2r(zy + yz + zx) + mr(x + y + 2) + 370

Wracajac do problemy w zadaniu, oznaczmy prostopadtosciany z zadania przez # i Q gdzie # C Q.
Jasnym jest, ze dla kazdego nieujemnego r mamy #,. C Q,., co implikuje nastepujacag nieréwnos$é¢ miedzy
ich objetosciami:

4
abc + 2r(ab+ be + ca) + mr*(a + b +c) + §7rr3 <

4
<ABC +2r(AB + BC + CA) + mr*(A+ B+ C) + §7rr3.

Tak wiec, dla dowolnego r > 0 zachodzi

m?(A+B+C)—(a+b+c)) +tir+t, >0,

dla pewnych wspolczynnikow ¢ i ty (zaleznych jedynie od a,b, ¢, A, B, C'). Nieréwnos¢ ta implikuje,
ze wspolczynnik wiodacy powyzszego wielomianu kwadratowego o zmiennej r jest nieujemny, co jest
roOwnowazne tezie.

5. Niech p bedzie liczba pierwszg, a S zbiorem 3p punktéow kratowych na ptaszczyznie takim, ze
srodek ciezkosci tego zbioru jest punktem kratowym. Wykazaé, ze istnieje p-elementowy podzbiér zbioru
S, ktorego érodek ciezkosci jest punktem kratowym.

Rozwigzanie:
Niech (a;,b;) dlai=1,2,...,3p beda danymi w tresci zadania punktami kratowymi. Niech ponadto
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I'={1,2,...,3p}. Rozwazmy wielomiany 3p — 1 zmiennych 1, zs, ... 3,_1 nad Z,:

3p—1
2P =

a;x; = U,
i=1
3p—1
§ : p—1 _
i=1
3p—1

p—1 _
E x; =0.
i=1

7 twierdzenie Chevalley’a-Warning’a liczba ich wspolnych pierwiastkéw jest podzielna przez p. Ponie-
waz (0,0,...,0) jest rozwiazaniem danego ukladu, wiec istnieje jeszcze co najmniej jedno nietrywialne
rozwiazanie (x,s,..., T3, 1). Zauwazmy, ze 2¥ " = 0 (mod p) dla z; = 0 oraz z'" = 1 (mod p) w
przeciwnym przypadku. Rozwazajac ostatni wielomian widzimy teraz, ze zbiér J indeksow, dla ktorych
x; # 0 ma moc p lub 2p. W takim razie patrzac na pierwsze dwa wielomiany otrzymujemy » .., a; =0
(mod p) oraz ), b; = 0 (mod p). Jesli |J| = p, to rozwigzanie jest zakoriczone, jesli zas |J| = 2p, to
wykorzystujac zalozenia, ze D, a; =0 (mod p) oraz ) ., b; =0 (mod p) widzimy, ze tym razem zbior
indeksow [ \ J spelnia teze zadania.

i€l

6. Rozwazmy dwudziestoscian foremny z rozréznialnymi krawedziami ponumerowanymi liczbami
1,2,...,30. Wyznaczy¢ liczbe kolorowan krawedzi na 3 kolory takich, ze kazda $ciana ma krawedzie
w doktadnie dwoch kolorach.

Rozwigzanie:

Utozsamimy kolory, ktorych uzywamy z liczbami 1, w, w?, gdzie w spelia w? +w+1 = 0. Zalézmy, ze
Sciana jest otoczona krawedziami o kolorach z, y, z 1 rozwazmy nastepujace wyrazenie (zyz — 1)(zyz +2).
Jedli x = y = 2z badz {z,y, 2} = {1,w,w?} to mamy zyz = 1 i wyrazenie to jest rowne 0. W przeciwnym
wypadku zyz = w lub zyz = w? i (W — 1)(w+2) =w? +w -2 =w? + w+ 1 — 3 = —3 i analogicznie dla
w?.

Niech x1, 2o, ..., x50 to kolory kolejnych krawedzi. Rozwazmy nastepujacy wielomian
P(zy,...,23) = H (vizjop — 1) (vizjop +2) = H (xijza:z + iz — 2).
Ti,%;,T—Sciana Ti,%;,T)—Sciana

Jesli kolorowanie krawedzi spelnia warunki zadania, wtedy wartosé tego wielomianu to 3%°. W przeciw-
nym wypadku P(Z) = 0. W takim razie, jesli dodamy do siebie wartosci P dla wszystkich 3% kolorowari
krawedzi, dostaniemy szukana liczbe poprawnych kolorowan (pomnozong przez 32°).

Kazda krawedz wystepuje w co najwyzej dwoch Scianach, wiec dla wybranego x; stopien x; w dowol-
nym jednomianie wymnozonego wielomianu P to 0,1, 2,3 lub 4. Jesli jednomian ma z; w stopniu 1,2 lub
4 to sumujac ten jednomian po x; = 1,w, w? otrzymujemy 0. Wystarczy wiec skupié¢ sie na jednomianach,
gdzie wszystkie zmienne maja stopienn 0 lub 3.

Na pewno mamy jednomian, gdzie wszystkie zmienne maja stopien réwny 0 - jest to wyraz wolny
rowny 22°. Pokazemy teraz, ze nie istniejg inne interesujace nas jednomiany.

Zatozmy, ze istnieje taki jednomian i niech x; wystepuje w nim w stopniu 3. Poniewaz istnieja tylko
dwie $ciany sasiadujace z i-ta krawedzia to istnieja tylko dwa wyrazenia (w definicji P) gdzie ta zmienna
wystepuje. Od teraz utozsamiajmy $ciane z wyrazeniem, ktore jej odpowiada.

Musielismy wybraé¢ po jednym jednomianie ze Scian sgsiadujacych z i-tg krawedzia: z jednej gdzie x;
ma stopien 1, i z drugiej gdzie ma stopien 2. Patrzac teraz na inne krawedzie z obu tych $cian, dostajemy,
ze sg one w stopniu 1 lub 2 w jednomianie. Aby to naprawi¢, musimy wybra¢ wyrazenie z kolejnych
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sasiadujacych $cian w taki sposéb, aby stopnie odpowiednich zmiennych sumowaty sie do 3. Kontynuujac
to rozumowanie dostajemy, ze z kazdej $ciany musieliémy wybraé¢ wyrazenie w stopniu 1 lub 2 i dodatkowo
wsrod sgsiadujacych $cian z jednej wybraliSmy wyrazenie w stopniu 2 a z drugiej stopnia 1.

W szczegolnosei implikuje to, Sciany dwudziesto$cianu mozna pokolorowaé¢ na dwa kolory w taki
sposob, by nie sasiadowaly ze soba Sciany jednego koloru (kolorujemy na podstawie tego, czy wybrali-
Smy wyrazenie (xia:ja:k)z czy x;x;x) z wyrazenia). Otrzymujemy sprzecznosé, poniewaz graf na $cianach
dwudziestos$cianu nie jest dwudzielny - tatwo mozemy tam znalezé cykl dtugosci 5.

Podsumowujac, po dodaniu wartosci P po wszystkich wartosciowaniach zostaje mam suma wyrazéw
wolnych, czyli 33°22°. Kazde kolorowanie policzyliémy z waga 32°, wiec istnieje 31°22° kolorowari spelnia-
jacych warunki zadania.

7. Dla liczby catkowitej dodatniej n niech f(n) oznacza iloczyn jej niezerowych cyfr w zapisie dziesiet-
nym. Definiujemy ciag liczb catkowitych dodatnich (a;)$2, poprzez rekurencje a;+1 = a; + f(a;) dla i > 1.
Wykazaé, ze niezaleznie od wyboru wyrazu poczatkowego a; € Z., istnieje liczba catkowita dodatnia m
taka, ze m = f(a;) dla nieskorniczenie wielu i.

Rozwigzanie:
Odnotujmy, ze mozemy wybraé¢ takie N € Z,, ze dla dowolnego n > N zachodzi 9" < 107!
oraz a; < l11...1. Ustalmy n > N i najmniejsze k speliajace ary; = 11...1. Wowczas zachodzi
N+1 n+1
flag) < 9" < 10" wiec 11...1 > aj, = ap1 — f(ax) > apy1 — 10771 > 10™. Stad prefiks reprezentacji

n+1
dziesietnej a; jest postaci 11...10 dla pewnego £ > 0. W szczegdlnosci mozemy oszacowaé

14

9t =1 9" > flap) = aps1 —ap >11...1—11...1099...9=11...14+1 > 10" 1.

n+1 l n—~_ n—~{
To oznaczan — £ < N, i.e. f(a) < 9V.
Teraz mozemy wybra¢ nieskonczony podciag a;,, a;,, ... taki, ze dla dowolnego k istnieje n > N, dla
ktorego i, = min{l +1 € Z, : agrq > 11...1}. Wowczas zawsze f(a;,) < 9V zatem pewna wartosé
n+1
sposrod {1,...,9" — 1} wystapi nieskoriczenie wiele razy.

8. Wyznaczy¢ wszystkie liczby wymierne, ktére mozna zapisa¢ w postaci

(a = 1)(a} = 1)...(a3 — 1)
O = 1)(8 — D)5, — 1)

dla pewnych liczb catkowitych dodatnich n,m oraz ciagow (a;)i,, (b;))", liczb catkowitych wigkszych
od 1.

Rozwigzanie:
Jasnym jest, ze wszystkie liczby wymierne, ktore da sie uzyskaé, sa dodatnie. Pokazemy, ze kazda

dodatnig liczbe wymierna da sie przedstawi¢ w zadanej postaci.
a;? 1 b8 —1

T = = bg-’ + 1, wiec mozemy réwniez stosowaé
i i

Zauwazmy, ze podstawiajac a; = b? dostajemy
czynniki postaci a? + 1. Ponadto, podstawiajac pod wyrazenie ‘Zgﬂ liczby a = 3k 4+ 2 oraz b = 3k + 1,
dla pewnego catkowitego k, dostajemy:

Bk +2*+1  (3k+3)((3k+22—Bk+2)+1) 3k+3 9k+2+9k+3 k+1

Bk+13-1 3k(Bk+122+Bk+1)+1 3k 9k2+9k+3  k
Zatem jestesmy w stanie skonstruowac liczby postaci % oraz podobnie kiﬂ Stad ostatecznie, stosujac

iloczyn teleskopowy, otrzymujemy:
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9. Dany jest trojkat roznoboczny ABC wpisany w okrag o. Punkt M jest srodkiem wysokosci tego
trojkata poprowadzonej z wierzchotka A. Okrag w dopisany do boku BC trojkata ABC' jest styczny do
boku BC' w punkcie D. Okregi o i w przecinaja sie w punktach P i ). Udowodnié, ze proste styczne do
okregu w w punktach P i ) przecinaja sie w punkcie na prostej DM.

Rozwigzanie:

Niech H bedzie spodkiem wysokosci trojkata ABC' poprowadzonej z wierzchotka A. Oznaczmy po-
nadto przez I $rodek okregu wpisanego w trojkat ABC, przez X — punkt stycznosci tego okregu z
odcinkiem BC, za$ przez Y — obraz symetryczny punktu X wzgledem I. Jednokladnos¢ o srodku A
przeksztatcajaca okrag wpisany w trojkat ABC' na okrag w do niego dopisany przeprowadza punkt Y
na punkt D. Innymi stowy punkty A, Y, D leza na jednej prostej. Rozwazajac teraz jednoktadnos$é o
srodku D przeksztalcajaca odcinek XY na odcinek HA widzimy, ze obrazem punktu [ jest punkt M,
skad wniosek, ze punkty D, I, M leza na jednej prostej. Wystarczy zatem wykazaé, ze rozwazane w tezie
zadania styczne przecinaja sie na prostej DI.
A

J

Przyjmijmy, ze styczne do okregu w w punktach P i () przecinajg sie w punkcie K. Niech ponadto
R 1S beda punktami stycznosci prostych stycznych poprowadzonych z punktu I do okregu w, zas J —
srodkiem okregu w. Wowcezas punkty B, C, R, S leza na okregu w’ o $rednicy I.J. Zauwazmy, ze prosta
BC jest osig potegowa okregow o i w’, prosta P(Q) jest osia potegowa okregdéw o i w, zas prosta RS jest osig
potegowg okregow w i w’. W takim razie proste BC', PQ, RS maja punkt wspolny T'. Z drugiej strony
proste BC', PQ, RS sa biegunowymi odpowiednio punktéw D, K, I wzgledem okregu w. Z twierdzenia La
Hire o wzajemnosci biegunowych wynika teraz, ze kazdy z punktow D, K, I lezy na biegunowej punktu
T wzgledem okregu w. To koriczy rozwiazanie zadania.

10. Okregi 01 i 0o przecinaja sie w punktach A i B. Punkt X lezy na tuku AB okregu o i znajduje
sie wewnatrz okregu o,. Niech r; bedzie promieniem okregu stycznego do odcinkow AX i BX oraz
wewnetrznie stycznego do okregu oo, za$ ro — promieniem okregu stycznego do odcinkow AX i BX
oraz wewnetrznie stycznego do okregu o;. Wykazaé, ze stosunek promieni 7y i 79 nie zalezy od wyboru
punktu X.

Rozwigzanie:

Niech prosta BX przecina okrag o, ponownie w punkcie Y. Niech ponadto I bedzie srodkiem okregu
wpisanego w trojkat ABX, J srodkiem okregu wpisanego w trojkat ABY', zas K srodkiem okregu dopi-
sanego do trojkata ABX stycznego do boku AX. Oznaczmy ponadto przez M; i N; punkty stycznosci
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okregu o promieniu r; rozwazanego w tresci zadania odpowiednio z odcinkami AX i BX, za$ przez M, i
N, punkty stycznosci okregu o promieniu 5 rozwazanego w tresci zadania odpowiednio z odcinkami AX
i BX. Korzystajac z lematu Sawayamy dostajemy, ze punkt I lezy na prostej MyNs, zas punkt J lezy
na prostej My N;. Z drugiej strony proste M; Ny, MsNs oraz X K sa rownolegte, gdyz wszystkie trzy sa
prostopadle do dwusiecznej kata AX B. W takim razie

T1._>)(A41 JK

T24_.)(A4Q-_ T}E.

Zauwazmy teraz, ze

1 1
JAIK = 180° — SAIB = 180° — (90° + §<)AXB) = 90° — §<)AXB,

1
JAJ = $ATB = 90° + JJAY B
oraz

JAKB =180° — $ABK — 4BAK = 180° — %<IABX —90° — %%BAX = %%AXB.

Poniewaz miary katow AX B i AY B sg rowne dla dowolnego punktu X na tuku AB, wiec niezaleznie
od polozenia punktu X wszystkie trojkaty AIK sa podobne oraz wszystkie trojkaty AlJ sa podobne.
To zas oznacza, ze stosunek % nie zalezy od wyboru punktu X, a w zwiazku z tym takze stosunek :—;
Dowdd jest wiec zakoriczony.

11. Dana jest kula 2 i ustalony punkt P znajdujacy sie wewnatrz niej, ktory nie jest jej $rodkiem.
Przez punkt P narysowano trzy parami prostopadte cieciwy A;As, B1Bs i C1Cs. Punkty X7 i X, sa
rzutami prostokatnymi punktu P na ptaszczyzny A; B1C) i As BoCs odpowiednio. Udowodnié, ze istnieje
punkt Y taki, ze niezaleznie od wyboru cieciw A; Ay, B1Bs, C1Cs, punkty Y, X7, X, lezg na jednej prostej.

Rozwigzanie:
Zauwazmy, ze Ay P-AyP = B P-ByP = O, P-Cy,P = r?. Rozwazmy inwersje w punkcie P o promieniu
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r ztozong z symetrig wzgledem P. Przeksztalcenie to zamienia miejscami punkty: A; i As, By i By oraz
C1 i Cy. Plaszezyzna Ay B,C) przechodzi na sfere s opisana na czworoscianie A;ByCy P, za$ punkt X,
przechodzi na punkt X taki, ze odcinek PX] jest srednica tej sfery. Analogicznie plaszczyzna Ay ByCh
przechodzi na sfere opisang na czworoscianie A, B1C1 P, zas punkt Xy przechodzi na punkt X taki, ze
odcinek PX) jest $rednica tej sfery. Obrazem prostej X; X, jest okrag opisany na trojkacie PX| X/ —
nalezy wykaza¢, ze wszystkie takie okregi maja punkt wspolny, rozny od P.

Skoro wektory PA;, PBs, PChy sa parami prostopadle, to rownolegloscian przez nie rozpicty jest
prostopadloscianem wpisanym w sfere s, w zwiazku z czym punkt X] jest jego wierzchotkiem lezaccym

e
naprzeciwko punktu P. W takim razie OX| = O? + PA; + PB;y + PC,. Stad i z tego, ze wektory PAg,
PB,y, PCy sa parami prostopadte otrzymujemy

(OX!)2 = (OP+ PAy+ PBy+ PCy)? = OP>+ PA2+ PB2+ PC2+20B- PAy +20B- PBy+20B-PC) —

— (OP + PAY)? + (OP + PBy)? + (OP + PCy)? — 20P* = 3R? — 20 P2,

s
gdzie R jest promieniem kuli 2. Analogicznie obliczamy, ze (0X3)? = 3R? — 20P%. W zwiazku z tym
OX] = OX}, = m, gdzie m jest wielkoscia niezalezna od wyboru cieciw Ay Ay, B1 By i C1C5.

Niech K, L, M beda srodkami odpowiednio cieciw A; Ay, BBy, C1Cy. Wtedy

OP+PR+PL+PM=0P+P0=1.

Stad otrzymujemy

— > > > > 1 > > > 1 > >
OX{ == O?—FPAQ—FPBQ—FPCQ - Oﬁﬁ-P—[%—FPj—FPM—FE(A1A2+BlBQ—|—Clcz) - §(A1A2+BlBg+Cng).

Analogicznie obliczamy

— > > 7 > ] > > 7 1 7 7 >
OX; = O?—FPAl—i-pBl—i—PCl - O?+_P7(+P7+PM+§(A2A1+BzBl+Cgcl) - §(A2A1+BgBl+Cgcl>.

— —
W takim razie OX| = —OXjJ, co oznacza, ze punkt O jest srodkiem odcinka X7XJ). Zalézmy, ze prosta
PO przecina okrag opisany na trojkacie PX{X)} ponownie w punkcie Q). Wowczas

0Q-OP = 0X} - 0X} =

skad wniosek, ze punkt ) nie zalezy od wyboru cieciw A Ay, B1Bs i C1C5. Jest on wiec szukanym
punktem wspolnym okregéw opisanych na wszystkich trojkatach PX{X), co konczy rozwiazanie zadania.
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Drugi Mecz Matematyczny

1. Dany jest skonczony zbior A C R oraz n > 0. Wykazaé, ze istnieje wielomian f € R[z] stopnia
n, ktéry ma n pierwiastkow rzeczywistych oraz spetnia ) ., f(a)g(a) = 0 dla dowolnego g € R[z],
degg < n.

Rozwigzanie:
Oznaczmy warunek Y _, f(a)g(a) = 0 przez P(f,g). Jesli n > |A|, to wystarczy wzia¢ dowolny
wielomian f stopnia n zerujacy sie na A. Dowod dla n < |A| bedzie sktadal sie¢ z trzech czesci.

1. Najpierw wykazemy, ze jesli dany jest taki zbior wielomianow fo, f1,..., fim_1, ze deg fr = k dla
wszystkich k, to dowolny wielomian ¢ stopnia mniejszego niz m mozna przedstawi¢ w postaci
g(z) = Z?:ol a; f;(x) dla pewnych rzeczywistych wspotczynnikow a;. Istotnie, niech degg = k,
wtedy istnieje liczba a, taka, ze wielomian g(x) — ay fx(z) jest stopnia mniejszego niz k. Prosta
indukcja konczy dowod.

2. Teraz udowodnimy, ze istnieje taki cigg wielomianéw fo, f1,..., flaj-1, Ze f, jest stopnia n i dla do-
wolnego wielomianu ¢ stopnia mniejszego od n zachodzi warunek P(f,, g). Skonstruujemy ten ciag
indukcyjnie. Oczywiscie mozemy wziaé fo = 1. Zalézmy teraz, ze n > 0 i ze mamy juz wielomiany
fos- -+, fa—1. Niech by, bedzie taka liczbg rzeczywista, ze Y, 4 a" fu(a) = b > 4 fu(a)?. Taka ist-
nieje, poniewaz f; nie moze si¢ zerowa¢ na catym zbiorze A, wiec Y ., fr(a)? > 0. Ktadziemy

fo(z) =2" — Z;(l) bifr(z). Oczywiscie f,, jest stopnia n, ponadto dla 0 < k < n mamy
n—1 k—1
D f@)fila) =) a fila) = Y ful@) Y bifila) = afila) =Y b Y fi(a) frla)
a€A acA a€A 7=0 a€A 7=0 acA
= a"fila) = bp Y fu(a)* = 0.
acA acA

Z poprzedniej czesci dowodu wynika, ze z P(f,, fi) dla & = 0,1,...,n — 1 wynika P(f,g) dla
dowolnego g stopnia mniejszego niz n.

3. Na koniec wykazemy, ze jesli f jest wielomianem stopnia n spetniajacym P(f,g) dla dowolnego
g stopnia mniejszego niz n, to f ma n pierwiastkow rzeczywistych. Przypusémy nie wprost, ze f
ma k < n pierwiastkow rzeczywistych. Niech g bedzie wielomianem stopnia k majacym doktadnie
te same pierwiastki co f (liczac z krotnosciami). Wowcezas f i g zmieniaja znak w dokladnie tych
samych punktach (pierwiastkach nieparzystej krotnosci), wiec wielomian f(x)g(z) ma staly znak.
Ma tez mniej niz |A| miejsc zerowych, wiec Y, f(a)g(a) # 0, co przeczy warunkowi P(f,g) i
konczy dowdd.

2. Udowodnié¢, ze wéréd dowolnych 2n + 1 liczb niewymiernych istnieje n + 1 takich liczb, ze dla

dowolnego k € {1,2,...,n+ 1} suma dowolnych k z nich jest niewymierna.
Rozwigzanie:
Oznaczmy dane liczby niewymierne przez aq, as, ..., as,y1. Skonstruujemy zbiér B w nastepujacy

sposob: na poczatek ktadziemy B = {1}. Potem przechodzimy przez wszystkie indeksy i od 1 do 2n + 1,
dla kazdego i dodajac a; do B wtedy i tylko wtedy, gdy nie istniejg b1,...,b; € B oraz liczby wymierne

T1,...,7; spelniajace mb; + ... +1;b; = a;.
Przypusémy, ze otrzymaliSmy zbior B = {by, ..., b}, gdzie by, = 1. Zauwazmy, ze dla kazdego i istnieje
dokladnie jeden taki zestaw liczb wymiernych r;1,7;2,..., 7k, ze a; = r;1by + ... 4+ 1;1by. Istotnie, jesli

a; = b; dla pewnego j, to ktadziemy r;; = 1 oraz r;; = 0 dla [ # j, a jeSli a; ¢ B, to istnienie
zadanego zestawu wynika z konstrukcji B. Ponadto gdyby dla jakiego$ a; istnialy dwa zadane zestawy,
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to odejmujac je dostalibySmy Z?Zl q;b; = 0 dla pewnych wymiernych ¢; nie wszystkich réwnych 0, co
znowu przeczytoby konstrukcji B.

Teraz skonstruujemy szukany zbiér co najmniej n + 1 sposrod liczb a;, oznaczmy go przez A. Roz-
poczynajac od j = 1, wykonujemy nastepujaca procedure: jesli wsrod liczb r;; dla dostepnych a; (na
poczatku wszystkie liczby a; sa dostepne) jest nie mniej dodatnich niz ujemnych, to dodajemy do A
wszystkie takie a;, ze r; ; > 0, w przeciwnym przypadku dodajemy do A wszystkie takie a;, ze r; ; < 0.
Jedli nie istnieje ¢ takie, ze r;; = 0, to koniczymy procedurg, w przeciwnym razie kontynuujemy ja dla
J +1 w miejsce j, ustalajac jako dostepne te liczby a;, dla ktorych r; ; = 0.

7 niewymierno$ci liczb a; wynika, ze powyzsza procedura zakonczy sie, zanim dostaniemy j = k.
Zauwazmy, ze na kazdym etapie konstrukcji dodawaliSmy do A co najmniej tyle liczb, ile odrzucalismy
z dalszych etapow konstrukeji, wiec |A| > n + 1. Teraz rozwazmy dowolna sume pewnych elementow
A. Wybierzmy najmniejsze j takie, ze 7, ; # 0 dla pewnego 7 takiego, ze a; nalezy do rozwazanej sumy.
Z powyzszej konstrukcji wszystkie takie r; ; sa tego samego znaku, wigc rozwazana suma ma niezerowy
wymierny wspotczynnik przy b;. Oczywiscie j < k, wigc liczba b; jest niewymierna. Z tego wynika juz
niewymiernos¢ naszej sumy, poniewaz gdyby byta ona wymierna, to po zmodyfikowaniu wspotczynnika
przy by dostaliby$my przeczaca wlasno$ciom B reprezentacje Zle ¢;b; = 0 dla ¢; wymiernych oraz ¢; # 0.

3. Dane sg dodatnie liczby catkowite m, n. Niech Ay, ..., A,, beda podzbiorami zbioru mocy n.
Wykazacé, ze

3
m 1 m
Al - JANA > — Al ] .
;;\ - il mn(;! I)

Rozwigzanie:

Ustalmy graf dwudzielny G = (A, B) na m+n wierzchotkach, gdzie |A| = m i |B| = n gdzie (v;, w;) €
E(G) <= i€ Aj. Niech e = |E(G)|. Niech P(G) to liczba czworek (p, ¢, 7, s) ze vy, vs € A, wy, w, € B i
wierzchotki w,, vg, w,, vs tworzg Sciezke.

Zauwazmy ze lewa strona nieréwnosci jest rowna P(G), poniewaz dla ustalonych p i r, mamy |A,| wyboréw
na v, i |4, N A,| wyboréw na v,. Chcemy wiec aby w dowolnym grafie dwudzielnym G zachodzito

P(G) > —
(G) 2 —
Udowodnimy najpierw
Lemat. Jezeli G = (A, B) jest grafem dwudzielnym z |A| = m 1 |B] = n o e krawedziach to zachodzi
P(G) > g
Dowdd. Zdefiniujmy

A':{veA:d(u)>gim} i B':{veB:d(v)>3in}

gdzie d(v) to stopieni wierzchotka v. Policzmy teraz liczbe krawedzi pomiedzy A’ 1 B'. Zauwazmy ze liczba
krawedzi o co najmniej jednym koncu nie w A’ U B’ jest réwna co najwyzej

e e 2e

d d(w) < -~ 5 S o

2 dw)+ )y dw) <Y oo+ Y o< g
vg A/ wgB/ vg A/ wgB/

A wiec pomiedzy A’ i B’ jest co najmniej 5 krawedzi. Kazda krawedz (v, w) jest srodkows krawedzig w

d(v)d(w) sciezkach dtugosci 3, a wiec korzystajac tylko z krawedzi pomiedzy A’ i B’ otrzymujemy

e e e e?
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Teraz dla danego grafu dwudzielnego G rozwazmy graf G®* ktorego wierzchotkami sa krotki (a1, as, - - -, az)

gdzie a; € AVi po jednej stronie i (by,bs,...,b,) gdzie b; € BYi po drugiej. Dwie krotki laczymy kra-
wedzia, jezeli dla kazdego i < k, (a;,b;) € E(G). Zauwazmy ze liczba wierzchotkow po dwoch stronach

G®* wynosi odpowiednio m

i n*. Widzimy réwniez ze liczba krawedzi jest rowna e* i P(G®*) = P(G)¥,

poniewaz na kazdej z k pozycji mozemy wybrac¢ Sciezke z oryginalnego grafu.
Stosujac teraz lemat dla G®F widzimy ze

k ®k 1 e
P(G) :P(G )22—7W

Biorac teraz pierwiastek k-tego stopnia po obu stronach i zauwazajac ze 1/ 2% — 1 gdy k — o0, otrzy-

mujemy

P(@) > —

mn

Co konczy dowdd.

4. Maks i Antek graja w nastepujaca gre: najpierw Maks ustala pewng permutacje o liczb od 1 do n.

W swoim ruchu Antek podaje pewna permutacje 7 liczb od 1 do n. Jesli 7 = o, to Antek wygrywa. W
przeciwnym razie Maks odpowiada mu, czy istnieje takie 1 < ¢ < n, ze 7(i) = o(i). Wykaza¢, ze Antek
moze wygra¢ w co najwyzej nlog, n + 2025n ruchach.

Rozwigzanie:
Wskazemy algorytm, ktory pozwoli znalezé Antkowi permutacje m# w zadanej liczbie ruchéow. Za-

czniemy od pokazania, ze mozna w mniej niz 2n ruchach wskazaé¢ permutacje 7, ktéra nie pokrywa sie z
o na zadnej pozycji (nazwiemy taka permutacje nieporzqdkiem).

Jesli n jest parzyste, to pytamy o n cyklicznych przesunie¢ permutacji identycznosciowej. Gdyby zadne

z nich nie bylo nieporzadkiem, to liczby o (i) — i dawalaby parami rézne reszty modulo n i mieliby$my

0= Z(o(z’) —i) =, ZZ =, g

co daloby sprzecznosé. Dla n nieparzystego zaczynamy od n — 1 zapytan o permutacje majace usta-
long warto$é 1 na pozycji 1 i bedace cyklicznymi przesunieciami identycznosci na pozycjach od 2 do n.
Z powyzszych rozwazan wynika, ze jesli zadna z tych permutacji nie jest nieporzadkiem, to (1) = 1.
Wystarczy teraz powtoérzyé powyzsze n — 1 zapytan z 2 na pozycji 1 oraz 1 w miejsce 2 w cyklicznych
przesunieciach, by dosta¢ nieporzadek.

Teraz odejmijmy 1 od elementéw permutowanego zbioru, dostajac zbior {0,1,...,n — 1}. Niech 2™

bedzie najmniejsza potega dwojki nie mniejsza od n. Dla 1 < i < 2™ definiujemy permutacje 7 w
nastepujacy sposob: na poczatek 7 = 7, a potem dla kazdego 0 < j < n — 1, jesli 7(j) @ ¢ nalezy do

zbioru {0,...,n — 1}, to w 7' zamieniamy ze soba wartosci 7(j) oraz 7(j) & i. Tutaj @ oznacza binarng

operacja XOR na liczbach zapisanych w systemie dwojkowym. Zauwazmy, ze 7" powstaje z co najwyzej

zamian par rozlacznych elementéw, poniewaz m(j) @i @i = 7(j).
Majac ustalony nieporzadek 7, wykonujemy nastepujacy algorytm:

1. Definiujemy licznik 7, poczatkowo ustawiamy ¢ = 1. Jesli ¢ = 2™, to konczymy algorytm.

2. Pytamy o 7’. Jedli jest nieporzadkiem, zmieniamy 4 na i + 1, po czym wracamy do kroku 2. Jesli
nie jest nieporzadkiem, przechodzimy do kroku 3 z 7’ = 7*.

3. Ustawiamy wszystkie zamiany w 7’ w jakim$ porzadku, po czym binarnie wyszukujemy pierwsza
taka, ze permutacja powstala przez ztozenie 7 z nig i wszystkimi wcze$niejszymi zamianami nie jest
nieporzadkiem. Oznaczmy permutacje powstaly przez ztozenie 7 z tylko ta jedna zamiang przez p
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oraz zamienione elementy przez p(j), p(k). Zauwazmy, ze w tym kroku wykonaliSmy co najwyzej
log,(n) zapytan.

4. Ustalmy element a r6zny od p(j) i p(k). Zapytajmy o permutacje p zlozona z zamiana a i p(j). Jesli
ta permutacja jest nieporzadkiem, to p(k) # o(k), a jesli p(k) # o(k), to musi by¢ p(j) = o(j), wiec
permutacja, o ktérg zapytaliSmy, jest nieporzadkiem. Stad odpowiedz na to zapytanie pozwala nam
znalezé o(k), jesli o(k) = p(k). Podobnie zapytaniem o p ztozona z zamiana a i p(k) sprawdzamy
o).

5. Pytamy o 7’ z pominieta zamiana p(j) i p(k). Jesli 7’ jest nieporzadkiem, zmieniamy ¢ na ¢ + 1,
po czym wracamy do kroku 2. Jedli nie, to wracamy do kroku trzeciego z permutacja, o ktora
zapytaliémy, w miejsce 7’

Jest jasne, ze powyzszy algorytm konczy sie w skoniczonym czasie. Znajduje on cata permutacje o, po-
niewaz dla kazdego j oraz k takiego, ze m(k) = o(j), istnieje ¢ # 0 takie, ze w(k) @i = 7(j). Oszacujmy
liczbe wykonanych zapytan. Zapytan zwickszajacych ¢ jest co najwyzej 2™ < 2n. Kazde wykonanie kro-
kow 3 1 4 razem z zapytaniem rozpoczynajacym je daje co najwyzej log,(n) 4+ 3 zapytan. Ponadto kazde
wykonanie kroku 4 znajduje nam przynajmniej jeden element permutacji o. Nigdy nie wskazemy dwa
razy tego samego elementu, poniewaz dla tego samego ¢ krok 4 jest wykonywany na roztacznych parach
oraz tylko dla jednego i zachodzi o(j) @i = 7(j). Stad wynika, ze algorytm wykonuje nie wiecej niz
2n + n(logy(n) + 3) + 2n < nlogy(n) + 20251 krokow.

5. Pewne schronisko dla kotéw zapewnia schronienie dla m sposrod tych zwierzat. Kotki w schronisku
zaczely zapadac¢ na tajemnicza chorobe, przez ktora eksploduja. Szalony naukowiec Dexter podjal probe
wyleczenia tej choroby. Opracowal on dwa typy sznuréw - konopne i azbestowe, po czym kazde dwa kotki
zwiazal ze sobg sznurem jednego z tych typoéw. W jednym zabiegu Dexter potrafi wyleczy¢ dowolne trzy
kotki, z ktorych kazde dwa sg potaczone tym samym typem sznura. Po udanym zabiegu Dexter odwiazuje
wyleczone kotki od wszystkich pozostalych i kontynuuje wykonywanie zabiegow.

Powiemy, ze dwa zabiegi sa tego samego typu, gdy sa przeprowadzone na kotkach zwigzanych tym
samym typem sznura. Niech f(n) oznacza najmniejsza liczbe m, dla ktorej Dexter moze przeprowadzi¢
n zabiegow tego samego typu. Udowodnié, ze istnieja takie liczby catkowite N, a, b, ze f(n) = an+b dla
dowolnego n > N oraz wyznaczy¢ wartos¢ a.

Rozwigzanie:

Zadanie ttumaczy sie na jezyk grafowy w nastepujacy sposob: f(n) jest najmniejsza dodatnia liczba
catkowita m o tej wtasnosci, ze z dowolnego kolorowania krawedzi kliki K, dwoma kolorami mozna
wybra¢ n roztacznych wierzchotkowo monochromatycznych trojkatow tego samego koloru. Nazwijmy
kolory konopnym i azbestowym.

Zaczniemy od wykazania, ze f(n) > 5n — 2. Swiadczy o tym graf o 5n — 2 wierzchotkach zlozony z
konopnej kliki K3, 1 azbestowej kliki K5, 1, potaczonych azbestowymi krawedziami.

Teraz udowodnimy, ze dla n > 2 zachodzi f(n+ 1) < f(n) + 5. Niech m = f(n + 1) — 1, rozwazmy
takie kolorowanie krawedzi K,,, w ktéorym nie ma n + 1 roztacznych tréjkatow tego samego koloru. Jesli
wezmiemy dowolnych 6 wierzchotkéw z K,,, to pewne trzy z nich tworza monochromatyczny trojkat.
Usuwajac znalezione trojkaty i biorac szoéstki sposréd pozostatych wierzchotkéw mozemy udowodnié, ze
w naszym kolorowaniu jest co najmniej LmT’BJ monochromatycznych trojkatow. Wiemy, ze m > d5n+2 >
3n + 6, wiec tych trojkatow jest co najmniej n + 1. Oznacza to, ze jest wsrdd nich i tréjkat konopny, i
trojkat azbestowy. Spojrzmy teraz na krawedzie miedzy tymi dwoma trojkatami i zauwazmy, ze z ktéregos
sposrod ich wierzchotkéw musza wychodzi¢ co najmniej dwie krawedzie w kolorze innym niz kolor jego
trojkata. Istotnie, w przeciwnym przypadku moglibysmy pokolorowaé co najwyzej sze$¢ krawedzi (po
jednej na kazdy wierzchotek), a jest ich dziewie¢. Stad wynika, ze w naszym kolorowaniu K, istnieja
dwa monochromatyczne tréjkaty réznych koloréw o wspélnym wierzchotku. Usunmy uzyskana pigtke

61



wierzchotkéw z naszego grafu, wowcezas dostajemy kolorowanie kliki K, 5, w ktérym nie ma n roztacznych
trojkatow tego samego koloru. Istotnie, gdyby bylo w nim takich n tréjkatow, to niezaleznie od tego,
w jakim one sa kolorze, po przywroceniu usunietej pigtki wierzchotkéow dostalibysmy n + 1 trojkatow
przeczacych wyborowi naszego kolorowania K,,. Stad f(n) > m — 5, czyli f(n) > f(n+1) — 5.

Z powyzszych obserwacji wynika, ze ciag f(n) — 5n jest nierosnacy i ograniczony z dotu. To oznacza,
ze od pewnego miejsca jest on staly, czyli f(n) = 5n + b dla pewnego b.

6. Podzbior U zbioru {1, 2, ..., n} nazwiemy n-bytomskim, jesli dla dowolnych dwoch réznych a,b € U
zachodzi a | (Z) Udowodnié, ze istnieje taka stata C' > 0, ze dla n > 2 moc zbioru n-bytomskiego wynosi
nie wigcej niz =~
Rozwigzanie:

Dla liczby pierwszej p niech U, := {u € U : p | u}. Udowodnimy najpierw, ze |U,| < L%W Dla

pm,pn € U gdzie m > n mamy pm | (IZ’;’LL) w szczegblnosci p | (’;’;‘) Skorzystamy teraz z

Twierdzenie (Lucas). Dana jest liczba pierwsza p oraz liczby n = ngp® + ne_1p* L+ - +np+mng i
m = mgp® + ms_1p° "L + -+ mip + mg zapisane w bazie od podstawie p. Wtedy zachodzi

() =IL() o

7 tw. wnioskujemy, ze w zapisie o podstawie p, m musi mie¢ co najmniej jedna cyfre mniejsza od
odpowiadajacej cyfry n. Mamy wiec, ze dla kazdego k € Z,, wérdd liczb kp,kp+1,...,k, +p—1 co

gdzie (,i) =0 jesli k > 1.

. L. . ., . def 4 n .
najwyzej jedna moze naleze¢ do U,/p (gdzie Up/p = {3 : u € U,}). Skoro U,/p C [0, 7], otrzymujemy
|Up| < L%-‘, czyli w szezegolnosei dla p < /n zachodzi |U,| < 120—2. Ustalmy jakas$ duza stala M. Niech K
bedzie taka staly, ze dlan > 1 zachodzi 7(n) < £2, gdzie 7(n) oznacza liczbe liczb pierwszych mniejszych
rownych n. Elementéw U jest najwyzej

1 K
(1 + log, n)™Grnn) 4 Z |Up| + ﬁ
L Inn<p<y/n
Ostatni sktadnik szacuje liczbe liczb pierwszych w U. Srodkowy sktadnik szacuje ile moze byé¢ w U liczb
ztozonych o jakims dzielniku pierwszym wiekszym rownym ﬁ Inn. Pierwszy sktadnik szacuje liczbe tych
liczb w U, ktorych wszystkie dzielniki pierwsze sa mniejsze niz % Inn — kazda taka liczbe mozna zapisaé
w postaci p{’ -. .. p?* przy czym p{" < n daje oy € [0,log, n]. Poniewaz s < m(5; Inn) to mamy najwyzej
(1+ log, n)”(ﬁ nn) wyborow na cigg wykltadnikow oy, . .., a,.
Oszacujemy teraz dwa pierwsze sktadniki powyzszej sumy. Zaczynajac od drugiego:

2n 1 AnM
DDA S > mS<T
ﬁ Inn<p<y/n ﬁ Inn<p<y/n ﬁ Inn<k
przy czym ostatnie oszacowanie wynika z

1 2 2 2 2M
I S T
k2 k k+1 77 Inn Inn

ﬁ Inn<k ﬁ Inn<k

Pierwszy czynnik mozemy z kolei oszacowaé przez

: 1 In(1+1 K]
(1 + log, n)™7r ™™ = exp (ln(l + log, n)m (Mlnn)) < exp < n(1 +log, n); nn)

In (ﬁ lnn)
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Teraz mozna dobra¢ M tak duze, ze dla odpowiedno duzych n zachodzi oszacowanie

In(1+1 K 1
n( 01g2n)M nng—lnn.
ln(Mlnn) 2

Wtedy dla odpowiednio duzych n mozemy napisaé

Kn Inn AnM  Kn

1 1 W(%lnn) U 2« ]

(1+ log; ) +1 Z | p|+nn\eXp 2 +lnn+lnn
17 Inn<p<y/n

Stad istnieje taka stata C' > 0, ze zbiér U ma najwyzej S—Z elementow.

7. Dana jest liczba pierwsza p = 24k + 11. Wykazad, ze istnieje takie r catkowite, ze dla zadnego x
liczba x® — 22 — r nie dzieli sie przez p.

Rozwigzanie:

Innymi stowy trzeba wykazaé, ze odwzorowanie Z, 3> x — x® —2x € Z, nie jest "na”. Poniewaz Z,, jest
zbiorem skonczonym, to rownowaznie trzeba wykazaé, ze to odwzorowanie nie jest r6znowartosciowe. Stad
wystarczy wskazac takie dwa rézne z,y € Z,, ze 2° —2x = y*—2y (mod p). Poniewaz x® — 2z — (y* —2y) =
(x—y)(z* + 2y +y* —2) to wystarczy wskazac takie dwa rézne z,y € Z,, ze 2> +zy+y*—2 =0 (mod p).
7 prawa wzajemnosci reszt kwadratowych wynika, ze:

p=3 (mod4)= (_—1> |

p=3 (mod38)= (g> = -1

p

(0)-cr @)

Stad —1 oraz 2 nie sg resztami kwadratowymi modulo p, zas$ 3 jest.

Wykazemy teraz, ze istnieje takie © € Z,, ze x® + x + 1 jest niereszta kwadratowa. Zauwazmy, ze
nie moze by¢ x> + x +1 =0 (mod p), poniewaz to wymuszaloby istnienie > —1 = 0 (mod p) i dalej z
Matego Twierdzenia Fermata

-1 — (x3)16k:+7 =1

r=x (mod p).

Jednak wtedy 0 = 22 + x4+ 1 = 3 (mod p), czyli sprzecznosé. Rozwazmy teraz wartosé¢ (modulo p) sumy

p—1

S @) (6)

=0

Poniewaz 2% + z + 1 nie przystaje nigdy do 0, to kazdy skladnik powyzszej daje — na mocy kryterium
Eulera — albo reszte 1 (gdy z? + x + 1 jest reszta kwadratowa) olbo reszte —1 (w przeciwnym razie).
Zatozmy nie wprost, ze kazdy sktadnik sumy daje reszte 1. Wtedy cala suma daje reszte 0. Z drugiej
strony zauwazmy, ze sumujemy pewien wielomian unormowany stopnia p—1dlax =0,...,p—1. Zachodzi

przystawanie
”ik {0 0<k<p—1
v =
o -1 k=p-1

Stad wartos¢ sumy |§| to —1 modulo p. Uzyskana sprzecznoéé dowodzi, ze 2% 4+ = + 1 jest nieresztg kwa-
dratowa dla pewnego x.
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Oznaczmy takie x przez z. Oczywiscie z Z 1 (mod p), bo 3 jest reszta kwadratows. Poniewaz 2
jest mniereszta kwadratowa, to 2(z? + z + 1)7! jest reszta kwadratowa, gdzie (22 + z + 1)7! oznacza
odwrotno$¢ z modulo p. Niech zatem y? = 2(22 + 2 + 1)™! # 0 (mod p). Wtedy oznaczywszy x = yz
mamy z2 + zy + y> = 2 (mod p). Oczywiscie * # y (mod p), poniewaz y # 0 (mod p) oraz z # 1
(mod p).

Dostajemy zatem, ze odwzorowanie Z, > © — 2* — 2z € 7Z, nie jest réznowartosciowe, co konczy
dowo6d zadania.

8. Wyznaczy¢ najmniejsza liczbe dodatnia C', dla ktérej nieréwnosé
NWD(n, [nv2]) < Cv/n

jest speliona dla kazdej liczby calkowitej dodatniej n.

Rozwigzanie:
Ustalmy n i niech m % [nv/2], czyli m? < 2n2 < (m + 1)? (réwnosé oczywiscie nie moze zajéé przez
niewymiernogé¢ v/2). Rozwazmy d = NWD(m, n). Poniewaz

d* | 2n® —m? < (m+1)? =1 —m? = 2m < 2v/2n,

to mamy d < v/8y/n. Stad dostajemy, ze C' < v/8. Wykazemy teraz, ze musi by¢ C' > v/8. Rozwazmy
rownanie z2 — 2y?> = —1. Ma ono nieskoniczenie wiele rozwigzai w liczbach calkowitych dodatnich,
poniewaz (z,y) = (1,1) jest jego rozwiazaniem oraz z kazdego rozwiazania calkowitego dodatniego (z,y)
mozemy uzyska¢ rozwiazanie o $cisle wiekszym y biorac (2/,vy') = (3x + 4y,3y + 2x). Dla x,y € Z,
spelniajacych 22 — 2y? = —1 ustalmy n = 22y oraz m = 222 Wtedy m? = 42* < 42%(2% + 1) = 82?%y? =
2n? oraz wobec y? = % < 22 mamy 2n? = 82%y? = 42%(2® + 1) = 42’ + 42% < (222 +1)2 = (m + 1)2.
Zatem m = |nv2|, a NWD(m,n) > 2z = 27”7" Rozwazmy zatem ciag par liczb catkowitych dodatnich

(zk, yx) spelmiajacych 27 — 2y? = —1 oraz limg o yx = oo (z wezesniejszych rozwazan wiemy, ze taki
istnieje). Zauwazmy, ze

4297 — 1 4297 — 1
hm,/ N et O -t B AN P N

Oznaczmy ny = 2y, Oraz my = 23;%, 7. definicji C' wynika, ze dla kazdego k zachodzi Qy% <
% < C, wiec przechodzac do granicy mamy v/8 < C. Stad mamy:

Odpowiedz: C = V8.

9. Okrag wpisany w trojkat ostrokatny ABC' jest styczny do bokéw BC, CA i AB odpowiednio
w punktach D, E i F. Okregi dopisane do tego trojkata sa styczne do bokow BC, C'A i AB odpowiednio
w punktach K, L i M. Dowiesé, ze z odcinkow DM, FK i F'L mozna zbudowaé trojkat.

Rozwigzanie:

Prowadzac przez kazdy z wierzchotkéw trojkata ABC' prosta rownolegla do przeciwlegtego boku
otrzymujemy trojkat A'B'C" (przy czym A € B'C', B € C'A’, C € A'B’). Punkty A, B, C sa $rodkami
odpowiednio bokow B'C’, C'A", A'B’, zas trojkat A’B'C’ jest podzielony na cztery przystajace trojkaty.
Symetria wzgledem srodka odcinka AB przeksztatca punkt D na pewien punkt D’ lezacy na odcinku AC”,
punkt M na punkt F', a punkt B na punkt A. Stad wynika, ze DM = FD' oraz BD = AD’. Symetria
wzgledem $rodka odcinka AC' przeprowadza punkt K na pewien punkt K’ lezacy na odcinku AB’, punkt
E na punkt L, zag punkt C' na punkt A. Zatem mamy EFK = LK’ oraz CK = AK'. Ponadto zachodza
rownosci AK' = CK = BD = AD'.
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Pozostaje zauwazy¢, ze wobec ostrokatnosci trojkata ABC trojkat A’B'C’ podzielony na cztery przy-
stajace trojkaty jest siatka czworoscianu ABC'S (punktowi S odpowiadaja A’, B’, C'), bowiem przy
kazdym wierzchotku A, B, C', S suma dwoch katow plaskich jest wieksza niz trzeci. Je§li T jest punktem
na krawedzi AS takim, ze AT = AK’ — punktowi T" odpowiadaja punkty D’ i K’ to trojkat F'LT ma
boki réwne dtugosciom odcinkéw DM, FK i FL, co konczy dowod.

10. Przekatne AC' i BD czworokata wypuktego ABC'D wpisanego w okrag o przecinaja sie w punk-
cie P. Okrag o; jest styczny do odcinkow AP i DP oraz styczny wewnetrznie do okregu o, zas okrag oo
jest styczny do odcinkow BP i C'P oraz styczny wewnetrznie do okregu o. Wykazaé, ze wspolna styczna
zewnetrzna okregdéw op 1 0y (blizej prostej AB) jest rownolegta do prostej AB.

Rozwigzanie:
Niech I oraz J beda $rodkami okregéw wpisanych w ABD i ABC oraz Z,Y i W, X to punkty stycz-
nosci prostych AC'i BD odpowiednio z 07 i 0.

Stwierdzenie 1. 1J jest wysokosciqg w trapezie XYW Z

Dowdd. 7 lematu Sawayamy, widzimy ze I € ZW i J € XY. Niech o3 bedzie okregiem stycznym do
PA, PB i wewnetrznie do o. Ponownie z lematu Sawayamy, I.J jest prosta przechodzaca przez punkty
stycznosci o3 z PA, PB. Jednakze ta prosta jest prostopadla do dwusiecznej $APB a wiec réwnolegla
do dwusiecznej SAPD, czyli IJ L ZW i IJ L XY.

]

Niech styczna do 01, 0, blizej AB przecina o w Q i R. Niech QR bedzie styczne do 01,00 w F, E oraz
01,09 beda styczne do o w T 1 S. Skorzystamy teraz z przydatnego lematu

Lemat. Niech AB bedzie cieciwg okregu Q2. Zatdzmy ze okrqgg w jest styczny do AB i wewnetrznie do )
w punktach C i D. Wtedy C'D przechodzi przez Srodek tuku AB nie zawierajgcego D.
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Dowaod. Niech N bedzie §rodkiem tego tuku. Wykonajmy inwersje o srodku w N i promieniu NA. Za-
uwazmy ze w tej inwersji okrag ) przechodzi na prosta AB za$ {2 na prosta AB. Mamy zatem ze w
przechodzi na siebie a wiec C' przechodzi na D. O

Niech N bedzie srodkiem tuku Q)R na o nie zawierajacym A i B. Z powyzszego lematu, mamy ze T'F
i SE przechodza przez N. Zauwazmy réowniez ze z dowodu lematu wynika NF - NT = NQ?> = NE- NS
a wiec N lezy na osi potegowej 01 i 0.

Ny

Wystarczy wiec pokazaé ze srodek tuku AB nie zawierajacego C' i D lezy na osi potegowej o; i
02. Oznaczmy ten $rodek przez N;. Wiemy juz, ze nasza o$ potegowa jest prosta srodkowa w trapezie
XYWZ (poniewaz srodki ZY i XW oczywiscie na niej leza), a wiec symetralng I.J. Niech M bedzie
srodkiem tuku C'D nie zawierajacym A i B. Mamy $IMN, = SAMN, = ¥BMN, = ¥JMN; oraz
MI = MA = MB = MJ z lematu o trojliciu, a wiec M N; jest symetralna I.J, czyli V; lezy na osi
potegowej 01 1 0s.

11. Dany jest szesciokat wypukly ABCDFEF. Odcinki AC' i BD przecinaja sie w punkcie G, a pot-
proste AB i DC przecinaja w punkcie H, przy czym w czworokat BHCG mozna wpisaé¢ okrag. Zatézmy,
ze istnieje okrag o srodku [ styczny do poétprostych AC, C'D, ED, AE poza odcinkami odpowiednio AC,
CD, ED, AFE oraz istnieje okrag o srodku J styczny do potprostych DB, DF, BA, F'A poza odcinkami
odpowiednio DB, DF', BA, FA. Wykaza¢, ze proste BE, C'F oraz I.J maja punkt wspoélny.

Rozwigzanie:

Skoro w czworokat BHC'G mozna wpisaé¢ okrag, to AB+ BD = AC' + C'D. Poniewaz do czworokata
ACDE mozna dopisa¢ okrag, wiec AC'+ CD = AE + DE, a z faktu, ze do czworokata ABDF mozna
dopisa¢ okrag wynika, ze AB + BD = AF + DF. Punkty B, C, E, F leza wiec na elipsie e o ogniskach
A1 D. Okrag o érodku [ jest dopisany do czworokata AC'DE, wiec punkt I lezy na dwusiecznych katow
zewnetrznych przy wierzchotkach C'i E w czworokacie ACDE, a zatem jest przecieciem stycznych do
elipsy e w punktach C'i E. Analogicznie uzasadniamy, ze punkt J jest przecieciem stycznych do elipsy e
w punktach B i F. Teza zadania wynika teraz z twierdzenia Brianchona zastosowanego dla czworokata
wyznaczonego przez te cztery styczne.

66






10.

11.

12.

13.

Regulamin Meczu Matematycznego

Ustalenia wstepne

. W Meczu biora udzial dwie druzyny. Kazda z druzyn wybiera ze swojego grona Kapitana.

. W pierwszej fazie Meczu obie druzyny rozwiazuja 11 zadan dostarczonych przez Jury i przygotowuja

sie do zreferowania rozwiazan przy tablicy. Druga faza Meczu jest rozgrywka.

Rozgrywka

. Ekipy na przemian wywotuja druzyne przeciwng do zreferowania przy tablicy rozwiazania jednego

z niewybranych dotad zadan. Numer zadania jest wybierany przez druzyne wywotujaca. Wywoly-
wanie rozpoczyna druzyna wylosowana tuz przed rozgrywka.

. Druzyna wywotana do rozwiazania zadania deklaruje, czy przyjmuje zadanie. Dalszy przebieg roz-

grywki zalezy od decyzji druzyny wywotane;j.

Jesl druzyna wywotana przyymuje zadanie...

. Druzyna wywotana staje sie druzyng referujaca.

Zawodnika druzyny referujacej, ktory przedstawia rozwigzanie przy tablicy, wyznacza Kapitan dru-
Zyny przeciwne;j.

Zawodnik moze by¢ wyznaczony jedynie wtedy, gdy kazdy zawodnik z jego druzyny zakonczyt
referowanie zadania nie mniej razy niz on. Nie mozna wyznaczy¢ zawodnika po raz drugi do tego
samego zadania. Jezeli do referowania wyznaczono Kapitana, wskazuje on na czas pobytu pod
tablica swego zastepce.

Jesli zawodnik zostaje wybrany do referowania po raz n-ty, przystepuje do referowania z praw-

dopodobienstwem (%)l_m—m, gdzie m oznacza minimum liczby zakonczonych referowan sposrod
wszystkich zawodnikéw druzyny referujgcej. W przeciwnym wypadku Kapitan druzyny referujacej

wyznacza osobe do referowania zgodnie z punktem 7.

Osoba referujaca nie moze korzysta¢ z notatek, ani konsultowaé sie ze swoja druzyng. Druzyna
przeciwna nie moze przeszkadzac¢ lub przerywac referujacemu.

Kapitan druzyny referujacej moze odwotywaé osoby referujace dowolng liczbe razy. Takze osoba
referujaca moze zrezygnowaé z referowania. Wowcezas Kapitan druzyny przeciwnej wskazuje ko-
lejng osobe druzyny referujacej do kontynuowania rozwigzania przy tablicy na zasadach opisanych
w punktach 7-9. Druzyna zmieniajaca referujacego traci N punktéw przy swojej N-tej zmianie
w czasie Meczu.

Laczny czas na zreferowanie rozwigzania przez druzyne referujaca wynosi 10 minut. Po uptywie
tego czasu Jury moze przerwaé referowanie, poprosi¢ o streszczenie dalszej czesci rozwiazania lub
pozwoli¢ na dalsze referowanie, w zaleznosci od tego, czy rozwigzanie zdaniem Jury rokuje nadzieje
na poprawnos¢ i zbliza sie do konca.

Po oznajmieniu przez referujacego, ze referowanie rozwiazania zostato zakonczone, druzyna prze-
ciwna moze zglosi¢ zastrzezenia co do poprawnosci lub kompletnosci rozwigzania, a nastepnie refe-
rujacy odpowiada na te zastrzezenia.

Jezeli podczas dyskusji druzyna wywolujaca zwrécita uwage na btedy lub luki dyskwalifikujace
rozwigzanie, ma ona prawo do zreferowania brakujacych czesci rozwigzania na zasadach okreslonych
w punktach 6-11. W tym przypadku, jezeli przedstawione rozwiazanie nie zostanie uznane przez
Jury za poprawne, druzyna otrzymuje —10 punktow i opuszcza sie punkt 14.
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14.

15.

16.

17.

18.

19.

20.

Ostatecznie Jury ocenia zaprezentowane referaty oraz dyskusje i przyznaje obu druzynom nieujemne
liczby punktéw o sumie nie przekraczajacej 10 punktéw. Druzyna, ktora przedstawita poprawne
rozwiazanie, otrzymuje co najmniej 7 punktéow. Jury ma prawo zada¢ pytania referujacemu w celu
ustalenia oceny.

Jesli druzyna wywotana nie przyjmuje zadania...
Druzyna wywolujaca staje sie druzyna referujaca i prezentuje rozwiazanie zgodnie z zasadami okre-
slonymi w punktach 6—11.

Ostatecznie Jury przyznaje druzynie referujacej od 7 do 10 punktow, jezeli zaprezentowane roz-
wiazanie jest poprawne, albo —10 (minus dziesie¢) punktow w przeciwnym przypadku. Jury moze
rowniez przydzielié druzynie przeciwnej punkty za wskazanie luk lub bledéw w przedstawionym
rozwigzaniu. Jury ma prawo zada¢ pytania referujacemu w celu ustalenia oceny.

Ustalenia konicowe
Rozgrywka koniczy sie po wywotaniu 8 zadan lub gdy réznica pomiedzy wynikami obu druzyn jest
wieksza niz 40 punktow. W przypadku remisu wywotuje sie dodatkowo 2 zadania.

Po 3 godzinach meczu czas na referowanie zadania zostaje skrocony do 5 minut, a wszystkie punkty
ujemne licza sie dwukrotnie.

Przewodniczacy Jury moze natozy¢ kare punktowa na druzyne za niezgodne z niniejszym regulami-
nem zachowania jej zawodnikow.

Interpretacja niniejszego regulaminu nalezy do przewodniczacego Jury.
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