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Wstep

Obdz Naukowy Olimpiady Matematycznej odbyt sie w dniach 10-24 czerw-
ca w Mszanie Dolnej, w osrodku ,,Stoneczny”. Kadre obozu stanowili: Kamil
Duszenko, Andrzej Grzesik, Teodor Jerzak, Michat Kieza, Tomasz Kobos oraz
Joanna Ochremiak. Ponadto z goscinnymi wykladami wystapili Michat Pilip-
czuk i Przemystaw Mazur.

W dniach 11, 12, 13, 14, 15, 18, 19, 21 i 22 czerwca odbyly sie zawody
indywidualne, 20 czerwca mialy miejsce zawody druzynowe, a 16 i 23 czerwca
rozegrane zostaly mecze matematyczne (regulamin meczu znajduje si¢ na koficu
tego zeszytu).

Podczas zawodéw indywidualnych uczestnicy mieli cztery i pét godziny na
rozwiazanie czterech zadan. Zawody druzynowe polegaly na rozwiazywaniu
przez kilkuosobowe druzyny czterech zadan i trwaly od rana do wieczora,
a mecz matematyczny — od wieczora dnia poprzedniego do popoludnia.

W ramach zawodéw indywidualnych mozna byto uzyska¢ 216 punktéw. Trzy
najlepsze wyniki to 154, 126 i 115 punktéw. Punkty uzyskane za poszczegdlne
zadania przedstawia tabela na nastepnej stronie. W tym miejscu wypada nad-
mienié, ze nie wszyscy uczestnicy byli na calym obozie, co powoduje, ze sumy
liczb w poszczegdlnych wierszach moga sie réznié.

W czasie obozu odbyly sie dwie wycieczki: 17 czerwca na Cwilin oraz
20 czerwca do Rabki-Zdroju i na Lubon Wielki.

Bezposrednio po zakonczeniu obozu, w dniach 24-27 czerwca w miejscowo$ci
Fackovské sedlo na Stowacji odbyty sie XII Czesko-Polsko-Stowackie Zawody
Matematyczne. Przewodniczacym delegacji polskiej byl Andrzej Grzesik, za-
stepca przewodniczacego byta Joanna Ochremiak. W dniach 25 i 26 czerwca
kazdy z zawodnikow rozwiazywal po trzy zadania, majac na to po cztery i pét
godziny.

Niniejszy zeszyt zawiera wszystkie zadania z obozu wraz z rozwigzaniami
oraz zadania z XII Czesko-Polsko-Stowackich Zawodéw Matematycznych wraz
z rozwigzaniami. Zeszyty z poprzednich Obozéw Naukowych znajduja sie na
stronie internetowej Olimpiady Matematycznej: www.om.edu.pl



Zadanie

Liczba prac
na 6 punktow

Liczba prac
na 5 punktow

Liczba prac
na 2 punkty

Liczba prac
na 0 punktow

1. 15 0 0 2
2. 4 0 1 12
3. 7 0 0 10
4. 7 2 1 7
5. 4 0 0 13
6. 5 1 1 10
7. 6 0 0 11
8. 2 3 1 11
9. 7 0 0 10
10. 4 2 1 10
11. 1 0 0 16
12. 9 1 1 6
13. 14 0 0 3
14. 2 1 1 13
15. 7 3 1 6
16. 3 0 1 13
17. 11 0 1 6
18. 10 4 1 3
19. 10 0 0 8
20. 1 7 1 9
21. 17 1 0 1
22. 0 0 0 19
23. 17 0 0 2
24. 6 0 0 13
25. 17 1 0 1
26. 4 0 0 15
27. 6 3 0 10
28. 6 0 0 13
29. 6 0 2 10
30. 9 1 0 8
31. 1 0 1 16
32. 4 1 0 13
33. 5 1 0 13
34. 11 1 0 7
35. 4 0 0 15
36. 1 0 0 18




TresSci zadan

Zawody indywidualne

1. W przestrzeni dany jest zbiér n punktéw (n > 4). Udowodnié, ze wérdd
nich istnieja takie trzy rozne punkty A, B, C, ze jezeli X jest dowolnym sposrod
pozostalych n — 3 punktow, to spelniona jest nieréwnosé

AX +BX +CX > AB + BC + CA.

2. Znalez¢ najmniejszg taka liczbe naturalna n, ze z dowolnych n liczb
calkowitych mozna wybraé¢ 6 liczb, ktérych suma jest podzielna przez 6.

3. Funkcja f: R — R spelnia warunki: |f(z)| < 1 oraz
f@)+ fla+3)=fla+3)+ fla+3)

dla kazdej liczby rzeczywistej x. Wykazac, ze f jest funkcja okresowa.

4. Dany jest réwnolegtobok ABCD o kacie ostrym przy wierzchotku A.
Punkty F i F sa rzutami prostokgtnymi punktu A odpowiednio na proste
BC i CD, a prosta prostopadla do prostej AC' i przechodzaca przez punkt A
przecina prosta BD w punkcie G. Dowiesé, ze punkty E, F' i G leza na jednej
proste;j.

5. Wykazaé, ze réwnanie
3F=m?+n?+1
ma nieskonczenie wiele rozwiagzan w liczbach catkowitych k, m, n.
6. W szedciokacie wypuklym wszystkie trzy gléwne przekatne maja dtugoscé

wieksza od 2. Udowodnié, ze pewien bok tego szesSciokata ma dlugos$é wieksza
od 1.

7. Dana jest liczba calkowita n > 2. Dowie$¢, ze w dowolnym zbiorze
2n punktéw plaszezyzny o obu wspélrzednych ze zbioru {1,2,...,n} istnie-
ja cztery punkty bedace wierzchotkami niezdegenerowanego réwnolegloboku.



8. Rozstrzygnad, czy istnieje taki ciag ag, a1, as, ... zlozony z liczb rzeczy-
wistych réznych od zera, ze dla kazdej liczby catkowitej n > 1 wielomian

Wa(z) = apnx™ + ap_12™ 4+ ...+ a1z +ag

ma n réznych pierwiastkéw rzeczywistych.

9. Liczby dodatnie a, b, ¢ spelniaja warunek
1 1 1
—+-4-=1
a b ¢

Udowodnié, ze

Va+be+ Vb + ca+ Ve+ ab > Vabe + va+ Vb + Ve

10. Czworokat wypukly ABCD jest wpisany w okrag. Wykazaé, ze zbidr
wszystkich punktéw P lezacych wewnatrz danego czworokata i spelniajacych
réwnosé

LDAP+ ZCBP = ZCPD

jest zawarty w pewnym okregu lub w pewnej proste;j.

11. Wyznaczy¢ wszystkie takie pary liczb pierwszych (p, q), ze liczba 5P 4 52
jest podzielna przez pq.

12. Na konferencje prasowa po meczu Polska-Rosja akredytowala sie gru-
pa dziennikarzy, wéréd ktorych dokladnie 100 méwi po polsku, dokladnie 100
moéwi po angielsku i dokladnie 100 méwi po rosyjsku (jeden dziennikarz moze
znaé¢ dowolna liczbe jezykéw). Jednak z powodu braku odpowiednio duzej sali
tylko cze$¢ dziennikarzy moze wzia¢ udzial w konferencji. Dowie$é, ze moz-
na wybra¢ przedstawicieli dziennikarzy, wéréd ktérych doktadnie 50 méwi po
polsku, doktadnie 50 méwi po angielsku i doktadnie 50 méwi po rosyjsku.

13. Wyznaczy¢ wszystkie takie pary dodatnich liczb caltkowitych (m,n), ze
liczba 2™ 4+ 1 jest podzielna przez 2™ — 1.

14. Wyznaczy¢ liczbe rozwiazan uktadu rownan

2r 422y =y
241922 =2
22+ 2%z =1

w liczbach rzeczywistych z, y, z.



15. Okregi 01 i 03 przecinaja sie w dwoch réznych punktach. Okregi wq i wo
s styczne zewnetrznie do okregu o, odpowiednio w punktach A; i Ao, sg stycz-
ne wewnetrznie do okregu oo odpowiednio w punktach By i Bs oraz przecinaja
sie w dwoch réznych punktach C' i D. Wykazaé, ze proste A1By, AsBs i CD
przecinajg sie w jednym punkcie.

16. Dowie$¢, ze mozna pokolorowaé kazdy element zbioru {1,2,3,...,2012}
na jeden z czterech koloréw w taki sposéb, ze zaden rosnacy 10-wyrazowy ciag
arytmetyczny o wyrazach z tego zbioru nie sklada si¢ z elementéw o jednako-
wym kolorze.

17. Rozstrzygnaé, czy istnieja takie funkcje f,g : R — R, ze dla dowolnej
liczby rzeczywistej x spelnione sa réwnosci

flg(@))=a® oraz  g(f(x)) =2

18. Udowodnié, ze dla dowolnej dodatniej liczby catkowitej n liczba
(2m —29)(2m —2h)(2m —22) ... (2" — 2" )

jest podzielna przez n!.

19. Dla kazdej pary liczb calkowitych m,n > 1 wyznaczy¢ liczbe sposobow
takiego wypelnienia prostokatnej tablicy rozmiaru m x n liczbami 11 —1, ze
w kazdej kolumnie iloczyn wszystkich liczb wynosi —1 i w kazdym wierszu
iloczyn wszystkich liczb wynosi —1.

20. Okregi 01 i 02 przecinaja sie w dwéch réznych punktach A i B. Prosta
przechodzaca przez punkt A przecina okregi o1 i 0o po raz drugi odpowiednio
w punktach C' i D, przy czym punkt A lezy na odcinku CD. Punkty P i Q sa
rzutami prostokatnymi punktu B odpowiednio na prosta stycznag do okregu oq
w punkcie C' i na prosta styczna do okregu o, w punkcie D. Dowiesé, ze prosta
PQ jest styczna do okregu o $rednicy AB.

21. Dany jest skoniczony ciag liczb rzeczywistych, ktorych suma jest row-
na zeru, ale nie wszystkie z tych liczb sa réwne zeru. Udowodnié, ze istnieje
permutacja (a1, as,...,a,) danego ciagu, dla ktérej

aias + asaz +aszag + ...+ ap_1a, +ana; < 0.



22. Wykazaé, ze dla kazdej liczby caltkowitej n > 3 liczba
22—l _on g

jest ztozona.

23. Dana jest kwadratowa tabela o boku 2012 podzielona na pola jednost-
kowe, z ktérych kazde moze byé pomalowane na czarno albo na biato. Ruch
polega na wybraniu kwadratu o boku k zlozonego z pdl tabeli, przy czym
1500 < k£ < 1510, i zmianie koloru wszystkich pél lezacych w wybranym kwa-
dracie. Rozstrzygnaé, czy dla dowolnego poczatkowego sposobu pomalowania
pdl mozna wykonaé skonczony ciag ruchéw, ktéry doprowadza do tabeli skia-
dajacej sie wylacznie z bialych pol.

24. W tréjkacie ostrokatnym ABC punkt M jest srodkiem boku AB. Okrag
o $rednicy C M przecina boki BC' i C'A odpowiednio w punktach D i E, a stycz-
ne do tego okregu w punktach D i F przecinajg sie w punkcie F'. Dowies¢, ze
FA=FB.

25. Dana jest dodatnia liczba catkowita n. Kazdy element zbioru
{1,2,3,...,6n} pomalowano na bialo albo na czarno, przy czym dokladnie
4n elementéw jest bialych. Wykazac, ze w tym zbiorze istnieje 3n kolejnych
liczb catkowitych, wérdod ktérych dokladnie 2n liczb jest biatych.

26. Wykazaé, ze dla kazdej liczby catkowitej n > 2 istnieje taki zbior ztozony
z n dodatnich liczb catkowitych, ze suma dowolnych dwoch réznych elementéw
tego zbioru jest podzielna przez ich réznice.

27. Okregi 01 1 09 przecinaja sie w punktach A i B. Prosta przechodzaca
przez punkt A przecina ponownie okregi o1 1 0o odpowiednio w punktach C'i D,
przy czym punkt A lezy na odcinku C'D. Punkty K i L sg srodkami odpowiednio
lukéw BC okregu o1 i BD okregu oo nie zawierajacych punktu A. Punkt M
jest érodkiem odcinka C'D. Dowies¢, ze ZK ML = 90°.

28. Dana jest liczba catkowita r > 2. Dowies$¢, ze trojmian kwadratowy
22 — rz — 1 nie jest dzielnikiem zadnego niezerowego wielomianu o wspétczyn-

nikach catkowitych mniejszych co do wartosci bezwzglednej od r.

29. Niech a bedzie taka liczba calkowita, ze dla kazdej dodatniej liczby
catkowitej n liczba 2" +-a jest potega liczby pierwszej o wyktadniku catkowitym.
Udowodni¢, ze a = 0.



30. Dany jest trapez ABCD, w ktérym AB || CD oraz AB > CD. Punkty
K i L leza odpowiednio na odcinkach AB i C'D, przy czym

AK DL

KB LC’
Na odcinku KL wybrano punkty P i @, dla ktérych ZAPB = ZBCD oraz
LCQD = LABC. Wykazaé, ze punkty B, C, P i Q leza na jednym okregu.

31. Liczby dodatnie a1, ag, ..., a, oraz by, b, ..., b, spelniaja nieréwnosci
a] = as > ... > a, oraz

biby...bp > aras...ap dla k=1,2,...,n.
Dowiesé, ze
bi+bs+...4+b,>a1+as+...+a,.

32. Kazda z liczb 1, 2, 3, ..., 102°!2 moze by¢ pomalowana na biato albo
na czarno. Poczatkowo wszystkie te liczby sa czarne. Ruch polega na wybraniu
jednej z liczb oraz na zmianie koloru tej liczby i wszystkich innych liczb, ktore
nie sg z nig wzglednie pierwsze. Rozstrzygnaé, czy po skonczonej liczbie takich
ruchéw mozna doprowadzi¢ do sytuacji, w ktorej wszystkie dane liczby beda
biale.

33. Dane sa rézne liczby caltkowite ai, ag, ..., ag. Udowodnié, ze istnieje
taka liczba N, ze dla kazdej liczby catkowitej n > N liczba

(n+a1)(n+as)...(n+ag)

ma dzielnik pierwszy wieckszy od 20.

34. Rozstrzygnaé, czy liczba ciagdéw ztozonych z 10 dodatnich liczb calko-
witych, ktérych suma odwrotnoéci wynosi 1, jest liczbg parzysta.

35. Punkt [ jest srodkiem okregu wpisanego w tréjkat ABC'. Proste AI'1 BI
przecinaja ponownie okrag opisany na tym tréjkacie odpowiednio w punktach
D i E. Proste AE i BD przecinaja sie w punkcie 7. Odcinek DFE przecina boki
AC i BC odpowiednio w punktach F' i G. Prosta réwnolegta do prostej Al
przechodzaca przez punkt F' oraz prosta réwnolegta do prostej BI przechodzaca
przez punkt G przecinaja si¢ w punkcie P. Wykazaé, ze punkty P, I oraz T
leza na jednej proste;j.

36. Dowiesé, ze kazda dodatnia liczbe wymierng mozna przedstawié¢ w po-
staci
ad + v
]
dla pewnych dodatnich liczb catkowitych a, b, ¢, d.



Zawody druzynowe

1. Dana jest taka liczba pierwsza p, ze liczba ¢ = 2p+ 1 takze jest pierwsza.
Udowodnié¢, ze istnieje dodatnia liczba catkowita podzielna przez g, ktérej suma
cyfr w zapisie dziesietnym wynosi co najwyzej 3.

2. Na plaszczyznie dany jest skonczony zbiér punktow, wsréd ktérych zad-
ne trzy nie leza na jednej prostej. Niech S oznacza zbiér wszystkich wielokatow
wypuklych o wierzchotkach w tym zbiorze (jako wielokaty wypukle traktujemy
réwniez zbidr pusty, pojedyncze punkty oraz odcinki). Dla dowolnego wielokata
P € S przez a(P) i b(P) oznaczamy odpowiednio liczbe punktéw na obwodzie
i na zewnatrz wielokata P. Wykazaé, ze dla kazdej liczby rzeczywistej x zacho-

dzi réwnoéé
Z 2P (1 — 2)PP) = 1.
PeS

3. Wykazaé, ze dla dowolnych nieujemnych liczb rzeczywistych a, b, ¢ spel-
niajacych warunek a + b + ¢ = 1 prawdziwa jest nieréwnosé

4
a’b + b%c+ ta + abe < o7

4. Czworoscian T jest zawarty w czworoscianie Ty. Dowiesé, ze suma dhu-
gosci wszystkich krawedzi czworo$cianu T nie przekracza % sumy dlugosci
wszystkich krawedzi czworoécianu T5.

10



Pierwszy Mecz Matematyczny

1. Dana jest liczba pierwsza p > 3 oraz liczba calkowita r. Udowodnié,
ze istnieja takie liczby catkowite z i y, ze liczba 222 + 3y? — r jest podzielna
przez p.

2. Wyznaczy¢ wszystkie takie dodatnie liczby catkowite n, ze liczby n i 2" +1
maja te same dzielniki pierwsze.

3. Wyznaczy¢ wszystkie wielomiany W (x) o wspélczynnikach catkowitych
i nastepujacej wlasnosci: istnieje taka liczba catkowita M, ze dla dowolnej liczby
catkowitej n > M liczba W (3™ — n) jest potega liczby pierwszej.

4. Niech Ay, Asg, ..., Aj01 beda réznymi podzbiorami zbioru {1,2,...,n}.
Przypus$émy, ze suma dowolnych 50 sposréd tych podzbioréw ma wiecej niz
50

211 elementow. Dowies¢, ze wsrod danych podzbioréw istnieja takie trzy, ze

dowolne dwa z nich maja niepusta czes¢ wspolna.

5. W pewnym mieécie zadna osoba nie zna wszystkich pozostalych, a do-
wolne dwie osoby, ktére sie nie znaja, maja wspolnego znajomego. Ponadto
spelniona jest réwnosé

a%+a§+...+ai:n27n,
gdzie n oznacza liczbe wszystkich mieszkancéow miasta oraz dla i =1,2,...,n
symbol a; oznacza liczbe znajomych i-tego mieszkanca.
Niech k oznacza minimalng liczbe mieszkancow, ktérych mozna tak posa-
dzié¢ przy okraglym stole (co najmniej trzyosobowym), ze kazdy siedzi miedzy
swoimi znajomymi. Wyznaczyé¢ wszystkie mozliwe wartosci k.

6. Dana jest liczba catkowita n > 1. W pewnym kraju z kazdego miasta
istnieja bezposrednie loty do co najmniej n innych miast (polaczenia sa obu-
stronne), a ponadto z kazdego miasta mozna dolecie¢, by¢ moze z przesiadkami,
do kazdego innego. Dowiesé, ze istnieje takich n réznych miast My, Ms, ..., M,
zedlai=1,2,...,n— 1 miasta M; oraz M;{; maja bezposrednie polaczenie,
a miedzy dowolnymi dwoma sposréd pozostalych miast mozna odby¢ podrdz
omijajaca te n miast.
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7. Liczby rzeczywiste a, b, ¢ o wartoéciach bezwzglednych nie przekracza-
jacych 1 spelniaja warunek

1+ 2abc > a® +b* + 2.
Wykazaé, ze dla dowolnej liczby catkowitej n > 1 zachodzi nier6wnosé

1+ 2(abe)™ > a® 4 b*" + .

8. Dla dowolnych liczb calkowitych k, n > 2 ciag liczb rzeczywistych
(ag,a1,az,...,a,) nazwiemy k-wywazonym, jezeli maja miejsce réwnosci
So=81=5=...=85,_1,gdziedlai=0,1,2,...,k — 1 liczba S; jest suma
wszystkich wyrazéw danego ciggu o wskaznikach dajacych reszte i z dzielenia
przez k.

Wyznaczy¢ najmniejsza taka liczbe pierwsza p, ze jedynym ciagiem 2012
liczb rzeczywistych, ktéry jest ¢-wywazony dla kazdej liczby pierwszej ¢ < p,
jest ciag ztozony z samych zer.

9. W czworokacie wypuklym ABCD przekatne AC i BD przecinaja sie
w punkcie F, a proste AD i BC przecinaja sie w punkcie F'. Punkt P r6zny od E
lezy wewnatrz czworokata, przy czym katy APB i CPD sa proste. Wykazad,
ze takze kat EPF jest prosty.

10. Dany jest tréjkat ostrokatny ABC, w ktéorym AB > AC. Punkty
By i C sa odpowiednio srodkami bokéw C'A i AB, a punkt D jest spodkiem wy-
soko$ci opuszczonej z wierzchotka A. Okrag przechodzacy przez punkty By i Cy
jest styczny do okregu opisanego na trojkacie ABC w punkcie F réznym od A.
Udowodnié, ze $rodek ciezkosci trojkata ABC' lezy na prostej DE.

11. Dowiesé, ze jezeli prosta taczaca srodki dwoch przeciwleglych krawedzi
czworo$cianu przechodzi przez $rodek sfery wpisanej w ten czworoscian, to
przechodzi ona rowniez przez srodek sfery opisanej na tym czworoscianie.
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Drugi Mecz Matematyczny

1. Niech n > 2 bedzie taka liczba calkowita, ze réwnanie
xf+x§+...+xi:x1x2...xn

ma co najmniej jedno rozwiazanie w dodatnich liczbach catkowitych. Udowod-
ni¢, ze réwnanie to ma nieskonczenie wiele rozwiazan w dodatnich liczbach
calkowitych.

2. Dowies¢, ze istnieje ciag 2012 kolejnych dodatnich liczb catkowitych,
z ktorych zadna nie jest suma dwéch kwadratéw liczb catkowitych.

3. Niech n bedzie taka dodatnia liczba calkowita, ze liczba 1 + 2™ + 4™ jest
pierwsza. Wykazaé, ze istnieje liczba catkowita k, dla ktérej n = 3*.

4. Ciag liczb catkowitych aq, as, asg, ... jest okreslony wzorami: a; = 2 oraz
any1 =202 —1dlan =1,2,3,.... Rozstrzygnaé, czy liczba a3 jest podzielna
przez 2012! + 1.

5. Dowies¢, ze dla dowolnych liczb rzeczywistych =i, xs, ..., z, nalezacych
do przedziatu (0; §) prawdziwa jest nieréwnosé

. sin? T+ sin? o+ ...+ sin? Ty
\/tgxltgxg...tgxn< 3 3 7 -
COS“ X1 + CcO0S“ X2 + ...+ COS“ Xy

6. Niech n bedzie dodatnig liczba catkowita. Na prostej zaznaczono n? + 1
przedzialéw domknietych. Wykazaé, ze wsrdd tych przedzialow istnieje n + 1
przedzialéw majacych punkt wspolny lub istnieje n + 1 przedziatow, z ktérych
dowolne dwa sg roztaczne.

7. Dla dowolnych liczb catkowitych m > n > 2 rozpatrujemy nastepujaca
gre. Na poczatku dane sa dwa stosy zawierajace odpowiednio m i n kamieni.
Dwaj gracze na przemian wykonuja ruchy polegajace na zabraniu z jednego
stosu dodatniej liczby kamieni, ktéra jest wielokrotnoscig liczby kamieni znaj-
dujacych si¢ na drugim stosie. Wygrywa ten z graczy, ktéremu uda sie opréznié
jeden ze stoséw.

Rozstrzygnac¢, w zaleznosci od m i n, ktéry z graczy — rozpoczynajacy gre
czy jego przeciwnik — ma strategie wygrywajaca.
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8. Tréjkat réwnoboczny podzielono liniami réwnoleglymi do bokéw na siat-
ke 36 przystajacych tréjkatéw rownobocznych. W chwili poczatkowej w kazdym
wezle siatki znajduje sie mréwka, ustawiona w kierunku pewnego odcinka siatki
wychodzacego z tego wezta. W jednostce czasu kazda mrowka przemaszerowuje
po odcinku siatki z wezla na sasiedni wezel, po czym zakreca w lewo lub w pra-
wo o 60° lub o 120°. Rozstrzygnaé, czy z tych zalozen wynika, ze w pewnym
momencie dwie mréwki sie spotkaja.

9. Punkty D, E, F lezg odpowiednio na bokach BC, C' A, AB tréjkata ABC,
przy czym odcinki AD, BE, C'F przecinaja sie w jednym punkcie, a kat DF'E
jest prosty. Wewnatrz tréjkata wybrano punkt P, ktorego rzutem prostokatnym
na prosta AB jest punkt F. Udowodnié, ze ZDFC = /PFFE.

10. Dany jest czworokat wypuklty ABC D, ktorego przekatne sa prostopadle
i przecinaja si¢ w punkcie E. Wewnatrz czworokata wybrano taki punkt F', ze

/DAC = /FAB oraz ZABD = /FBC.

Wykazaé, ze na bokach AB, BC, CD, DA istnieja odpowiednio punkty K, L,
M, N, dla ktérych odcinki KM i LN przecinaja sie¢ w punkcie E oraz

EK+KF=FEL+LF=FEM+MF =EN+ NF.

11. Dany jest czworoscian o objetosci V' i promieniu sfery opisanej R. Do-
wiesé, ze trzy iloczyny dtugosci przeciwlegltych krawedzi sa dtugosciami bokéw
tréjkata o polu réwnym 6V R.
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Czesko-Polsko-Stowackie Zawody Matematyczne

1. Dla dodatniej liczby catkowitej n, niech 7(n) bedzie liczba wszystkich
dodatnich dzielnikéw liczby n, natomiast ¢(n) — liczba dodatnich liczb cal-
kowitych nie wiekszych niz n, wzglednie pierwszych z n. Wyznaczy¢ wszystkie
dodatnie liczby catkowite n, dla ktérych jedna z liczb n, 7(n) i ¢(n) jest Srednia
arytmetyczna pozostalych dwdch.

2. Wyznaczy¢ wszystkie funkcje f : R — R spelniajace réwnanie

fla+fy) - fl@) = (x+ f(y)' -2’
dla dowolnych liczb x,y € R.

3. Czworokat ABCD jest wpisany w okrag w. Punkty I, J, K sa srodkami
okregdéw wpisanych odpowiednio w tréjkaty ABC, ACD oraz ABD. Niech E
bedzie srodkiem tego tuku DB okregu w, ktory zawiera punkt A. Prosta EK
przecina okrag w w punkcie F' réznym od E. Udowodnié, ze punkty C, F, I
oraz J leza na jednym okregu.

4. Dany jest trojkat prostokatny ABC, w ktérym LACB = 90°. Punkt P
lezy wewnatrz krétszego tuku AC okregu opisanego na trojkacie ABC. Prosta
prostopadta do prostej C' P, przechodzaca przez punkt C, przecina proste AP
i BP odpowiednio w punktach K i L. Udowodnié, ze stosunek pdl tréjkatéw
BKL i ACP nie zalezy od wyboru punktu P.

5. Miasto Mar del Plata ma ksztalt kwadratu WSEN podzielonego 2(n+1)
ulicami na n x n kwartaléw, gdzie n jest liczba parzysta. Ulice biegna
réwniez dookola miasta. Kazdy kwartal ma ksztalt kwadratu o wymiarach
100m x 100 m. Kazda ulica w Mar del Plata jest jednokierunkowa i ruch odby-
wa si¢ w te sama strone na calej jej dlugosci. Na dowolnych dwdéch sasiednich
rownolegtych ulicach ruch odbywa sie¢ w przeciwnych kierunkach. Po ulicy WS
mozna poruszaé sie z punktu W do punktu S, natomiast po ulicy WN —
z punktu W do punktu N. Samochdd czyszczacy jezdnie wyjezdza z punk-
tu W i zmierza do punktu E, przy czym kazdy 100-metrowy odcinek ulicy
moze pokonaé co najwyzej raz. Wyznaczy¢ dlugosé najdluzszej mozliwej trasy
z punktu W do punktu F, ktéra moze pokonaé ten samochéd.

6. Liczby dodatnie a, b, ¢, d spelniaja rownosci
abcd = 4 oraz a? + b+ +d? = 10.

Wyznaczy¢ najwigksza mozliwa warto$¢ wyrazenia ab + be + cd + da.
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Rozwigzania

Zawody indywidualne

1. W przestrzeni dany jest zbiér n punktéw (n > 4). Udowodnié, ze wsréd
nich istnieja takie trzy rozne punkty A, B, C, ze jezeli X jest dowolnym sposrod
pozostalych n — 3 punktéw, to spelniona jest nieréwnosé

AX +BX +CX > AB+ BC + CA.

Rozwiazanie:

Wéréd wszystkich tréjek danych punktow wybierzmy tréjke A, B, C, dla
ktorej suma AB 4+ BC' + C' A jest mozliwie najmniejsza. Wykazemy, ze wybra-
na tréjka spelnia warunki zadania. Istotnie, jezeli X jest dowolnym sposrod
pozostatych n — 3 punktéw, to ze sposobu wyboru trojki A, B, C wynikaja
nieréwnosci

AB+ BX + XA > AB+ BC + CA,
BC+CX+XB > AB+ BC + CA,
CA+AX +XC > AB+ BC + CA.

Dodajac stronami powyzsze trzy zaleznosci otrzymujemy
AB+ BC+CA+2(AX + BX +CX) > 3(AB+ BC + CA),

co dowodzi, ze rozwazana trojka punktéw ma wymagana wlasnosé.

2. Znalez¢ najmniejsza taka liczbe naturalng n, ze z dowolnych n liczb
calkowitych mozna wybraé¢ 6 liczb, ktérych suma jest podzielna przez 6.

Rozwigzanie:

Odpowiedz: 11.

Liczba n = 10 nie spelnia warunkéw zadania: suma dowolnych 6 liczb z ukla-
du zlozonego z 5 zer oraz 5 jedynek wynosi co najmniej 1 i co najwyzej 5, nie
moze wiec byé¢ podzielna przez 6. Tym bardziej liczby n < 10 nie maja opisanej
wlasnosci.

Udowodnimy z kolei, ze liczba n = 11 te wtasnos¢ posiada. W tym celu za-
uwazmy najpierw, ze z dowolnych 5 liczb catkowitych mozna wybraé¢ 3 liczby,
ktérych suma jest podzielna przez 3. Wynika to z faktu, ze wsréd dowolnych
5 liczb catkowitych istnieja 3 liczby dajace takie same reszty z dzielenia przez 3
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lub istniejg 3 liczby dajace trzy rézne reszty z dzielenia przez 3, i w obu przy-
padkach suma takich 3 liczb jest podzielna przez 3. Aby teraz udowodnié, ze
z dowolnych 11 liczb mozna wybraé 6 liczb, ktorych suma jest podzielna przez 6,
postepujemy nastepujaco. Najpierw wybieramy 3 liczby, ktérych suma s; jest
podzielna przez 3. Nastepnie z pozostalych 8 liczb wybieramy 3 liczby, ktérych
suma so jest podzielna przez 3. Na koniec z pozostatych 5 liczb wybieramy
3 liczby, ktérych suma s3 jest podzielna przez 3. Wsréd liczb s, sa2, s3 po-
dzielnych przez 3 istnieje para liczb o jednakowej parzystoéci. Suma liczb tej
pary jest zatem podzielna przez 6, a jednoczesnie jest to suma pewnych 6 liczb
sposroéd danych 11 liczb. To koniczy rozwiazanie.

3. Funkcja f: R — R spelnia warunki: |f(z)| < 1 oraz
f@)+ fla+3)=fla+3)+ fla+3)

dla kazdej liczby rzeczywistej x. Wykazac, ze f jest funkcja okresowa.

Rozwiazanie:
Okre$lmy funkcje g i h wzorami

g(x) = f(x) = flz+3) oraz  h(z)=f(z) — flz+1)

dla kazdego x. Wtedy rownosé dang w tresci zadania mozna przepisaé¢ w postaci
g(z) =gz + %) Wynika stad, ze g jest funkcja okresowsa, a liczba % — i tym
bardziej liczba 1 — jest dlugoscia jej okresu. Wobec tego na mocy zaleznosci

hz)=g(z) +glz+3) +g(x+3)

funkcja h takze jest funkcja okresowa o okresie dtugoéci 1. Ustalmy teraz liczbe
rzeczywista 1 oznaczmy ¢ = h(x). Wowczas

hMz+1l)=h(z+2)=...=h(z+n—-1)=c
dla dowolnej liczby naturalnej n. Zatem
(*) f(x) = fz+n)=h(x)+h(z+1)+hz+2)+...+h(z+n—-1) =nec

Na podstawie warunkéw zadania liczby f(x) i f(z + n) maja wartosci bez-
wzgledne nie wigksze niz 1 i w takim razie dla kazdej wartoséci n lewa strona
zwiazku (*) ma warto$¢ bezwzgledna nie wicksza niz 2. Jezeli natomiast ¢ # 0,
to prawa strona réwnosci (*) ma dowolnie duza warto$¢ bezwzgledna dla dosta-
tecznie duzych liczb n. To oznacza, ze ¢ = 0, czyli f(z) — f(z+1) = h(z) = 0.
Liczba z byla jednak wybrana dowolnie, a wiec f jest funkcja okresowa o okresie
dhugoéci 1.
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4. Dany jest réwnolegtobok ABCD o kacie ostrym przy wierzchotku A.
Punkty F i F sa rzutami prostokatnymi punktu A odpowiednio na proste
BC i CD, a prosta prostopadta do prostej AC' i przechodzaca przez punkt A
przecina prosta BD w punkcie G. Dowiesé, ze punkty E, F' i G lezg na jednej
proste;j.

Rozwiazanie:

Niech H oraz I beda punktami, w ktorych prosta AG przecina odpowiednio
proste BC oraz CD, a J niech bedzie punktem przeciecia odcinkéw AB i EF.

Punkty F i F leza na okregu o $rednicy AC, skad dostajemy réwnosé
LCEF = LZCAF. To wraz z prostopadtosciami AF | CI i AC L HI oraz
réwnolegloscia AB || CD prowadzi do zaleznosci

LCEF = LCAF =90° — ZICA=90° — LCAB = LJAH.

W efekcie ZJEH = 180°—ZCEF = 180°—ZJAH, czyli na czworokacie AJEH
mozna opisaé okrag. Wobec tego LAJH = LZAEH = 90° i w takim razie
punkt J jest spodkiem wysokosci tréjkata ABH opuszczonej z wierzchotka H.

Jednokladnosé o $rodku w punkcie G, ktéra przeprowadza punkt D na B,
zachowuje prosta AG oraz odwzorowuje proste AD i C'D odpowiednio na pro-
ste BC' i AB. Zatem przeksztalca ona tréjkat IDA na trojkat ABH. Stad
wniosek, ze punkty F' i J, bedace spodkami wysokosci tréjkatéw DA 1 ABH
opuszczonych odpowiednio z wierzchotkéw A i H, leza na prostej przechodza-
cej przez punkt G. A poniewaz punkt J lezy na odcinku EF, wiec ostatecznie
stwierdzamy, ze punkty F, F, G i J leza na jednej proste;j.

5. Wykazaé, ze réwnanie
3F=m24+n2+1

ma nieskonczenie wiele rozwigzan w liczbach catkowitych k, m, n.

Rozwiazanie:

Wystarczy udowodnié, ze dla nieskonczenie wielu liczb catkowitych k licz-
be 3% — 1 mozna zapisa¢ w postaci sumy dwéch kwadratéw liczb catkowitych.
W tym celu wykazemy przez indukcje, ze wlasnos¢ opisana w poprzednim zda-
niu majg liczby postaci k = 2¢ dla £ =1,2,3,....

Dla ¢ = 1 liczba 32 — 1 = 8 = 22 4 22 jest suma dwodch kwadratow liczb
calkowitych. Przypusémy z kolei, ze dla pewnej calkowitej wartosci £ > 1 liczba
32 1 daje sie zapisa¢ w postaci sumy m? + n?, gdzie m i n sa liczbami
catkowitymi. Wéwczas korzystajac z tozsamosci

(a® +b*)(c* + d?) = (ac + bd)* + (ad — be)?
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otrzymujemy

327 1 = (3 BT ) = M2 (3241 =
= (32£_1m +n)2 + (m— 322_1n)2,

co konczy krok indukcyjny i rozwiazanie zadania.

6. W szesdciokacie wypuklym wszystkie trzy gtéwne przekatne maja dhugosé
wieksza od 2. Udowodnié, ze pewien bok tego szesciokata ma dlugos$é¢ wieksza
od 1.

Rozwiazanie:

Oznaczmy dany szesciokat przez ABCDEF. Trzy gtowne przekatne AD,
BE i CF wyznaczaja trojkat albo przecinaja si¢ w jednym punkcie. W obu
przypadkach pewne dwie spoéréd nich tworza kat o mierze réwnej co naj-
mniej 60° (kat miedzy dwiema gléwnymi przekatnymi rozumiemy tutaj jako
kat, pod jakim z punktu ich przeciecia widaé¢ zwiazane z tymi przekatnymi
dwa przeciwlegle boki szedciokata). Dla ustalenia uwagi przyjmijmy, ze sa to
przekatne AD i BE.

Uzupehijmy tréjkat DEB do réwnolegloboku DEBG. Wtedy miara kata
ADG jest miarg kata pomiedzy przekatnymi AD i BE, a wiec ZADG > 60°.
Wynika stad, ze w tréjkacie ADG przy jednym z wierzcholkéw A, G znajduje
sie kat wewnetrzny o najmniejszej mierze. Najkrotszy bok dowolnego trdjkata
jest polozony naprzeciw jego najmniejszego kata. To oznacza, ze jeden z bo-
kéow AD, GD tréjkata ADG jest jego najkrétszym bokiem. Jednoczesnie na
mocy warunkéw zadania mamy AD > 2 oraz GD = BE > 2. Zatem bok AG
réwniez ma dlugodé¢ wieksza od 2. Wobec tego na mocy nieréwnodci tréjkata
otrzymujemy

AB+ DE = AB+GB > AG > 2,

co dowodzi, ze jeden z bokéw AB, DFE rozpatrywanego szesciokata ma dtugosé
wieksza od 1.

7. Dana jest liczba calkowita n > 2. Dowies¢, ze w dowolnym zbiorze
2n punktéw plaszezyzny o obu wspdlrzednych ze zbioru {1,2,...,n} istnie-
ja cztery punkty bedace wierzchotkami niezdegenerowanego réwnolegloboku.

Rozwigzanie:

Pomalujmy kazdy punkt danego 2n-elementowego zbioru S na zielono albo
na czerwono w nastepujacy sposéb: punkt malujemy na zielono, jezeli w ukla-
dzie wspétrzednych punkt ten jest potozonym najbardziej na lewo punktem
zbioru S na prostej poziomej przechodzacej ten punkt; wszystkie pozostale
punkty zbioru S malujemy na czerwono.
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Zbior S jest zawarty w sumie n prostych poziomych, a na kazdej z nich znaj-
duje sie co najwyzej jeden punkt zielony. To oznacza, ze co najwyzej n punktéw
jest zielonych, a co najmniej n punktéw jest czerwonych. Przyporzadkujmy kaz-
demu czerwonemu punktowi jego odleglosé od punktu zielonego lezacego na tej
samej prostej poziomej. Odlegto$é ta jest elementem zbioru {1,2,...,n — 1}.
W takim razie mozliwych odlegloéci jest mniej niz czerwonych punktéw. Wobec
tego istnieja dwa rézne czerwone punkty jednakowo odlegle od zielonych punk-
téw znajdujacych sie na tych samych prostych poziomych. Te dwa czerwone
punkty musza leze¢ na réznych prostych poziomych. Zatem wraz z przypo-
rzadkowanymi im dwoma zielonymi punktami tworza one czworokat wypukty,
w ktérym dwa przeciwlegle boki sa poziome i maja jednakowa dlugosé. Rozwa-
zane cztery punkty sa wiec wierzchotkami niezdegenerowanego réwnolegtoboku.

8. Rozstrzygnad, czy istnieje taki ciag ag, a1, ag, ... zlozony z liczb rzeczy-
wistych réznych od zera, ze dla kazdej liczby catkowitej n > 1 wielomian

W) = apa™ 4+ ap_12" '+ ...+ a1x + ag

ma n réznych pierwiastkéw rzeczywistych.

Rozwiazanie:

Odpowiedz: Tak.

Przeprowadzimy konstrukcje indukcyjna poszukiwanego ciagu. Okreslmy
najpierw ag = a; = 1; wtedy wielomian Wj(z) = a1z + ap ma pierwiastek rze-
czywisty. Przypuéémy teraz, ze dla skonczonego ciagu ag, a1, ..., a, zlozonego
z liczb rzeczywistych réznych od zera wielomian

Wa(x) = apz™ 4+ ap_12™ '+ ...+ a1x + ag

ma n réoznych pierwiastkéw rzeczywistych. Udowodnimy istnienie takiej liczby
rzeczywistej an+1 # 0, ze wielomian

Wit () = aprz™™ + W, ()

ma n + 1 réznych pierwiastkéw rzeczywistych.

Niech s, s2, ..., S, bedzie uporzadkowanym rosnaco ciagiem wszystkich
pierwiastkéw wielomianu W, (x). Poniewaz sa to pierwiastki jednokrotne, wiec
mozna dobrac taka liczbe € > 0 oraz taki ciag parami rozlacznych przedziatéw
(t1;u1), (ta;ua), . .., {tn;u,) zawierajacych odpowiednio liczby s1, so, .. ., sy, ze
kazdy z tych n przedzialéw jest odwzorowywany przez wielomian W, (z) wza-
jemnie jednoznacznie na przedzial (—e;e). Inaczej méwiac, dlai = 1,2,...,n
prawdziwa jest nastepujaca alternatywa: albo W, (t;) = —e, W, (u;) = € oraz
wielomian W, (z) jest na przedziale (t;;u;) funkcja $cisle rosnaca, albo tez
Wi(t:) = e, Wyp(u;) = —e oraz wielomian W, (z) jest na przedziale (t;;u;)
funkcja Scisle malejaca.
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Niech a1 bedzie liczba rzeczywista rézna od zera, dla ktérej
|anr1] - maxc{|t;|" !, Jun|" 1Y < e

Wéwezas wszystkie wartoéci jednomianu a,, 12" na przedziale (t1;u,) maja
wartosci bezwzgledne mniejsze od . Wykazemy, ze liczba a,4; ma wlasnosé
opisang w ostatnim zdaniu pierwszego akapitu rozwiazania.

W tym celu ustalmy wskaznik ¢ € {1,2,...,n}. Jedna z liczb W,,(¢;), Wy, (u;)
jest rowna e, a druga jest rowna —e. Natomiast liczby an+1t?+1 i an+1u?+1
maja wartoéci bezwzgledne mniejsze od e. Jedna z liczb Wi,11(¢;), W1 (u;)
jest wiec ujemna, a druga jest dodatnia. Stad wniosek, ze wielomian W, ;1 (x)
ma w przedziale (t;;u;) albo dokladnie jeden pierwiastek, ktéry jest pierwiast-
kiem jednokrotnym, albo tez, liczac z krotnosciami, co najmniej 3 pierwiastki.
Gdyby jednak chociaz raz miala miejsca druga mozliwoé¢, to liczac wszystkie
pierwiastki z krotno$ciami we wszystkich rozwazanych n przedziatach uzyska-
liby$my co najmniej n + 2 pierwiastkéw wielomianu W, 41 (x), ktérego stopien
wynosi dokladnie n + 1. Ta sprzeczno$é wskazuje, ze wielomian W,,1(x) ma
w kazdym z przedzialéw (t1;uy), (t2;us), ..., {t,;u,) dokladnie jeden pier-
wiastek 1 wszystkie te pierwiastki sa jednokrotne. Zatem wielomian W, 1 (z)
stopnia n 4+ 1 ma co najmniej n réznych pierwiastkéw jednokrotnych. Oznacz-
my te pierwiastki przez wy, wa, ..., w,. Wobec tego wielomian W, 1 (x) jest
podzielny przez wielomian (x — wq)(x — we)...(x — w,) stopnia n. Ponadto
iloraz tych dwéch wielomianéw jako wielomian stopnia 1 takze musi mie¢ pier-
wiastek rzeczywisty w, ktéry jest rézny od kazdej z liczb wq, wa, ..., w,, gdyz
te ostatnie byly pierwiastkami jednokrotnymi wielomianu W, (z). W rezulta-
cie wielomian W,,11(z) ma n + 1 réznych pierwiastkéw rzeczywistych: sa nimi
W1, Wa, ..., Wy Oraz w.

To konczy konstrukcje indukcyjng i rozwiazanie zadania.

9. Liczby dodatnie a, b, ¢ spelniaja warunek
1 1 1
—+-4-=1
a b ¢

Udowodnié, ze

Va+be+ Vb= ca+Ve+ab > Vabe+va+ Vb + Ve

Rozwiazanie:

Wprowadzmy oznaczenia x = %, y = % oraz z = % Wowczas x, y oraz z
sg liczbami dodatnimi o sumie réwnej 1, a dowodzona nieréwnosé¢ mozemy
przepisa¢ nastepujaco:

1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
—+— -+ — -+ — 22—+t T
x  yz Yy 2z z  zy TYz x Y z
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Mnozac powyzsza zalezno$¢ stronami przez ,/Tyz oraz korzystajac z warunku
x4+ y+ z = 1 zapisujemy ja w réwnowaznej postaci

(*) Vetyz+Vyt+tzz+vVzteyzrz+y+z+/yz+Vze+ /Ty,

W celu wykazania nieréwnosci (%) wystarczy udowodnié ponizsze trzy nieréw-
noéci i dodaé je stronami:

Vr+yz 2 ax+./yz, Vy+ze > y+zx oraz Vitxy 2 2+ /xy.

Uzasadnimy pierwsza z powyzszych trzech zaleznosci; pozostate dwie sa ana-
logiczne. Podnoszac ja stronami do kwadratu uzyskujemy réwnowazna nieréw-
noé¢ r+yz > x2+2x¢y7+yz, ktoéra przeksztalcamy do postaci x > x2—|—2x\/y7,
czyli 1 > x + 2,/yz. Na mocy zwigzku x + y + z = 1 ostatnia nieréwnos$¢ ma
réwnowazng posta¢ y + 2z > 2,/yz i wobec tego jest spelniona. To dowodzi
zaleznosci () i konhczy rozwiazanie.

10. Czworokat wypukly ABCD jest wpisany w okrag. Wykazaé, ze zbiér
wszystkich punktéw P lezacych wewnatrz danego czworokata i spelniajacych
réwnosé

ZDAP + Z/CBP = ZCPD

jest zawarty w pewnym okregu lub w pewnej proste;j.

Rozwiazanie:
Niech P bedzie punktem, dla ktorego spelniona jest dana w tresci zadania
réwnosé. Wéwcezas na odcinku C'D istnieje taki punkt E, ze

LDAP = /DPE oraz ZCBP = /ZCPE.

Na mocy powyzszych zaleznosci prosta EP jest styczna w punkcie P do okre-
gu o1 opisanego na tréjkacie APD oraz do okregu o, opisanego na trdjkacie
BPC'. Zatem prosta PE jest osig potegowa okregéw o1 i 02. Ponadto prosta
AD jest osia potegowa okregu o7 i okregu o opisanego na czworokacie ABCD,
a prosta BC' jest osia potegowa okregdéw oo i 0. Stad wniosek, ze proste PFE,
AD i BC przecinaja sie w jednym punkcie lub sa réwnolegte.

W pierwszym przypadku punkt F' przeciecia prostych AD i BC lezy na
prostej PE. Potega punktu F wzgledem okregu o, wynosi wiec FP? = FA-FD.
To oznacza, ze punkt P lezy na okregu o srodku F'i promieniu v FA - FD, przy
czym Srodek i promien tego okregu sa niezalezne od wyboru punktu P.

Natomiast w drugim przypadku cieciwy AD i BC' okregu o sa réwnole-
gle i wobec tego maja wspolna symetralng, wzgledem ktérej kazdy z okregdw
01 1 09 jest do siebie symetryczny. W efekcie punkt symetryczny do punktu P
wzgledem tej symetralnej rowniez lezy na obu tych okregach. Poniewaz okregi
te sa styczne w punkcie P, wigc punkt P musi lezeé na tej symetralnej.
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11. Wyznaczy¢ wszystkie takie pary liczb pierwszych (p, ¢), ze liczba 5P 4 52
jest podzielna przez pq.

Rozwiazanie:

Odpowiedz: Szukanymi parami (p,q) sa (2,3), (3,2), (2,5), (5,2), (5,5),
(5,313), (313, 5).

Rozpatrzmy najpierw przypadek, w ktérym liczby pierwsze p i ¢ o postulo-
wanej wlasnogci sg rézne od 2 i 5. Wéwezas liczba 5P +59 = 5P — 54+ 5(5971 4+ 1)
jest podzielna przez p i na mocy malego twierdzenia Fermata stwierdzamy, ze
p| 5971 + 1. Analogicznie uzyskujemy podzielnosé g | 57~1 + 1. Okreslmy liczby
1y wzorami

p—1 q—1
xr = oraz = :
NWD(p —1,¢ - 1) YT NWDp—1,q-1)’

sa to wzglednie pierwsze liczby calkowite spelniajace rownosé

(*) z(g—1)=y(p—1).

Wobec tego co najmniej jedna z tych liczb jest nieparzysta. Dla ustalenia uwagi
przyjmijmy, ze liczba x jest nieparzysta. Liczba 52(¢~1) 41 = (5971)% 4+ 17 jest
zatem podzielna przez 597! + 1 i tym bardziej jest podzielna przez p. Stad
i z réwnosci (¥) wynika, ze liczba z = 5P~ 4 1 jest podzielna przez p. To
jednak prowadzi do sprzecznoéci, gdyz liczba z — 2 = 5Y®—1) — 1 jest podzielna
przez 57! — 1, czyli — na podstawie malego twierdzenia Fermata — takze
przez p, a podzielnosci p |z i p| z — 2 przecza zalozeniu p # 2.

Uzyskana sprzecznos$é wskazuje, ze w kazdej parze (p, ¢) spelniajacej warun-
ki zadania co najmniej jedna z liczb musi by¢ réwna 2 lub 5. Niech na przyktad
p = 2; wymagany warunek przyjmuje wtedy postaé 2¢ |52 + 59. Ta podzielnogé
nie jest prawdziwa dla ¢ = 2, a dla nieparzystych liczb pierwszych ¢ jest ona
réwnowazna podzielnosci ¢ |52 + 57 = 52 + 5+ (59 — 5) = 30 + (59 — 5), czyli
podzielnoéci ¢ |30, co daje wartoéci ¢ = 3 1 ¢ = 5. Rozumujac podobnie dla
p = 5 widzimy, ze zadany warunek przybiera postaé 5q | 5% + 57 i jest spelniony
dla ¢ = 5, a dla pozostalych liczb pierwszych g jest on réwnowazny podzielnosci
q|5°+57 =545+ (59 —5) = 3130 + (57 — 5), czyli podzielnosci ¢ | 3130, a to
daje wartoéci ¢ =21 ¢ = 313.

12. Na konferencje prasowa po meczu Polska-Rosja akredytowala sie gru-
pa dziennikarzy, wéréd ktorych doktadnie 100 méwi po polsku, doktadnie 100
moéwi po angielsku i dokladnie 100 méwi po rosyjsku (jeden dziennikarz moze
znaé¢ dowolna liczbe jezykéw). Jednak z powodu braku odpowiednio duzej sali
tylko cze$¢ dziennikarzy moze wzia¢ udzial w konferencji. Dowiesé, ze moz-
na wybraé¢ przedstawicieli dziennikarzy, wsrod ktérych dokladnie 50 méwi po
polsku, doktadnie 50 méwi po angielsku i doktadnie 50 méwi po rosyjsku.
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Rozwiazanie:

Druzyng pojedynczqg bedziemy nazywaé grupe dziennikarzy, w ktorej do-
ktadnie jeden dziennikarz moéwi po polsku, doktadnie jeden méwi po angielsku
i dokladnie jeden méwi po rosyjsku, a druzyng podwdjng — grupe dziennikarzy,
w ktorej doktadnie dwaj dziennikarze méwia po polsku, dokladnie dwaj mowia
po angielsku i dokladnie dwaj méwia po rosyjsku.

Udowodnimy, ze z dowolnej niepustej grupy dziennikarzy, w ktoérej kazdym
z rozpatrywanych trzech jezykéw wiada taka sama liczba oséb, mozna wybraé
druzyne pojedyncza lub podwodjna. Wéwcezas takze wsrod pozostatych dzienni-
karzy kazdy jezyk jest opanowany przez taka sama liczbe oséb, wigc sposrdd
nich bedzie mozna wybraé kolejna druzyne. Kontynuujac to postegpowanie osta-
tecznie podzielimy cala poczatkowa grupe dziennikarzy na druzyny.

Aby wykazaé, ze wybor druzyny jest mozliwy, oznaczmy przez P, A, R zbio-
ry dziennikarzy odpowiednio méwiacych tylko po polsku, méwiacych tylko po
angielsku i méwiacych tylko po rosyjsku. Podobnie niech symbole PA, PR, AR
oznaczaja zbiory dziennikarzy moéwiacych dokladnie dwoma odpowiednimi je-
zykami, za§ PAR niech bedzie zbiorem dziennikarzy méwigcych we wszystkich
trzech jezykach.

Jezeli zbiér P AR jest niepusty lub kazdy ze zbioréw P, A, R jest niepusty, to
mozemy wybraé¢ druzyne pojedyncza. Przyjmijmy w takim razie, ze PAR = ()
oraz P = ().

Zalézmy, ze jeden ze zbioréw PA, PR jest pusty, na przyktad PA = (). Wte-
dy wszyscy dziennikarze méwiacy po polsku naleza do zbioru PR, skad wynika,
ze kazdym z trzech jezykéw méwi dokladnie |PR| dziennikarzy. Wszyscy dzien-
nikarze méwiacy po rosyjsku naleza wiec do zbioru PR, a zbiory R i AR sa
puste. W tej sytuacji |A| = |[PR| > 0 i uzyskujemy druzyne pojedyncza wybie-
rajac po jednym dziennikarzu ze zbioréw A i PR.

Przypu$émy z kolei, ze zbiory PA i PR sa niepuste. Mozemy wtedy zalozy¢,
ze zbiory A 1 R sg puste — w przeciwnym razie mozna wybraé¢ dziennikarza
z jednego z tych zbioréw oraz dziennikarza z jednego ze zbiorow PA, PR i otrzy-
maé druzyne pojedyncza. W takim razie PAU PR, PAU AR i PRU AR sa
zbiorami wszystkich dziennikarzy méwiacych odpowiednio po polsku, po angiel-
sku i po rosyjsku. Stad wniosek, ze |[PA|+ |PR| = |PA|+|AR| = |PR|+|AR]|,
czyli |PA| = |PR| = |AR|. To oznacza, ze zbiory PA, PR i AR sa niepuste;
wybierajac jednego dziennikarza z kazdego z tych trzech zbioréw uzyskujemy
druzyne podwdjna.

Wobec tego dang w tresci zadania grupe dziennikarzy mozna podzieli¢ na
druzyny pojedyncze i podwdjne. Ponadto liczba oséb méwiacych w ustalonym
jezyku jest parzysta, a wiec liczba druzyn pojedynczych jest parzysta. Zatem
druzyny pojedyncze mozna potaczyé w pary i zastapi¢ kazda taka pare jed-
na druzyna podwojna. W efekcie cala grupa dziennikarzy zostanie podzielona
na 50 druzyn podwodjnych. Wystarczy teraz dowolnie wybraé 25 spoérod tych
druzyn, by otrzymaé¢ szukanych przedstawicieli na konferencje prasowa.
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13. Wyznaczy¢ wszystkie takie pary dodatnich liczb caltkowitych (m,n), ze
liczba 2™ 4+ 1 jest podzielna przez 2™ — 1.

Rozwiazanie:

OdpowiedZ: Szukanymi parami (m,n) sa pary (k,1) i (2k—1,2) dla dowolnej
liczby catkowitej k > 1.

Przypuéémy, ze dodatnie liczby catkowite m i n spelniaja warunki zadania.
Podzielmy liczbe m przez liczbe n, otrzymujac iloraz q oraz reszte r. Wéwczas
0 < r < n, aliczba 29" — 1 = (2™)? — 1 jest podzielna przez 2" — 1. Zatem
réwniez liczba (27 + 1) — 27(29" — 1) = 297F7 1 — 247F7 4 27 = 27 4 1 jest
podzielna przez 2™ — 1. Liczba 2" +1 jest dodatnia, wiec z ostatniej podzielnosci
wynika nierownosé 2" + 1 > 2™ — 1. Poniewaz r < n — 1, wiec lewa strona tej
nieréwnosci nie przekracza 27! + 1. Wobec tego 27! +1 > 2" — 1, skad
uzyskujemy 2 > 2" — 271 = 2771 | w efekcie n < 2.

Pozostaje stwierdzié, ze dla n = 1 kazda liczba calkowita jest podzielna
przez 2™ — 1 = 1, a wiec kazda warto$¢ m ma wymagang wlasnosé, natomiast
dla n = 2 liczba 2™ +1 jest podzielna przez 2" —1 = 3 wtedy i tylko wtedy, gdy
liczba 2™ daje reszte 2 z dzielenia przez 3, czyli gdy m jest liczba nieparzysta.

14. Wyznaczy¢ liczbe rozwiazan uktadu rownan

20+ 2y =y
2y +y%z =2
22+ 2% =1

w liczbach rzeczywistych z, y, z.

Rozwigzanie:

Odpowiedz: Dany uklad ma 7 rozwigzan.

Niech (z,y, z) bedzie tréjka liczb rzeczywistych spelniajacych dany uklad
rownai. Istnieje wowczas dokladnie jeden kat a w przedziale (—3m; i7), dla
ktorego x = tg . Z pierwszego réwnania uktadu otrzymujemy wtedy zaleznosé
2z = (1 — 2?)y, z ktérej wynika, ze 1 — 22 # 0 oraz
2z 2tga

= = :t2.
1—-22 1-tg?« &

(%) Yy

Wobec tego drugie réwnanie ukladu w podobny sposéb prowadzi do zwiazku
z = tgda i z trzeciego réwnania uzyskujemy teraz r = tg8a. W rezultacie
tga = = tg8a.

Odwrotnie, jezeli a € (—%w; %7‘(’) jest katem, dla ktérego tga = tg8a, to
na mocy tozsamosci trygonometrycznej zastosowanej w zaleznodei (x) tréjka
(z,y,2) = (tg o, tg 2cr, tg 4ax) jest rozwiazaniem danego w tresci zadania ukla-
du réwnan. Ponadto dla réznych katéw a € (—47;3m) otrzymujemy rézme
wartosci x, a wiec rézne rozwiazania ukladu.
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Pozostaje wyznaczy¢ liczbe takich katéow o € (*%T(; %7‘(’), ze tga = tg8a.
Réwnosé ta ma miejsce wtedy i tylko wtedy, gdy katy a i 8a réznia sie o cal-
kowita wielokrotnosé w, czyli wtedy i tylko wtedy, gdy 7o = kn dla pewnej
liczby calkowitej k. Wszystkimi katami w przedziale (—%77; %77) spelniajacymi

ten warunek sa katy
Er dlak=-3,-2,-1,0,1,2,3

o =

ijest ich 7.

15. Okregi 01 1 02 przecinaja sie w dwoch réznych punktach. Okregi wy i wo
sg styczne zewnetrznie do okregu o; odpowiednio w punktach Ay i Ag, sa stycz-
ne wewnetrznie do okregu o2 odpowiednio w punktach B; i By oraz przecinaja
sie w dwoch réznych punktach C' i D. Wykazaé, ze proste A1By, AsBs i CD
przecinaja sie w jednym punkcie.

Rozwiazanie:

Niech E bedzie srodkiem jednokladnosci o skali ujemnej k przeksztalca-
jacej okrag o1 na okrag os. Jednokladno$é ta jest zlozeniem jednoktadnosci
o srodku A; i skali ujemnej odwzorowujacej okrag o; na w; oraz jednoktad-
nosci o srodku Bj i skali dodatniej odwzorowujacej okrag w; na oo. Na mocy
twierdzenia o zlozeniu jednokladnosci punkt E lezy na prostej A;B;. Analo-
gicznie uzasadniamy, ze punkt E lezy na prostej A2 Bs.

Do zakonczenia rozwiazania nalezy jeszcze udowodnié, ze punkt E lezy na
prostej C'D. Poniewaz prosta ta jest osia potegowa okregdw wi i wa, wiec wy-
starczy uzasadnié, ze punkt F ma jednakowe potegi wzgledem obu tych okre-
géw. W tym celu oznaczmy przez F punkt rézny od Aq, w ktérym prosta By Ay
przecina okrag o1, a przez G — punkt rézny od As, w ktérym prosta By As
przecina okrag o;. Wéwczas prawdziwe sa réwnodci
(%) EA _ EA, oraz EB; _ EB;

EG EF EF EG’
pierwsza réwnos¢ wynika z faktu, ze cieciwy FA; i GAs okregu o1 przecinaja
sie w punkcie F, a w drugiej réwnosci oba stosunki wynosza |k| ze wzgledu
na to, ze jednokladno$é o srodku FE i skali k przeprowadza punkty F' i G
odpowiednio na punkty B; i Ba. Mnozac stronami réwnosci (%) stwierdzamy, ze
EA,-EBy = EAy- EB>, czyli istotnie punkt F ma jednakowe potegi wzgledem
okregdw wy 1 wo.

16. Dowiesé, ze mozna pokolorowaé kazdy element zbioru {1,2,3,...,2012}
na jeden z czterech koloréw w taki sposéb, ze zaden rosnacy 10-wyrazowy ciag
arytmetyczny o wyrazach z tego zbioru nie sklada si¢ z elementéw o jednako-
wym kolorze.
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Rozwiazanie:

Udowodnimy, ze liczba sposobéw pokolorowania kazdego elementu zbioru
S =1{1,2,3,...,2012} jednym z czterech koloréw jest wieksza od liczby takich
sposobow pokolorowania, w ktérych pewien rosnacy 10-wyrazowy ciag arytme-
tyczny sklada sie z elementéw o jednakowym kolorze.

Oszacujmy liczbe L rosnacych ciagéow arytmetycznych ztozonych z 10 ele-
mentéw zbioru S. Pierwszy wyraz a; takiego ciagu moze byé¢ dowolnym elemen-
tem zbioru {1,2,3,...,2003}, a réznica d moze by¢ dowolng dodatnia liczba
catkowitg spetniajaca warunek a; + 9d < 2012, czyli d < 5(2012 —ay1). Wobec
tego

[ 2012-1 20122 2012-3 20122003 _
9 9 9 9
_ 201142010 +2009+...+2+1 _2011-2012 _2".2"
9 2.9 2.23 '

Dla ustalonego 10-wyrazowego ciagu arytmetycznego takie pokolorowanie
kazdego elementu zbioru S, ze wszystkie wyrazy danego ciagu maja ten sam
kolor, mozna uzyskaé na 42°93 sposobéw. Nalezy bowiem wybraé dowolny kolor
kazdego z 2002 elementéw zbioru S nie wystepujacych w tym ciagu, co moz-
na uczynié na 42°92 sposobéw, oraz wybraé jeden z czterech koloréw, ktérym
maja byé pokolorowane wszystkie wyrazy ciagu. Przy tym 42°°3 sposoby poko-
lorowania elementow zbioru S, otrzymane opisang metoda dla réznych ciagéw
arytmetycznych, nie musza by¢ roztaczne. Zatem liczba takich sposobow poko-
lorowania elementéw zbioru S, ze pewien 10-wyrazowy cigg arymetyczny skla-
da sie z elementéw jednakowego koloru, nie przekracza liczby 42993 . I, a wiec
jest mniejsza od liczby 42003 . 49 = 42012 GQtad wniosek, ze wéréd wszystkich
42912 sposobéw pokolorowania elementéw zbioru S jednym z czterech koloréw
istnieje taki sposéb, przy ktorym zaden 10-wyrazowy ciag arytmetyczny nie
sktada sie¢ z elementéw o takim samym kolorze.

17. Rozstrzygnaé, czy istnieja takie funkcje f,g : R — R, ze dla dowolnej
liczby rzeczywistej x spelnione sa rownosci

flo(@) =a®  oraz  g(f(x)) =2

Rozwiazanie:

OdpowiedZ: Nie.

Przypuéémy, ze istnieja funkcje f i g o opisanej wlasnosci. Wéowcezas dla
dowolnej liczby rzeczywistej x otrzymujemy
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Podstawiajac w powyzszej zaleznosci liczby x = 1,0, —1 stwierdzamy, ze kazda
z trzech liczb t = ¢(1),¢(0),g(—1) spetnia réwnanie t = t2. Jednak réwna-
nie to ma tylko dwa rézne rozwiazania rzeczywiste. Wobec tego wérod liczb
9(1), g(0), g(—1) pewne dwie liczby musza by¢ réwne, a wiec funkcja g nie jest
réznowartoséciowa.

Z drugiej strony, niech z i y beda dowolnymi liczbami rzeczywistymi, dla
ktorych ma miejsce réwnosé g(x) = g(y). Wtedy

skad dostajemy x = y, czyli funkcja g jest réznowartosciowa. Uzyskana sprzecz-
nos¢ dowodzi, ze uczynione na poczatku zatozenie jest falszywe.

18. Udowodni¢, ze dla dowolnej dodatniej liczby catkowitej n liczba
(2m —20)(2m —2h)(2m —22) ... (2" — 2" )

jest podzielna przez n!.

Rozwiazanie:

Nalezy udowodnié, ze dowolna liczba pierwsza p wystepuje w rozkladzie
liczby n! na czynniki pierwsze z wykladnikiem nie wigkszym, niz w rozkladzie
liczby M = (27 — 29)(2" — 21) (2" — 22) ... (2" — 2"71) na czynniki pierwsze.

Wykladnik, z jakim liczba p wystepuje w rozkladzie liczby n!, jest réwny

ol )

gdzie w jest nieujemna liczba catkowita jednoznacznie wyznaczona przez wa-
runek p¥ < n < p¥tl. Stad i ze wzoru na sume kolejnych wyrazéw ciagu
geometrycznego otrzymujemy nierownosé

n n n n 1 1 1

p  p? P P pw—t
n 1—1,11“ n 1 n

TP SISy ISIT o
p l—-—5 p 1=5 p

czyli v, < [p—fl] Wobec tego wystarczy udowodnié, ze wyktadnik, z jakim
dowolna liczba pierwsza p wystepuje w rozkladzie liczby M, wynosi co naj-
c it
mniej [ﬁ]
Liczba M jest podzielna przez 20-21.22. . .2n—1 = 2n(n=1)/2 § wykladnik
%n(n — 1) jest réwny co najmniej n dla kazdej wartosci n > 3. To oznacza, ze
ostatnie zdanie poprzedniego akapitu jest prawdziwe dla liczby pierwszej p = 2
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i dowolnej liczby n > 3. Bezposrednie sprawdzenie dowodzi, ze teza zadania
jest prawdziwa takze dlan=11in = 2.

Niech teraz p bedzie nieparzysta liczba pierwsza. Wtedy na mocy matego
twierdzenia Fermata, liczba 2P~! — 1 jest podzielna przez p. Dla dowolnej nie-
ujemnej liczby catkowitej k& < n mamy 2" — 2% = 2F(2"=% —1). Jezeli ponadto
réznica n — k jest podzielna przez p — 1, to n — k = £(p — 1) dla pewnej liczby
catkowitej £, a wiec liczba 2"~ %F — 1 = (2P~1)* — 1 jest podzielna przez 2P~ — 1
i tym bardziej przez p. Inaczej méwiac, z podzielnosci p — 1| n — k wynika, ze
czynnik 2" — 2F wystepujacy w iloczynie definiujacym liczbe M jest podzielny
przez p. Zatem wykladnik, z jakim liczba pierwsza p wystepuje w rozkladzie
liczby M, jest réwny co najmniej liczbie wartosci k € {0,1,2,...,n — 1}, dla
ktorych réznica n — k jest podzielna przez p — 1, czyli — co najmniej liczbie
elementéw zbioru {1,2,3,...,n} podzielnych przez p — 1. Ta ostatnia liczba

n

jest oczywiscie réwna [%7], co koticzy rozwiazanie.

19. Dla kazdej pary liczb caltkowitych m,n > 1 wyznaczy¢ liczbe sposobow
takiego wypelnienia prostokatnej tablicy rozmiaru m x n liczbami 11 —1, ze
w kazdej kolumnie iloczyn wszystkich liczb wynosi —1 i w kazdym wierszu
iloczyn wszystkich liczb wynosi —1.

Rozwiazanie:

Odpowied?: Szukana liczba sposobéw wynosi 20 ~D"=1 " ody liczby m i n
majg te sama parzystosé, oraz 0, gdy maja one rézna parzystosc.

Jezeli co najmniej jedna z liczb m, n jest réwna 1, to jedynym sposobem
wypelnienia tablicy, ktory moze spelnia¢ warunki zadania, jest wypelnienie jej
w calosci liczbami —1. Bez trudu przekonujemy sie, ze wypelnienie to spetnia
warunki zadania wtedy i tylko wtedy, gdy druga z liczb m, n jest nieparzysta,
oraz ze w obu przypadkach wzér podany w odpowiedzi jest shuszny.

Przyjmijmy wiec w dalszej czesci, ze m,n > 2. Wyodrebnijmy z danej ta-
blicy m x n mniejsza tablice rozmiaru (m — 1) x (n — 1) przylegla do lewe-
go gérnego rogu. Wypelnijmy te mniejsza tablice w dowolny sposéb liczbami
11 —1; mozna to uczynié¢ na 2(m=D(=1) gposobéw. Zbadamy teraz, kiedy moz-
na tak uzupelni¢ pozostate pola wiekszej tablicy, by miala ona opisang w tresci
zadania wlasno$c.

Niech k; oznacza iloczyn m—1 liczb znajdujacych sie w i-tej kolumnie mniej-
szej tablicy dla i =1,2,...,n —1, a w; — iloczyn n — 1 liczb znajdujacych si¢
w j-tym wierszu dla j = 1,2,...,m—1. Wéwczas w ostatniej kolumnie wiekszej
tablicy musimy kolejno wpisaé liczby —wy, —ws, ..., —w;,—1; pola w dolnym
prawym rogu na razie nie wypelniamy. Analogicznie w ostatnim wierszu tabli-
cy musimy kolejno wpisaé liczby —kq, —ks, ..., —kn—1. W tej sytuacji iloczyn
wszystkich liczb dowolnej kolumny z wyjatkiem ostatniej wynosi —1 oraz ilo-
czyn wszystkich liczb dowolnego wiersza z wyjatkiem ostatniego wynosi —1.
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Ponadto iloczyn m — 1 liczb wpisanych do tej pory w ostatniej kolumnie wy-
nosi K = (—=1)™ twjwsy ... wy,_1, a iloczyn n — 1 liczb wpisanych w ostatnim
wierszu wynosi W = (—=1)""'kiky ... k,_1. Aby iloczyn wszystkich liczb ostat-
niej kolumny i iloczyn wszystkich liczb ostatniego wiersza byly oba réwne —1,
prawy dolny rég tablicy powinien zosta¢ uzupelniony liczba, ktéra jest jedno-
czeénie réwna —K i —W. Jest to mozliwe wtedy i tylko wtedy, gdy K = W.
7 drugiej strony, prawdziwa jest r6wnos$¢ wiws ... w1 = kiks ... ky_1, gdyz
oba iloczyny sa réwne iloczynowi wszystkich (m —1)(n — 1) liczb znajdujacych
sie w mniejszej tablicy. Wobec tego na mocy okreslenia liczb K i W zaleznosé
K = W jest spelniona wtedy i tylko wtedy, gdy liczby m i n maja jednakowa
parzystosc.

To oznacza, ze dla liczb m, n o jednakowej parzystosci kazdy z 2
sposobéw wypelnienia mniejszej tablicy moze zostaé rozszerzony do doktadnie
jednego dopuszczalnego sposobu wypelnienia wiekszej tablicy, a dla liczb m, n
o roznej parzystosci zaden spos6b wypelnienia mniejszej tablicy nie moze zostaé
rozszerzony do dopuszczalnego sposobu wypelnienia wiekszej tablicy. Wynika
stad stusznos¢ wzoru podanego w odpowiedzi.

(m—1)(n—1)

20. Okregi 01 i 09 przecinaja si¢ w dwoch réznych punktach A i B. Prosta
przechodzaca przez punkt A przecina okregi o1 i 0o po raz drugi odpowiednio
w punktach C' i D, przy czym punkt A lezy na odcinku C'D. Punkty P i Q sa
rzutami prostokatnymi punktu B odpowiednio na prosta styczna do okregu oq
w punkcie C' i na prosta styczng do okregu oo w punkcie D. Dowiesé, ze prosta
PQ jest styczna do okregu o srednicy AB.

Rozwiazanie:

Jezeli proste AB i C'D sa prostopadle, to odcinki BC' i BD sa $rednicami
odpowiednio okregow o1 i 09, a wiec P = C'i Q = D. W tej sytuacji prosta
PQ pokrywa sie z prosta C'D, do ktérej okrag o srednicy AB jest styczny
w punkcie D.

Przyjmijmy w takim razie, nie ograniczajac ogdlnoéci rozumowania, ze kat
DAB jest ostry. Wéwczas rzut prostokatny F' punktu B na prosta CD lezy
na pélprostej AD™. Z twierdzenia o kacie pomiedzy stycznag a cieciwa oraz
z zaleznosci /CBA+/DBA = ZCBD < 180° wynika, ze styczna do okregu 0y
w punkcie C' i styczna do okregu oo w punkcie D przecinaja si¢ w punkcie E
lezacym po przeciwnej stronie prostej C'D niz punkt B. Ponadto

/CED =180°—-ZECD—-/ZEDC = 180°— ZCBA—-/ZDBA = 180° — ZCBD.

Wobec tego na czworokacie C BDFE mozna opisa¢ okrag. Zauwazmy wreszcie, ze
/ZECB =180°—- ZCAB = ZDAB < 90° oraz ZEDB = 180° — ZDAB > 90°;
nieréwnoéci te prowadza do wniosku, ze punkt P lezy na odcinku EC| a punkt @
lezy na potprostej ED™ poza odcinkiem ED.
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Punkty P, Qi F sa rzutami prostokatnymi punktu B na proste zawierajace
boki tréjkata ECD. Poniewaz punkt B lezy na okregu opisanym na tym troj-
kacie, wiec te trzy rzuty leza na jednej prostej (prostej Simsona). Innymi stowy,
punkt F' lezy na prostej PQ. Z drugiej strony, kat AF' B jest prosty i wobec
tego punkt F' lezy na okregu o $rednicy AB.

Udowodnimy, ze prosta PQ jest styczna do tego okregu w punkcie F. W tym
celu wystarczy uzasadnié, ze ZPFC = /FBA. Na czworokacie C BF'P mozna
opisaé¢ okrag, ktorego Srednica jest odcinek CB; otrzymujemy stad zwiazek
/PFC = ZPBC'. Jednoczesnie réwnosci

/PCB=/ECB =180°—- ZCAB = /DAB = /FAB

wskazuja, ze trojkaty prostokatne CPB i AF B sg podobne, skad dostajemy
/PBC = /FBA. WykazaliSmy w ten sposéb zaleznos¢ /PFC = /FBA,
ktora pociaga za sobg teze zadania.

21. Dany jest skonczony ciag liczb rzeczywistych, ktérych suma jest réw-
na zeru, ale nie wszystkie z tych liczb sa réwne zeru. Udowodnié, ze istnieje
permutacja (a1, as,...,a,) danego ciagu, dla ktérej

a1ao + asas + asag + ... + ap—_1a, + ana < 0.

Rozwiazanie:
Niech (b1, ba,...,by,) bedzie danym ciagiem liczb rzeczywistych. Dla kazdej
sposréd n! permutacji (b),bh,...,b) tego ciagu obliczmy warto$¢é wyrazenia

bybh +bhbs+b5b) +. . . +b], b, +b, b} 1 oznaczmy przez S sume tak otrzymanych
n! liczb.

Wystarczy udowodnié, ze S < 0. Bedzie to bowiem oznaczalo, ze co naj-
mniej jedna z uzyskanych n! liczb jest ujemna, a to jest réwnoznaczne z teza
zadania.

Ustalmy pare wskaznikéw i < j ze zbioru {1,2,...,n}. Liczba permutacji
tego zbioru, w ktérych element j wystepuje bezposrednio po elemencie i (lub
w ktérych element 7 jest ostatnim, a element j jest pierwszym wyrazem), wynosi
n - (n — 2)!, gdyz nalezy wybra¢ jedna z n pozycji dla elementu ¢, pozycja
elementu j jest jednoznacznie okreslona, a pozostale n — 2 elementéw mozna
rozmiesci¢ dowolnie na pozostalych n — 2 pozycjach. To dowodzi, ze iloczyn
b;b; wystepuje n- (n — 2)! razy w sumie S; podobnie uzasadniamy, ze tyle samo
razy w tej sumie wystepuje iloczyn b;b;. Wobec tego

S

o2l 2 Y bibj=(bi+bat... +by)?— b —b3— ... —b) =

1<i<js<n
_ 2 2 2
= 2B b2 <0
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W ten sposéb wykazaliSmy postulowana nieréwnosé S < 0.

22. Wykazaé, ze dla kazdej liczby caltkowitej n > 3 liczba
22—t _on g

jest ztozona.

Rozwiazanie:

Zapiszmy liczbe n+1 w postaci n+1 = 2% .m, gdzie k jest nieujemna liczba,
catkowitg, a liczba m jest nieparzysta. Wtedy 2¥ < n+1, co wraz z nieréwnoscia
n > 3 prowadzi do wniosku, ze k < n — 1. Zatem

202" 1 —on ) =2 — 1) - @ 1) =2 —1) - (22 4 1)

i obie liczby w nawiasach po prawej stronie sa podzielne przez 22" 4 1, gdyz

2k+1 277.—2

2" 1= — 1)@ + 1 + 1. T TR+

oraz
22km + 1 — (22k + 1)(22k(7n—1) _ 22k(m—2) + 22k(m—3) - = 22k + 1)

W rezultacie liczba 2(22" ~1 —2" —1) jest podzielna przez 22" 4 1. Stad wniosek,
ze liczba nieparzysta 22" ~1 —2" —1 takze jest podzielna przez liczbe nieparzysta
22" 4 1. Ponadto z nieréwnosci 28 < n + 1 oraz warunku n > 3 dostajemy

92"=1 _gn _ 15 9nt2 _gn 1 3.9 _ 1> 9ontl 11592

Wobec tego liczba 22" ~1 — 2" — 1 jest podzielna przez mniejsza liczbe 22" 4 1,
skad wynika teza.

23. Dana jest kwadratowa tabela o boku 2012 podzielona na pola jednost-
kowe, z ktérych kazde moze byé pomalowane na czarno albo na biato. Ruch
polega na wybraniu kwadratu o boku k zlozonego z pdl tabeli, przy czym
1500 < k < 1510, i zmianie koloru wszystkich pél lezacych w wybranym kwa-
dracie. Rozstrzygnaé, czy dla dowolnego poczatkowego sposobu pomalowania
pdl mozna wykonaé skonczony ciag ruchéw, ktéry doprowadza do tabeli skta-
dajacej sie wylacznie z bialych pol.

Rozwiazanie:

Dla kazdego k € {1,2,...,2012} istnieje (n — k + 1)? réznych kwadratéw
o boku k sktadajacych sie z pdl tabeli: pole lezace w lewym gérnym rogu takiego
kwadratu musi si¢ bowiem znajdowaé¢ w jednym z poczatkowych n — k + 1
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wierszy oraz w jednej z poczatkowych n—k+1 kolumn tabeli. Wobec tego taczna
liczba kwadratéw o boku k ztozonych z pdl tabeli, przy czym 1500 < k < 1510,
wynosi 5132 4+ 5122 + 5112 + ... + 5032 = 2838814.

Dla danego poczatkowego sposobu pomalowania pél wynik wykonania skon-
czonego ciagu ruchéw nie zalezy od kolejnoéci wykonywania tych ruchéw, gdyz
koncowy kolor dowolnego pola jest taki sam jak poczatkowy kolor, jezeli pole
to nalezy do parzystej liczby wybranych kwadratéw, oraz jest inny niz po-
czatkowy kolor w przeciwnym przypadku. Ponadto dwukrotne wybranie tego
samego kwadratu w dwoch kolejnych ruchach daje taki sam efekt, jak niewy-
konanie zadnego z tych dwdch ruchéw. Co wiecej, dwukrotne wykonanie tego
samego ciagu ruchéw przywraca poczatkowe kolory wszystkich pél. Wobec tego
poczatkowymi tabelami, z ktorych mozna otrzymac tabele w catosci biala, sa
te same tabele, ktére mozna otrzymaé z poczatkowej tabeli w catoéci bialej.
Jednoczes$nie tabele mozliwe do uzyskania z tabeli poczatkowej w calosci bia-
tej otrzymamy, wybierajac kazdy z mozliwych 2838814 kwadratéw nie wigcej
niz raz. Daje to lacznie co najwyzej 22838814 véimych tabel. Poniewaz liczba
wszystkich sposobéw pomalowania pél tabeli wynosi 22012° = 24048144 e
wéréd nich istnieje co najmniej 24048144 _ 92838814 op050héw, dla ktérych nie
mozna uzyskaé tabeli sktadajacej sie wytacznie z biatych pol.

24. W tréjkacie ostrokatnym ABC punkt M jest srodkiem boku AB. Okrag
o $rednicy C M przecina boki BC' i C'A odpowiednio w punktach D i E, a stycz-

ne do tego okregu w punktach D i E przecinaja sie¢ w punkcie F'. Dowiesé, ze
FA=FB.

Rozwiazanie:

Oznaczmy przez o1 i 0o okregi o érednicach odpowiednio AM i BM. Srodki
tych okregow lezg na prostej AB, wiec okregi te sa styczne w punkcie M, a ich
osig potegowa jest symetralna odcinka AB. Co wigcej, na podstawie réwnosci
JAEM = /ZBDM = 90° punkt F lezy na okregu o;, a punkt D lezy na
okregu 0s.

Niech prosta F'E przecina ponownie okrag o; w punkcie G, a prosta F'D
niech przecina ponownie okrag o, w punkcie H. Odcinki EF i AM przeci-
naja sie; punkt G lezy zatem po przeciwnej stronie prostej AB niz punkt C.
Analogicznie po tej stronie lezy takze punkt H.

Z twierdzenia o kacie pomiedzy styczna a cieciwg otrzymujemy réwnosci

(*) /FEM = /ECM oraz /FDM = /ZDCM.
Wobec tego

/GED = /FEM+ /MED = ZECM + £ZDCM =

(%) — JEDM + /FDM = /HDE.
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Stosujac raz jeszcze zaleznosci (x) stwierdzamy, ze

LGAE+ /HBD = LGAM + /BAC + ZHBM + ZABC =
= LFEM + /BAC + ZFDM + ZABC =
= LECM + £ZBAC + ZDCM + £LABC =
= LACB+ £ZBAC + ZABC = 180°.

To oznacza, ze na cigciwach GE i HD odpowiednio okregéw o1 i oo oparte
sa katy o miarach dajacych tacznie kat potpelny. Ponadto w mysl zwiazku
AM = BM okregi te sa przystajace. Wynika stad réwno$¢ dlugosci obu cieciw,
ktéra wraz z zaleznoScia (xx) dowodzi, ze czworokat EGHD jest trapezem
rownoramiennym. Na czworokacie tym mozna wiec opisa¢ okrag i w efekcie
FG-FE = FH - FD. Zatem punkt F' lezy na osi potegowej okregdéw o7 i 02,
czyli — na symetralnej odcinka AB, co kohczy rozwigzanie.

25. Dana jest dodatnia liczba catkowita n. Kazdy element zbioru
{1,2,3,...,6n} pomalowano na bialo albo na czarno, przy czym dokladnie
4n elementéw jest bialych. Wykazaé, ze w tym zbiorze istnieje 3n kolejnych
liczb catkowitych, wérdéd ktérych dokltadnie 2n liczb jest biatych.

Rozwiazanie:

Dlat=1,2,3,...,3n + 1 niech b; oznacza liczbe bialych elementéw zbioru
{t,i + 1,i 4+ 2,...,i + 3n — 1}. Wtedy suma by + b3,41 jest liczba bialych
elementéw zbioru {1,2,3,...,6n}, czyli wynosi ona 4n. Z drugiej strony, dla
i=1,2,3,...,3n réznica b; 11 — b; jest rowna 0, gdy liczby i oraz i + 3n maja
jednakowy kolor, oraz jest rowna +1, gdy liczby te maja rézne kolory. Wobec
tego w ciagu liczb catkowitych

bl — 271, b2 - 2n, b3 — 2n, ey b3n+1 —2n

pierwszy i ostatni wyraz sa liczbami przeciwnymi, a dowolne dwa sasiednie wy-
razy sa rowne lub réznia sie o 1. To oznacza, ze w ciggu tym musi wystapicé
liczba 0. Pozostaje juz tylko stwierdzi¢, ze réwnosé b; = 2n dla pewnego wskaz-
nika i € {1,2,3,...,3n + 1} jest, na mocy okreslenia liczby b;, réwnoznaczna
z tezg zadania.

26. Wykazad, ze dla kazdej liczby calkowitej n > 2 istnieje taki zbiér ztozony
z n dodatnich liczb catkowitych, ze suma dowolnych dwoch réznych elementéw
tego zbioru jest podzielna przez ich réznice.

Rozwiazanie:

Przeprowadzimy rozumowanie indukcyjne.

Dla n = 2 zbiér {1, 2} spelnia warunki zadania.
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Przypusémy teraz, ze n-elementowy zbiér {a1,as,...,a,} skladajacy sie
z dodatnich liczb catkowitych ma opisana wtasno$é. Niech M oznacza iloczyn
wszystkich liczb a; dla ¢ = 1,2,...,n oraz wszystkich réznic |a; — a;| dla
1< i< j < n. Wykazemy, ze wéwczas {M, M + a1, M + az,..., M + a,} jest
(n+1)-elementowym spelniajacym wymagane warunki. Jest jasne, ze wypisane
przed chwila elementy sa r6znymi dodatnimi liczbami catkowitymi. Dowolna pa-
ra réznych elementéw tego zbioru albo ma posta¢ M, M +a; dla pewnego wskaz-
nika ¢ € {1,2,...,n}, albo tez ma posta¢ M + a;, M + a; dla pewnych wskaz-
nikéw 1 < i < j < n. W pierwszym przypadku suma M + (M + a;) = 2M + q;
jest podzielna przez réznice M — (M + a;) = —a; na podstawie podzielnosci
a; | M. Z kolei w drugim przypadku suma (M +a;)+ (M +a;) = 2M + (a; +a;)
jest podzielna przez réznice (M + a;) — (M + a;) = a; — a;, gdyz na mocy
zalozenia indukcyjnego liczba a; +a; jest podzielna przez a; —a;, a z okredlenia
liczby M wynika, Ze jest ona podzielna przez a; — a;. To konczy konstrukcje
indukcyjna.

27. Okregi 01 1 09 przecinaja sie w punktach A i B. Prosta przechodzaca
przez punkt A przecina ponownie okregi o1 1 0 odpowiednio w punktach C'i D,
przy czym punkt A lezy na odcinku C'D. Punkty K i L sg $srodkami odpowiednio
lukéw BC okregu o1 i BD okregu oo nie zawierajacych punktu A. Punkt M
jest érodkiem odcinka C'D. Dowies¢, ze ZK ML = 90°.

Rozwiazanie:

Niech N bedzie punktem symetrycznym do L wzgledem punktu M. Wtedy
tréjkaty CM N i DM L sa symetryczne wzgledem punktu M, skad otrzymujemy
zwiazki

CN =DL = BL oraz /NCM = Z/LDM = 180° — ZLBA.
To wraz z zalezno$ciami
CK = BK oraz /KCM = 180° — ZKBA

dowodzi, ze w trojkatach KC'N i KBL boki wychodzace odpowiednio z wierz-
chotkéw C' i B maja rowne dlugosci, a katy przy tych wierzchotkach maja
réwne miary. Wobec tego trdjkaty te sa przystajace, co pociaga za soba row-
no$¢ KN = K L. (Tréjkaty te moga by¢ zdegenerowane do odcinkdéw; wowczas
punkty C, B leza odpowiednio na odcinkach KN, KL i réwnos¢ ich dlugosci
pozostaje prawdziwa.) Zatem tréjkat N K L jest réwnoramienny, a punkt M jest
srodkiem jego podstawy N L. Stad uzyskujemy zadang prostopadlo$é prostych
KM iNL.

28. Dana jest liczba catkowita r > 2. Dowies¢, ze trojmian kwadratowy
22 — ro — 1 nie jest dzielnikiem zadnego niezerowego wielomianu o wspétczyn-

nikach catkowitych mniejszych co do wartosci bezwzglednej od r.
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Rozwiazanie:

Poniewaz tréjmian kwadratowy z? — rz — 1 ma pierwiastek rzeczywisty
T = %(T + Vr? 4+ 4) wiekszy od r, wiec wystarczy wykazaé, ze liczba rzeczywi-
sta wieksza od r nie moze by¢ pierwiastkiem zadnego niezerowego wielomianu
W(z) = apa™ + ap_12" 1 4+ ... + a7 + ag o wspdtezynnikach catkowitych
spelniajacych warunki |a;| <r—1dlai=0,1,...,n —1,n.

Przypu$émy zatem, ze liczba rzeczywista ¢ > r jest pierwiastkiem takiego
wielomianu W (x). Wéwczas

" < | = anc”| = W (c) = anc™| = |an_ 1"+ an o™ 2+ .. Farc+ag| <
< Nan 1|t + |an_a|c" 2 + ... + |ai|c + |ao| <
c" -1

K-+ 24 e+ 1)=(r—1) 1

Jednak z zaleznosci ¢ > r > 1 wynika, ze ulamek po prawej stronie jest mniejszy
n

od o a wiec prawa strona jest mniejsza od ¢ — 1. Otrzymana falszywa
r—

nieréwnosé¢ ¢" < ¢ — 1 oznacza, ze wielomian W(z) nie ma pierwiastkéw
rzeczywistych wiekszych od r, a tego dowodziliémy.

29. Niech a bedzie taka liczba calkowita, ze dla kazdej dodatniej liczby
calkowitej n liczba 2™ +a jest potega liczby pierwszej o wyktadniku catkowitym.
Udowodnié, ze a = 0.

Rozwiazanie:

Przypu$émy, wbrew tezie zadania, ze a # 0. Liczba calkowita 2 + a jest po-
tega liczby pierwszej o wykltadniku catkowitym, skad 24+a > 1 i w konsekwencji
a > —1. Liczba a = —1 nie ma zadanej wlasnosci, gdyz liczba 2* — 1 = 15 nie
jest potega liczby pierwszej o wykladniku catkowitym. Zatem a > 0. Ponadto
a jest liczba nieparzysta. W przeciwnym bowiem razie liczba 2™ 4 a bylaby
parzysta dla kazdej wartosci n, czyli musiataby byé¢ potega dwdéjki o wyktadni-
ku catkowitym. Stad i z nieréwnosci 2" + a > 2™ wynikalaby jednak zaleznosé
2" 4+ a > 2" i w rezultacie a > 2" dla kazdego n, co nie jest mozliwe.

Liczba 2 4 a jest wiec potega nieparzystej liczby pierwszej o wyktadniku
catkowitym. Oznaczmy te liczbe pierwsza przez p. Na mocy matego twierdzenia
Fermata liczby 2P — 2 i 22P=1 — 2 = (2P~1 4 1)(2P — 2) s3 podzielne przez p.
Wobec tego liczby

c=224+a=(2P-2)+(2+a)

oraz
d=2""1140=02%"1-2)+(2+40a)

réwniez sa podzielne przez p. Zatem w my$l warunkow zadania liczby ¢ i d
sa potegami liczby pierwszej p o wykladnikach calkowitych. To wraz z nie-
réwnoscia ¢ < d dowodzi, ze liczba d jest podzielna przez c. W efekcie liczba
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nieparzysta ¢ = 2P + a jest dzielnikiem liczby
d—c=2%"1 _9r =op(2r=1 1),

Stad otrzymujemy podzielnosé 2P + a|2P~! — 1, ktéra jest sprzeczna z nieréw-
nosciami 0 < 2771 — 1 < 2P + q.
Uzyskana sprzecznosé¢ dowodzi tezy zadania.

30. Dany jest trapez ABCD, w ktérym AB || CD oraz AB > CD. Punkty
K i L leza odpowiednio na odcinkach AB i C'D, przy czym

AK DL

KB LC’
Na odcinku KL wybrano punkty P i @, dla ktérych ZAPB = ZBCD oraz
Z0QD = LABC. Wykazaé, ze punkty B, C, P i @) leza na jednym okregu.

Rozwiazanie:

Nierownosé AB > C'D wskazuje, ze proste AD i BC przecinaja sie w punk-
cie F lezacym po przeciwnej stronie prostej C'D niz odcinek AB. Z danej
w tredci zadania réwnosci stosunkéw wynika, ze jednokladno$é¢ o $rodku E
przeksztalcajaca odcinek DC na AB przeprowadza punkt L na K; punkty
E, L i K leza wiec na jednej prostej. Na tej prostej lezy réwniez punkt R be-
dacy obrazem punktu @ w rozpatrywanej jednokladnosci, a przy tym trojkaty
ARB i DQC sg podobne.

Punkty P i R leza po przeciwnych stronach prostej AB, a ponadto

LAPB+ /BRA=/APB+ /CQD = /BCD + ZABC = 180°.

Wobec tego na czworokacie ARBP mozna opisaé¢ okrag, skad otrzymujemy
/DCQ = /ABR = ZAPR. To prowadzi do wniosku, ze

4BCQ =/4BCD - £/DCQ = LAPB — ZAPR = /BPR.

Uzyskana réwno$¢ ZBCQ = ZRPB dowodzi, niezaleznie od kolejnosci punk-
tow P i @ na odcinku KL, ze punkty B, C, P i @ leza na jednym okregu.

31. Liczby dodatnie a1, ao, ..., a, oraz by, ba, ..., b, spelniaja nieréwnoéci
aj = as = ... > a, oraz
bibs ... by > aras...a dla k=1,2,...,n.
Dowiesé, ze

b1+b2+...+bn>a1—|—a2—|—...—|—an.
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Rozwiazanie:
Na mocy nieréwnosci pomiedzy srednia arytmetyczna i geometryczna oraz
zalozenia b1bs ... by > ajas ... a, otrzymujemy

by — by — by — b b b
- ELL iy S
a1 as ag a1 as ag
b1b b
>k 22k k> k1-k=
a1a9 Q.

dla k =1,2,...,n. Okredlmy sg = 0 oraz

b1 —a bs —a by —a
S = — Ly =2 244 il dlak=1,2,...,n.
aiq a9 ag
Woéwezas liczby sg, s1, S2, ..., S, sa nieujemne. Ponadto
bk — ag

b —ap = ay, - = ag(sp — Sk—1) dla k=1,2,...,n.

ag
Wobec tego

(b1 —a1)+(b2—a2)+..‘+(bn—an) =
ai(s1— so) +az(s2 —s1) +... +an(sp —sp-1) =

a1 —az)s1 + (a2 —az)sa+ ...+ (an—1 — @n)Sn—1 + AnSn.

Z warunkua; > ag > ... 2 a, > 0 wynika, ze wszystkie skladniki prawej strony
sa nieujemne. Zatem takze lewa strona jest liczba nieujemna, skad uzyskujemy
teze.

32. Kazda z liczb 1, 2, 3, ..., 102°!2 moze by¢ pomalowana na biato albo
na czarno. Poczatkowo wszystkie te liczby sg czarne. Ruch polega na wybraniu
jednej z liczb oraz na zmianie koloru tej liczby i wszystkich innych liczb, ktore
nie sg z nig wzglednie pierwsze. Rozstrzygnaé, czy po skonczonej liczbie takich
ruchéw mozna doprowadzi¢ do sytuacji, w ktorej wszystkie dane liczby beda
biale.

Rozwigzanie:

Odpowiedz: Tak.

Wykazemy, ze dla dowolnej liczby catkowitej n > 1 prawdziwa jest ogdl-
niejsza teza: Jezeli kazda z liczb 1, 2, 3, ..., n jest poczatkowo pomalowana na
czarno, to mozna wykona¢ skonczony cigg ruchéw opisanych w tresci zadania,
w wyniku ktorych wszystkie te liczby stang si¢ biale.

W celu udowodnienia powyzszego stwierdzenia zastosujemy indukcje ze
wzgledu na n. Dla n = 1 jest ono oczywiscie prawdziwe.
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Przyjmijmy teraz, ze jest ono prawdziwe dla liczby n = m — 1 i wezmy
pod uwage liczby 1, 2, 3, ..., m pomalowane na czarno. Na mocy zalozenia
indukcyjnego mozemy wykonaé cigg ruchéw, ktéry zmienia kolor kazdej z liczb
1, 2, 3, ..., m — 1 na bialy. Jezeli ten ciag ruchéw zmienia takze kolor licz-
by m na bialy, to teza indukcyjna jest spelniona. Zatézmy wiec, ze liczba m po
wykonaniu tego ciagu ruchéw jest czarna.

Oznaczmy wszystkie dzielniki pierwsze liczby m symbolami p1, pa, ..., Pg.
Jezeli liczba m jest podzielna przez kwadrat ktérejs z tych liczb pierwszych,
to mniejsza liczba m’ = pips ... p, ma te same dzielniki pierwsze co liczba m.
Wynika stad, ze dowolna dodatnia liczba catkowita jest wzglednie pierwsza
z liczba m wtedy i tylko wtedy, gdy jest wzglednie pierwsza z liczba m’. W takim
razie po wykonaniu dowolnego ruchu liczby m i m’ maja ten sam kolor, whrew
zalozeniu uczynionemu w poprzednim akapicie. To oznacza, ze m = p1ps .. . pk.

Niech A bedzie zbiorem wszystkich 2% — 1 iloczynéw postaci p;, pi, - - - Dijs
gdzie (i1,42,...,%;) jest niepustym rosngcym ciagiem wskaznikéw ze zbioru
{1,2,...,k}. Udowodnimy, ze po wykonaniu 2¥ — 1 ruchéw polegajacych na
wybraniu kazdego elementu zbioru A liczby 1, 2, 3, ..., m —1 beda nadal biate,
a liczba m zmieni kolor z czarnego na biaty.

Dla dowolnej dodatniej liczby catkowitej £ < m — 1 liczba elementow zbio-
ru A, ktore nie sa wzglednie pierwsze z liczbg ¢, jest parzysta. Rzeczywiscie,
na mocy nieréwnosci £ < m = p1ps...px liczba £ nie jest podzielna przez co
najmniej jedna sposrdd liczb pierwszych py, pa, ..., px, na przyklad nie jest
podzielna przez p;, gdzie t € {1,2,...,k}. Elementy zbioru A, ktére nie sa
wzglednie pierwsze z liczba ¢, mozemy wiec polaczyé w pary (z,pix), gdzie
liczba = € A nie jest podzielna przez p;. Wobec tego kolor liczby ¢ zostal
zmieniony parzysta liczbe razy, a wiec nadal jest bialy. Z drugiej strony, za-
den z 2% — 1 elementéw zbioru A nie jest wzglednie pierwszy z liczba m; kolor
tej liczby zostal zatem zmieniony nieparzysta liczbe razy, czyli ostatecznie jest
czarny.

To konczy rozumowanie indukcyjne i rozwiazanie zadania.

33. Dane sg rézne liczby calkowite a1, aso, ..., ag. Udowodnié, ze istnieje
taka liczba N, ze dla kazdej liczby catkowitej n > N liczba

(n+a))(n+az)...(n+ag)

ma dzielnik pierwszy wickszy od 20.

Rozwiazanie:
Dlai=1,2,...,9 okredlmy

bi = |ai—a1| . \ai—a2| |ai—ai,1| . |ai—ai+1|~...' \ai—a9|.
Wykazemy, ze liczba N = max{b; —a1,bs —as,...,bg —ag} + 1 ma wymagana
wlasnosc.
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Przypusémy, wbrew tej tezie, ze dla pewnej liczby catkowitej n > N zadna
z liczb n4+ a1, n+ag, ..., n+ ag me ma dmelmka pierwszego wigkszego od 20

Dlai=1,2,...,9 skrocmy utamek *, otrzymujac utamek nieskracalny — d—

Z okreslenia liczby N wynika, ze n + aZ >N+a; >b;>0iw konsekwencp
c; > 1dlae=1,2...,9. Wobec tego istnieja liczby pierwsze pi, p2, ..., po,
ktore sa dzielnikami odpowiednio liczb ¢1, ca, ..., c9.

Poniewaz istnieje tylko 8 liczb pierwszych nie przekraczajacych 20, wiec
istnieje taka liczba pierwsza p < 20, ze p; = p; = p dla pewnych réznych
wskaznikéw i, j € {1,2,...,9}. Niech p® i p® beda najwyzszymi potegami liczby
pierwszej p dzielacymi odpowiednio liczby n + a; i n + a;. Nie tracac ogélnosci
rozumowania mozemy przyjaé, ze a < . Podzielnosci p® | n+a; oraz p® | n+a;
prowadza do wniosku, ze p® |a; — a;. Zatem réwniez liczba b; jest podzielna

n+ a;
przez p®. Wobec tego w wyniku skrécenia utamka +ai dostajemy utamek

i
nieskracalny, ktorego licznik nie jest podzielny przez p. Uzyskana sprzecznosé
z podzielnoscia p | ¢; kohczy rozwiazanie.

34. Rozstrzygnaé, czy liczba ciagdéw ztozonych z 10 dodatnich liczb calko-
witych, ktérych suma odwrotnoéci wynosi 1, jest liczba parzysta.

Rozwiazanie:

Odpowiedz: Nie.

Podzielmy wszystkie ciagi (a1, as, . . .,a1p) 0 opisanej wlasnosci na dwie gru-
py: do pierwszej grupy zaliczamy ciagi, w ktérych a; # as, a do drugiej grupy —
ciagi, w ktérych a; = as. Liczba ciagéw w pierwszej grupie jest parzysta, gdyz
ciagi te mozemy polaczyé w pary réznych ciagdéw postaci (a1, as, as, aq, . .., a1g)
i (ag,a1,as,aq,...,a10). Wystarczy wiec zbadaé, czy liczba ciagéw w drugiej
grupie jest parzysta. Nastepnie grupe te dzielimy na dwie podgrupy ztozone
odpowiednio z ciagow, w ktorych as # a4 oraz z ciagéw, w ktorych as = ay.
Tak jak poprzednio uzasadniamy, ze liczba ciagéw w pierwszej podgrupie jest
parzysta. Kontynuujac to postepowanie mozemy ograniczy¢ sie do zbadania
parzystosci liczby ciagéw (a1, as,as,...,a10), w ktérych spelnione sa kolejno
nastepujace warunki: a; = as, az = a4, a5 = ag, ay = ag, dg = d1g, A1 = A3,
as = ar, a1 = as. Nalezy wiec wyznaczy¢ parzystos$cé liczby tych ciagéw spelnia-
jacych warunki zadania, w ktérych pierwsze 8 wyrazéw jest jednakowych oraz
ostatnie 2 wyrazy sa réwne. W tym celu wystarczy znalezé liczbe rozwiazan
réwnania

8 2

r y
w dodatnich liczbach catkowitych z, y. Przeksztalcajac rownowaznie to réwna-
nie uzyskujemy 8y + 2x = zxy, czyli

(*) (. —8)(y —2) = 16.

=1
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Rozkladajac wszystkimi 10 mozliwymi sposobami liczbe 16 na iloczyn dwdch
liczb catkowitych znajdujemy nastepujace pary dodatnich liczb catkowitych
(z,y) spelniajacych réwnanie (): (9, 18), (10,10), (12,6), (16,4) i (24, 3). Licz-
ba otrzymanych rozwigzan jest wiec nieparzysta, czyli liczba ciagéw o wlasnosci
opisanej w treéci zadania réwniez jest nieparzysta.

Uwaga. W tresci zadania zakladamy milczaco, ze liczba ciggdéw o wyma-
ganej wlasnodci jest skonczona. Nietrudno jednak udowodnié, ze dla dowolnej
liczby catkowitej n > 1 i dowolnej liczby rzeczywistej ¢ > 0 istnieje tylko skon-
czenie wiele ciagéw ztozonych z n dodatnich liczb catkowitych, ktérych suma
odwrotnosci wynosi c. Dowdd tego stwierdzenia przebiega indukcyjnie ze wzgle-
du na n. Dla n = 1 rozwazana liczba ciggéw wynosi 1 lub 0, w zaleznosci od
tego, czy liczba ¢ jest odwrotnoscia liczby calkowitej, czy tez nie. Krok in-
dukcyjny przeprowadzamy zas nastepujaco. Zauwazmy najpierw, ze wystarczy
udowodnié, iz istnieje tylko skoficzenie wiele ciagdéw (a1, ag, ..., ay), w ktérych
suma odwrotnoéci wyrazéw wynosi ¢, a ponadto a; < as < ... < a,. Z tych
ostatnich nieréwnosci wynika, ze

n 1 1 1

— 2 —+—+...+ — =g,

a a a2 Qn
czyli a; < . Istnieje wigc skoficzenie wiele mozliwych wartosci a1, a kazdej
z nich odpowiada — na mocy zalozenia indukcyjnego — tylko skoniczenie wiele

ciagéw (ae,as,...,a,) spelniajacych réwnanie
1 1 1 1
— = 4.+ —=c— —.
as as QA aq

To konczy rozumowanie indukcyjne.

35. Punkt [ jest srodkiem okregu wpisanego w tréjkat ABC'. Proste AI i BI
przecinaja ponownie okrag opisany na tym trdjkacie odpowiednio w punktach
D i E. Proste AE i BD przecinaja sie w punkcie 7. Odcinek DE przecina boki
AC i BC odpowiednio w punktach F' i G. Prosta réwnolegta do prostej Al
przechodzaca przez punkt F' oraz prosta réwnolegta do prostej BI przechodzaca
przez punkt G przecinaja sie w punkcie P. Wykazaé, ze punkty P, I oraz T
leza na jednej proste;j.

Rozwiazanie:

Poniewaz punkt E jest srodkiem tuku AC okregu o opisanego na trdjkacie
ABC, wigc ma miejsce réwnos¢ LZADE = LEBC, czyli ZIDG = ZIBG. Wo-
bec tego na czworokacie I BDG mozna opisa¢ okrag o1. Podobnie uzasadniamy,
ze na czworokacie I F'E'A mozna opisa¢ okrag oo. Prosta AF jest osig potegowa
okregdéw 09 1 0, a prosta BD jest osig potegowa okregéw o7 i 0. Zatem punkt T',
w ktérym przecinaja sie te dwie proste, lezy na osi potegowej okregéw o1 1 09;
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lezy na niej réwniez punkt wspélny I tych dwoch okregéw. W takim razie wy-
starczy udowodnié, ze takze punkt P ma jednakowe potegi wzgledem okregdw
01 i 09.

Oznaczmy przez H punkt przeciecia odcinkow DE i PI. Wowczas z réw-
noleglosci FP || ID i GP || IE wynika, ze istnieje jednokladno$é o srodku
w punkcie H i skali ujemnej, ktora przeksztalca tréjkat F PG na trojkat DIE.
Jednoktadnos$é ta przeprowadza punkty F' i G odpowiednio na punkty D i F,
co pociaga za sobag réwnos¢ HF - HE = HG - HD. Punkt H lezy poza od-
cinkami DG i EF, ktore sa cieciwami odpowiednio okregdéw o7 i 02. Ostatnia
rowno$é iloczynéw oznacza wiec, ze punkt H ma jednakowe potegi wzgledem
obu okregéw. W efekcie punkty H oraz I, a co za tym idzie — takze punkt P,
leza na osi potegowej tych okregéw, a tego dowodziliSmy.

36. Dowiesc¢, ze kazda dodatnig liczbe wymierng mozna przedstawi¢ w po-
staci
a® + v
3+ d3
dla pewnych dodatnich liczb catkowitych a, b, ¢, d.

Rozwiazanie:

Udowodnimy najpierw, ze w zadane]j postaci mozna przedstawi¢ kazda licz-
be wymierng nalezaca do przedziatu (%, 2). Niech bowiem utamek 17;, w ktérym
licznik i mianownik sg dodatnimi liczbami catkowitymi, bedzie liczba wymierna
z tego przedzialu. Wowczas liczcby a = c=p+¢q, b=2p—qid= 29— p sa
dodatnie oraz

A+ (p+a)*+2p—q® _ 9° —W’q+9pg® _ I’ —pa+4g*) _p

S+dd (g+p)P+(a—2p)°  9¢°—9¢°p+9gp*  99(p* —pg+q*) q
Niech teraz w bedzie dowolng dodatnia liczba wymierna. Wtedy istnieja

dodatnie liczby catkowite g i h, dla ktorych liczba w(%)3 nalezy do przedziatu

(%:2), gdyz warunek ten jest réwnowazny relacji

33
9 (/L. /2
h < ( 2w’ w) ’

a w kazdym niepustym przedziale otwartym na prostej rzeczywistej istnieje
liczba wymierna. Na mocy stwierdzenia wykazanego w pierwszym akapicie roz-
wiazania istniejg dodatnie liczby catkowite a, b, ¢, d, dla ktérych

(g ) 3 ad+ 0
wl>) = ———=.

h A3+ d3

Stad uzyskujemy poszukiwane przedstawienie
(ah)3 + (bh)?
(cg)® + (dg)*
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Zawody druzynowe

1. Dana jest taka liczba pierwsza p, ze liczba ¢ = 2p+ 1 takze jest pierwsza.
Udowodnié, ze istnieje dodatnia liczba calkowita podzielna przez g, ktérej suma
cyfr w zapisie dziesietnym wynosi co najwyzej 3.

Rozwiazanie:

Jezeli p = 2, to ¢ = 5 i liczba 10 podzielna przez ¢ ma wymagana wlasnosé.
Mozemy wiec zalozyé, ze p > 2, czyli g jest liczbg pierwszg wieksza od 5.

Jedli istnieje dodatnia liczba catkowita m, dla ktdérej ma miejsce podzielnoéé
q]10™+1, to liczba 10™ + 1 spelnia warunki zadania. Przyjmijmy wobec tego,
ze taka liczba m nie istnieje. Na mocy malego twierdzenia Fermata liczba

1071 = 1=10% — 1 = (10° — 1)(107 + 1)

jest podzielna przez q. W my$l uczynionego przed chwilg zalozenia drugi czyn-
nik nie jest podzielny przez q i w takim razie ¢ | 107 — 1.

Niech n bedzie najmniejsza dodatnia liczba catkowita, dla ktérej g | 10™ — 1.
Z podzielnosci ¢| 107 — 1 wynika, ze liczba pierwsza p jest podzielna przez n.
Stad n = 1 lub n = p; pierwsza mozliwo$¢ jednak odpada, gdyz podzielnosé
q| 10" — 1 = 9 przeczy zalozeniu ¢ > 5. Wobec tego kazda z liczb 10* dla
k=1,2,3,...,p— 1 daje reszte inng niz 1 przy dzieleniu przez q. Co wiecej,
reszty te sg rézme: gdyby liczby 10% oraz 10¢, gdzie 1 < k < £ < p — 1, dawaty
jednakowe reszty z dzielenia przez g, to réznica 10° — 10F = 10%(10¢7% — 1),
i w konsekwencji takze liczba 10¢~% —1, bylaby podzielna przez q, wbrew stwier-
dzeniu z poprzedniego zdania.

Zatem reszty z dzielenia p liczb

10, 10', 10% ..., 10P7!

przez q sa rozne, zadna z nich nie jest réwna 0 oraz — na mocy zalozenia
przyjetego w drugim zdaniu drugiego akapitu — zadna nie jest réwna g — 1. To
oznacza, ze przy dzieleniu p liczb

—-1-10°, —-1-10', —-1-10% ..., —1—10""1

przez q réwniez otrzymamy rozne reszty, a przy tym zadna z nich nie bedzie
rowna 0 ani ¢ — 1. Stad wniosek, ze reszty z dzielenia wypisanych 2p liczb
przez g naleza do (2p — 1)-elementowego zbioru {1,2,3,...,¢—2}. Istnieja wiec
wykladniki k, £ € {1,2,3,...,p— 1}, dla ktérych liczby 10 oraz —1 — 10° daja
jednakowe reszty z dzielenia przez q. Liczba 10F — (—1 — 10%) = 10F + 10 + 1
jest wéwcezas podzielna przez g, co konczy rozwiazanie, gdyz suma cyfr zapisu
dziesietnego tej liczby wynosi 3.
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2. Na ptlaszczyznie dany jest skoniczony zbiér punktéw, wérdd ktérych zad-
ne trzy nie leza na jednej prostej. Niech S oznacza zbiér wszystkich wielokatow
wypuklych o wierzchotkach w tym zbiorze (jako wielokaty wypukle traktujemy
réwniez zbidr pusty, pojedyncze punkty oraz odcinki). Dla dowolnego wielokata
P € S przez a(P) i b(P) oznaczamy odpowiednio liczbe punktéw na obwodzie
i na zewnatrz wielokata P. Wykazaé, ze dla kazdej liczby rzeczywistej x zacho-

dzi réwnosé
PeS

Rozwiazanie:

Niech p bedzie dowolna liczba rzeczywista z przedzialu (0;1). Pomalujmy
niezaleznie kazdy punkt danego zbioru na bialo z prawdopodobienstwem p,
a na czarno z prawdopodobienstwem 1 — p. Wowczas dla ustalonego wielokata
P € 8 liczba p™P )(1fp)b(P ) jest prawdopodobienstwem zdarzenia polegajacego
na tym, ze wszystkie wierzchotki wielokata P zostaly pomalowane na biato,
a wszystkie punkty rozwazanego zbioru lezace na zewnatrz wielokata P zostaly
pomalowane na czarno.

Dla réznych wielokatéw Py, P, € S odpowiadajace im zdarzenia opisane
w poprzednim zdaniu wykluczaja si¢ wzajemnie. Wynika to z faktu, ze dla
dwéch réznych wielokatow wypuklych na plaszezyznie istnieje taki wierzchotek
jednego z nich, ktory lezy na zewnatrz drugiego wielokata — zdarzenie zwiazane
z jednym wielokatem moze wéwczas mieé¢ miejsce tylko wtedy, gdy wierzchotek
ten jest bialy, a zdarzenie zwigzane z drugim wielokatem moze mie¢ miejsce
tylko wtedy, gdy wierzcholek ten jest czarny.

Wobec tego suma

(*) Z pa(P b(P)

PeS

jest prawdopodobienstwem istnienia takiego wielokata wypuklego o wierzchol-
kach w danym zbiorze, ze wszystkie jego wierzcholki sg biate, a wszystkie punk-
ty lezace na zewnatrz wielokata sa czarne. Jednak taki wielokat istnieje dla
dowolnego pokolorowania rozwazanych punktéw na bialo i czarno. Wystarczy
bowiem rozwazy¢ zbior wszystkich punktéw biatych oraz jego otoczke wypu-
kiq, czyli najmniejszy wielokat wypukly zawierajacy wszystkie punkty biate.
Wierzchotkami tego wielokata sa te punkty biale, przez ktore mozna poprowa-
dzi¢ taka prosta, ze wszystkie pozostale biate punkty leza po jednej jej stronie.
Bokami tego wielokata sa natomiast te odcinki laczace pary punktéw biatych,
ze wszystkie pozostate punkty biale leza po jednej stronie prostej zawierajacej
6w odcinek. (Jezeli liczba punktéw biatych wynosi 0, 1 lub 2, to jako otoczke
wypukla otrzymujemy odpowiednio zbior pusty, pojedynczy punkt lub odci-
nek.)
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W efekcie wyrazenie (k) jest réwne 1 dla kazdej liczby rzeczywistej p € (0;1).
Poniewaz jest ono wielomianem zmiennej p, wiec jest ono réwne 1 dla dowolnej
liczby rzeczywistej p.

3. Wykazaé, ze dla dowolnych nieujemnych liczb rzeczywistych a, b, ¢ spel-
niajacych warunek a + b+ ¢ = 1 prawdziwa jest nieréwnosé

2 2 2
b+b be < —.
a“b+ 0"c+ c"a + abc 57

Rozwiazanie:

Lewa strona dowodzonej nieréwnosci nie zmienia si¢ pod wplywem cyklicz-
nego przestawienia symboli a, b, ¢, zatem mozemy ograniczy¢ sie do rozpatrze-
nia dwoch przypadkéw: a > b > c oraz a > ¢ > b.

Przypadek 1: a > b > c. Wtedy spelniona jest nieréwnosé

(a—=0b)(b—c)ec>0.
Wymnazajac nawiasy otrzymujemy zaleznoéé abc — ac? — b%c + bc? > 0, czyli
b2c + ?a < abe + be?.

Dodajac teraz do obu stron liczbe a?b + abc, a nastepnie stosujac nieréwnoéé
pomiedzy Srednig arytmetyczna i geometryczna, dostajemy

a’b 4 b?c+ c*a+abec < a*b+ 2abc + bc? = b(a +c)* = b(1 —b)? =

3
_ b l=b 4 1-b
4.h- blib\gl.y —
2 2 3

I

=~
S
w| =
~__
w

I

]
S

Przypadek 2: a > ¢ > b. Tym razem prawdziwa jest nieréwnosé
a(c—=b)(a—c) >0,

z ktérej uzyskujemy a’c — ac? — a?b + abe > 0, czyli a?b + c?a < a®c + abe. Po
dodaniu liczby b%c 4+ abc do obu stron otrzymujemy zaleznosé

a’b +b*c + c*a + abe < c(a + b).

4
Na koniec tak jak w Przypadku 1 uzasadniamy, ze c(a + b)? < 77
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4. Czworoscian T} jest zawarty w czworoscianie T5. Dowiesé, ze suma dlu-
gosci wszystkich krawedzi czworoécianu T nie przekracza % sumy diugosci

3
wszystkich krawedzi czworoscianu T5.

Rozwiazanie:
Rozumowanie podzielimy na nastepujace trzy kroki, z ktérych oczywiscie
wynika zadana teza:

1. Suma dlugosci wszystkich krawedzi czworodcianu nie przekracza dwu-
krotnosci obwodu Sciany o najwiekszym obwodzie.

2. Obwdd tréjkata zawartego w czworoscianie nie przekracza obwodu figury
otrzymanej jako przekrdj czworodcianu plaszczyzna zawierajaca 6w tréj-
kat.

3. Obwdd przekroju czworoécianu plaszczyzna nie przekracza % sumy diu-
goéci wszystkich krawedzi czworodcianu.

Krok 1: Niech ABCD bedzie czworo$cianem, w ktérym Sciana ABC ma
najwiekszy obwdd. Wtedy suma obwodéw wszystkich czterech Scian nie prze-
kracza czterokrotnosci obwodu $ciany ABC'. Z drugiej strony, kazda krawedz
nalezy do dwoch écian i w takim razie uzyskana suma jest dwukrotnoscia sumy
dtugosci wszystkich krawedzi danego czworoécianu. Wynika stad postulowana
nier6wnoéc.

Krok 2: Wlasnosé ta wynika wprost z ogdélniejszego stwierdzenia moéwiace-
go, ze obwod wielokata wypuklego zawartego w innym wielokacie wypuklym
nie przekracza obwodu tego innego wielokata. By uzasadni¢ to stwierdzenie
przypusémy, ze wielokat wypukly W, zawiera sie w wielokacie wypuklym W.
Dla kazdego boku wielokata W; poprowadzmy z obu jego koncéw pdlproste
prostopadte do tego boku i wychodzace na zewnatrz wielokata; w ten sposéb
powstanie pdipas, w ktérym zawiera si¢ pewien fragment wielokata WWs. Na mo-
cy nieréwnosci trojkata dlugosé tego fragmentu jest réwna co najmniej dtugosci
wybranego boku wielokata W,;. Poniewaz pdélpasy uzyskane w opisany sposéb
dla réznych bokéw wielokata W maja parami rozlaczne wnetrza, wigc laczna
dtugosé fragmentéw wielokata W, zawartych w potpasach — i tym bardziej ob-
wobd calego wielokata W, — jest réwny co najmniej sumie dlugosci wszystkich
bokéw wielokata W;.

Krok 3: Niech 7 bedzie plaszczyzna przecinajaca czworoscian ABCD oraz
niech A’, B’, C', D' beda rzutami prostokatnymi odpowiednio wierzcholkéw
A, B, C, D na te plaszczyzne. W my$l stwierdzenia wykazanego w Kroku 2
obwéd figury otrzymanej w przekroju nie przekracza obwodu figury (tréjkata
lub czworokata) otrzymanej jako rzut prostokatny catego czworoscianu. Ponad-
to dlugosé rzutu dowolnego odcinka nie przekracza diugosci samego odcinka.

Wobec tego wystarczy uzasadnié, ze obwod rzutu czworo$cianu nie przekracza
%(A’B’ +B'C'+C'A+AD +B'D +C'D").
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Przyjmijmy najpierw, ze rozpatrywany rzut jest tréjkatem; niech na przy-
klad punkt D’ lezy wewnatrz lub na brzegu tréjkata wyznaczonego przez punk-
ty A’, B’, C'. Wéwczas na mocy nieréwnoéci tréjkata uzyskujemy

AID/ BID/ B/D/ C/DI CID/ A/D/
A'D'+BD +C'D = ;r + ;L + ;

A'B" B'C" C'A
> .
2 + 2 * 2

=

Zatem
AB +B'C'+C'A+AD +BD +C'D' > %(A’B’ + B'C'+C'A).

Niech z kolei rzut czworoscianu na plaszczyzne m bedzie czworokatem; przyj-
mijmy, ze punkty A’, B, C', D’ sa jego kolejnymi wierzchotkami. Oznaczmy
przez E’ punkt przeciecia przekatnych tego czworokata. Wtedy

AC'+B'D' =A'E' +E'C'+ BE +E'D =
A/El _|_ E/B/ B/E/ _|_ E/C/ C/E/ _|_ E/Dl D/E/ + EIA/
= + + + >
2 2 2 2
AIB/ + B/CI + CID/ + D/A/
2 2 2 2

=
1 w rezultacie

A/B/+B/cl+ch/+D/Al+Alcl+B/DI>

oW

(A'B'+B'C'+C'D' + D' A").

Otrzymane w obu przypadkach nier6wnosci koncza Krok 3 i rozwigzanie
zadania.
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Pierwszy Mecz Matematyczny

1. Dana jest liczba pierwsza p > 3 oraz liczba calkowita r. Udowodnié,
ze istnieja takie liczby catkowite z i y, ze liczba 222 + 3y? — r jest podzielna
przez p.

Rozwiazanie:
Liczby
2.0%, 2-1%, 2.2% ... 2. (2)?

daja rézne reszty z dzielenia przez p. Rzeczywiscie, przypusémy, ze dla pewnych
wartosci 4,5 € {0,1,2,...,%} liczby 2i? oraz 252 dajg takie same reszty
z dzielenia przez p; wtedy réznica 2i2 — 252 = 2(i — j)(i + j) jest podzielna
przez p, a poniewaz 0 < @+ j < p, wiec jest to mozliwe jedynie dla ¢ = j.
Analogicznie uzasadniamy, ze liczby

=302 +7r, -3-1%47r -3-224r ..., =3-(5)+r
daja rézne reszty z dzielenia przez p: istotnie, z podzielnoSci réznicy
(=31 1) = (=35" +1) = 3( —)(j +1)

przez p oraz z nieréwnosci 0 < ¢, j < %p i p > 3 wynika zaleznosé¢ i = j.
Poniewaz w obu ciagach wypisaliSmy tacznie p+ 1 liczb, wiec istnieje liczba
w pierwszym ciggu, ktéra daje taka sama reszte z dzielenia przez p, jak pewna
liczba w drugim ciagu. Zatem dla pewnych wartosci x,y € {0,1,2,..., p—;l}
liczby 222 oraz —3y? + r daja jednakowe reszty z dzielenia przez p. W tej

sytuacji réznica tych liczb, réwna 222 + 3y? — r, jest podzielna przez p.

2. Wyznaczy¢ wszystkie takie dodatnie liczby catkowite n, ze liczby n i 2" +1
maja te same dzielniki pierwsze.

Rozwigzanie:

Odpowiedz: n = 3.

Przypusémy, ze liczba n spelnia warunki zadania. Liczba 2™ + 1 jest nie-
parzysta, wiec liczba n réwniez musi by¢ nieparzysta. Zatem liczba 2" daje
reszte 2 z dzielenia przez 3 1 w efekcie liczby 2™ 4 1 oraz n sa podzielne przez 3.

Zalozmy, ze liczba n nie jest potega trojki o wyktadniku catkowitym. Wobec
tego ma ona dzielnik pierwszy wiekszy od 3. Niech p > 3 bedzie najwickszym
dzielnikiem pierwszym liczby n. Iloraz 2 jest liczba nieparzysta i w zwiazku
z tym liczba 2™ 4 1 jest podzielna przez 2P 4+ 1. Wykazemy, ze liczba 2P 4 1
ma dzielnik pierwszy g wiekszy od p. Bedzie stad wynikalo, ze liczba 2™ 4 1
ma dzielnik pierwszy ¢, ktéry nie jest dzielnikiem liczby n, wbrew warunkom
zadania.
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W rozktadzie
4 1=1°7 — (=2)P = (1 +2)(1 + (=2) + (=2)* +... + (=2)P 1)

drugi czynnik, jako suma p sktadnikéw dajacych reszte 1 z dzielenia przez 3,
nie jest podzielny przez 3. To oznacza, ze liczba 2P 41 nie jest podzielna przez 9
i w takim razie ma dzielnik pierwszy q > 3. Liczba 22P — 1 = (2P 4+ 1)(27 — 1)
jest wowczas podzielna przez g. Niech m bedzie najmniejsza dodatnia liczba
calkowita, dla ktérej spelniona jest podzielnosé ¢ | 2™ — 1. Wtedy m | 2p, a przy
tym nieréwno$é q > 3 wskazuje, ze m > 2, za$ podzielnosé ¢q | 2P + 1 dowodzi,
ze m # p. Zatem m = 2p. Jednak na mocy malego twierdzenia Fermata mamy
q|297! — 1 i w rezultacie m | ¢ — 1, skad uzyskujemy ¢ > m +1=2p+1 > p.
Istotnie wiec liczba 2P + 1 ma dzielnik pierwszy g > p.

Udowodniliémy w ten sposéb, ze liczba n musi by¢ potega tréjki o wyklad-
niku catkowitym. Jezeli ten wykladnik jest réwny co najmniej 2, to 9| n i liczba
2" + 1 jest podzielna przez 2° +1 = 513 = 3% - 19, czyli ma ona dzielnik pierw-
szy 19, ktéry nie jest dzielnikiem liczby n. To dowodzi, ze jedynie liczba n = 3
moze spelnia¢ warunki zadania i bez trudu przekonujemy sie, ze istotnie tak
jest.

3. Wyznaczy¢ wszystkie wielomiany W (x) o wspdlezynnikach catkowitych
i nastepujacej wlasnosci: istnieje taka liczba catkowita M, ze dla dowolnej liczby
calkowitej n > M liczba W (3™ — n) jest potega liczby pierwszej.

Rozwigzanie:

Odpowiedz: Jedynymi wielomianami o opisanej wlasnosci sa wielomiany sta-
te, rowne potedze liczby pierwszej.

Udowodnimy, ze wielomian W (z) o wspélczynnikach catkowitych, rézny od
wielomianu stalego, nie moze spelnia¢ warunkéw zadania.

W tym celu wykazemy najpierw, ze zbior liczb pierwszych, bedacych dziel-
nikami co najmniej jednej z liczb W (n) dla catkowitych wartosci n, jest nieskon-
czony. Jezeli wyraz wolny wielomianu W (z) jest réwny zeru, to dla kazdej liczby
calkowitej n # 0 prawdziwa jest podzielnoéé n | W(n) i rozwazane stwierdzenie
jest prawdziwe. Przypu$émy wiec, ze wyraz wolny wielomianu W (x) wynosi
a # 0 i wezmy pod uwage wielomian zadany wzorem G(z) = 2W (az). Wielo-
mian G(x) nie jest staly oraz ma wspolezynniki catkowite, gdyz zar6wno wyraz
wolny, jak i wspdlczynnik przy dowolnej dodatniej potedze zmiennej z w wielo-
mianie W (ax) jest podzielny przez a. Co wiecej, wyraz wolny wielomianu G(x)
jest rowny 1. Poniewaz dla kazdej liczby catkowitej n wszystkie dzielniki pierw-
sze liczby G(n) sa dzielnikami liczby W (an), wiec wystarczy wykazaé pierwsze
zdanie akapitu dla wielomianu G(x) zamiast wielomianu W (z).

Przypué¢my w tym celu, ze istnieje tylko skonczenie wiele réznych liczb
pierwszych p1, po, ..., pr, ktére sa dzielnikami wartosci wielomianu G(x) dla
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argumentéw calkowitych. Z réwnosci G(0) = 1 wynika, ze G(x) = 1 + zH (x)
dla pewnego wielomianu H (z) o wspélczynnikach catkowitych. Zatem dla kaz-
dej liczby caltkowitej n liczba G(np1ps ...px) =1+ np1ps ... prH(npips2 ... pr)
daje reszte 1 z dzielenia przez wszystkie z liczb py, po, ..., Pk, a wiec nie jest
podzielna przez zadna z tych liczb pierwszych. Na podstawie okreslenia tych
ostatnich oznacza to, ze liczba G(np1ps . . . pi) nie ma zadnych dzielnikéw pierw-
szych i w konsekwencji G(npips ...px) = £1 dla dowolnej liczby catkowitej n,
w sprzecznodci z faktem, ze wielomian G(z) nie jest staly.

Zatem istnieja liczby pierwsze p > ¢ > 3, ktore sa dzielnikami wartosci
wielomianu W (x) dla pewnych argumentéw catkowitych. Niech wigc a i b beda
takimi liczbami calkowitymi, ze spelnione sa podzielnosci p| W(a) i q| W (b).
Aby uzasadnié, ze wielomian W (z) nie ma wlasnosci opisanej w tresci zadania,
wykazemy, ze dla dowolnej liczby calkowitej M istnieje taka liczba catkowita
n > M, ze liczba W (3™ —n) jest podzielna zaréwno przez p, jak i przez ¢ (a wiec
nie jest potega liczby pierwszej).

W tym celu zauwazmy najpierw, ze dla dowolnych liczb catkowitych y i 2z
podzielnoéé p |y — z pociaga za soba podzielnoéé p| W (y) — W(z) i analogicznie
dla liczby ¢ w miejsce p, gdyz réznica W(y) — W(z) jest suma wyrazen po-
staci cx(y* — 2¥), gdzie ¢, jest catkowitym wspétczynnikiem przy potedze x*
w wielomianie W (z), a kazda z réznic y* — 2z jest podzielna przez y — 2. By
udowodni¢ ostatnie zdanie poprzedniego akapitu nalezy wiec uzasadnié, ze dla
dowolnej liczby catkowitej M istnieje taka liczba catkowita n > M, ze liczby
3" —n ia daja te same reszty z dzielenia przez p, a liczby 3" —n i b daja te
same reszty z dzielenia przez q.

Dla dowolnych liczb catkowitych y > z > 0 z podzielnosci p—1 | y — z wynika
podzielnoéé p | 3¥ —3% i analogicznie dla liczby g w miejsce p. Rzeczywiscie, jezeli
y—z = t(p—1) dla pewnej liczby catkowitej ¢ > 0, to 3V — 3% = 3*[(3P~1)! — 1],
a liczba w nawiasie kwadratowym jest podzielna przez 3?~! — 1 i tym bardziej
— na mocy malego twierdzenia Fermata — jest podzielna przez p.

Liczby ¢ — 1 i g sa wzglednie pierwsze, wiec na podstawie chinskiego twier-
dzenia o resztach istnieje liczba catkowita w podzielna przez q — 1, ktora przy
dzieleniu przez ¢ daje taka sama reszte jak liczba —b + 1. Co wiecej, liczba p
jest wzglednie pierwsza z kazda z liczb ¢ — 1, g, p — 1. Korzystajac raz jesz-
cze z chinskiego twierdzenia o resztach otrzymujemy liczbe catkowita n > M,
ktéra przy dzieleniu przez (¢ — 1)g(p — 1) daje taka sama reszte jak liczba w,
a przy dzieleniu przez p daje taka sama reszte jak liczba —a+3". W tej sytuacji
z podzielnosci ¢ — 1| n oraz q|n — (—b+ 1) wynika, ze liczba 3" — n daje przy
dzieleniu przez q taka sama reszte jak liczba 3° — (—b+1) = b, a z podzielnosci
p—1|n—woraz p|n— (—a+3") wynika, ze liczba 3™ —n daje przy dzieleniu
przez p taka sama reszte jak liczba 3% — (—a + 3%) = a. Rozwiazanie jest wiec
zakonczone.
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4. Niech Ay, Asg, ..., Aj01 beda réznymi podzbiorami zbioru {1,2,...,n}.
Przypus$émy, ze suma dowolnych 50 sposréd tych podzbioréw ma wiecej niz
50

211 elementow. Dowies¢, ze wsrod danych podzbioréw istnieja takie trzy, ze

dowolne dwa z nich maja niepusta czes¢ wspolna.

Rozwiazanie:

Narysujmy na plaszczyznie wszystkie wierzcholki pewnego 101-kata forem-
nego i oznaczmy je kolejno liczbami 1, 2, ..., 101. Nastepnie potaczmy od-
cinkiem wszystkie pary réznych punktéow oznaczonych liczbami ¢ oraz j, dla
ktérych zbiory A; oraz A; maja niepusta czeS¢ wspélna. Nalezy udowodnié, ze
wérdéd poprowadzonych odcinkéw istnieja trzy odcinki tworzace tréjkat.

Przypu$émy wiec, wbrew tej tezie, ze nie powstal zaden tréjkat z nary-
sowanych odcinkéw. Przyjmijmy najpierw, ze istnieje co najmniej 51 takich
wierzchotkéw, ze z kazdego z nich wychodzi co najmniej 51 odcinkéw. Niech A
bedzie jednym z takich wierzchotkdéw. Wéwczas wérdéd pozostatych 100 wierz-
chotkéw istnieje co najwyzej 49 wierzchotkéw nie polaczonych z A oraz co
najmniej 50 wierzchotkéw potaczonych odcinkiem z przynajmniej 51 innymi
wierzchotkami. Stad wniosek, ze istnieje wierzcholek B polaczony z co najmniej
51 innymi wierzchotkami, w tym z wierzchotkiem A. Ponadto wéréd 99 wierz-
chotkéw réznych od A i B istnieje co najwyzej 49 wierzchotkéw nie potaczonych
z A oraz co najwyzej 49 wierzchotkdéw nie polaczonych z B. Wobec tego istnieje
wierzcholek C polaczony z A oraz z B. Zatem dowolne dwa sposréd wierzchol-
kéw A, B i C sg potaczone odcinkiem i otrzymujemy sprzecznosé z uczynionym

przypuszczeniem.
W takim razie istnieje co najmniej 51 takich wierzchotkéw, ze z kazdego
z nich wychodzi co najwyzej 50 odcinkéw. Niech i1, 9, ..., i51 beda réznymi

numerami takich wierzchotkéw. Wtedy zbiér A;, jest rozlaczny z co najmniej

50 sposréd pozostalych 100 danych zbioréw. Na mocy warunkéw zadania suma

tych co najmniej 50 zbioréw ma wiecej niz %n elementéw. To oznacza, ze

zbiér A;, ma mniej niz 5%11 elementéw. Analogiczne rozumowanie dowodzi, ze
takze zbiory A;,, Ai,, ..., Ai;, maja mniej niz 5%71 elementéw. W rezultacie
suma A;, UA;, U...UA,;, ma mniej niz g—(l)n elementdw, co przeczy zatozeniom

zadania i konczy rozwiazanie.

5. W pewnym mieécie zadna osoba nie zna wszystkich pozostalych, a do-
wolne dwie osoby, ktére sie nie znaja, maja wspolnego znajomego. Ponadto
spelniona jest réwnosé

2 2 2 2
aj+a5+...+a, =n"—n,

gdzie n oznacza liczbe wszystkich mieszkancéow miasta oraz dla ¢ =1,2,...,n
symbol a; oznacza liczbe znajomych i-tego mieszkanca.
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Niech k oznacza minimalng liczbe mieszkancow, ktérych mozna tak posa-
dzié¢ przy okraglym stole (co najmniej trzyosobowym), ze kazdy siedzi miedzy
swoimi znajomymi. Wyznaczy¢ wszystkie mozliwe wartosci k.

Rozwiazanie:

Odpowiedz: k = 5.

Nazwijmy trdjkq polgczong tréjke (A, B, C) zlozona z mieszkaficéw miasta,
w ktorej osoby A i B sie znaja oraz osoby B i C' sie znaja. W trdjce potaczonej
mamy A # B i B # C, natomiast réwno$¢ A = C' jest mozliwa. Dla ustalonej
osoby B zaréwno osoba A, jak i osoba C' w tréjce polaczonej moze zostaé
wybrana na tyle sposobdw, ile znajomych ma osoba B. Stad wniosek, ze liczba
wszystkich tréjek potaczonych wynosi a? + a3 + ...+ a2 = n? —n.

Przyporzadkujmy teraz kazdej parze réznych mieszkancéw miasta pewna
tréjke polaczona w nastepujacy sposéb: jezeli osoby X i Y sie znaja, to pa-
rze (X,Y) przypisujemy trojke (X,Y, X); jezeli zas osoby X 1Y sie nie znaja,
to parze (X,Y) przypisujemy tréjke (X, Z,Y), gdzie Z jest dowolnie wybra-
nym wspélnym znajomym oséb X i Y. Tak okreslone przyporzadkowanie jest
réznowartos$ciowe. Przypusémy bowiem, ze tréjka polaczona (A, B, C) zostala
przypisana parze (X,Y). Wtedy jezeli A = C, to (X,Y) = (4, B), a jezeli
A+#C,to (X,Y) = (A,C). Zatem kazda trojka polaczona mogla zostaé przy-
pisana co najwyzej jednej parze réznych mieszkancéw miasta. Jednak liczba
takich par jest réwna n(n — 1) = n? — n. Wobec tego kazda tréjka potaczona
zostala przyporzadkowana pewnej parze réznych mieszkancéw miasta w opisa-
ny sposob.

Jezeli rozne osoby X 1Y sig¢ nie znaja, to maja doktadnie jednego wspdlnego
znajomego — gdyby dwie rézne osoby Z; i Z5 byty ich wspdélnymi znajomymi,
to jedyna para, ktérej moglyby by¢ przypisane tréjki polaczone (X, Z1,Y)
i(X,Z5,Y), bylaby para (X,Y"). To przeczy ostatniemu zdaniu poprzedniego
akapitu. Co wiecej, jezeli dwie rézne osoby X i Y maja wspélnego znajomego Z,
to nie mogg sie one znaé¢. Gdyby bowiem wszystkie sposrod oséb X, Y, Z znaly
sie nawzajem, to parom (X,Y) 1 (X, Z) bylyby przyporzadkowane odpowiednio
trojki polaczone (X,Y, X) i (X, Z, X), a wiec tréjka polaczona (X, Z,Y) nie
zostalaby przyporzadkowana zadnej parze. Stad wniosek, ze nie mozna posadzié¢
3 ani 4 0s6b przy okraglym stole w wymagany sposéb i w konsekwencji liczba k,
o ile istnieje, jest rowna co najmniej 5.

Wykazemy teraz, ze liczba k istnieje. Przypu$émy w tym celu, ze zadnej
grupy mieszkancow miasta nie mozna posadzi¢ przy okraglym stole w zadany
sposob. Niech A bedzie dowolnym mieszkancem oraz niech Ay, As, ..., Ay beda
wszystkimi jego znajomymi; zadne dwie z tych k osob sie nie znaja. Kazda z po-
zostalych n — (k+ 1) 0s6b ma wspdlnego znajomego z osoba A, czyli zna jedna
7 0s6b Ay, As, ..., Ax. Wynika stad, ze 2 < k < n—2, gdyz w przypadku k = 1
osoba A1, a w przypadku k = n — 1 osoba A znalaby wszystkich pozostalych
mieszkancow miasta, wbrew warunkom zadania. Dla ¢ = 1,2,..., k oznaczmy
przez A; zbioér wszystkich znajomych osoby A; réznych od A; woéwczas zbior
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{A, A1, Ag, .. A} UAT U A UL U A jest zbiorem wszystkich mieszkancéw
miasta. Zauwazmy tez, ze dlai = 1,2, ..., k jedynym znajomym dowolnej osoby
ze zbioru A; jest osoba A;. Rzeczywiscie, dwie rézne osoby z tego zbioru maja
wspoélnego znajomego A;, a wiec nie moga sie znaé¢. Z drugiej strony, gdyby
osoba X € A; znala osobg Y # A;, to albo Y = A;, albo Y € A; dla pew-
nego j. Jednak w pierwszym przypadku osoby A i X maja dwoch wspd6lnych
znajomych: A; oraz A;, a w drugim przypadku mozemy posadzi¢ osoby A, A,
X, Y, A; w tej kolejnoéci przy okraglym stole, w sprzecznoéci z zatozeniem
uczynionym w drugim zdaniu akapitu. Wynika stad roéwniez, ze dla i # j zbio-
ry A; oraz A; sa roztaczne, gdyz osoba nalezaca do obu tych zbioréw znataby
jednoczesnie osoby A; oraz A;, wbrew temu, ze kazda osoba ze zbioru A; zna
tylko osobe A;. Nastepnie, lgczna liczba elementéw zbioréw Ap, Asa, ..., Ax
wynosi n— (k+1), a wiec jest dodatnia na mocy nieréwnosci k < n — 2. Zatem
co najmniej jeden z tych zbioréw jest niepusty. Niech na przyktad do zbioru A,
nalezy pewna osoba C'. Wtedy osoba ta zna tylko osobe Aj, ktéra z kolei zna
jedynie osoby A i C oraz inne osoby ze zbioru A;. W tej sytuacji osoby C' i Asy
si¢ nie znaja oraz nie maja wspélnego znajomego, co jednak przeczy warunkom
zadania.

UdowodniliSmy w ten spos6b istnienie liczby k. Zalézmy teraz, ze k > 6
iniech Ay, Ay, As, ..., Ax beda osobami, ktére mozna posadzi¢ przy okraglym
stole tak, aby dowolne dwie sasiednie osoby sie znaly. Gdyby osoby A; i Ay
si¢ znaly, to mozna by usunaé osoby A, i As i uzyskaé rozmieszczenie k — 2
0s6b przy stole, wbrew minimalnosci liczby k. To oznacza, ze osoby A1 i Ay
sie nie znaja, a zatem maja wspolnego znajomego B. Ponadto B # As oraz
B # As, gdyz rownos¢ B = Ay oznaczalaby, ze dowolne dwie wsrdéd oséb
Asy, Az, Ay sie znaja, a rowno$é B = As oznaczalaby, ze dowolne dwie wsréd
0séb Ay, As, Az sie znaja. W efekcie mozna posadzié przy stole osoby Ay, As,
As, Ay, B w wypisanej kolejnosci, co znéw przeczy minimalnosci liczby k.
Uzyskane we wszystkich przypadkach sprzecznoéci wskazuja, ze jedyna mozliwa
wartoscia liczby k jest 5.

Na koniec pozostaje stwierdzi¢, ze istnieje co najmniej jeden uklad zna-
jomosci, dla ktérego kK = 5 oraz spelnione sg warunki zadania. Taki uklad
otrzymujemy rozmieszczajac 5 0séb wokot stolu i przyjmujac, ze dwie osoby
sie znaja wtedy i tylko wtedy, gdy siedza obok siebie.

6. Dana jest liczba catkowita n > 1. W pewnym kraju z kazdego miasta
istnieja bezposrednie loty do co najmniej n innych miast (polaczenia sa obu-
stronne), a ponadto z kazdego miasta mozna dolecie¢, by¢ moze z przesiadkami,
do kazdego innego. Dowiesé, ze istnieje takich n réznych miast My, Ms, ..., M,
zedlai=1,2,...,n— 1 miasta M; oraz M;; maja bezposrednie polaczenie,
a miedzy dowolnymi dwoma sposréd pozostalych miast mozna odby¢ podrdz
omijajaca te n miast.
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Rozwiazanie:

Niech k bedzie najwieksza dodatnig liczba catkowita, dla ktérej istnieje ciag
k réznych miast, w ktéorym dowolne dwa sasiednie miasta maja bezposrednie
polaczenie. Niech ponadto My, Ms, ..., M} bedzie ciagiem o opisanej przed
chwilg wlasnosci. Z maksymalnosci liczby k wynika, ze tego ciagu nie mozna
wydtuzyé o dodatkowe jedno miasto. Zatem wszystkie miasta, do ktérych moz-
na bezposrednio dolecie¢ z miasta My, naleza do (k — 1)-elementowego zbioru
{My, Ms, ..., Mr_1}. Otrzymujemy stad nieréwnos$é k—1 > n, czyli k > n+1.

Wykazemy, ze miasta My, Mo, ..., M, spelniaja postulowany warunek.
W tym celu wystarczy udowodnié, ze z dowolnego innego miasta mozna dolecie¢
do jednego z miast M,,+1, My2, ..., Mj nie odwiedzajac po drodze zadnego

z miast My, Mo, ..., M,.

Przypusémy, ze ostatnie zdanie jest nieprawdziwe. W my$l zalozen zadania
z dowolnego miasta mozna dolecie¢ do jednego z miast My, M, ..., M. Wobec
tego przyjete zalozenie oznacza, ze niepusty jest zbiér S zlozony z wszystkich
miast X & {My, Ms, ..., M,} o nastepujacej wlasnosci: na trasie dowolnej po-
drozy z miasta X do ktéregokolwiek z miast My, 11, M, 12, ..., M} trzeba odwie-
dzié¢ przynajmniej jedno z miast M;, M, ..., M,. W takim razie z kazdego mia-
sta nalezacego do zbioru § mozna dolecieé¢ do ktéregos z miast My, Ms, ..., M,
nie odwiedzajac po drodze zadnego z miast M, 41, My42, ..., My. Stad wnio-
sek, ze w zbiorze S istnieje miasto majace bezposrednie polaczenie z co naj-
mniej jednym z miast My, M, ..., M,. Istnieje wiec najmniejszy taki wskaznik
i €{1,2,...,n}, ze miasto M; ma bezposrednie polaczenie z pewnym miastem
ze zbioru S, ktére oznaczymy przez N;_1.

Rozpatrzmy teraz taki cigg roznych miast ze zbioru S rozpoczynajacy sie od
miasta N;_; i majacy najwieksza mozliwa dtugosé, ze dowolne dwa sasiednie
miasta maja bezposrednie polaczenie. Oznaczmy ten ciag przez N;_1, N;_q,
Ni_3, ..., Nj, gdzie j jest pewng liczba calkowita. Poniewaz w ciggu réznych
miast Nj, Njy1, ..., Ny—1, My, M1, ..., M dowolne dwa sgsiednie miasta
maja bezposrednie polaczenie, wiec z maksymalnosci liczby k& uzyskujemy nie-
réwnos¢ j > 1. Z drugiej strony, na mocy wyboru ciggu w niniejszym akapicie
oraz wyboru liczby ¢ miasto N; nie ma bezposredniego polaczenia z zadnym
miastem ze zbioru S\ {N;j+1, Njy2,..., N;—1} ani z zadnym miastem ze zbioru
{Ml, ]\427 ey Mifl}. Zbiér {Nj+1, Nj+27 N ,Nifl, Mi, Mi+17 ey Mn} ma CcO
najwyzej n — 1 elementéw, wiec istnieje miasto Y nie nalezace do tego zbioru,
ktére ma bezpoérednie potaczenie z miastem N;. Jak wykazaliémy przed chwi-
la, Y € Soraz Y & {M;y, Ms,...,M,}. Stad i z okreslenia zbioru & wynika,
ze 7z miasta Y mozna dolecie¢ do ktérego$ z miast M, 11, M4, ..., My nie
odwiedzajac po drodze zadnego z miast My, My, ..., M,. Wéwczas jednak ta-
ka podréz jest mozliwa réwniez z miasta N; przez miasto Y, wbrew temu, ze
Nj €S.

Uzyskana sprzecznos¢ dowodzi, ze miasta My, M, ..., M, maja wymagana
wlasnosc.
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7. Liczby rzeczywiste a, b, ¢ o wartoéciach bezwzglednych nie przekracza-
jacych 1 spelniaja warunek

1+ 2abe > a® + 0% + .
Wykazaé, ze dla dowolnej liczby catkowitej n > 1 zachodzi nieréwnosé

1+ 2(abe)™ > a® 4 b*" + .

Rozwigzanie:
Dany w tresci zadania warunek mozna przepisa¢ w réwnowaznej postaci

0 < 1+42abc—a®> b —c?=1-b%—c2+b*? — (a® — 2abc + b*c?) =
= (1)1 - ) (a—bo)?,
czyli
(%) (a—be)* < (1-0%)(1—c?).

Z drugiej strony, na mocy nieréwnoéci |a| < 1 dla dowolnej liczby catkowi-
tej n > 1 mamy

(@t +a" Zbe+ a3 (be)? + ...+ (be)" 1) =

— |an—1 +an—2bc+ a"_3b202 +. o+ bn—lcn—1|2 <

< (la*= a2 [olle] + [al " [b?|e* + ... 4+ [b]" " He[*71)? <
< (1+1blle] + 6% [e]® + ...+ b "2

Stosujac nieréwnoéé¢ Schwarza stwierdzamy, ze

(L4 ]le| + [B]2|ef® + ...+ 5" He" )2 <
KA+ PP+ A4 PO A+ e + et + ..+ P,

Wobec tego

(**) (an—l + a"‘2bc+ an—S(bc)Z + ...+ (bc)n—l)2 <
S 4 [ol 4 D)L el o el o e D).

Mnozac stronami nieréwnosci (%) i (xx) otrzymujemy

(a—be)*(a™ P+ a"2be+ a3 (be)? 4 ... + (be)" 1) <
< (1= 02)(L+ [ + B + ... + B2 D) -
. (1 — Cz)(l + ‘C|2 + |C|4 o+ ‘C|2(n71)).

Stad wniosek, ze

(a™ = (be)™)* < (1= (b*)")(1 = (c*)")
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i w rezultacie
0 < (1-0)"A—(c)") = (a" = (be)")* =
- 1— b2n _ cZn 4 (bc)Qn _ (a2n _ 2(1”(1)0)” + (bC)Qn) _
1+ 2(abe)™ — a® — b*" — ",

co pociaga za sobg teze zadania.

8. Dla dowolnych liczb caltkowitych k, n > 2 ciag liczb rzeczywistych
(ap,a1,az,...,a,) nazwiemy k-wywazonym, jezeli maja miejsce réwnosci
So=851=5=...=85,_1,gdziedlai=0,1,2,...,k — 1 liczba S; jest suma
wszystkich wyrazéw danego ciagu o wskaznikach dajacych reszte ¢ z dzielenia
przez k.

Wyznaczy¢ najmniejsza taka liczbe pierwsza p, ze jedynym ciagiem 2012
liczb rzeczywistych, ktory jest g-wywazony dla kazdej liczby pierwszej q < p,
jest ciag zlozony z samych zer.

Rozwiazanie:
Odpowiedz: p = 139.
Wykazemy, ze ciag liczb rzeczywistych (ag, a1, as, ..., a,) jest k-wywazony

wtedy i tylko wtedy, gdy wielomian W (z) = ag + a1x + a2 + ... + a,a™ jest
podzielny przez wielomian G(z) =1+ x + 2% +... + 2k~
W tym celu wystarczy udowodnié, ze wielomiany W (z) oraz

P(z) = So + S1z + Sox? + ...+ Sk_lxk71

daja jednakowe reszty z dzielenia przez G(z), gdyz podzielnoéé wielomiandéw
G(z)| P(x) ma miejsce wtedy i tylko wtedy, gdy So = S1 = S2 = ... = Sk_1.
Nalezy zatem uzasadnié¢ podzielnosé¢ wielomianéw G(x) | W (z) — P(x).

Z okreslenia liczb Sp, S1, Sa, . . ., Sk—1 wynika, ze w wielomianie W (z)—P(x)
dla i = 0,1,2,...,k — 1 suma wspélczynnikéw przy potegach zmiennej x
dajacych reszte ¢ z dzielenia przez k jest réwna zeru. Zapiszmy wielomian
W(z) — P(x) jako sume Qo(z) + Q1(x) + Q2(z) + ... + Qi—1(x), gdzie dla
i=0,1,2,...,k — 1 wielomian Q;(z) jest suma wszystkich tych jednomianéw
wystepujacych w wielomianie W (z) — P(x), w ktérych potega zmiennej x da-
je reszte ¢ z dzielenia przez k. Wowczas dla ¢+ = 0,1,2,...,k — 1 wielomian
Q;(r) mozna przedstawi¢ w postaci Q;(z) = 2 R;(x¥), gdzie R;(x) jest pew-
nym wielomianem o sumie wspolczynnikéw réwnej zeru. Zatem liczba 1 jest
pierwiastkiem kazdego z wielomianéw Ro(z), Ri(x), Ra(x), ..., Rg—1(z). To
oznacza, ze wielomiany te sa podzielne przez wielomian = — 1, a wielomiany
Qo(), Q1(x), Q2(x), ..., Qu_1(x) sa podzielne przez x* — 1. W rezultacie wie-
lomian W (z) — P(x) jest podzielny przez wielomian z* —1 = (z —1)G(7) i tym
bardziej jest podzielny przez G(z).
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Wobec tego zadanie mozna przeformulowaé nastepujaco: wyznaczyé¢ naj-
mniejsza taka liczbe pierwsza p, ze jedynym wielomianem stopnia nizszego niz
2012, podzielnym przez wielomian Gy(z) =1+ x + 2 +... + 2971 dla kazdej
liczby pierwszej q < p, jest wielomian zerowy.

Udowodnimy w tym celu, ze dla réznych liczb pierwszych ¢ i ¢’ wielomia-
ny Gy(x) i G¢(x) sa wzglednie pierwsze. Dla dowodu zauwazmy, ze istnieja
dodatnie liczby catkowite a i b, dla ktérych aq — bg’ = 1. Wtedy

(1427422 4.+ 20 VNG (2) =1+a+2® +2°+... 299!
oraz
z(1+ 2+ ;v(b_l)q/)Gq/(x) —r4a?+a2®Fat 4.+
WskazaliSmy wigc wielomiany A(x) i A’(x) spelniajace zaleznosé
Aw)Gylw) — A'(@)Gy () = 1,

z ktérej wynika postulowana wzgledna pierwszosé.

Zatem dowolny wielomian jest podzielny przez wielomian G,(z) dla kaz-
dej liczby pierwszej ¢ < p wtedy i tylko wtedy, gdy jest on podzielny przez
iloczyn tych wielomianéw. Stad wniosek, ze szukana liczba p jest najmniej-
sza taka liczba pierwsza, ze iloczyn wielomianéw G¢(z) dla wszystkich liczb
pierwszych g < p jest wielomianem stopnia co najmniej 2012. Oznaczmy przez
p1 < p2 < p3 < ... ciag wszystkich liczb pierwszych. Wéwczas p = p;, gdzie
J jest najmniejszym wskaznikiem, dla ktérego

oj=(p1—1)+ P2 —1)+...+(p; — 1) > 2012.

Bezposrednio obliczamy, ze o33 = 1955 i 034 = 2093, skad p = p34 = 139.

9. W czworokacie wypuklym ABCD przekatne AC' i BD przecinaja sie
w punkcie E, a proste AD i BC przecinaja sie¢ w punkcie F'. Punkt P rézny od E
lezy wewnatrz czworokata, przy czym katy APB i CPD sa proste. Wykazad,
ze takze kat EPF' jest prosty.

Rozwiazanie:

7 warunkéw zadania wynika, ze punkt P lezy na okregu oy o érednicy AB
oraz na okregu o2 o $rednicy C'D. Nalezy natomiast udowodnié¢, ze lezy on
réwniez na okregu o o $rednicy EF. W tym celu wystarczy wykazaé, ze okregi
01, 02 i o albo maja dwa rézne punkty wspdlne, albo sa do siebie styczne
w jednym punkcie. To za$ bedzie konsekwencjg stwierdzenia, ze istnieje jedna
prosta, ktora jest osia potegowa kazdej pary sposrod nich.

Aby udowodnié istnienie takiej prostej, oznaczmy przez H punkt przecigcia
wysokosci tréjkata BCE i niech B’, C’, E’ beda spodkami wysokosci tego
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tréjkata opuszczonych odpowiednio z wierzchotkéw B, C, E. Wtedy punkty
B’ 1’ lezg na okregu o $rednicy BC, a punkty C’ i E’ lezg na okregu o $rednicy
CE. Stad otrzymujemy réwnosci

(%) HB-HB =HC-HC' = HE -HE'.

Ponadto odcinki BB’, CC’ i EE’ sa cieciwami odpowiednio okregéw o1, 02
i 0, a punkt H lezy wewnatrz kazdego z tych odcinkéw, na zewnatrz kazdego
z nich albo jest ich wsp6lnym koficem. To wraz z zaleznoéciami (x) dowodzi, ze
punkt H ma jednakowe potegi wzgledem wszystkich trzech rozwazanych okre-
gow. Analogicznie uzasadniamy, ze punkt przeciecia wysokosci trojkata ADE
ma jednakowe potegi wzgledem tych okregdw.

Jezeli oba punkty przeciecia wysokosci nie pokrywaja sie, to istnieja dwa
rézne punkty o jednakowych potegach wzgledem wszystkich trzech rozpatrywa-
nych okregéw. Wynika stad prawdziwos¢ ostatniego zdania pierwszego akapitu
rozwigzania. Przypuéémy z kolei, ze punkt H jest tez punktem przeciecia wy-
sokoéci trojkata ADE. Gdyby H # FE, to prosta HE, zawierajaca wysokosci
tréjkatéw BCE i ADE opuszczone z wierzchotka E, bylaby prostopadia do
prostych BC i AD, ktore jednak nie sg réwnolegte. Wobec tego H = FE, czyli
przekatne AC' i BD sg prostopadle. Nie tracac ogdlnosci rozwigzania mozemy
ponadto przyjaé, ze punkty E i F' leza po przeciwnych stronach prostej CD.
W tej sytuacji proste AD i BC nie sa prostopadle, gdyz w przeciwnym razie
w czworokacie wypuklym ECFD katy wewnetrzne przy wierzchotkach F i F
bylyby proste, a katy przy wierzchotkach C' i D bylyby rozwarte, co nie jest
mozliwe. Zatem w tréjkatach ACF i BDF kat przy wierzchotku F' nie jest pro-
sty. To oznacza, ze punkty przeciecia wysokosci tych tréjkatéw sa rézne od F
punkty te — podobnie jak w czwartym zdaniu tego akapitu — nie moga sie
wiec pokrywaé. Nadladujac teraz rozumowanie przeprowadzone w drugim aka-
picie dowodzimy, ze oba punkty przeciecia wysokosci maja jednakowe potegi
wzgledem okregéw o1, 05 i 0, co kohczy rozwiazanie.

10. Dany jest tréjkat ostrokatny ABC, w ktorym AB > AC. Punkty
By i Cy sa odpowiednio srodkami bokéw C'A i AB, a punkt D jest spodkiem wy-
sokos$ci opuszczonej z wierzchotka A. Okrag przechodzacy przez punkty By i Cy
jest styczny do okregu opisanego na trojkacie ABC w punkcie F réznym od A.
Udowodnié, ze srodek ciezkosci tréjkata ABC' lezy na prostej DE.

Rozwiazanie:

Oznaczmy przez Ao Srodek boku BC, a przez S — srodek ciezkosci tréj-
kata ABC. Punkt S lezy na kazdej ze srodkowych AAy, BBy, CCy i dzieli je
w stosunku 2 : 1, czyli jednokladno$é¢ o érodku w punkcie S i skali —2 odwzo-
rowuje punkty Ay, By, Coy odpowiednio na punkty A, B, C. Niech F' bedzie
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obrazem punktu D przy tej jednokladnosci. Wtedy punkty D, S, F leza na jed-
nej prostej. Teza zadania bedzie wiec udowodniona, jezeli wykazemy, ze punkty
E, D, F leza na jednej prostej, co jest rownowazne zaleznosci Z/CFE = ZCFD.

Punkt By jest érodkiem okregu opisanego na trojkacie prostokatnym ADC,
skad CoAg = %AC’ = ByD i w efekcie trapez ByCyAgD jest réwnoramienny.
Zatem takze jednokladny do niego czworokat BC AF jest trapezem réwnora-
miennym. Oznacza to w szczegdlnosci, ze punkt F' lezy na okregu opisanym
na trojkacie ABC, co pociaga za sobg rownos¢ LZCFE = LZCAE. 7 drugiej
strony, niech G bedzie rzutem prostokatnym punktu F' na prosta BC. Wow-
czas ze wzgledu na symetrie trapezu réwnoramiennego prawdziwe sa zaleznosci
BG =CD, DB = GC oraz ZCFD = /BAG.

Wobec tego nalezy udowodnié¢ zwiazek Z/CAE = /BAG.

W tym celu rozpatrzmy inwersje o sSrodku w punkcie A i dowolnym promie-
niu. Symbolem X’ bedziemy oznaczaé¢ obraz punktu X przy tej inwersji, gdzie
X jest dowolnym symbolem réznym od A. Zauwazmy, ze trojkat C'B’'A jest
podobny do tréjkata BC A.

Punkty By i Cy sa $rodkami odpowiednio odcinkéw AC i AB, wiec punkty
B’ i C" sa odpowiednio $rodkami odcinkéw ACY i AB{. Punkt E lezacy na
okregu opisanym na tréjkacie ABC' przechodzi przy rozwazanej inwersji na
punkt E’ lezacy na prostej B’C’, a ponadto

(%) /CAE = /C'AE.

Niech M’ bedzie érodkiem odcinka B{C{. Okrag opisany na tréjkacie BoCoFE
styczny w punkcie E do okregu opisanego na tréjkacie ABC' jest przy rozpatry-
wanej inwersji odwzorowywany na okrag opisany na tréjkacie B{C{E’ styczny
w punkcie E’ do prostej B’C’. Stad i z réwnoleglosci B{C{, || B'C’ wynika
prostopadiosé M'E’ 1 B’C’. W takim razie odcinek M'E’ jest wysokoScia
w trojkacie B'C' M’ przystajacym do tréjkata C’'B’A, a wiec — podobnym do
tréjkata BC'A. Stad wynikaja réwnosci stosunkéw

C'E'_CD _BG
E'B" DB GC’

ktére dowodza, ze podobiefistwo przeksztalcajace tréjkat C’'B’A na trdjkat
BC A przeprowadza punkt E’ na punkt G i w rezultacie

() /C'AE' = Z/BAG.
Z zaleznodci (x) 1 (xx) otrzymujemy zadang réwnosé¢ ZCAE = ZBAG.
11. Dowies¢, ze jezeli prosta taczaca srodki dwoch przeciwleglych krawedzi

czworoscianu przechodzi przez $rodek sfery wpisanej w ten czworoscian, to
przechodzi ona réwniez przez srodek sfery opisanej na tym czworoScianie.
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Rozwiazanie:

Oznaczmy przez ABCD dany czworoécian, a przez N — $rodek krawedzi
CD. Niech ponadto E i F beda rzutami prostokatnymi punktu C odpowiednio
na plaszczyzne ABN i na prosta AB, zas G i H niech beda rzutami prostokat-
nymi punktu D odpowiednio na plaszczyzne ABN i na prosta AB. Zauwazmy,
ze trojkaty CEN i DGN (byé¢ moze zdegenerowane odpowiednio do odcinkéw
CN i DN) sa symetryczne wzgledem punktu N, a wiec przystajace.

Prosta przechodzaca przez $rodki przeciwlegtych krawedzi AB i CD jest
zawarta w plaszczyznie ABN. Zatem plaszczyzna ta przechodzi przez srodek
sfery wpisanej w dany czworoscian i w zwiazku z tym potowi kat dwuscienny
pomiedzy Scianami ABC i ABD. To oznacza, ze miara kata przy wierzchotl-
ku F' w tréjkacie prostokatnym C'EF jest rowna mierze kata przy wierzchol-
ku H w trojkacie prostokatnym DGH. W efekcie na mocy réwnoséci CE = DG
tréjkaty prostokatne CEF i DGH sa przystajace, skad

(+) CF=DH oraz EF=GH.

Oznaczmy przez L érodek odcinka F'H. Wéwczas z pierwszej z réwnosci ()
wynika, ze tréjkaty prostokatne CF L i DH L sg przystajace, co pociaga za soba
zwigzek CL = DL. Wobec tego w trojkacie réwnoramiennym C LD odcinek LN
jest srodkowa, co prowadzi do wniosku, ze LN | CD.

W mysél ostatniego zdania pierwszego akapitu punkt N jest srodkiem odcin-
ka EG. Jednak odcinki EF i GH leza w jednej plaszczyZnie oraz sg prostopadle
do prostej AB, co wraz z druga z réwnosci () oznacza, ze czworokat HFEG
jest prostokatem (by¢ moze zdegenerowanym do odcinka), a punkty L i N sa
srodkami jego przeciwleglych bokéw. To dowodzi, ze LN | AB.

Prosta LN jest wiec prostopadla do krawedzi AB i C'D. Analogiczne ro-
zumowanie wskazuje, ze prostopadla do obu tych krawedzi jest prosta M P,
gdzie M jest érodkiem krawedzi AB, a P jest érodkiem odcinka, ktérego kon-
cami sa rzuty prostokatne punktéw A i B na prosta C'D. W przestrzeni istnieje
jednakze tylko jedna prosta przecinajaca dwie proste skosne pod katem pro-
stym. Zatem proste LN i M P pokrywaja sie, czyli L = M. W takim razie
prosta M N laczaca srodki krawedzi AB i C'D jest do prostopadta do obu tych
krawedzi. Jest wiec ona czeScia wspoélna plaszczyzn symetralnych tych krawe-
dzi. Pozostaje stwierdzié, ze $rodek sfery opisanej na danym czworoScianie lezy
na kazdej z tych plaszczyzn, a wiec lezy tez na prostej M N.
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Drugi Mecz Matematyczny

1. Niech n > 2 bedzie taka liczbg catkowita, ze réwnanie
xf—km%—l—...—i—xilexg...xn

ma co najmniej jedno rozwigzanie w dodatnich liczbach catkowitych. Udowod-
ni¢, ze réwnanie to ma nieskonczenie wiele rozwiazan w dodatnich liczbach
catkowitych.

Rozwigzanie:

Wykazemy, ze dla ustalonej wartosci n z dowolnego uktadu dodatnich liczb
calkowitych (a1, ao, ..., a,) spelniajacego dane w tresci zadania réwnanie moz-
na otrzymadé uklad dodatnich liczb catkowitych (b1, ba,...,b,), ktéry réwniez
spelnia to réwnanie, a przy tym suma by + bo + ... + b, jest wieksza od sumy
a1+ as + ...+ a,. Wowczas rozpoczynajac od dowolnego uktadu n liczb o za-
danej wlasnosci i kontynuujac to postepowanie otrzymamy nieskonczony ciag
réznych ukladéw n liczb spelniajacych warunki zadania.

Niech wiec aq, as, . .., a, beda dodatnimi liczbami catkowitymi, dla ktérych

2, 2 2
(%) ai+ay+...+a;, =a1az...a,.

Zmiana kolejnosci tych n liczb nie narusza prawdziwosci powyzszego zwiazku
i nie wptywa na warto$¢ sumy a1 + as + ...+ a,. Mozemy wobec tego zalozy¢,
ze liczba aq nie przekracza zadnej z liczb as, as, ..., a,. Potraktujmy réwnanie

t2+a§+a§+...+ai:tagag...an

jako rownanie kwadratowe ze wzgledu na zmienng ¢ przy ustalonych warto-

Sciach aso, as, ..., a,. Z zalozenia pierwiastkiem tego réwnania jest liczba

t = a;. Réwnanie to ma wiec dwa pierwiastki rzeczywiste, ktérych suma na

mocy wzoréw Viete’a wynosi asas...a,. Stad wniosek, ze liczba calkowita

t = agas . ..a, —ay roOwniez jest pierwiastkiem rozwazanego rownania.
Udowodniliémy w ten sposob, ze uktad

(bl,bg,bg,,...,bn) = (agag...an —al,ag,ag,...,an)

spelnia réwnanie dane w tresci zadania. Pozostaje jeszcze sprawdzié, ze suma
b1 + by + ...+ b, jest wieksza od sumy a; + as + ... + a,, co sprowadza sie do
nieré6wnoéci asag . ..a, —ay > aq, czyli

a3 .. .0y > 2a7.

Przypusémy, ze ostatnia zaleznosé jest falszywa. Poniewaz liczby as, as, ..., an
sg roéwne co najmniej ai, wiec 2a1 > asas3...a, > a’ll_l, skad dostajemy nie-
réwnosé 2 > a2 (ktéra moze staé sie réwnoscia jedynie wtedy, gdy wszystkie
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z liczb ag, as, ..., a, sa réwne aq). W efekcie n =2 lub a; =1 albo tezn =3
ia =2 = ay = az. Pierwszy przypadek odpada: réwnanie x? + 23 = 129
nie ma rozwigzan nawet w dodatnich liczbach rzeczywistych, gdyz lewa stro-
na wynosi co najmniej 2xixo. Trzeci przypadek rowniez odpada, poniewaz
tréjka (a1,a2,a3) = (2,2,2) nie spetia zaleznoéci a? + a3 + a3 = ajazas.
Wreszcie w drugim przypadku dostajemy asas...a, < 2a; = 2. Zatem ciag
(a1,a2,...,a,) sklada sie z n jedynek albo z n — 1 jedynek i jednej dwdéjki.

Zaden z takich ciagdéw nie spelnia jednak réwnania (x), co konezy rozwiazanie.

2. Dowiesé, ze istnieje ciag 2012 kolejnych dodatnich liczb catkowitych,
z ktorych zadna nie jest suma dwéch kwadratéow liczb catkowitych.

Rozwigzanie:

Jezeli liczba calkowita n jest podzielna przez liczbe pierwsza p = 4k + 3,
gdzie k jest liczba catkowita, ale nie jest podzielna przez p?, to liczby n nie moz-
na zapisaé¢ w postaci sumy dwéch kwadratéw liczb catkowitych. Rzeczywiscie,
przypuéémy, ze n = a? + b? dla pewnych liczb calkowitych a i b. Wtedy liczba
aP~ 40P~ = (a2)2F 1 (b2)2F ] jest podzielna przez a® +b? i tym bardziej jest
podzielna przez p. Jednak na mocy matego twierdzenia Fermata kazda z liczb
aP~1, b»~! daje reszte 0 lub 1 z dzielenia przez p. Wobec tego z podzielnoéci
p|aP~t + P~ wynika, Ze liczby a?~1 i b?~! sa podzielne przez p. Zatem liczby
a i b sy podzielne przez p i w efekcie liczba n = a2 + b? jest podzielna przez p?,
wbrew przyjetemu zalozeniu.

Wystarczy wiec wykazac, ze istnieje ciag 2012 kolejnych dodatnich liczb
calkowitych, z ktérych kazda jest podzielna przez pewna liczbe pierwsza dajaca
reszte 3 z dzielenia przez 4, ale nie jest podzielna przez kwadrat tej liczby
pierwszej.

W tym celu zauwazmy przede wszystkim, ze istnieje nieskonczenie wiele
liczb pierwszych dajacych reszte 3 z dzielenia przez 4. Okreslmy bowiem ciag
liczb caltkowitych ¢y, ¢, c3, ... wzorami: ¢y = 3 oraz ¢,+1 = 4c1c2...¢, —1 dla
n=1,2,3,.... Kazdy wyraz tego ciagu daje reszte 3 z dzielenia przez 4, a wiec
w jego rozkladzie na czynniki pierwsze musi wystapi¢ pewien czynnik pierwszy
dajacy reszte 3 z dzielenia przez 4. 7Z drugiej strony, dla kazdej pary wskaZni-
kéw k < £ prawdziwa jest podzielno$é ¢y | ¢g + 1, skad wynika, ze dowolne dwa
rozne wyrazy tego ciagu sa wzglednie pierwsze. W efekcie wybierajac dzielni-
ki pierwsze réznych wyrazéw otrzymujemy roézne liczby pierwsze, co dowodzi
pierwszego zdania akapitu.

Niech wreszcie p1, po, ..., p2o12 bedzie dowolnym ciggiem 2012 réznych
liczb pierwszych dajacych reszte 3 z dzielenia przez 4. Wowczas na podstawie
chinskiego twierdzenia o resztach istnieje taka dodatnia liczba catkowita n, ze
dla i = 1,2,...,2012 liczba n + i daje reszte p; z dzielenia przez p?. Zatem
na mocy stwierdzenia udowodnionego w pierwszym akapicie rozwiazania zadna

i
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z kolejnych dodatnich liczb catkowitych n+1, n+2, ..., n+ 2012 nie jest suma
dwéch kwadratéw liczb catkowitych.

3. Niech n bedzie taka dodatnig liczbg catkowita, ze liczba 14 2™ + 4™ jest
pierwsza. Wykazaé, ze istnieje liczba catkowita k, dla ktorej n = 3*.

Rozwiazanie:

Udowodnimy, ze dla dowolnej liczby catkowitej a i dowolnej dodatniej liczby
calkowitej m niepodzielnej przez 3 liczba a?™ 4 a™ + 1 jest podzielna przez
a®+a+1.

Dzielac liczbe m z reszta przez 3 uzyskujemy przedstawienie m = 3¢ 4 r,
gdzie ¢ jest nieujemna liczba catkowita oraz r € {1,2}. Rdznice

a™ —a" =a"((a®)" - 1)
a2m _ a2r — (am _ ar)(am T ar) — a2r((a3)é _ 1)((&3)2 T 1)

sa podzielne przez a®> — 1 = (a — 1)(a® + a + 1) i tym bardziej sa podzielne
przez a® + a + 1. Zatem liczba a®>™ 4 a™ + 1 jest podzielna przez a® + a + 1
wtedy i tylko wtedy, gdy liczba a®" 4+ a” + 1 jest podzielna przez a®> +a+ 1. Ta
ostatnia podzielnos¢ jest jednak spelniona, gdyz dla » = 1 mamy

" +a"+1=a’+a+1,
a dla r = 2 mamy
" +a" +l=ad"+ad*+1=(*+1) -a’=(®*+a+1)(a®>—a+1).

Przypus$émy, ze liczba n ma dzielnik pierwszy p rézny od 3. Wtedy n = tp
dla pewnej liczby calkowitej t. Ze stwierdzenia sformulowanego w pierwszym
akapicie rozwigzania i zastosowanego do liczb a = 2! oraz m = p wynika, zZe
liczba 1+ 2" 4 4™ = (21)2P + (28)P 4 1 jest podzielna przez (2!)% + 2! + 1. To
wraz z nieréwnosciami

L< (@) +2'+1< (2 + (2P +1

dowodzi, ze liczba 1 4 2" 4 4™ nie jest pierwsza, wbrew warunkom zadania.
Wobec tego jedynym mozliwym dzielnikiem pierwszym liczby n jest liczba 3,
skad otrzymujemy teze.

4. Ciag liczb caltkowitych aq, as, as, ... jest okreslony wzorami: a; = 2 oraz
api1 = 2a2—1dlan =1,2,3,.... Rozstrzygnaé, czy liczba agp131 jest podzielna
przez 2012! + 1.
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Rozwiazanie:

Odpowiedz: Nie.

Niech m > 2 bedzie dowolna liczba catkowita oraz niech k bedzie taka
dodatnig liczbg catkowita, ze wyraz ay jest podzielny przez m. Wykazemy, ze
kE<m.

Zauwazmy najpierw, ze jezeli pewien wyraz rozwazanego ciagu daje reszte 1
z dzielenia przez m, to nastepny wyraz — i w konsekwencji wszystkie kolejne
wyrazy — takze daje reszte 1 z dzielenia przez m. Jezeli bowiem ay = tm + 1
dla pewnych liczb catkowitych ¢,t > 1, to liczba

apr1 = 2(tm+1)% — 1 = 2(*m + 2t)m + 1

daje reszte 1 z dzielenia przez m.
Z podzielnosci m | ax, wynika, ze liczba

apro = 2(2a; —1)% — 1 =2(4a? — 4)ai + 1

daje reszte 1 z dzielenia przez m. Zatem kazda z liczb ax42, akts3, akta, ---
daje reszte 1 z dzielenia przez m.

Z drugiej strony, wéréd m+1 liczb ay, aq, ..., amy1 istnieja dwie liczby da-
jace jednakowe reszty z dzielenia przez m. Niech bedg to liczby a; oraz a;, gdzie
1 <i<j<m+ 1. Poniewaz reszta z dzielenia przez m dowolnego wyrazu roz-
patrywanego ciagu jednoznacznie okresla reszte z dzielenia przez m nastepnego
wyrazu, wige liczby a;41 oraz a;11 dajg jednakowe reszty z dzielenia przez m,
liczby a;42 oraz a;,2 daja jednakowe reszty z dzielenia przez m, i ogélnie: liczby
Qitn OTAZ Gj4+yn daja jednakowe reszty z dzielenia przez m dla kazdego n > 0.
Wynika stad, ze reszta, jaka przy dzieleniu przez m daje ktérakolwiek z liczb

aj, Aj+1, Gj42, - -., jest réwna reszcie, jaka przy dzieleniu przez m daje ktéras
z liczb a;, @41, ..., aj—1. To wraz z ostatnim zdaniem poprzedniego akapitu
dowodzi, ze wéréd wyrazéw a;, a;y1, ..., aj—1 istnieje wyraz dajacy reszte 1
z dzielenia przez m. Nieréwnos¢ j — 1 < m i pierwsze zdanie drugiego akapi-
tu prowadza teraz do wniosku, ze wyrazy am,, Gm+1, Gm+2, - .. daja reszte 1
z dzielenia przez m. A to dowodzi stwierdzenia sformulowanego w pierwszym
akapicie.

Pozostaje spostrzec, ze z podzielnosci wyrazu asgi3 przez 2012! + 1 wyni-
kataby falszywa nieréwnos$é 2013! < 2012! + 1.

5. Dowiesé, ze dla dowolnych liczb rzeczywistych x1, xs, ..., x, nalezacych
do przedziatu (0; §) prawdziwa jest nieréwnosé

Q/t n n < sin? T+ sin® To+ ...+ sin® Ty
X1 Zro ... X .
gx1te &%n S cos? xy + cos?2 xo + ... + cos? x,,
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Rozwiazanie:

Oznaczmy a; = tg? x; dlai = 1,2,...,n; na mocy warunkéw zadania liczby
rzeczywiste aq, as, ..., a, naleza do przedzialu (0;1). Ponadto na podstawie
tozsamosci trygonometrycznych

. 9 sin? tg? o
sina = — S T 3
sin“a+cos?a  tgfa+1
oraz
5 cos? a 1
cos” a =

sinfa+cos2a  tg?a+1

prawdziwe sa zaleznosSci

sin2x1+sin212+...+sin2mnzﬁ—i—ﬁ—i—...—i—a:ﬁl

oraz
COSQI1+COSQ.€CQ+...+C0821}”:#+#+...+ 1 .
a1 +1 ax+1 a, +1

Oznaczmy liczbe stojaca po prawej stronie poprzedniego wiersza przez S. Wow-
czas

a1 n a T n
a; +1 as + 1 an—|—1_

1 1 1
—(1- 1— (1 —n—58
( a1+1>+( a2+1)+ +< an+1> "

i nieréwnos¢ dana do udowodnienia przybiera postac

Va2

. .. n—S n .
lub réwnowaznie Yajas ... a, < 5 = 5~ 1, czyli

(+) s——* 4y 1 Lt o =
a, +1 Yaras .. .a, +1

- aq —+ 1 as + ]. ’

Nalezy wiec dowiesé, ze dla dowolnej liczby catkowitej n > 1 i dowolnych
dodatnich liczb rzeczywistych a1, aso, ..., a, mniejszych od 1 spelniona jest
nieréwnosé (x).

W tym celu zastosujemy indukcje.

Dla n = 1 obie strony zaleznosci () sa réwne.

Przyjmijmy z kolei, ze dowodzone stwierdzenie jest prawdziwe dla liczby
n = m. Wykazemy, ze jest ono prawdziwe rowniez dla liczby n = 2m. Wez-
my bowiem pod uwage dowolne dodatnie liczby rzeczywiste aq, as, ..., am,
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Gm+1s Gmt2, - - -, A2m Mniejsze od 1. Wéowcezas na mocy zalozenia uczynionego
w pierwszym zdaniu akapitu spelnione sg nieréwnosci

1 " 1 n n < m
ar+1 ax+1 7 an+1  waag.am+1
oraz
1 1 1 m

+ +. 4+ < .
am+1 +1 Am42 +1 aom + 1 R/ Cm+10m+2 - - - 2m + 1
Dodajac stronami dwie powyzsze zaleznosci stwierdzamy, ze do udowodnienia
zwiazku (%) wystarczy uzasadnié nieréwnosé
m m
+ <
n/a1as ...y + 1 A 10m+2 - - - G2m + 1
2m

X .
/0103 . Ay G 10my2 - - - Gam + 1

Przyjmujac oznaczenia b = 23/a1as...a, 1 ¢ = 2/ 10mt2 - - - A2m Prze-
ksztalcamy réwnowaznie powyzsza nieréwno$¢ w nastepujacy sposob:
1 n 1 < 2
+1 24+1  be+1’

(be+ D[+ 1)+ B +1)] < 200 +1) (2 +1),
b + b2c+2bc+ 2 + 1% +2 < 20°¢% + 26% 4+ 2¢% + 2,
bic+ bc® —20%c? < b2 + ¢ — 2be,
be(b—¢)? < (b—c)?

Ostatnia nieréwnoéé jest prawdziwa, gdyz czynnik (b—c)? jest liczba nieujemna,
a liczby b 1 ¢ naleza do przedzialu (0; 1). W rezultacie osiagnelisémy cel wskazany
w drugim zdaniu akapitu.

Wystarczy teraz wykazac, ze z prawdziwosci dowodzonego stwierdzenia dla
liczby n = m wigkszej od 1 wynika jego prawdziwosé¢ dla liczby n = m — 1.
Niech wigc aq, ag, ..., ay—1 beda dowolnymi dodatnimi liczbami rzeczywistymi
mniejszymi od 1. Wowczas liczba mYaras A1 takze nalezy do przedzialu
(0;1) i w my$l przyjetego zalozenia nieréwno$é (x) jest spelniona dla liczb
ai, ag, ...y Gm-1, ™5/0102 ... Am—1. Wobec tego

1 1 1 1

<
a1+1+a2—|—1+ +am,1+1+mal/alag...am,l—i—l
m

()

< .
/a1 ... Ayl ™ A102 . .. Q1 + 1

Jednak mianownik utamka stojacego po prawej stronie wynosi

1 1 _m 1
(alag...am,l(alag...am,l)m*l)m +1 = ((al(lg ...am,l)"ﬁl)m +1=

= m=Yaiaz...am—1+ 1.
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Zatem odejmujac ostatni skladnik lewej strony nieréwnosci (xx) od obu jej
stron otrzymujemy postulowana zaleznosé

1 n 1 n n 1 < m—1
ai+1  as+1 " "7 lapa+1  myaas...am1+1

To konczy rozumowanie indukeyjne i rozwiazanie zadania.

6. Niech n bedzie dodatnig liczba catkowita. Na prostej zaznaczono n? + 1
przedzialéw domknietych. Wykazaé, ze wérdéd tych przedzialéw istnieje n + 1
przedzialéw majacych punkt wspdélny lub istnieje n + 1 przedziatéw, z ktérych
dowolne dwa sg roztaczne.

Rozwiazanie:

Udowodnimy nastepujace mocniejsze stwierdzenie: dla dowolnych liczb cal-
kowitych m,n > 0 wéréd mn + 1 przedzialéw domknietych na prostej zawsze
mozna znalezé m + 1 przedzialéw majacych punkt wspélny lub n + 1 przedzia-
16w, z ktorych dowolne dwa sa roztaczne. Przyjmujac w szczegélnosci m = n
otrzymamy teze zadania.

W celu wykazania powyzszego stwierdzenia zastosujemy indukcje ze wzgle-
du na warto$¢ liczby n. Dla n = 0 jest ono oczywiscie prawdziwe.

Niech teraz m > 0in > 1 beda dowolnymi liczbami catkowitymi i przypusé-
my, ze rozwazane stwierdzenie jest prawdziwe dla wszystkich par nieujemnych
liczb catkowitych, z ktérych druga liczba jest mniejsza od n. Wezmy pod uwage
mn + 1 przedzialéw domknietych na prostej. Wsréd tych przedziatéw wybierz-
my taki przedzial, ktorego prawy koniec jest mozliwie najmniejsza liczba; niech
bedzie to przedzial (a;b). Z okreslenia wybranego przedzialu wynika, ze dowol-
ny sposrod pozostalych mn przedzialéw albo zawiera liczbe b, albo ma lewy
koniec wigkszy od b.

Jezeli wéréd pozostatych mn przedzialéow istnieje co najmniej m przedzia-
léw zawierajacych liczbe b, to wraz z przedziatem (a; b) uzyskujemy co najmniej
m + 1 przedzialéw zawierajacych liczbe b, a wiec majacych punkt wspélny, co
dowodzi tezy indukcyjnej. Pozostaje wiec zbadaé¢ przypadek, w ktérym co naj-
wyzej m — 1 sposrod pozostatych mn przedzialéw zawiera liczbe b. Zatem co
najmniej mn — (m — 1) = m(n — 1) + 1 przedzialéw ma lewy koniec wigkszy
od b.

Na mocy zalozenia indukcyjnego wéréd m(n — 1) + 1 przedzialéw o lewym
koncu wiekszym od b mozna znalezé m+ 1 przedzialéw majacych punkt wspol-
ny lub (n — 1) + 1 = n przedzialéw, z ktérych dowolne dwa sa rozlaczne.
W pierwszej sytuacji ponownie uzyskujemy teze indukcyjna. Jezeli zas istnieje
n przedzialéw, z ktérych dowolne dwa sa roztaczne, to kazdy z nich jest roz-
taczny z przedzialem (a; b) i w efekcie wsrdd poczatkowych mn + 1 przedzialéw
istnieje n + 1 przedziatéow, z ktérych dowolne dwa sa roztaczne. To konhczy
dowdd indukeyjny.
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7. Dla dowolnych liczb catkowitych m > n > 2 rozpatrujemy nastepujaca
gre. Na poczatku dane sa dwa stosy zawierajace odpowiednio m i n kamieni.
Dwaj gracze na przemian wykonujg ruchy polegajace na zabraniu z jednego
stosu dodatniej liczby kamieni, ktéra jest wielokrotnoscia liczby kamieni znaj-
dujacych sie na drugim stosie. Wygrywa ten z graczy, ktoremu uda sie opréznié
jeden ze stosow.

Rozstrzygnaé, w zaleznosci od m i n, ktéry z graczy — rozpoczynajacy gre
czy jego przeciwnik — ma strategie wygrywajaca.

Rozwiazanie:

Odpowiedz: Rozpoczynajacy gre ma strategie wygrywajaca wtedy i tylko
wtedy, gdy m = n lub % > 1 +2\/5.

Aby uzasadni¢ powyzszg odpowiedz nalezy wykazaé, ze gracz, ktéry ma
wykona¢ ruch, ma w danym momencie strategie wygrywajaca wtedy i tylko
wtedy, gdy oba stosy zawieraja tyle samo kamieni lub iloraz liczby kamieni na
wiekszym stosie i liczby kamieni na mniejszym stosie jest wiekszy od liczby

1++/5
a =

kamieni znajdujacych sie na obu stosach.

Jezeli oba stosy zawieraja tyle samo kamieni — w szczegélnosci gdy kazdy
z nich zawiera dokladnie jeden kamien — to zdanie sformutowane w poprzednim
akapicie jest oczywiscie prawdziwe. Wezmy teraz pod uwage pozycje, w ktérej
na jednym ze stoséw znajduje sie m kamieni, a na drugim znajduje sie n kamie-
ni, przy czym m > n > 0. Nalezy udowodnié, ze w przypadku m > an gracz,
ktéry ma wykonaé ruch, ma strategie wygrywajaca, a w przypadku m < an
strategie wygrywajacg ma jego przeciwnik.

Przypu$émy, ze m > an. Jezeli liczba m jest podzielna przez n, to mozli-
we jest opréznienie wiekszego stosu w jednym ruchu, co prowadzi do wygranej
gracza wykonujacego ten ruch. Zalézmy zatem, ze liczba m nie jest wielokrot-
noscig liczby n. Na mocy nier6wnosci 7+ > « istnieje doktadnie jedna dodatnia
liczba catkowita k, dla ktérej réznica ™ — k nalezy do przedziatu (o — 1; ).
Poniewaz réznica ta jest liczbg wymierna, a liczba a jest niewymierna, wiec
w istocie mamy

. W tym celu zastosujemy indukcje ze wzgledu na laczna liczbe

a—1<m—k:m<a.
n n
Ponadto 7+ — k # 1, gdyz w przeciwnym wypadku otrzymalibysmy réwnosé
o = k+1, whrew przyjetemu zalozeniu. Niech ruch gracza polega na zabraniu
kn kamieni ze stosu zawierajacego m kamieni. Po wykonaniu tego ruchu jeden
ze stosOw zawiera m — kn kamieni, drugi zawiera n kamieni, a iloraz tych liczb
jest elementem przedziatu (o — 1; ) réznym od 1. Z réwnosci a? = a + 1 wy-
nika, ze konce tego przedziatu sa swoimi odwrotnosciami, czyli dodatnia liczba
rzeczywista nalezy do tego przedzialu wtedy i tylko wtedy, gdy nalezy don jej
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odwrotnosé. W rezultacie po wykonaniu ruchu iloraz liczby kamieni na wigk-
szym stosie i liczby kamieni na mniejszym stosie nalezy do przedzialu (1;«),
a ruch ma wykonaé¢ drugi gracz. Na mocy zalozenia indukcyjnego strategie wy-
grywajaca w tej pozycji ma jego przeciwnik, ktory przed chwila wykonal ruch.
W ten sposéb zakonczyliémy rozpatrywanie przypadku m > an.

Przyjmijmy z kolei, ze n < m < an, a wiegc n < m < an z uwagi na
niewymierno$¢ liczby a. Nalezy wykazaé, ze po dowolnym ruchu gracza, ktory
ma w danej pozycji wykonaé ruch, powstanie pozycja, w ktorej przeciwnik
bedzie mial strategie wygrywajaca. Z nieréwnosci n < m < an < 2n wynika, ze
jedynym dopuszczalnym ruchem jest zabranie n kamieni ze stosu zawierajacego
m kamieni. Po wykonaniu tego ruchu na mniejszym stosie bedzie sig¢ znajdowato
m —n kamieni, a na wigkszym stosie bedzie si¢ znajdowato n kamieni. Ponadto
zalezno$¢ m < an prowadzi do wniosku, ze m —n < an — n oraz

n n 1

> e e
m-—n an—n a—1

Q.

Wobec tego w powstalej pozycji iloraz liczby kamieni na wigkszym stosie i liczby
kamieni na mniejszym stosie jest wiekszy od a. Zatem w my$l zalozenia induk-
cyjnego strategie wygrywajacg ma gracz, ktéry ma wykonaé ruch. To konczy
dowo6d indukcyjny i rozwiazanie zadania.

8. Tréjkat réwnoboczny podzielono liniami réwnoleglymi do bokéw na siat-
ke 36 przystajacych tréjkatéw rownobocznych. W chwili poczatkowej w kazdym
wezle siatki znajduje sie mréwka, ustawiona w kierunku pewnego odcinka siatki
wychodzacego z tego wezta. W jednostce czasu kazda mrowka przemaszerowuje
po odcinku siatki z wezla na sasiedni wezel, po czym zakreca w lewo lub w pra-
wo o 60° lub o 120°. Rozstrzygnaé, czy z tych zalozen wynika, ze w pewnym
momencie dwie mréwki sie spotkaja.

Rozwiazanie:

Odpowiedz: Tak.

Wykazemy, ze pewne dwie mrowki spotkaja sie najpézniej po dwéch jed-
nostkach czasu.

Wszystkie 36 przystajacych tréjkatéow réwnobocznych uzyskanych w wyni-
ku podziatu wyjsciowego tréjkata tworzy siatke, w ktorej liczba wezléw wynosi
14+24+3+...4+7 = 28. Wérdd tych weztéw wyrdznijmy nastepujace 10 weztow:
3 wierzcholtki wyjsciowego trdjkata rownobocznego, 6 punktow lezacych na ob-
wodzie tego trojkata w odleglosci % jego boku od pewnego jego wierzchotka,
oraz $rodek ciezkosci wyjsciowego tréjkata. Inaczej mowiac, wezlty wyrdznione
otrzymujemy grupujac 36 trojkatéw siatki w 9 czteroelementowych grup, z kto-
rych kazda tworzy wiekszy tréjkat réwnoboczny, oraz wybierajac wezly bedace
wierzchotkami przynajmniej jednego z tych wiekszych 9 tréjkatéw rownobocz-
nych (liczba wybranych w ten sposéb wezléw jest réwna 14 2 + 3 4+ 4 = 10).
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Zauwazmy teraz, ze mréwka znajdujaca sie w wyrdznionym wezle siatki
moze ponownie znalezé¢ sie w pewnym wezle wyréznionym dopiero po trzech
jednostkach czasu. Wynika to z faktu, ze zadne dwa wezly wyréznione nie sa
polaczone pojedynczym odcinkiem siatki ani tamana ztozona z dwdch nieréw-
noleglych pojedynczych odcinkéw siatki.

Przypusémy, ze mozna tak zaplanowaé¢ ruch mrowek w dwdch jednostkach
czasu, aby zadne dwie mréowki sie nie spotkaly. Wowczas wszystkie 10 mréwek,
ktore w chwili poczatkowej znajdowaly sie w weztach wyréznionych, po pierw-
szej oraz po drugiej jednostce czasu znajduja sie w weztach niewyréznionych.
Ponadto w my$l uczynionego zalozenia wszystkie mrowki po pierwszej jedno-
stce czasu znajduja sie w réznych weztach siatki. Wobec tego w tym momencie
kazdy z 10 wezldéw wyrdznionych jest zajety przez pewna mréowke — i to in-
na, niz ktérakolwiek z 10 mréwek znajdujacych sie w wezlach wyréznionych
w chwili poczatkowej. Zadna z tych 10 mréwek, ktére po pierwszej jednostce
czasu znajduja si¢ w wezlach wyréznionych, nie moze znalezé sie¢ w wezle wy-
réznionym po drugiej jednostce czasu. Stad wniosek, ze po dwbch jednostkach
czasu co najmniej 20 mréwek znajduje sie w weztach niewyréznionych. Jednak
liczba wezléw niewyréznionych wynosi 18, co przeczy zalozeniu przyjetemu
w pierwszym zdaniu akapitu i konczy rozwiazanie.

9. Punkty D, FE, F leza odpowiednio na bokach BC', CA, AB trbjkata ABC,
przy czym odcinki AD, BE, C'F przecinaja sie w jednym punkcie, a kat DF'E
jest prosty. Wewnatrz tréjkata wybrano punkt P, ktorego rzutem prostokatnym
na prostg AB jest punkt F. Udowodnié, ze ZDFC = /PFFE.

Rozwigzanie:

Poprowadzmy przez punkt C prosta réwnolegla do prostej AB. Niech G i H
beda punktami, w ktérych poprowadzona prosta przecinaja odpowiednio pot-
proste D™ i FE7. Wtedy punkt C lezy wewnatrz odcinka GH. Stosujac
twierdzenie Talesa do kata wyznaczonego przez proste BC, F'G i do kata wy-
znaczonego przez proste AC, F'H oraz twierdzenie Cevy stwierdzamy, ze

CH CH EC CD AF CE BD AF BD CFE
GC ~ EC CD GC EA DC FB FB DC EA
To oznacza, ze punkt C' jest érodkiem odcinka GH.

Z warunku ZDFE = 90° wynika, ze kat przy wierzchotku F' w tréjkacie
GFH jest prosty. Zatem punkt C jest srodkiem przeciwprostokatnej trdjkata
prostokatnego GF H, a wiec jest tez srodkiem okregu opisanego na tym trdjka-
cie, co oznacza, ze CG = C'F. Z drugiej strony, w my$l zalozen zadania punkt P
lezy na wysokosci tego trojkata opuszczonej z wierzchotka F'. Stad uzyskujemy
teze zadania:

LDFC =/GFC =/FGC = /FGH =90° — /FHG = /PFH = /PFE.
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10. Dany jest czworokat wypukty ABC D, ktérego przekatne sg prostopadie
i przecinaja si¢ w punkcie E. Wewnatrz czworokata wybrano taki punkt F', ze

LDAC = LFAB oraz LABD = /FBC.

Wykazaé, ze na bokach AB, BC, CD, DA istnieja odpowiednio punkty K, L,
M, N, dla ktoérych odcinki KM i LN przecinaja sie w punkcie E oraz

EK+KF=FEL+LF=EM+MF =FEN+ NF.

Rozwiazanie:

Niech F’ oznacza punkt symetryczny do punktu F wzgledem prostej AB
oraz niech K bedzie punktem, w ktérym odcinek EF’ przecina prosta AB.
Woéwezas na mocy pierwszej z dwéch danych w tresci zadania réwnosci katéw
otrzymujemy

LEAF" = /ZEAB+ /BAF' = /EAB+ /FAB = /EAB+ /DAC = /DAB

i analogicznie Z/ZF'BE = ZABC. W rezultacie czworokat AF' BE jest wypukly,
a punkt K lezy wewnatrz odcinka AB.

Oznaczmy przez e elipse o ogniskach E i F' przechodzaca przez punkt K.
W mys$l nieréwnosci trdjkata dla dowolnego punktu X lezacego na odcinku AB
i réznego od K spelniona jest zaleznosé

EX+XF=EX+XF' >FF =EK+ KF' =EK + KF.

Wobec tego wszystkie punkty odcinka AB rézne od K leza na zewnatrz elip-
sy e, a wiec elipsa ta jest styczna do prostej AB w punkcie K. Zatem rownosé
/DAFE = /F AB dowodzi, ze elipsa e jest styczna do polprostej AD™ w pew-
nym punkcie N, a réwnos¢ LZABE = /FBC dowodzi, ze elipsa e jest styczna
do pélprostej BC™ w pewnym punkcie L. Ponadto prawdziwe sa réwnosci

(+) EK + KF = EL+ LF = EN + NF.

Wykazemy, ze elipsa e jest styczna takze do odcinka C'D. W tym celu popro-
wadzmy styczna do elipsy e réwnolegta do prostej C' D oraz lezaca po przeciwnej
stronie prostej C'D niz punkty A i B, jezeli elipsa przecina prosta C'D w dwéch
réznych punktach, badz tez blizsza prostej C' D w przeciwnym przypadku. Niech
poprowadzona styczna przecina pétproste BC~ i AD™ odpowiednio w punk-
tach C’ 1 D'. Wtedy elipsa e jest wpisana w czworokat ABC’D’ i do uzasadnie-
nia stycznosci elipsy e do odcinka C'D wystarczy udowodnié, ze C' = C oraz
D' =D.

Niech G i H beda punktami symetrycznymi do punktu F odpowiednio
wzgledem prostych BC’ i D' A. Rozumujac tak jak w pierwszym i drugim aka-
picie rozwiazania stwierdzamy, ze odcinki EG i BC' przecinaja si¢ w punkcie L,
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a odcinki EH i D’ A przecinaja sie w punkcie N. Co wigcej, z réwnosci (*) uzy-
skujemy zwiazek EF' = FG = EH. To wraz z zalezno$ciami AH = AF = AF’
oraz BF' = BF = BG dowodzi, ze tréjkaty HEA i F'EA sy przystajace
i symetryczne wzgledem prostej AE, a trdjkaty F'EB i GEB sa przystajace
i symetryczne wzgledem prostej BE. Zatem

/HEA=/F'EA oraz /GEB = /F'EB

i w efekcie miara kata wypuklego AEB jest polowa miary (niekoniecznie wypu-
klego) kata HEG zawierajacego punkty A i B. Podobnie dowodzimy, Ze miara
kata wypukltego C'ED’ jest polowa miary kata HEG zawierajacego punkty
C" 1 D’'. Stad wniosek, ze

() ZAEB + /C'ED' = 180°.

(Zauwazmy, ze w niniejszym akapicie nigdzie nie korzystaliémy z warunku
ZAEB = 90°; ré6wnos$é (x+) jest wiec zawsze prawdziwa, gdy elipsa o jednym
z ognisk F jest wpisana w czworokat ABC'D’.)

7 drugiej strony, proste CD i C'D’ sa réwnolegle. Jezeli proste te sie nie
pokrywaja, to albo punkty C’ i D’ leza odpowiednio wewnatrz odcinkéw BC
i DA, albo tez punkty C' i D lezg odpowiednio wewnatrz odcinkéw BC' i D’ A.
Jednak w pierwszym przypadku mamy /C'ED’ > ZCED = 90°, a w drugim
przypadku mamy Z/C'ED’ < ZCED = 90°, i na mocy zwigzku ZAEB = 90°
otrzymujemy w obu przypadkach sprzecznosé z réwnoscia (+x). W takim razie
C =C"iD' = D, aelipsa e jest styczna do odcinka C'D w pewnym punkcie M.
Ponadto zalezno$é (x) mozna rozszerzy¢ do postaci

EK+KF=FEL+LF=EM+MF =EN+ NF.

Do zakonczenia rozwiazania pozostaje jeszcze wykazaé, ze odcinki KM i LN
przecinaja si¢ w punkcie E. Stosujac twierdzenie Brianchona do zdegenerowa-
nego szesciokata AKX BCM D opisanego na elipsie e stwierdzamy, ze gléwne
przekatne tego szesciokata — odcinki AC, KM i BD — przecinaja sie w jed-
nym punkcie. A poniewaz odcinki AC i BD przecinaja sie w punkcie F, wiec
punkt ten lezy na odcinku K M. Analogicznie uzasadniamy, ze punkt E lezy
na odcinku LN. W efekcie odcinki KM i LN przecinaja si¢ w punkcie F, co
koniczy rozwiazanie.

11. Dany jest czworoscian o objetosci V' i promieniu sfery opisanej R. Do-
wiesé, ze trzy iloczyny dlugosci przeciwleglych krawedzi sa dlugosciami bokéw
tréjkata o polu rownym 6V R.

Rozwiazanie:

Niech ABCD bedzie danym czworo$cianem. Rozpatrzmy inwersje o $rodku
w punkcie A i promieniu réwnym r = vV AB - AC - AD. Symbolem X’ bedziemy
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oznaczaé obraz punktu X przy tej inwersji, gdzie X jest dowolnym symbolem
réznym od A.

Wyznaczmy najpierw zalezno$é wiagzaca objeto$é V'’ czworoécianu AB'C'D’
i objetos¢ V czworoscianu ABCD. W tym celu zauwazmy, ze stosunek objeto-
$ci czworoscianéw ABCD i AB’CD jest réwny stosunkowi dlugosci AB 1 AB’,
gdyz oba czworosciany maja wspélng wysokos¢ opuszczong z wierzchotka D,
a stosunek pdl ich podstaw ACB i ACB’ jest réwny stosunkowi diugosci AB
i AB’. Podobnie stwierdzamy, ze stosunek objetosci czworoscianéw AB’'CD
i AB'C'D jest réwny stosunkowi dlugosci AC i AC’, a stosunek objetosci
czworoscianéw AB'C'D i AB'C'D’ jest réwny stosunkowi dtugosci AD i AD'.
W konsekwencji

V.  AB AC AD AB-AB AC-AC AD-AD
V!~ AB' AC' AD' ~ AB-AB' AC-AC' AD-AD'
AB? AC® AD? (AB-AC-AD)*  (13)?

r2 r2 r2 76 76

=1

)

co oznacza, ze V = V.
Nastepnie, z réownosci AB - AB' = r? = AC - AC’ wynika, ze tréjkaty ABC
i AC'B’ sa podobne. Stad i z okreslenia dlugosci r uzyskujemy
B'C' AB' AB-AB' s  AD
CB AC  AB-AC AB-AC  r

Zatem
_AD-CB

r

B'C’
i analogicznie uzasadniamy, ze

C'D = AB-DC oraz B'D' = M
T r
Poniewaz punkty B’, C' i D’ leza odpowiednio wewnatrz p6lprostych AB™,
AC™ i AD™ nie zawartych w jednej plaszczyznie, wiec sa one wierzchotkami
tréjkata o dtugosciach bokéw proporcjonalnych do iloczynéw AD-C'B, AB-DC
i AC - DB.

Niech F bedzie punktem symetrycznym do punktu A wzgledem $rodka
sfery s opisanej na czworoécianie ABC'D. Wtedy odcinek AE jest $rednica
sfery s, czyli ma dilugo$¢ 2R. Ponadto obrazem sfery s przy rozpatrywanej
inwersji jest plaszczyzna B’C’' D', a punkt E’ lezy na tej plaszczyznie. Co wiecej,
punkt E jest najbardziej oddalonym od A punktem sfery s, skad wniosek, ze
E’ jest punktem plaszczyzny B’C’D’ najblizszym punktowi A. Innymi slowy,
punkt E’ jest rzutem prostokatnym punktu A na plaszczyzne B'C’'D’, a przy
tym zalezno$¢ AE - AE' = r? prowadzi do zwiazku



Objetosé V czworo$cianu AB'C’'D’ jest iloczynem % pola tréjkata B'C'D’

oraz dlugosci wysokosci tego czworoécianu opuszczonej z wierzchotka A. Wyso-
kodcig tg jest jednak odcinek AE’. Wobec tego pole tréjkata B'C'D’, ktérego
boki maja dtugosci

AD-CB AB-DC AC-DB
_, S — oraz _
r r r
Wynosi
3V 6VR
AE 2

Wynika stad teza zadania.
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Czesko-Polsko-Stowackie Zawody Matematyczne

1. Dla dodatniej liczby caltkowitej n, niech 7(n) bedzie liczba wszystkich
dodatnich dzielnikéw liczby n, natomiast ¢(n) — liczba dodatnich liczb cal-
kowitych nie wiekszych niz n, wzglednie pierwszych z n. Wyznaczy¢ wszystkie
dodatnie liczby catkowite n, dla ktérych jedna z liczb n, 7(n) i ¢(n) jest Srednia
arytmetyczna pozostalych dwdch.

Rozwiazanie:

Odpowiedz: n € {1,4,6,9}.

Z réwnosci 7(1) = ¢(1) = 1 wynika, ze liczba n = 1 spelnia warunki za-
dania. Przypusémy z kolei, ze liczba n > 1 ma wymagana wlasnos¢. Poniewaz
7(n) jest liczbg elementéw zbioru {1,2,...,n —1,n}, ktére sa dzielnikami licz-
by n, a ¢(n) jest liczba elementéw zbioru {1,2,...,n — 1}, ktére sa wzglednie
pierwsze z liczba n, wiec prawdziwe sa nieréwnosci 7(n) < n i ¢(n) < n — 1.
Zatem 3(7(n) 4+ ¢(n)) < n — 3, czyli liczba n nie jest érednia arytmetyczna
liczb 7(n) 1 p(n). Pozostaje zbada¢ nastepujace dwa przypadki:

Przypadek 1: 7(n) = 3(¢(n) + n).

W tej sytuacji 7(n) > %n Jednak kazdy dodatni dzielnik liczby n albo jest
réwny n, albo tez nie przekracza %n; w efekcie na mocy zaleznosci 7(n) > %n
wszystkie dodatnie liczby calkowite nie przekraczajace %n musza by¢ dzielni-
kami liczby n. Ponadto liczba n nie ma dzielnikéw w przedziale (%n, %n), skad
wniosek, ze przedzial ten nie zawiera liczb caltkowitych i w takim razie jego
dtugosé, réwna %n, nie przekracza 1. To oznacza, ze n < 6.

Bezposrednio sprawdzamy, ze dla n = 2,3,4,5,6 liczby 7(n) sa odpowied-
nio réwne 2,2,3,2,4, liczby ¢(n) sa odpowiednio réwne 1,2,2, 4,2, a liczby
%(g@(n) + n) sa odpowiednio réwne %, g, 3, %, 4. W konsekwencji jedynymi licz-
bami spelniajacymi w tym przypadku warunki zadania sa n =4 i n = 6.

Przypadek 2: ¢(n) = 3(7(n) + n).

Wéwezas p(n) > %n Gdyby liczba n byla parzysta, to tylko nieparzyste
elementy zbioru {1,2,...,n —1,n} moglyby byé¢ wzglednie pierwsze z liczba n,
skad wynikalaby nieréwnoéé ¢(n) < in. Wobec tego liczba n jest nieparzy-
sta, a skoro liczba 3(7(n) 4+ n) jest calkowita, wiec réwniez liczba 7(n) jest
nieparzysta.

Dla kazdego dzielnika d liczby n mniejszego od /n liczba % jest dzielnikiem
liczby n wigkszym od +/n, a ponadto dla réznych dzielnikéw d uzyskujemy
rézne dzielniki %5 i kazdy dzielnik liczby n wigkszy od /n mozna otrzymaé
w ten sposéb. Zatem wszystkie dodatnie dzielniki liczby n rézne od /n mozna
polaczyé w pary, a wiec liczba tych dzielnikéw jest parzysta. W takim razie
z nieparzystosci liczby 7(n) wynika, ze liczba k = \/n jest catkowita.

Liczby n = k? oraz k maja te same dzielniki pierwsze. To oznacza, ze dowol-
na liczba catkowita jest wzglednie pierwsza z liczba n wtedy i tylko wtedy, gdy
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jest wzglednie pierwsza z liczba k. Co wiecej, dla dowolnych liczb catkowitych
a, b liczba a jest wzglednie pierwsza z k wtedy i tylko wtedy, gdy liczba a + bk
jest wzglednie pierwsza z k. W rezultacie kazdy z k zbioréw

{1+ik,2+ik,....k—1+ikk+ik} dlai=0,1,2,....,k—1

zawiera tyle samo elementow wzglednie pierwszych z liczba k, co pierwszy z tych
zbioréw, czyli doktadnie (k) elementéw. Jednoczesnie za$ taczna liczba takich
elementéw wynosi ¢(k?). Uzyskujemy stad réwnosé o(k?) = ko(k).

Wobec tego liczba 7(k?) = 7(n) = 2¢(n) —n = 2kp(k) — k% = k(2p(k) — k)
jest podzielna przez k, co pociaga za soba nieréwnosé 7(k?) > k. Z rozumo-
wania przeprowadzonego dwa akapity wczesniej wynika, ze liczba dodatnich
dzielnikéw liczby k2 mniejszych od k wynosi %(T(kZ) —1), a wiec jest réwna co
najmniej %(k —1). Z drugiej strony, liczba n — i w $lad za tym takze liczba k
— jest nieparzysta. Zatem jedynymi liczbami mniejszymi od k, ktére moga
byé dzielnikami liczby k2, sg liczby 1, 3, 5, ..., k — 4, k — 2 i jest ich dokladnie
1(k—1). W efekcie wszystkie te liczby sa dzielnikami liczby k2. Poniewaz k > 1,
wiec liczba k? = (k — 2)(k + 2) + 4 jest podzielna przez k — 2, czyli réwniez
liczba 4 jest podzielna przez liczbe nieparzysta k —2. Stad wniosek, ze k—2 =1
oraz n = k? = 3% = 9. Uzyskana liczba ma zadana wlasnosé: liczba ¢(9) = 6
jest $rednia arytmetyczna liczb 7(9) =31 9.

2. Wyznaczy¢ wszystkie funkcje f : R — R spelniajace réwnanie

fla+fy) - fl@) = (x+ f(y)' -2’
dla dowolnych liczb x,y € R.

Rozwiazanie:

Odpowied?: f(x) =0 oraz f(x) = 2* + ¢ dla dowolnej liczby ¢ € R.

Przypus$émy, ze f jest niezerows funkcja spelniajaca dane réwnanie. Niech a
bedzie liczba rzeczywista, dla ktérej b = f(a) # 0. Okreslmy funkcje g wzorem
g(z) = f(z +b) — f(z) dla kazdej liczby rzeczywistej x. Wowczas z zaleznosci

g(@) = fle+ fla) = f(z) = (z+ f(a))! —a' = (z +b)! — 2" =
= 4b2® + 6b%2” + 4b%x + b
wynika, ze g jest wielomianem stopnia trzeciego i wobec tego zbiér jego wartosci
jest zbiorem wszystkich liczb rzeczywistych.
Niech z bedzie dowolng liczba rzeczywista. Wtedy 2z = g(w) dla pewnej
liczby rzeczywistej w, czyli f(w+b) — f(w) = z. Podstawiajac x = — f(w) oraz
y = w + b w danym w tresci zadania réwnaniu otrzymujemy

F(=f(w) + f(w+ b)) = f(=f(w)) = (= f(w) + f(w+1))* = (—f(w))*",
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czyli
(*) f(2) = f(=f(w)) = 2" = (=f(w))".
Z drugiej strony, podstawiajac © = — f(w) oraz y = w uzyskujemy

F(0) = f(=f(w)) = =(=F(w)*,

co wraz ze zwiazkiem (*) prowadzi do wniosku, ze f(2) = 2+ f(0) dla dowolnej
liczby rzeczywistej z.

Pozostaje sprawdzié¢, ze wszystkie funkcje postaci f(z) = x* + ¢, a takze
funkcja zerowa, maja wymagana wlasnosé.

3. Czworokat ABCD jest wpisany w okrag w. Punkty I, J, K sa srodkami
okregéw wpisanych odpowiednio w tréjkaty ABC, ACD oraz ABD. Niech E
bedzie srodkiem tego tuku DB okregu w, ktory zawiera punkt A. Prosta EK
przecina okrag w w punkcie F' réznym od E. Udowodnié, ze punkty C, F, I
oraz J leza na jednym okregu.

Rozwigzanie:

Niech M i N beda $rodkami odpowiednio tukéw AB i AD okregu w nie
zawierajacych innych wierzchotkéw czworokata ABCD. Wtedy srodki okregow
wpisanych I, J oraz K leza odpowiednio na prostych CM, CN oraz BN.
Ponadto

() MI=MA=MB oraz NJ=NA=ND=NK;

réwnosci te wynikaja z prostego rachunku na katach, na przyklad zwiazek
M1I = M A jest konsekwencjg zaleznosci ZIMA = ZCMA = ZCBA oraz

LIAM = /ZIAB+ /ZBAM = %ZCAB +/4BCM =
= 1/CAB+ ;/BCA = 1(180° — ZCBA).
Zauwazmy tez, ze Srodek K lezy wewnatrz trojkata réwnoramiennego BDE
i wobec tego prosta EK przecina odcinek BD, a punkty F i C leza po tej
samej stronie prostej BD.
Punkt F jest érodkiem tuku BD okregu w zawierajacego punkt A, a punkty
M i N sa érodkami tukéw BA i AD zawartych w tym tuku BD. Stad wniosek,

ze tuki BM oraz EN (zawarte w rozwazanym tuku BD) maja réwne dlugosci
i analogicznie tuki M E oraz N D maja réwne dtugosci. Zatem

LBFM = Z/EFN = ZKFN,
co wraz z zaleznoScig

(BMF = /BNF =/KNF
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dowodzi, ze tréjkaty M BF i NKF sa podobne oraz jednakowo zorientowane.
W rezultacie

MB NK
MF NF’

Wykorzystujac réwnosci (*) przepisujemy powyzszy zwiazek w postaci
MI  NJ
MF NF'

Stad i z zaleznoéci
/IMF=/CMF=/CNF =/JNF

wynika, ze trojkaty MIF i NJF sa podobne i jednakowo zorientowane. To
oznacza, ze

LIFM = ZJFN oraz LIFJ] =/ZMFN.
W konsekwencji
LIF] =/ZMFN = /ZMCN = ZICJ,

a wiec punkty C, F', I oraz J istotnie leza na jednym okregu.

4. Dany jest trojkat prostokatny ABC, w ktérym LACB = 90°. Punkt P
lezy wewnatrz krétszego tuku AC okregu opisanego na tréjkacie ABC. Prosta
prostopadta do prostej C' P, przechodzaca przez punkt C, przecina proste AP
i BP odpowiednio w punktach K i L. Udowodnié, ze stosunek pdl tréjkatéw
BKL i ACP nie zalezy od wyboru punktu P.

Rozwiazanie:

Uzupelnijmy trojkat prostokatny APB do prostokata APBR. Punkt R lezy
woéwcezas na okregu opisanym na tréojkacie ABC, a odcinek PR jest Srednica te-
go okregu. W takim razie kat PC'R jest prosty i w efekcie punkty K oraz L leza
na prostej CR. Z réwnolegloéci prostych PA i BR wynika, ze trojkaty PBK
i PRK maja réwne pola. Czedcia wspdlng tych dwoch trojkatéow jest tréjkat
PLK i wobec tego pozostale czesci obu trojkatow — trojkaty BKL i RPL
— maja réwne pola. Wystarczy wiec wykazaé, ze stosunek pdl tréjkatéw RPL
i ACP nie zalezy od wyboru punktu P. Tréjkaty te sa jednak podobne, gdyz
na mocy zwiazku PA = BR mamy /PCA = Z/BPR = ZLPR, a ponadto
/PAC = ZPRC = ZLRP. Zatem stosunek pol trojkatéw RPL i ACP jest
réwny kwadratowi stosunku diugoéci odpowiednich bokéw RP i AC tych tréj-
katow. To wraz z zaleznoscia RP = BA dowodzi, ze rozpatrywany stosunek
pol wynosi BA? : AC?, czyli nie zalezy od wyboru punktu P.
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5. Miasto Mar del Plata ma ksztalt kwadratu WSEN podzielonego 2(n+1)
ulicami na n x n kwartalow, gdzie n jest liczbg parzysta. Ulice biegna
rowniez dookota miasta. Kazdy kwartal ma ksztalt kwadratu o wymiarach
100m x 100 m. Kazda ulica w Mar del Plata jest jednokierunkowa i ruch odby-
wa sie w te sama strone na calej jej dlugosci. Na dowolnych dwdch sasiednich
réwnoleglych ulicach ruch odbywa si¢ w przeciwnych kierunkach. Po ulicy W.S
mozna poruszaé¢ sie z punktu W do punktu S, natomiast po ulicy WN —
z punktu W do punktu N. Samochdd czyszczacy jezdnie wyjezdza z punk-
tu W i zmierza do punktu F, przy czym kazdy 100-metrowy odcinek ulicy
moze pokonac¢ co najwyzej raz. Wyznaczy¢ dtugosé najdluzszej mozliwej trasy
z punktu W do punktu F, ktéra moze pokonaé¢ ten samochdd.

Rozwigzanie:
Odpowiedz: 100(2n? — 2n + 4) metréw.
Okreslmy 2n linii prostych ki, ko, ..., kyn, ¢1, £, ..., £, rownolegltych do

prostej NS w nastepujacy sposéb: dla i« = 1,2,...,n linia k; przecina ulice
W N w odlegtosci 1007 — 50 metrow od punktu W, a linia ¢; przecina ulice NE
w odlegloéci 100i —50 metréw od punktu N. Zadna z tych 2n linii nie przechodzi
przez skrzyzowanie, a liczby ulic przecietych przez linie ky, ko, ..., kn—1, kn,
by, by, .. bp_1, Ly, wynosza odpowiednio 2, 4, ..., 2n—2, 2n, 2n, 2n—2, ..., 4, 2.

Ustalmy wartosé¢ i € {1,2,...,n} i wezmy pod uwage lini¢ k;, ktéra przecina
2i stumetrowych odcinkéw ulic. Kazdy z tych odcinkéw ma wyznaczony kieru-
nek ruchu: albo od punktu lezacego po tej samej stronie linii k; co punkt W do
punktu lezacego po tej samej stronie linii k; co punkt F, albo odwrotnie. Odcin-
ki pierwszego typu nazwijmy dodatnimi, a odcinki drugiego typu — ujemnymi.
Ponadto poczgtkiem odcinka nazwijmy punkt, z ktérego nalezy rozpoczaé¢ ruch
po tym odcinku w dopuszczalnym kierunku.

Linia k; przecina dodatni odcinek ulicy W N oraz przecina ¢ — 1 najblizszych
ulic réwnolegtych do ulicy W N, a wiec ich przeciete odcinki sa na przemian
ujemne i dodatnie. Analogicznie linia k; przecina dodatni odcinek ulicy WS
oraz na przemian ujemne i dodatnie odcinki ¢ —1 najblizszych ulic réwnolegtych
do ulicy WS. Stad wniosek, ze dla nieparzystych wartosci ¢ linia k; przecina
1 + 1 odcinkéw dodatnich oraz ¢ — 1 odcinkéw ujemnych, a dla parzystych
wartodci ¢ linia k; przecina ¢ odcinkéw dodatnich oraz ¢ odcinkéw ujemnych.

Jezeli i jest liczbag parzysta, to liczby odcinkéw dodatnich i ujemnych prze-
cietych przez lini¢ k; sa rowne. Jednak w chwili koncowej samochéd znajduje
si¢ po przeciwnej stronie linii k; niz w chwili poczatkowej. Zatem liczba odcin-
kéw dodatnich przecietych przez linie k;, ktore znajduja sie na trasie podrézy
samochodu, jest wigksza o 1 od liczby odcinkéw ujemnych przecietych przez
linie k; i znajdujacych si¢ na tej trasie. Stad wniosek, ze przynajmniej jeden
odcinek ujemny przeciety przez linie k; lezy poza trasa podrézy.

Jezeli @ = 1, to z dwéch odcinkéw dodatnich wychodzacych z punktu W
i przecietych przez linie k; tylko jeden znajduje sie na trasie podrézy, gdyz
samochdéd nie moze po raz drugi znalezé sie w punkcie W.
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Jezeli wreszcie @ > 3 jest liczba nieparzysta, to z dwdch odcinkéw dodatnich
przecietych przez linie k; i majacych wspdlny poczatek na ulicy WN tylko je-
den moze znajdowaé sie na trasie podrézy samochodu, poniewaz istnieje tylko
jeden sposob dostania sie do tego poczatku. Podobnie z dwdch odcinkéw do-
datnich przecietych przez linie k; i majacych wspélny poczatek na ulicy W.S
tylko jeden moze znajdowaé si¢ na trasie podrézy. Gdyby dla ktérejé z dwdch
opisanych przed chwila par odcinkéw dodatnich zaden odcinek z tej pary nie
lezal na trasie podrézy, to lacznie istnialyby co najmniej 3 odcinki przeciete
przez linie k; nie lezace na tej trasie. Zalézmy z kolei, ze pewien odcinek z kazdej
z rozwazanych dwoch par odcinkéw dodatnich lezy na trasie podrézy. Linia k;
przecina, oprocz czterech odcinkéw dodatnich nalezacych do tych dwéch par,
t — 3 odcinkéw dodatnich oraz i — 1 odcinkéw ujemnych. Jezeli wszystkie te
2i — 4 odcinkéw nalezy do trasy podrozy, to na tej trasie znajduje sie, spo-
$réd odcinkow przecietych przez linie k;, dokladnie ¢ — 1 odcinkéw dodatnich
oraz dokladnie ¢ — 1 odcinkéw ujemnych. Zatem w chwili koncowej samochod
znajduje sie po tej samej stronie linii k; co w chwili poczatkowej. Otrzymana
sprzecznos¢ dowodzi, ze wsréd odcinkéw przecigtych przez linie k; co najmniej
3 odcinki nie leza na trasie podrézy.

Przeprowadzajac analogiczne rozumowanie dla linii ¢, o, ..., £, dochodzi-
my do wniosku, ze wsrod odcinkéw ulic przecietych przez linie ky, ks, k3, k4,
]415, “any k‘n_g, kn—l, k‘n; (1, 62, 63, 54, 55, ceey gn_g, En_l, En istnieje odpowiednio
co najmniej 1, 1, 3, 1,3, ..., 1,3, 1; 1,3, 1,3, 1, ..., 3, 1, 1 odcinkéw nie
lezacych na trasie podrézy samochodu. Wobec tego laczna liczba takich od-
cinkéw wynosi co najmniej 3 - (n —2) +1- (n + 2) = 4n — 4. Poniewaz liczba
wszystkich 100-metrowych odcinkéw ulic jest réwna 2n(n+1) = 2n2+ 2n, wiec
trasa podrézy nie moze sktadaé sie z wiecej niz 2n? — 2n + 4 odcinkéw.

Udowodnimy teraz, ze dla kazdej liczby parzystej n > 2 mozna zaplano-
waé trase podrézy samochodu zlozong z 2n? — 2n + 4 stumetrowych odcinkéw
ulic w sposob zgodny z wymaganiami zadania. Dla uproszczenia dalszego opisu
bedziemy stosowaé pojecia skretu w prawo i w lewo przyjmujac, ze samochod
przejezdzajacy cala ulice W N, a nastepnie calg ulice NFE, wykonuje w punk-
cie N skret w prawo.

Okres$lmy najpierw pewng prostsza operacje. Przypusémy, ze samochdd
znajduje sie na ulicy WS w punkcie réznym od S i w odlegtoséci bedacej wielo-
krotnoscia 200 metréw od punktu W. Wéwcezas operacja polega na pokonaniu
nastepujacej trasy:

1. najpierw 200 metréow jazdy w kierunku réwnoleglym do W N i skret
W prawo;

2. nastepnie wykonaniu %n—l razy ciagu czynnosci: 200 metréow jazdy, skret
w lewo, 100 metréw jazdy, skret w lewo, 200 metréw jazdy, skret w prawo,
100 metréw jazdy, skret w prawo (w rezultacie samochdd znajdzie sie na
ulicy NE);
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3. wreszcie 100 metréw jazdy, skret w prawo, 100n metréw jazdy, skret w le-
wo i 100 metréw jazdy.

Po pokonaniu opisanej trasy ztozonej z 2 + 6 - (%n - D+14+n+1=4n-2
odcinkow ulic samochéd znajdzie sie ponownie na ulicy WS, blizej o 200 metréw
do punktu S w stosunku do pozycji przed rozpoczeciem operacji. Co wiecej,
cala operacja przebiegala w pasie o szerokosci 200 metrow wyznaczonym przez
dwie ulice réwnolegle do ulicy W N.

Poszukiwang trase podrézy samochodu mozemy teraz opisaé nastepuja-
co. Rozpoczynajac od punktu W wykonujemy %n — 1 razy operacje opisang
w poprzednim akapicie, a na koniec pokonujemy 200 metréw po ulicy W.S do
punktu S oraz wykonujemy %n razy nastepujacy cigg czynnosci: skret w lewo,
100 metrow jazdy, skret w lewo, 200 metréw jazdy, skret w prawo, 100 metrow
jazdy, skret w prawo, 200 metréow jazdy. Ostatecznie samochdd znajdzie sie
w punkcie E. Koncowy fragment opisanej trasy sktada sie z 2+ 6 - %n =3n+2
odcinkow ulic, a wiec laczna liczba odcinkéw calej okreslonej w ten sposéb trasy
wynosi (3n—1)(4n —2) +3n+2= (n—2)(2n — 1) + 3n + 2 = 2n* — 2n + 4.

6. Liczby dodatnie a, b, ¢, d spelniaja réwnoéci
abcd = 4 oraz a’ + 0%+ % +d* = 10.

Wyznaczyé¢ najwieksza mozliwa wartos¢ wyrazenia ab 4 bc + cd + da.

Rozwiazanie:

Odpowiedz: V/82.

7 rownosci ac - bd = 4 wynika, ze przynajmniej jedna z liczb ac, bd jest
réwna co najmniej 2. Poniewaz cykliczne przestawienie symboli a, b, ¢, d nie
narusza zadnej z dwoch danych w treéci zadania rownosci ani nie wplywa na
wartos¢ wyrazenia ab + bc + cd + da, wiec nie tracac ogdlnosci rozumowania
mozemy przyjac, ze ac > 2.

WprowadZmy nastepujace oznaczenia: E = ab+bc+cd+da = (a+c¢)(b+d),
F =a? 4 c? oraz G = ac. Wéwczas G > 21 F > 2G. Obliczamy, ze

E? = (a+¢)*(b+d)* = (a® + ¢ + 2ac)(b* 4 d* + 2bd) =

= (a* + ¢ + 2ac) (10—@2—02+8) = (F+2G) <10—F+2) =
ac

F
10F+2OG—F2—2FG+%+16:

F
—(F? —10F +25) + <41 +20G — 2FG + 8G) =

= —(F-5)°%+ {F(2—2G>+41+20G}.
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Na mocy nieréwnoéci G > 2 wyrazenie & — 2G = Z(4 — G*) ma wartoé¢
niedodatnia, co wraz z zaleznoscig F' > 2G prowadzi do wniosku, ze

E2

N

—(F —5)*+ {20 (2 — 2G> +41 +2OG} =

= —(F —5)?+[16 — 4G 4+ 41 + 20G] =
= —(F-5)2—-(2G —5)% +82 < 82.

Ponadto réwnoéé E? = 82 ma miejsce wtedy i tylko wtedy, gdy
F §—2G =2G §—2G oraz F-5=2G-5=0
G N G N -

czyli wtedy i tylko wtedy, gdy F' = 2G = 5.
Zbadajmy, czy istnieja liczby a, b, ¢, d spelmiajace warunki zadania, dla
ktérych F = 2G = 5. Réwnoéci te mozna przepisaé w postaci a®+c? = 2ac = 5;
sg wiec one prawdziwe wtedy i tylko wtedy, gdy a = ¢ = \/g . Ponadto liczby

dodatnie b i d powinny spelniaé¢ zaleznosci
4

P+d2=10-a*>-*=5 oraz bd = — =
ac

)

8
5

SIS TN

z ktérych otrzymujemy b+ d = Vb2 +d?> +2bd = |/5+ 1 = \/4071. Zatem
w my$l wzoréw Viete’a szukane liczby b i d powinny byé¢ dwoma réznymi pier-

wiastkami réwnania kwadratowego 22 —  / %x + % = 0, ktore istotnie ma dwa

. . . . . .. S . . 41 8 _ 9
rézne pierwiastki dodatnie, gdyz jego wyrdéznik wynosi A = %= —4.¢ = £ > 0.

V4l -3 V4143 )
i .
2v5 2v5
Wobec tego F < V82, a wartos¢ E = /82 jest osiagana dla pewnych liczb
dodatnich a, b, ¢, d zwigzanych zaleznoéciami abcd = 4 oraz a®+b>+c?+d? = 10.
Jest to wiec poszukiwana najwicksza mozliwa wartosc.

(Mozna obliczy¢, ze pierwiastkami tego réwnania sa liczby
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Regulamin Meczu Matematycznego

Ustalenia wstepne

. W Meczu biora udzial dwie druzyny. Kazda z druzyn wybiera ze swojego

grona Kapitana.

. W pierwszej fazie Meczu obie druzyny rozwiazuja 11 zadan dostarczonych

przez Jury i przygotowuja sie do zreferowania rozwigzan przy tablicy.
Drugg faza Meczu jest rozgrywka.

Rozgrywka

. Ekipy na przemian wywotuja druzyne przeciwng do zreferowania przy

tablicy rozwigzania jednego z niewybranych dotad zadan. Numer zada-
nia jest wybierany przez druzyne wywotujaca. Wywotywanie rozpoczyna
druzyna wylosowana tuz przed rozgrywka.

. Druzyna wywotana do rozwiazania zadania deklaruje, czy przyjmuje za-

danie. Dalszy przebieg rozgrywki zalezy od decyzji druzyny wywotanej.

Jesli druzyna wywolana przyjmuje zadanie...

5. Druzyna wywolana staje si¢ druzyna referujaca.

10.

. Zawodnika druzyny referujacej, ktéry przedstawia rozwiazanie przy ta-

blicy, wyznacza Kapitan druzyny przeciwnej.

. Zawodnik moze by¢ wyznaczony jedynie wtedy, gdy kazdy zawodnik z je-

go druzyny zakonczyl referowanie zadania nie mniej razy niz on. Nie
mozna wyznaczy¢ zawodnika po raz drugi do tego samego zadania. Jezeli
do referowania wyznaczono Kapitana, wskazuje on na czas pobytu pod
tablica swego zastepce.

. Osoba referujaca nie moze korzystac¢ z notatek, ani konsultowaé sie ze swo-

ja druzyna. Druzyna przeciwna nie moze przeszkadzaé¢ lub przerywaé re-
ferujacemu.

. Kapitan druzyny referujacej moze odwolywaé osoby referujace dowolna

liczbe razy. Takze osoba referujaca moze zrezygnowacé z referowania. Wow-
czas Kapitan druzyny przeciwnej wskazuje kolejna osobe druzyny referu-
jacej do kontynuowania rozwigzania przy tablicy na zasadach opisanych
w punktach 7 i 8. Druzyna zmieniajaca referujacego traci N punktéw
przy swojej N-tej zmianie w czasie Meczu.

FLaczny czas na zreferowanie rozwiazania przez druzyne referujaca wy-
nosi 10 minut. Po uplywie tego czasu Jury moze przerwaé referowanie,
poprosi¢ o streszczenie dalszej czesci rozwiazania lub pozwolié¢ na dalsze
referowanie, w zaleznosci od tego, czy rozwiazanie zdaniem Jury rokuje
nadzieje na poprawno$c¢ i zbliza sie do konca.
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11.

12.

13.

14.

15.

16.

17.

18.

Po oznajmieniu przez referujacego, ze referowanie rozwiazania zostalo
zakonczone, druzyna przeciwna moze zglosi¢ zastrzezenia co do popraw-
nosci lub kompletno$ci rozwigzania, a nastepnie referujacy odpowiada na
te zastrzezenia.

Jezeli podczas dyskusji druzyna wywolujaca zwrécila uwage na bledy lub
luki dyskwalifikujace rozwiazanie, ma ona prawo do zreferowania braku-
jacych czesci rozwiazania na zasadach okreslonych w punktach 6—-11.

Ostatecznie Jury ocenia zaprezentowane referaty oraz dyskusje i przyzna-
je obu druzynom nieujemne liczby punktéw o sumie nie przekraczajacej
10 punktéow. Druzyna, ktéra przedstawita poprawne rozwiazanie, otrzy-
muje co najmniej 7 punktéw. Jury ma prawo zada¢ pytania referujacemu
w celu ustalenia oceny.

Jesli druzyna wywotana nie przyjmuje zadania...
Druzyna wywolujaca staje sie druzyna referujaca i prezentuje rozwiazanie
zgodnie z zasadami okre$lonymi w punktach 6-11.

Ostatecznie Jury przyznaje druzynie referujacej od 7 do 10 punktow, je-
zeli zaprezentowane rozwiazanie jest poprawne, albo —10 (minus dziesied)
punktéw w przeciwnym przypadku. Jury moze réwniez przydzieli¢ dru-
zynie przeciwnej punkty za wskazanie luk lub btedéw w przedstawionym
rozwiazaniu. Jury ma prawo zadaé¢ pytania referujagcemu w celu ustalenia
oceny.

Ustalenia koncowe

Rozgrywka konczy sie po wywotaniu 8 zadan. W przypadku remisu wy-
woluje sie dodatkowo 2 zadania.

Przewodniczacy Jury moze naltozy¢ kare punktowa na druzyne za nie-
zgodne z niniejszym regulaminem zachowania jej zawodnikéw.

Interpretacja niniejszego regulaminu nalezy do przewodniczacego Jury.

84












Spis tresci

Tresci zadan

Zawody indywidualne . . . . ... ... ... ..
Zawody druzynowe . . . . . ... ... ... ...
Pierwszy Mecz Matematyczny . . . . . . . . . ..
Drugi Mecz Matematyczny . . . . ... .. ...

Czesko-Polsko-Stowackie Zawody Matematyczne

Rozwigzania

Zawody indywidualne . . . .. ... .. ... ..
Zawody druzynowe . . . . . .. ... ... ...
Pierwszy Mecz Matematyczny . . . . . . . .. ..
Drugi Mecz Matematyczny . . . . .. ... ...

Czesko-Polsko-Stowackie Zawody Matematyczne

Regulamin Meczu Matematycznego

10
11
13
15

16
16
43
48
61
75
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