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Wstep

Obdz Naukowy Olimpiady Matematycznej odbyt sie w dniach 9-23 czerwca
w Mszanie Dolnej, w oérodku ,,Stoneczny”. Kadre obozu stanowili: Dominik
Burek, Andrzej Grzesik, Teodor Jerzak, Michal Kieza, Tomasz Kobos Anna
Siennicka oraz Michal Zajac. Z go$cinnym wyktadem wystapil ponadto Prze-
mystaw Mazur.

W dniach 10, 11, 12, 13, 14, 17, 18, 20 i 21 czerwca odbyly sie zawody
indywidualne, 19 czerwca miaty miejsce zawody druzynowe, a 15 i 22 czerwca
rozegrane zostaly mecze matematyczne (regulamin meczu znajduje si¢ na koficu
tego zeszytu).

Podczas zawodéw indywidualnych uczestnicy mieli cztery i pét godziny na
rozwiazanie czterech zadan. Zawody druzynowe polegaly na rozwiazywaniu
przez kilkuosobowe druzyny czterech zadan i trwaly od rana do wieczora,
a mecz matematyczny — od wieczora dnia poprzedniego do popoludnia.

W ramach zawodéw indywidualnych mozna byto uzyska¢ 216 punktéw. Trzy
najlepsze wyniki to 140, 139 i 132 punkty. Punkty uzyskane za poszczegdlne
zadania przedstawia tabela na nastepnej stronie. W tym miejscu wypada nad-
mienié, ze nie wszyscy uczestnicy byli na calym obozie, co powoduje, ze sumy
liczb w poszczegdlnych wierszach moga sie réznié.

W czasie obozu odbyly si¢ dwie wycieczki: 16 czerwca na Cwilin, a 19
czerwca do Rabki-Zdréj.

Bezposrednio po zakonczeniu obozu, w dniach 23-26 czerwca w miejscowo-
$ci Bilovec (Czechy) odbyly sie XIIT Czesko-Polsko-Stowackie Zawody Mate-
matyczne. Przewodniczacym delegacji polskiej byl Andrzej Grzesik, zastepca
przewodniczacego byt Teodor Jerzak. W dniach 24-25 czerwca kazdy z zawod-
nikéw rozwiazywal po trzy zadania, majac na to po cztery i pét godziny.

Niniejszy zeszyt zawiera wszystkie zadania z obozu wraz z rozwiazaniami
oraz zadania z XIII Czesko-Polsko-Stowackich Zawodéw Matematycznych wraz
z rozwiazaniami. Zeszyty z poprzednich Obozéw Naukowych znajduja sie na
stronie internetowej Olimpiady Matematycznej: www.om.edu.pl



Zadanie | Liczba prac Liczba prac Liczba prac Liczba prac
na 6 punktéw | na 5 punktéw | na 2 punkty | na 0 punktéw
1. 16 0 1 0
2. 15 1 0 1
3. 4 1 1 11
4. 3 0 0 14
5. 8 3 1 7
6. 11 0 0 8
7. 5 0 1 13
8. 3 0 0 16
9. 11 4 1 2
10. 8 1 2 7
11. 4 2 0 12
12. 4 8 2 4
13. 5 4 1 9
14. 2 0 0 17
15. 1 0 0 18
16. 0 1 3 15
17. 19 0 0 0
18. 2 0 0 17
19. 4 2 0 13
20. 0 0 0 19
21. 10 3 1 5
22. 16 0 0 3
23. 12 3 0 4
24. 1 0 0 18
25. 13 0 0 6
26. 4 3 2 10
27. 5 1 1 12
28. 2 0 0 17
29. 6 1 0 11
30. 8 1 1 8
31. 0 0 0 18
32. 7 2 0 9
33. 16 0 0 1
34. 9 1 4 3
35. 4 1 0 12
36. 1 0 0 16




TresSci zadan

Zawody indywidualne

1. Funkcja f : R — R spelnia nieréwnosé |f(z) — f(y)] < |z — y| dla
dowolnych z,y € R oraz f(f(f(0))) = 0. Wykazaé, ze f(0) = 0.

2. Odcinek BD jest dwusieczna kata ZABC w tréjkacie ABC. Punkt M
jest érodkiem boku AB. Wykazaé, ze jesli ZBDM = 90°, to zachodzi réwnosé
AB = 3BC.

3. Na tablicy napisano liczby 1000, 1001, . .., 2999. Ruch polega na wybraniu
dwéch liczb a, b znajdujacych si¢ w danym momencie na tablicy, zmazaniu ich
oraz napisaniu na tablicy liczby % min(a, b). Wykaza¢, ze w wyniku wykonania
dowolnych 1999 ruchéw na tablicy pozostanie liczba mniejsza niz 1.

4. Udowodnié, ze istnieje nieskonczenie wiele liczb pierwszych p o nastepu-
jacej wlasnosci: istnieje liczba naturalna n, ktéra nie dzieli liczby p — 1 i taka,
ze pln! + 1.

5. Dana jest liczba pierwsza p. Wyznaczy¢ wszystkie pary (x,y) liczb cal-
kowitych nieujemnych spelniajacych réwnanie

3 +y3 —3zy =p— 1.

6. Udowodni¢, ze dla dowolnych dodatnich liczb rzeczywistych x,y, z praw-
dziwa jest nieréwnosé
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7. Na pewnej planecie zyje rasa kosmitéw, w ktérej wystepuja trzy roézne
plcie. MalzZenstwo to tréjka kosmitéw, po jednym z kazdej plci, wérdéd ktérych
kazda para sie lubi (jesli kosmita A lubi kosmite B to kosmita B lubi kosmite
A). Wiadomo, ze na planecie zyje 3n kosmitéw, po n z kazdej plci oraz, ze
kazdy kosmita lubi co najmniej po k kosmitéw z kazdej ptci réznej od jego
(gdzie 0 < k < n). Kosmici chca utworzy¢ jak najwiecej réznych malzenstw,
przy czym kazdy kosmita moze naleze¢ co najwyzej do jednego malzenstwa.
Udowodni¢, ze:



e jezeli n jest liczba parzysta oraz k = 3, to moze nie da¢ si¢ utworzyc
nawet jednego malzenstwa,

3n

1 » 10 mozna utworzy¢ n roztacznych malzenstw.

e jezeli k >

8. Okrag wpisany w trojkat ABC, gdzie AB # AC, jest styczny do boku
BC w punkcie K, za§ M to érodek wysokosci AD. Odcinek KM przecina
okrag wpisany w trojkat ABC w punkcie N # K. Dowie$¢, ze okrag opisany
na tréjkacie BC'N jest styczny do okregu wpisanego w trojkat ABC.

9. Dane jest n > 1 punktéw na okregu. Niektére z nich sg potaczone od-
cinkami, przy czym zadne dwa odcinki nie przecinaja sie we wnetrzu okregu.
Udowodnié, ze wszystkie punkty mozna pomalowaé trzema kolorami w taki
sposob, aby kazde dwa punkty potaczone odcinkiem mialy rézne kolory.

10. Udowodni¢, ze dla dodatnich liczb catkowitych z,y liczba
ey —x —y
nie jest kwadratem liczby catkowite;j.
11. W czworoscianie ABC'D suma p6l écian ABC i1 ABD jest réwna sumie

pol écian BC'D i ACD. Dowieé¢, ze srodek sfery wpisanej w ten czworoscian
oraz $rodki krawedzi BC, BD, AD, AC leza na jednej plaszczyznie.

12. Dla danej liczby rzeczywistej x definiujemy ciag (x,,),>1 rekurencyjnie
jako

1
l1—z, 1+,

Ty =T Oraz Tp4) = dlan>1,

przy czym jesli dla pewnej liczby catkowitej dodatniej n zachodzi rownosé z,, =
+1, to ciag konczy sie na n-tym wyrazie. Wyznaczy¢ liczbe takich ciagéw, ktore
koncza sie dokladnie na ésmym wyrazie.

13. Wewnatrz czworokata wypuklego ABCD lezy punkt F, dla ktérego
/ADE + /BCE > 90° oraz ZCBE + ZDAE > 90°.
Drugi punkt przeciecia okregdéw opisanych na tréjkatach BCE i ADE lezy

wewnatrz tego czworokata. Dowiesé, ze jeSli M i N sg $rodkami bokéw AB i
CD, to AB+CD > 2MN.



14. Pan Stefan posiada m biszkoptéw i n krakersoéw, przy czym waga kaz-
dego z nich, wyrazona w gramach, jest liczba catkowita dodatnia. Wiadomo,
ze kazdy biszkopt wazy nie wiecej niz n gramoéw, zas kazdy krakers — nie wiecej
niz m gramoéw. Udowodni¢, ze Pan Stefan moze wybraé¢ niepuste podzbiory
biszkoptéw i krakerséw o takiej samej wadze.

15. Rozstrzygnaé, czy istnieje funkcja f : R — R, ktéra dla dowolnej liczby
rzeczywistej x spelnia réwnanie

f(f(x)) = x* —2013.

16. Wyznaczy¢ wszystkie liczby catkowite dodatnie n, dla ktérych istnieje
doktadnie jedna liczba catkowita 0 < x < n! spelniajaca

nllz™ + 1.

17. Wyznaczy¢ wszystkie liczby catkowite z, y, z, t spelniajace jednoczesnie
réwnania
z? + 6y* = 22, 622 + % =12

18. Udowodnié¢, ze dla dowolnych liczb dodatnich aq,as,...,a, zachodzi
nier6wnos¢ s n
Za;Ja S 2((1 + Zaiaj'
i<y " g 1 a2+...+an)i<j

19. Odcinki AD, BE, C'F sa wysokosciami tréjkata ostrokatnego ABC.
Niech 04, op i 0oc beda okregami dopisanymi do tego trdojkata, stycznymi od-
powiednio do bokéw BC, C A i AB. Prosta {4 jest wspdlng styczna zewnetrzna,
okregow op, oc rézna od BC, proste {5 i {¢ definiujemy analogicznie. Punkty
A’, B, C' to odpowiednio punkty przecigcia prostych £p i lo, £o i€ oraz L4
i £g. Wykazaé, ze proste A’D, B'E i C'F przecinaja si¢ w jednym punkcie.

20. Dany jest zbiér S szesnastu punktéw w przestrzeni, z ktérych zadne
cztery nie leza w jednej plaszczyznie. Kazdy punkt ze zbioru S zostal pomalo-
wany na jeden z czterech koloréw, przy czym kazdy kolor zostal uzyty doktadnie
cztery razy. Pewien punkt przestrzeni O ¢ S lezy we wnetrzu lub na brzegu
dowolnego czworoscianu o wierzchotkach jednakowego koloru ze zbioru S. Udo-
wodnié, ze istnieja cztery punkty w zbiorze S o parami réznych kolorach, ktére
wyznaczaja czworoscian zawierajacy punkt O w swoim wnetrzu lub na brzegu.



21. Punkty D i E leza odpowiednio na bokach BC i AC tréjkata ABC,
przy czym AE = BD. Punkty M i N sa odpowiednio srodkami odcinkéw AD
i BE. Okregi opisane na tréjkatach AC'D i BEC przecinaja sie w punktach C'
i.S. Punkty P i @ sa rzutami prostokatnymi punktu S odpowiednio na proste
BC i AC. Udowodnié, ze punkty P, Q, M, N leza na jednej prostej.

22. Dane sg 3 stosy, na ktérych znajduje si¢ odpowiednio 5, 49 i 51 monet.
Dozwolone operacje polegaja na potaczeniu dwéch stosow w jeden oraz na
podzieleniu stosu o parzystej liczbie monet na dwa o jednakowej wielkoSci.
Rozstrzygna¢ czy za pomoca takich operacji mozna otrzymacé 105 stosow, z
ktorych kazdy sklada sie z jednej monety.

23. Dowieéé, ze dowolna liczbe catkowita n mozna przedstawi¢ w postaci
n=412+22+ ... + k2

dla pewnej liczby catkowitej dodatniej k i pewnego wyboru znakéw.

24. Dany jest wielomian P(x) stopnia wiekszego niz 1 o wspdlczynnikach
catkowitych. Udowodnié, ze istnieje nieskonczenie wiele liczb naturalnych k,
dla ktorych wielomian P(x) + k jest nierozkladalny na iloczyn niestalych wie-
lomianéw o wspoélczynnikach catkowitych.

25. Wyznaczy¢ wszystkie funkcje f : Z — Z, ktore spelniaja réwnanie

19(x) = 17f(f(x)) = 22,

dla dowolnego = € Z.

26. Wykazaé, ze dla liczb dodatnich x1, o, ..., z, zachodzi nier6wnosé¢
2 2 2
T x x
S D) L 3 2 . + 2*” g n — 1
r] + x2x3 T5 + X324 Ts 4+ T2

27. Tréjkat ABC jest zawarty wewnatrz sSrodkowo-symetrycznego wielokata
wypuktego W. Dla danego punktu P, lezacego wewnatrz tréjkata ABC, niech
A’ B, C' oznaczajs odpowiednio odbicia symetryczne wzgledem P punktéw
A, B, C. Dowie$é, ze co najmniej jeden z punktéw A’, B', C' lezy wewnatrz
lub na brzegu wielokata W.

28. Dany jest graf o n wierzchotkach posiadajacy k krawedzi o dtugosciach
bedacych réznymi liczbami catkowitymi od 1 do k. Udowodnié, ze istnieje w



nim $ciezka skladajaca sie z co najmniej 27’“ krawedzi, ktérych dlugosci tworza
ciagg rosnacy.

29. Dany jest zbiér S zlozony z 2013 punktéw na plaszczyznie, ktére nie
lezg na jednej prostej. W kazdy punkt zbioru S wpisana zostala pewna liczba
rzeczywista, przy czym spetniony jest nastepujacy warunek: na dowolnej prostej
przechodzacej przez co najmniej dwa punkty zbioru S suma wpisanych liczb
jest rowna 0. Udowodnié¢, ze wszystkie wpisane liczby sa réwne 0.

30. Dana jest liczba catkowita k& > 1. Ciag (a,)5; spelnia dla kazdej liczby
catkowitej n > 1 warunek
> dag = k"
d|n

Udowodnié, ze dla dowolnego n > 1 liczba a,, jest catkowita.

31. Wyznaczy¢ wszystkie wielomiany P(z) spelniajace nastepujacy waru-
nek: jezeli x jest liczba niewymierna, to P(z) réwniez jest liczba niewymierna.

32. Odcinki AD, BE i CF sa wysoko$ciami trdjkata ostrokatnego ABC.
Okrag przechodzacy przez punkty B i C jest styczny do prostej EF w punk-
cie A’. Analogicznie definiujemy punkty B’ i C’. Wykazaé, ze proste AA’, BB’
i CC' przecinaja si¢ w jednym punkcie.

33. Wyznaczy¢ wszystkie funkcje f : R — R, ktore spelniaja nieréwnosci
f@)<wz oraz f(z+y) < [f(z)+f(y),

dla dowolnych z,y € R.

34. Dana jest szachownica o wymiarach 2013 x (2013! 4 1). Alicja i Bob na
przemian wykonujg ruch polegajacy na przecieciu jednej z krawedzi wspélnych
dla dwoéch sasiednich pél. Dodatkowo, przecia¢ mozna tylko taka krawedz, do
ktérej zostala juz wycieta droga. Gracz, ktory rozetnie tablice na dwa kawalki
przegrywa. Rozstrzygnaé, ktéry z graczy ma strategie wygrywajaca.

35. Okrag wpisany w trojkat ABC jest styczny do bokéw BC' i AC odpo-
wiednio w punktach D i E. Srodkowa C'S przecina ten okrag w punktach K
i L. Punkt P jest punktem przeciecia prostych DK i EL. Dowies¢, ze proste
AB i CP sa réwnolegle.

36. Wykazaé, ze istnieje liczba catkowita dodatnia n, dlgmkstérej liczba 1!+
2! 4 ...+ n! posiada dzielnik pierwszy wiekszy niz 201320137



Zawody druzynowe

1. Dla danej liczby catkowitej n > 1 niech z,, = |nv2013]|. Wykazaé, ze
dla dowolnych liczb catkowitych ¢, k > 2 ciag (2,)52, zawiera k-wyrazowy ciag
geometryczny o ilorazie q.

2. W kazdym z trzech kubkow znajduje sie pewna liczba fasolek. Dana jest
nastepujaca operacja: jezeli w jednym kubku znajduje sie a fasolek, a w drugim
b fasolek, gdzie a > b, to mozemy przetozy¢ b fasolek z pierwszego kubka do
drugiego. Rozstrzygnaé, czy dla kazdego poczatkowego ulozenia fasolek istnieje
ciag operacji, po wykonaniu ktérego co najmniej jeden kubek bedzie pusty.

3. Dany jest trojkat ABC. Punkty O i H sa odpowiednio srodkiem okre-
gu opisanego i ortocentrum tego tréojkata. Punkt D jest érodkiem tego tuku
AC okregu opisanego na ABC, ktéry nie zawiera punktu B. Punkt S lezy na
odcinku BC, przy czym proste OS i BD sa rownolegte. Wykazaé, ze okrag o
srednicy AS przechodzi przez $rodek odcinka HD.

4. Rozstrzygnaé, czy istnieja liczby catkowite A, B,C, gdzie A # 0, kté-
re spelniaja nastepujacy warunek: dla dowolnej liczby catkowitej dodatniej n,
istnieje liczba catkowita x taka, ze n! = Axz? + Bx + C.
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Pierwszy Mecz Matematyczny

1. Rozstrzygnaé, czy zbidr liczb catkowitych dodatnich n, dla ktérych n! +
1/(2013n)! jest skonczony.

2. Niech k bedzie dodatnia i nieparzysta liczba catkowita. Wykazac, ze dla
kazdej liczby catkowitej dodatniej m istnieje liczba catkowita dodatnia n taka,
ze m|k" +nP.

3. Rozstrzygnaé, czy dla danej liczby naturalnej n > 2 istnieja parami rézne
i parami wzglednie pierwsze liczby catkowite dodatnie aq,as,...,a, takie, ze
ay+as 4 ... +a,lal +ab+... +ad

dla kazdego i = 1,2,...,n.

4. Ciag liczb rzeczywistych (a,, )2 ; spelnia warunek

kap + 1
Ayl = 5——
k—ak

dla kazdego k£ > 1. Udowodnié, ze w tym ciaggu wystepuje nieskoniczenie wiele
dodatnich i nieskoniczenie wiele ujemnych wyrazéw.

5. Niech p bedzie nieparzysta liczba pierwsza. Dowiesé, ze jesli p-kat ma
wszystkie boki wymiernej dhugoéci i wszystkie katy rowne, to jest on foremny.

6. Liczby nieujemne a1, as, ... a, spelniaja warunek ajas...ap >
k=1,2,...,n. Udowodni¢, ze

(22)1 dla

1 1 1
+ooo+ =

> — 4+ — .
a1+ o2+ + On n—|—1+n+2 2n

7. Tablica m x n zostala wypelniona nieujemnymi liczbami rzeczywistymi
w taki sposob, ze dowolny wiersz oraz dowolna kolumna zawieraja co najmniej
jeden dodatni wyraz. Wiadomo ponadto, ze jesli na przecigciu wiersza i kolumny
znajduje sie pole z liczbg dodatnia, to sumy wyrazéw w tym wierszu i kolumnie
sa réwne. Udowodnié¢, ze m = n.

8. Dane sa takie liczby calkowite dodatnie k, n, ze £ < n — 1. Zbiory
Aq, As, ..., Ak sa niepustymi podzbiorami zbioru n-elementowego S. Udowod-
ni¢, ze mozna pokolorowaé¢ pewne elementy zbioru S dwoma kolorami w taki
sposob, ze spelnione sa nastepujace warunki:

11



e Kazdy element zbioru S jest albo niepokolorowany albo pokolorowany na
jeden z dwdéch koloréw.

e Przynajmniej jeden element zbioru S jest pokolorowany.

e Dla kazdego i = 1,2, ...,k zbiér A; jest albo calkowicie niepokolorowany
albo zawiera elementy obu koloréw.

9. Dany jest czworokat wypukly ABCD. Pélproste AB~ i DC™ przeci-
naja sie w punkcie P, a péiproste AD™ i BC™ w punkcie Q. Punkt O lezy
wewnatrz czworokata ABCD i spelnia warunek ZBOP = ZDOQ. Udowodni¢,
ze LZAOB + ZCOD = 180°.

10. Okrag oy jest styczny do bokéw AC' i BC tréjkata ABC oraz do okregu
opisanego na tym trojkacie w punkcie P. Okrag o9 jest styczny do pélprostych
CA™ i OB~ oraz jest styczny zewnetrznie do okregu opisanego na tréjkacie
ABC' w punkcie Q). Wykazadé, ze

AP-AQ [ AC\?
BP-BQ_<BC> '

11. Spodki wysoko$ci pewnego czworo$cianu sa rozne od ortocentréw $cian,
do ktérych zostalty poprowadzone. Wykazaé, ze plaszczyzny zawierajace te wy-
sokoéci i ortocentra $cian, do ktorych zostaly poprowadzone, przecinaja sie w
jednym punkcie.

12



Drugi Mecz Matematyczny

1. Wyznaczy¢ wszystkie wielomiany f(z) o wspélezynnikach catkowitych,
ktore spelniaja nastepujacy warunek: dla dowolnej liczby pierwszej p i liczb
calkowitych dodatnich x, y takich, ze p|xy—1 zachodzi podzielnosé p| f(z) f(y)—
1.

2. Dana jest liczba pierwsza p postaci 4k + 3. Liczby calkowite a,b,c,d
spetniajg réwnanie
a’®? 4+ %P 4 PP = %P,

Udowodnié, ze p|abe.

3. Dana jest liczba pierwsza p > 2 oraz liczba catkowita 0 < r < p — 1.
Wyznaczy¢ liczbe ciagéw (e1,€2,...,6p-1) 0 wyrazach w zbiorze {—1,1}, dla
2
ktérych
p—1

€1+ 29+ ...+ B

Ep1 =7 (mod p).

4. Wyznaczyé wszystkie funkcje f : Q — Q spelniajace dla dowolnych
niezerowych liczb rzeczywistych z,y réwnanie

; (x;y) _ S0+

5. Dane sa liczby dodatnie a,b,c. Wyznaczy¢é wszystkie liczby dodatnie
x,y, z, dla ktérych spelnione sg réwnosci

r+y+z=a+b+c oraz dayz— (a®x+ b’y + ?z) = abe.

6. Dla liczby calkowitej dodatniej n okreslamy

A1) +d(2) + ...+ d(n)

)

1 1
H,=14+—-+4+...4— oraz T, =
2 n n
gdzie d(k) oznacza liczbe dodatnich dzielnikéw liczby k. Wykazaé, ze

|Hn - Tn' < ]-7

dla dowolnej liczby catkowitej dodatniej n.
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7. Na plaszczyznie narysowano n réznych prostokatéow. Udowodnié, ze ist-
nieje co najmniej 41/n réznych katéw prostych bedacych katami wewnetrznymi
co najmniej jednego z danych prostokatow.

8. Kazdy okrag na plaszczyznie pomalowany zostal na jeden z trzech ko-
loréw. Niech A bedzie nieskonczonym zbiorem punktéw na plaszczyznie. Udo-
wodnié¢, ze istnieje taki nieskonczony podzbiér B zbioru A, ze dowolny okrag
zawierajacy co najmniej trzy punkty zbioru B jest tego samego koloru.

9. W trojkacie ABC punkty K i M leza na boku AB (punkt K lezy po-
miedzy punktami M i B) natomiast punkty L i N leza na boku AC (punkt L
lezy pomiedzy punktami N i C). Wykazaé, ze jesli 25 = % to ortocentra

KM
tréjkatow ABC, AK L oraz AM N leza na jednej prostej.

10. Okrag o srodku S jest dopisany do czworokata wypuktego ABCD,
przy czym prosta AC przecina ten okrag. Przekatne czworokata przecinaja sie
w punkcie E. Prosta przechodzaca przez punkt E i prostopadia do prostej
AC przecina proste BS i DS odpowiednio w punktach P i Q. Wykazaé, ze
EP = EQ.

11. Oémiokat wypukly ABCDFEFGH wpisany w okrag jest podstawa ostro-
stupa ABCDEFGHS. Przekatne AE, BF, CG i DH tego o$miokata przeci-
naja sie¢ w jednym punkcie. Wykazaé, ze istnieje przekrdj plaszczyznag tego
ostrostupa majacy przeciwlegle boki réwnolegte.
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Czesko-Polsko-Stowackie Zawody Matematyczne

1. Udowodnié, ze dla dowolnej liczby rzeczywistej dodatniej x oraz dowolnej
liczby calkowitej dodatniej n spelniona jest nieréwnosé

n 1 2 1
4+ ——=2>2n“lzc+-—-—2].
xn x

2. W czworokacie ABCD wpisanym w okrag spelniony jest warunek BC' =
CD. Niech w bedzie okregiem o srodku w punkcie C stycznym do BD, a I
srodkiem okregu wpisanego w trojkat ABD. Wykazaé, ze prosta przechodzaca
przez I i réwnolegla do AB jest styczna do okregu w.

3. Niech R bedzie zbiorem liczb wymiernych r, dla ktérych prawdziwe jest
nastepujace zdanie: jesli x jest liczba rzeczywista, dla ktorej 22 — rz i 23 — ra

sg liczbami wymiernymi, to x takze jest liczba wymierna. Udowodnié, ze:
a) Jesli r jest wymierne i r > % lubr <0,tor € R.

b) Jedli p,q sa réznymi liczbami pierwszymi nieparzystymi, spelniajacymi
nieréwnosé 3p < 4q, to g € R.

4. Dane sa liczby catkowite a,b, przy czym b nie jest kwadratem liczby
calkowitej. Wykazaé, ze 22 4+ ax + b jest kwadratem liczby catkowitej jedynie
dla skonczenie wielu liczb catkowitych x.

5. Tréjkat réwnoboczny o boku n podzielony zostal na n? komoérek beda-
cych tréjkatami réwnobocznymi. Niektore z komoérek sa zarazone. Co sekunde,
wszystkie niezarazone komorki, ktére sasiaduja bokiem z co najmniej dwoma
zarazonymi komorkami, stajg si¢ zarazone. Wyznaczy¢ najmniejszg liczbe ko-
morek, ktore wystarczy zarazi¢ na poczatku, zeby po pewnym czasie kazda
komorka byla zarazona, gdy n = 12.

6. Tréjkat ABC' jest wpisany w okrag w. Punkt P jest srodkiem tuku BC
okregu w zawierajacego punkt A. Okrag o srednicy C'P przecina dwusieczna
kata Z/BAC w punktach K i L (punkty A, K, L leza w tej kolejnosci na
prostej). Ponadto, M jest punktem symetrycznym do L wzgledem prostej BC.
Udowodnié, ze okrag opisany na tréjkacie BK M potowi odcinek BC'.
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Rozwigzania

Zawody indywidualne

1. Funkcja f : R — R spelnia nieréwnosé |f(z) — f(y)| < |z — y| dla
dowolnych z,y € R oraz f(f(f(0))) = 0. Wykazaé, ze f(0) = 0.

Rozwigzanie:

Podstawiajac do nieréwnosci danej w zadaniu z = f(f(0)) oraz y = f(0)
otrzymujemy zaleznosé

IFFON] = [F(FF0))) = FFOD] < TF(F(0) = f(O)]-

Jednoczesnie, podstawienie z = f(0) oraz y = 0 daje nam |f(f(0)) — f(0)] <

| £(0)], co w polaczeniu z poprzednim oszacowaniem implikuje nieréwnosé | f(f(0))| <
|£(0)]. Ostatecznie, wstawiajac z = f(f(0)) oraz y = 0 dostajemy |f(0)] <
F(F(0))]. A 7atem

IO = 1£(£(0)) = F(O)] = [fF(f(0))].

0)), to natychmiast otrzymujemy f(0) = f(f(0)) = 0. Jesli
), to |£(0)] = 21f(0)], a wiee i w tym wypadku f(0) = 0.

Jezeli f(0) = F(f(
208 (0) = —f(f(0

2. Odcinek BD jest dwusieczng kata ZABC w trojkacie ABC. Punkt M
jest érodkiem boku AB. Wykazaé, ze jesli ZBDM = 90°, to zachodzi réwnosé
AB =3BC.

Rozwigzanie:

Proste BC' i M D nie sa réwnolegle, gdyz w przeciwnym wypadku mieliby-
smy LZABC = 2/DBC = 2/BDM = 180°. Niech zatem N bedzie punktem
ich przeciecia. Poniewaz /BDM = 90° = ZBDN oraz /DBM = ZDBN,
to tréjkaty BDM i BDN sa przystajace. W szczegélnosci DM = DN oraz
BM = BN.

7 twierdzenia Menelausa dla trojkata BM N i prostej C'D dostajemy

DM CN AB _
DN BC AM
skad BC' = 2C'N. W takim razie

AB =2BM =2BN =2CN + 2BC = 3BC.
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3. Na tablicy napisano liczby 1000, 1001, . .., 2999. Ruch polega na wybraniu
dwdch liczb a, b znajdujacych sie w danym momencie na tablicy, zmazaniu ich
oraz napisaniu na tablicy liczby % min(a, b). Wykazaé, ze w wyniku wykonania
dowolnych 1999 ruchéw na tablicy pozostanie liczba mniejsza niz 1.

Rozwiazanie:

Zauwazmy, ze z oczywistej dla x,y > 0 nieréwnosci %—i—% < m
ze suma odwrotnodci liczb napisanych na tablicy nie maleje w wyniku wykona-
nia ruchu. Wystarczy wiec wykazaé, ze suma odwrotnosci poczatkowego uktadu
liczb jest wigksza niz 1. Zauwazmy jednak, ze dla 1 < k < 1000

wynika,

1 1 4000 4000 1

= > .
2000 — k& * 2000 + £ 20002 — k2 ~ 20002 1000

A zatem po dodaniu liczby ﬁ i odjeciu liczby ﬁ dostajemy, ze suma od-
wrotnoéci poczatkowego ukladu wynosi co najmniej 1+ ﬁ — 30100 > 11dowdd
jest zakonczony.

4. Udowodnié, ze istnieje nieskonczenie wiele liczb pierwszych p o nastepu-
jacej wlasnosci: istnieje liczba naturalna n, ktéra nie dzieli liczby p — 1 i taka,
ze p|n! + 1.

Rozwiazanie:

Niech ¢ > 2 bedzie dowolng liczba pierwsza. Zauwazmy, ze liczba (2¢)! — 1
daje reszte 3 z dzielenia przez 4. Posiada ona zatem dzielnik pierwszy p, ktory
réwniez jest tej postaci — w przeciwnym razie liczba (2¢)! — 1 dawalaby reszte
1 z dzielenia przez 4. Jedli wykazemy, ze tak wybrana liczba pierwsza p spelnia
dany warunek, to zadanie bedzie rozwiazane. Rzeczywiscie, jezeli p1,ps, ... Pk
sa roznymi liczbami pierwszymi spelniajacymi warunek dany w zadaniu, to
biorac g > p1,po, - . . px dostajemy nowa liczbe pierwsza spelniajaca teze, gdyz
wszystkie dzielniki (2¢)! — 1 sa wigksze od ¢. Korzystajac z twierdzenia Wilsona
otrzymujemy

—“l=p@-D=p-2¢-1)! (=29 - (-2¢+1)-(—2¢+(2¢ - 1))

=(p—2¢— 1) (=) (2¢9)! = —(p—2¢—1)! (mod p),

a zatem p|n!+1 dlan = p—2g—1. Wystarczy zatem sprawdzié, ze tak wybrane
n nie jest dzielnikiem liczby p — 1. Zalézmy przeciwnie, ze p — 2¢ — 1|p — 1.
Wtedy jednak réwniez p—2q —1|2¢, a skoro ¢ jest liczba pierwsza, to dostajemy
p—2¢g—1=gqlub p—2¢—1 = 2. W pierwszym przypadku otrzymujemy
sprzeczno$¢ z faktem, iz liczby p i ¢ sa nieparzyste, a w drugim z przystawaniem
p = 3 (mod 4), gdyz 2¢ +3 = 2+ 3 = 1 (mod 4). Koficzy to rozwiazanie
zadania.
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5. Dana jest liczba pierwsza p. Wyznaczy¢ wszystkie pary (x,y) liczb cal-
kowitych nieujemnych spelniajacych réwnanie

49> —3zy=p— 1.

Rozwigzanie:
Dane rownanie mozna przepisa¢ w postaci

p=2* 4+ +1-3oy=(x+y+ D@ +y*+1—azy—2a—y).

Poniewaz p jest liczba pierwsza oraz x + y + 1 > 0 pierwszy lub drugi czynnik
rozwazanego iloczynu jest réwny 1. Jedli x+y+1 = 1, to oczywiscie x =y = 0,
co nie daje rozwiazania. W drugim przypadku, zauwazmy, ze

1=+’ +1l-ay—z—y=s(e—p)’+@-1)"+@Fy-1)7),

DN | =

azatem 2 = (z — 1)2+ (y — 1)? + (z — y)%. Stad tatwo juz widaé, ze

(z,9) € {(0,0),(0,1),(1,0),(2,2),(1,2), (2,1)}.

Jednakze tylko dla (x,y) € {(0,1),(1,0),(2,2)} wyrazenie z° + y> + 1 — 3zy
jest liczba pierwsza: p = 2 dla pierwszych dwoch par i p = 5 dla trzecie;j.

Podsumowujac dla p = 2 istnieja dwie pary spelniajace dane réwnanie:
(z,y) € {(0,1),(1,0)} oraz jedna para (z,y) = (2,2) dla p = 5. Dla pozostalych
liczb pierwszych p dane réwnanie nie posiada rozwiazan w liczbach catkowitych
nieujemnych.

6. Udowodnié¢, ze dla dowolnych dodatnich liczb rzeczywistych z, y, z praw-
dziwa jest nieréwnosé

a + Y + = <1
z+V@+y)@+z) y+/+2)y+a) 2+ (z+a)(z+y)
Rozwiazanie:

Zauwazmy ze dla dowolnych liczb rzeczywistych z, vy, z prawdziwa jest nie-
rownosé /(xz +y)(x + 2) > \/xy++/xz. Rzeczywiscie, po podniesieniu do kwa-
dratu i uproszczeniu wyrazéw podobnych sprowadza sie ona do nieréwnosci
2?4+ yz > 21/22yz, ktéra wynika wprost z nieréwnoéci miedzy érednia arytme-
tyczna a geometryczna. Wykorzystujac jeszcze dwa analogiczne oszacowania
otrzymujemy

T z

Yy
PSR o T e SN crarms Y oy SN ey ey

18




x Y z
< + +
\z+‘/xy+\/1:z Y+ Yz + Jyx 2+ \2Tr + /2y

= Ve + vy + V2 —1
VEANVITVE VB IEVE | VTV

7. Na pewnej planecie zyje rasa kosmitéw, w ktorej wystepuja trzy roézne
plcie. Malzenstwo to tréjka kosmitoéw, po jednym z kazdej plci, wérdéd ktérych
kazda para sie lubi (jesli kosmita A lubi kosmite B to kosmita B lubi kosmite
A). Wiadomo, ze na planecie zyje 3n kosmitéw, po n z kazdej plci oraz, ze
kazdy kosmita lubi co najmniej po k kosmitéw z kazdej plci réznej od jego
(gdzie 0 < k < n). Kosmici chea utworzy¢ jak najwiecej réznych malzenstw,
przy czym kazdy kosmita moze naleze¢ co najwyzej do jednego malzenstwa.
Udowodni¢, ze:

e jezeli n jest liczba parzysta oraz k = 7, to moze nie da¢ si¢ utworzyc
nawet jednego malzenstwa,

o jezeli k > %”, to mozna utworzy¢ n roztacznych malzenstw.

Rozwiazanie:
Niech A, B, C oznaczaja n-elementowe zbiory kosmitéw danych plci.

e Jezeli n = 2k, to niech A;, Ay beda dowolnym podzialem zbioru A na
zbiory k-elementowe. Analogicznie definiujemy zbiory By, Bs oraz Cy, Cs.
Zal6zmy, ze dla plci A i B, kazdy kosmita nalezacy do zbioru A; lubi
kazdego kosmite nalezacego do zbioru B; i po za tym nie lubi juz zadnego
innego kosmity z plci B. Analogicznie dla pici B i C, za$ dla zbioréw A
i C' przyjmujemy odwrotnie: kazdy kosmita ze zbioru A; lubi wszystkich
ze zbioru Cy i nikogo z C1, a kazdy kosmita ze zbioru A5 lubi wszystkich
ze zbioru C4, ale nikogo z Cy. Wowczas kazdy kosmita lubi doktadnie &
kosmitéw z innych plci, ale nie da si¢ utworzy¢ zadnego malzenstwa.

e Wykorzystujac twierdzenie Halla wykazemy najpierw, ze mozliwe jest
sparowanie kosmitéw z plci A 1 B w taki sposéb, aby kosmici w kazdej
parze lubili sie. W tym celu sprawdzimy, ze dla grafu dwudzielnego o
wierzchotkach ze zbioru AU B oraz krawedziach odpowiadajacych relacji
lubienia sie, spelniony jest warunek Halla. Niech wigc X C A bedzie
dowolnym podzbiorem I-elementowym (gdzie 1 <1< n),aY C B bedzie
zbiorem wierzchotkéw polaczonych z co najmniej jednym wierzchotkiem
z X . Musimy sprawdzi¢, ze do zbioru Y nalezy co najmniej [ elementow.
Zalézmy wiec przeciwnie. Wowczas istnieje element b € B nie nalezacy

3n

do Y. Z jednej strony, potaczony jest on krawedzia co najmniej z =
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elementami z A, a z drugiej nie jest potaczony z zadnym wierzchotkiem z
X. Stad I < %. To oznacza jednak sprzecznoé¢, gdyz dowolny wierzchotek
z X zna co najmniej 2% elementéw z [, a zatem 2! < [Y| < % — 1,
co oczywiscie jest niemozliwe. UdowodniliSmy zatem, ze istnieje zadane

sparowanie dla zbioréw A i B.

Rozwazmy teraz graf dwudzielny, ktérego jedna grupa wierzchotkéw sta-
nowig pary wierzchotkéw z A i B utworzone w poprzedniej czedci rozu-
mowania, a druga wierzcholki zbioru C. Pare (a,b) i wierzcholek ¢ € C
taczymy krawedzia, jesli ¢ lubi a oraz b. Jesli wykazemy, ze w tak zdefi-
niowanym grafie dwudzielnym mozliwe jest sparowanie wierzchotkéw tak,
aby w kazdej parze wystepowaly dwa wierzchotki potaczone krawedzia,
to zadanie bedzie rozwiazane. W tym celu ponownie wykorzystamy twier-
dzenie Halla.

Niech zatem X C A x B bedzie [-elementowym zbiorem par, a Y C C
niech bedzie zbiorem wierzchotkéw, ktore sa potaczone krawedzia z przy-
najmniej jednym wierzchotkiem ze zbioru X. Podobnie jak poprzednio,
dla dowodu niewprost zal6zmy, ze nie jest spelniony warunek Halla, czyli,
ze zbiér Y posiada co najwyzej [ — 1 elementéw. Istnieje wigc ¢ € C'\ Y.
Skoro ¢ lubi co najmniej %” elementéw z A i co najmniej % elementow
z B, to jest on polaczony krawedzig z co najmniej § parami utworzony-
mi w poprzedniej czesci rozumowania. A zatem | < 5. Z drugiej jednak
strony, na podobnej zasadzie tatwo zauwazy¢, ze dowolny wierzchotek z
X polaczony jest krawedzia z co najmniej 5 wierzchotkami z C' i stad
Y| > 5. Tym samym & > [ > |Y| > §. Otrzymana sprzeczno$¢ korczy

rozwigzanie zadania.

8. Okrag wpisany w trojkat ABC, gdzie AB # AC, jest styczny do boku
BC w punkcie K, zas§ M to $rodek wysokoéci AD. Odcinek KM przecina
okrag wpisany w trojkat ABC w punkcie N # K. Dowie$¢, ze okrag opisany
na tréjkacie BC'N jest styczny do okregu wpisanego w trojkat ABC.

Rozwigzanie:

Niech I bedzie srodkiem okregu w wpisanego w trojkat ABC, zas I4 Srod-
kiem okregu wy dopisanego do tego tréjkata, stycznego do boku BC' w punkcie
L. PoprowadZmy prosta £ styczng do okregu w4 w punkcie K’, réwnolegly do
prostej BC i r6zna od niej. Jednoktadnoéé o érodku A przeksztalcajaca okrag
w na okrag wa przeprowadza punkt K na punkt K'. W takim razie punkty
A, K i K’ sa wspo6lliniowe. Odcinki AD i K'L sa réwnolegle, a wiec istnieje
jednoktadnosé o srodku K przeksztatcajaca pierwszy z nich na drugi. Ta sama
jednokladnosé przeksztalca srodek AD na érodek K’'L, czyli punkt M na 4.
W takim razie punkt 14 lezy na prostej K M.
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Niech T bedzie punktem przeciecia prostej BC' ze styczna do okregu w
w punkcie N, za$ S érodkiem odcinka K N. Trojkaty prostokatne TNI i T'SN
majace dodatkowo wspdlny kat przy wierzchotku T' sa podobne, skad T1-T'S =
TN?Z. Ponadto £ISI4 = ZISK = 90°, co wraz z zaleznoéciami ZIBI4 = 90°
i ZICT4 = 90° dowodzi, ze punkty B, I4, C, S oraz I leza na jednym okregu.
W takim razie
TB-TC=TI-TS=TN?

Zatem prosta T'N jest styczna réwniez do okregu opisanego na tréjkacie BCN
w punkcie IV, a to konczy rozwiazanie zadania.

9. Dane jest n > 1 punktéw na okregu. Niektére z nich s potaczone od-
cinkami, przy czym zadne dwa odcinki nie przecinaja sie we wnetrzu okregu.
Udowodnié¢, ze wszystkie punkty mozna pomalowaé¢ trzema kolorami w taki
sposob, aby kazde dwa punkty potaczone odcinkiem mialty rézne kolory.

Rozwiazanie:

Tez¢ udowodnimy indukcyjnie po n. Dla n = 1,2,3 nie ma czego dowo-
dzi¢. Zalézmy wiec, ze teza zadania jest prawdziwa dla n > 3 i wykazmy ja
dla n + 1. Oznaczmy dane punkty przez Aj, As,... A, 1. Zauwazmy, ze jesli
narysowano wylacznie odcinki postaci A;A;41 dla i = 1,2,...,n + 1 (przyj-
mujemy, ze A,+2 = A1), to punkty mozna pokolorowa¢ naprzemiennie dwoma
kolorami i wowczas zadany warunek jest spelniony. W innym wypadku pola-
czono odcinkiem pewna niekolejng pare punktéw (A;, A;). Wéwcezas odcinek
A;A; dzieli koto na dwa obszary, z ktérych oba zawieraja nie wigcej niz n da-
nych punktéw. Co wiecej, wszystkie narysowane odcinki sa zawarte w jednym
z tych dwoch obszaréw, gdyz inaczej pewien odcinek przecigtby odcinek A;A;
we wnetrzu. Mozemy wiec skorzysta¢ z zalozenia indukcyjnego i pokolorowaé
punkty w obrebie kazdego obszaru tak aby byl spelniony zgdany warunek. Po-
zostaje zauwazy¢, ze zmieniajac ewentualnie nazwy koloréw, mozna zatozy¢,
ze w obu kolorowaniach punkty A;, A; pokolorowane zostaty tym samym ko-
lorem. Otrzymalidémy tym samym zadane kolorowanie dla catego uktadu n + 1
punktow i dowdd indukeyjny jest zakonczony.

10. Udowodni¢, ze dla dodatnich liczb catkowitych z,y liczba
doy —x —y

nie jest kwadratem liczby catkowite;j.

Rozwiazanie:
Zalézmy, ze istnieje taka liczba catkowita n, ze 42y — x — y = n?. Wéwczas
(4 — 1)(4y — 1) = (2n)? + 1. Istnieje taka liczba pierwsza p, ze p|dz — 1 oraz
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p = 3 (mod 4), gdyz w innym wypadku mielibySmy 4z — 1 = 1 (mod 4). A
zatem

(2n)?2 = -1 (mod p).
Podnoszac ta kongruencje do nieparzystej potegi % i korzystajac z malego
twierdzenia Fermata otrzymujemy

1=@2n)P = (20))"F =(-1)"7 =—1 (mod p),
skad p = 2, co jednak przeczy temu, ze p = 3 (mod 4). Otrzymana sprzecznos$é
dowodzi, ze liczba 4zy — x — y nie jest kwadratem liczby catkowitej.

11. W czworoscianie ABC'D suma p6l écian ABC i1 ABD jest réwna sumie
pol scian BC'D i ACD. Dowiesé, ze srodek sfery wpisanej w ten czworo$cian
oraz $rodki krawedzi BC, BD, AD, AC leza na jednej plaszczyznie.

Rozwiagzanie:

Niech P bedzie punktem przeciecia plaszczyzny dwusiecznej kata dwuscien-
nego przy krawedzi AB z krawedziag CD. Wéwczas odleglosci punktu P od
plaszczyzn ABC i ABD sa réwne (oznaczmy ich wspdlna warto$é przez x).
Srodek I sfery wpisanej w czworoscian ABC D nalezy do plaszczyzny ABP. W
takim razie prosta PI przecina odcinek AB w pewnym punkcie ). Niech po-
nadto r oznacza promien sfery wpisanej w czworoscian ABC' D. Wykorzystujac
warunek o sumie pél dany w treéci zadania dostajemy

V(ABCD) = V(ABCI) + V(BCDI) + V(CDAI) + V(DABI) =

_ % -r-([ABC) + [BCD] + [CAD] + [DAB]) = g .r- ([ABC] + [ABD)).
7 drugiej strony

V(ABCD) = V(ABCP) + V(ABDP) — % .z (JABC] + [ABDY).

Te dwie zaleznosci prowadza do wniosku, ze x = 2r.
Wysokosci czworoscianow ABCT i ABCP poprowadzone na plaszczyzne
ABC sa réwnolegle. Z twierdzenia Talesa wynika wiec, ze
PQ x 9
Q r
czyli punkt I jest srodkiem odcinka PQ.

Umiesémy czworo$cian ABC D w prostokatnym ukladzie wspolrzednych w
ten sposob, ze punkty A i B maja wspolrzedna z-towa réwna 0, zas punkty C
i D maja wspOlrzedna z-towa réowna ¢ (gdzie ¢ jest pewna liczba rzeczywista).
Zauwazmy, ze jesli punkt X lezy na prostej AB, za$ punkt Y na prostej CD, to

)
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srodek odcinka XY ma wspolrzedna z-towa rowna % W takim razie ta uwaga
stosuje sie zar6wno do punktu I, jak i srodkéw krawedzi BC, BD, AD i AC.

Punkty te leza wiec na jednej plaszczyznie z = %

12. Dla danej liczby rzeczywistej x definiujemy ciag (x,,),>1 rekurencyjnie
jako

1
l1—z, 1+,

Ty =T Oraz Tp4) = dlan>1,

przy czym jesli dla pewnej liczby catkowitej dodatniej n zachodzi réwno$é z,, =
+1, to ciag konczy sie na n-tym wyrazie. Wyznaczy¢ liczbe takich ciagow, ktore
koncza si¢ dokladnie na ésmym wyrazie.
Rozwiagzanie:
Niech 1 = = tga dla pewnego o € (—7, §). Wowczas
1 1 221 2tg o

— — — = :t 2@,
l—z; 1+x 1-22 1-tg%a &

T2

ze wzoru na tangens kata podwojonego. Postepujac podobnie widzimy tym
samym, ze z,, = tg2" 'a, dla dowolnego n > 1. Jedli wiec ciag sie konczy na
6smym wyrazie, to

rg = tg 128 = +£1,

a stad 128a = =7 + k7 dla pewnego k € Z lub po prostu a = 7 (:|:5% + %)
Nietrudno sprawdzi¢, ze a € (=5, 5) wtedy i tylko wtedy, gdy k € [-64, 63].
Biorac pod uwage wyboér znaku, daje to lacznie 256 mozliwoséci na pierwszy
wyraz ciagu. Pozostaje sprawdzié¢, ze w zadnym z tych przypadkoéw ciag nie

konczy sie wezesniej. Gdyby tak bowiem byto, to wowczas

1 k 1
+—4+-—] = +—
”( 512 128> ”( 9r+2 +m> ’
dla pewnych liczb catkowitych m,r takich, ze 0 < r < 7. Jednak wtedy +1 +
4k = +277"4+29m, co jest niemozliwe, gdyz lewa strona jest liczbg nieparzysta,
za$ prawa parzysta. Oznacza to, ze kazdy z otrzymanych 256 ciagéw konczy sig¢
na doktadnie 6smym wyrazie.

13. Wewnatrz czworokata wypuklego ABCD lezy punkt F, dla ktérego
/ADE + /BCE > 90° oraz /ZCBE + /DAE > 90°.

Drugi punkt przeciecia okregdéw opisanych na tréjkatach BCE i ADE lezy
wewnatrz tego czworokata. Dowiesé, ze jeSli M i N sg $rodkami bokéw AB i
CD, to AB+CD > 2MN.
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Rozwiazanie:

Oznaczmy przez F' punkt przeciecia okregéw opisanych na trojkatach BCE
i ADE. Mozemy przyjaé¢ bez straty dla ogélnoéci, ze punkty B, E, F, C leza
na okregu w tej wlasnie kolejnoéci. Wéowcezas

/AFB = /AFE + /BFE = /ADE + /BCE > 90°
oraz
/CFE =360° — /CFE — /DFE = (180° — ZCFE) + (180° — ZDFE)

=/CBE+ ZDAFE > 90°.

Z powyzszych zaleznosci wynika, ze punkt F' lezy wewnatrz okregéw o éredni-
cach ABiCD,awiec AM > FM iCN > FN. To w polaczeniu z nieréwnoécia
trojkata dla tréjkata FM N (byé moze zdegenerowanego do odcinka M N) daje

AB+CD =2AM +2AN > 2FM +2FN > 2MN.

14. Pan Stefan posiada m biszkoptéw i n krakersow, przy czym waga kaz-
dego z nich, wyrazona w gramach, jest liczbg catkowita dodatnia. Wiadomo,
ze kazdy biszkopt wazy nie wiecej niz n gramoéw, zas kazdy krakers — nie wiecej
niz m gramoéw. Udowodnié, ze Pan Stefan moze wybraé¢ niepuste podzbiory
biszkoptow i krakerséw o takiej samej wadze.

Rozwiazanie:
Niech ai,as,...,a,, < n beda wagami biszkoptéw, a by, bs,...,b, < m
wagami krakersow. Dla k = 1,2, ..., m niech Ay = a1 +as+...+ax i podobnie

By=b1+by+ ...+ b dla k=1,2,... ,n. Przyjmijmy ponadto A9 = By = 0.
Jesli A, = By, to nie ma czego dowodzié¢, zaltézmy wiec bez straty ogdlnosci,
ze A, < By. Dla dowolnego 1 < k£ < m mamy zatem Ap — By > 0 oraz
A — B, < 0. Mozemy wiec okresli¢

f(k) =min{A; — B; : Ay, — B; > 0,0 < i <n}.

Innymi stowy, f(k) jest minimalna warto$cia nieujemna jaka przyjmuje wyra-
zenie postaci Ap — B; dla 0 < i < n. Z ograniczenia b; < m wynika oszacowanie
f(k) < m—1 dla dowolnego 1 < k < m. Jedli istnieje takie k, ze f(k) = 0,
to teza zadania jest spelniona. W przeciwnym razie z zasady szufladkowej Di-
richleta wynika istnienie liczb k < [ takich, ze f(k) = f(I). Niech s < t beda
takie, ze f(k) = Ay — Bs oraz f(l) = A, — B;. Wowczas

gyl + g2+ .o+ ap =bsi1 +bsp2+ ...+ by,
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co konczy dowdd.

15. Rozstrzygnad, czy istnieje funkcja f : R — R, ktéra dla dowolnej liczby
rzeczywistej x spelnia rownanie

f(f(z)) =z — 2013.

Rozwiazanie:

Niech g(x) = 22 —2013. W rozwiazaniu wykorzystamy nastepujace wtasno-
Sci funkcji g, ktére mozna tatwo zweryfikowaé bezposredni rachunkiem: funkcja
g(z) ma dwa rézne punkty stale a i b, zas funkcja g(g(x)) ma cztery rézne punk-
ty stale: a, b, ¢, d, przy czym g(c) = d oraz g(d) = c.

Zalézmy zatem, ze f: R — R spelnia f o f = g. Zauwazmy, ze woéwczas

9(f(a)) = f(f(f(a))) = f(9(a)) = f(a),

czyli f(a) jest punktem stalym funkeji g, co oznacza, ze f(a) € {a,b}. Analo-
gicznie uzyskujemy f(b) € {a,b}. Podobnie

9(g(f(e)) = F(FFFF())) = flg(g(e))) = f(o),

czyli f(c) € {a,b,c,d}. W ten sam sposéb dowodzimy, ze f(d) € {a,b,c,d}.
Rozpatrzymy po kolei wszystkie mozliwe wartosci f(c) i w ten sposéb do-
prowadzimy rozumowanie do sprzecznosci. Jesli f(¢) = a, to

d=g(c) = f(f(c)) = f(a),

ale to jest niemozliwe, gdyz f(a) € {a,b}. Z tych samych powoddéw f(c) # b.
Jasne jest réwniez, ze f(c) # ¢, gdyz w przeciwnym wypadku g(c) = f(f(c)) =
f(¢) = ¢, a ¢ nie jest punktem stalym funkcji g. Pozostal do rozpatrzenia
przypadek f(c) =d. Wtedy jednak

d=g(c) = f(f(ec) = f(d),
a to znowu prowadzi do sprzecznosci, gdyz wowcezas g(d) = f(f(d)) = f(d) = d.

Konczy to rozwigzanie zadania.

16. Wyznaczy¢ wszystkie liczby catkowite dodatnie n, dla ktérych istnieje
dokltadnie jedna liczba catkowita 0 < x < n! spelniajaca

nllz™ + 1.
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Rozwiazanie:

Wykazemy, ze zbiér liczb naturalnych n spelniajacych warunek dany w
zadaniu, to zbiér wszystkich liczb pierwszych p.

Udowodnimy najpierw, ze jesli istnieje dokladnie jedno 1 < x < n!, dla
ktorego nl|z™ + 1, to n jest liczba pierwsza. Zalézmy bowiem przeciwnie. Jesli
n > 2 jest liczba parzysta, to z jednej strony 4|n!, a z drugiej 4 fz% + 1 dla
dowolnej liczby caltkowitej x, gdyz kwadraty liczb catkowitych daja reszte 0 lub
1 z dzielenia przez 4. Przeczy to temu, ze n!|z" + 1 dla pewnego z, a zatem n
jest liczba nieparzysta. Skoro n jest liczba zlozona, to n|(n—1)!, a wiec réwniez
n!|((n—1)")2. Poniewaz 2 n zachodzi podzielno$é n!|(n! —1)" + 1. Ale do tego

n

(n—1)=1)"+1= <Z (Z) (=1)"*((n - 1)!)k) +1

k=0

= A(n—1)1? - <’1L) (n—1)! = A(n — )12 — nl,

dla pewnego A € Z. Wynika stad, ze liczba © = (n — 1)! — 1 réwniez spel-
nia warunek nllz"™ + 1. Wskazaliémy dwie rézne liczby catkowite 1 < < n!
spelniajace dana podzielnosé¢, a zatem liczby ztozone n nie sa rozwiazaniem
zadania.

Oczywiscie n = 2 spelnia warunki zadania. Zaltézmy wiec, ze n = g > 2 jest
liczbg pierwsza i rozwazmy rozklad n! = ¢-p*p3? ... py* na czynniki pierwsze.
Wystarczy wykazaé, ze kazda z kongruencji

z7=-1 (mod q), z9=—-1 (mod py)dlal<i<k,

posiada dokladnie jedno rozwigzanie, gdyz wowczas z chinskiego twierdzenia o
resztach wynika istnienie dokladnie jednego rozwiagzania kongruencji 29 = —1
(mod n!). W przypadku pierwszej z nich jest to oczywiste, gdyz z malego twier-
dzenia Fermata z9 = x, a wiec jedynym rozwiazaniem jest x = —1 (mod q).
Ustalmy zatem 1 < ¢ < k. Oczywiscie ¢ > p;, a wiec g jest wzglednie pierw-
sze z liczbami p; oraz p; — 1. W szczegdlnosci ¢ jest wzglednie pierwsze row-
niez z ¢(p;") = p?i_l(pi — 1). Istnieja wiec liczby calkowite s,t takie, ze
sq + to(pi") = 1. Zalézmy teraz, ze liczba calkowita = z przedziatu [0,p;")
spelnia warunek ¢ = —1 (mod p;*). Oczywiscie x nie dzieli si¢ przez p;. Mo-
zemy zatem podnies¢ dang kongruencje do potegi s i skorzystaé¢ z twierdzenia
Eulera otrzymujac

(1) =2%1= gt = ¢ (mod p§),
co daje z = £1 (mod p;*). Jednak gdy x = 1 (mod p{*),to 29 4+1=2#0

(mod p§'*), gdyz n > 2. A zatem z = —1 (mod p;") stanowi jedyne rozwiazanie
rozwazanej kongruencji. Konczy to dowdd.
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17. Wyznaczy¢ wszystkie liczby catkowite z, y, z, t spelniajace jednoczesnie
réwnania

22 4 62 = 22, 622 + 42 =

Rozwiazanie:
Wykazemy, ze t = y = z = t = 0 jest jedynym rozwiazaniem danego uktadu
réwnan. Po dodaniu réwnan stronami otrzymujemy zalezno$é

T(x? + %) = 22 + 12

Kwadraty liczb catkowitych daja reszte 0,1,2 lub 4 z dzielenia przez 7. W
szczegblnosei, skoro 7|22 412, to 7|z i 7|t. Niech zatem z = 72y oraz t = Tt; dla
pewnych z1,t, € Z. Wowczas

22 +y? = 7(2% —|—t%),

a wiec z tych samych powoddéw co wezedniej x = 7z1 1 y = Ty dla pewnych
x1,y; catkowitych. Powtarzajac wielokrotnie to samo rozumowanie dochodzimy
do wniosku, ze liczby x,y, z,t dziela sie przez dowolnie wysoka potege liczby 7,
co dowodzi, ze x =z =t =y = 0.

18. Udowodnié¢, ze dla dowolnych liczb dodatnich aq,as,...,a, zachodzi
nieré6wnoéc

a;a; n
ai +a;  2(a; +as+ +a)zaiaj'
i<y v %I LE2 e A

Rozwiazanie:
Dana nieréwno$¢ mozemy przepisa¢ w postaci

st ) (Be) <55

1<j 1<J
albo

a;a; n—2
(+) o D || <= e

i<j " T\ ki, k#j i<j
Dla dowolnych indekséw ¢, 7, k mamy
1 2
a;a; 7(ai+aj)? - ap
cap < = —(a;ar + a;ay).
a; + a; ks a; + a; 4(Zk ]k)
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Dla ustalonych i, j dodajemy powyzsze nieréwnosci stronami po wszystkich
k # i oraz k # j, a nastepnie sumujemy otrzymane zaleznosci po wszystkich
parach (4, j). Jest jasne, ze lewa strona otrzymanego wyrazenia jest réwna lewej
stronie zaleznosci (k). Aby sie przekonad, ze tak samo jest z prawymi stronami,
zZauwazIy, ze wyraz a;ax wystapi ze wspoélczynnikiem i w n—2 trojkach postaci
(ai,a;,ar) dla j # i oraz j # k oraz w n — 2 tréjkach postaci (ax,a;,a;) dla
j # i oraz j # k. Dowodzi to zadanej nieréwnosci.

19. Odcinki AD, BE, CF sa wysokoSciami trdjkata ostrokatnego ABC.
Niech 04, op i 0oc bedg okregami dopisanymi do tego trdojkata, stycznymi od-
powiednio do bokéw BC, CA i AB. Prosta £ 4 jest wspdlna styczng zewnetrzna
okregéw op, o¢ rézng od BC, proste £ i {¢ definiujemy analogicznie. Punkty
A’, B', ' to odpowiednio punkty przeciecia prostych fg i {c, Lo i £y oraz £y
i £p. Wykazad, ze proste A’D, B'E i C'F przecinaja si¢ w jednym punkcie.

Rozwigzanie:

Niech Bj bedzie punktem przeciecia prostych £4 i AB, za§ C; — punktem
przeciecia prostych ¢4 i AC. Dwusieczna kata zewnetrznego przy wierzchotku
A trojkata ABC' przechodzi przez $rodki okregéw op i oc. Wynika stad, ze
symetria wzgledem niej przeksztalca prosta £4 na prosta BC, za$ punkty B i
(' odpowiednio na punkty C'i B. Zatem ZAB,Cy = ZACB = ZAFE (bowiem
na czworokacie BCEF mozna opisa¢ okrag). To za$ oznacza, ze proste £4 1 EF
sg réwnolegte.

Analogicznie dowodzimy, ze proste £ i DF sa réwnolegle oraz, ze proste £¢
i DE sa réwnolegle. W takim razie tréjkat A’ B'C"’ (wyznaczony przez proste £ 4,
lp ilc) oraz tréjkat DEF sg jednokladne. Proste A’D, B'E i C'F przecinaja
sie¢ wiec w jednym punkcie bedacym $rodkiem jednoktadnoéci tych trojkatow.

20. Dany jest zbiér S szesnastu punktéw w przestrzeni, z ktérych zadne
cztery nie leza w jednej plaszczyznie. Kazdy punkt ze zbioru S zostal pomalo-
wany na jeden z czterech kolorow, przy czym kazdy kolor zostat uzyty doktadnie
cztery razy. Pewien punkt przestrzeni O ¢ S lezy we wnetrzu lub na brzegu
dowolnego czworoscianu o wierzchotkach jednakowego koloru ze zbioru S. Udo-
wodnié, ze istnieja cztery punkty w zbiorze S o parami réznych kolorach, ktére
wyznaczaja czworoscian zawierajacy punkt O w swoim wnetrzu lub na brzegu.

Rozwigzanie:

W rozwigzaniu punkty przestrzeni R? bedziemy oznaczaé¢ matymi literami
alfabetu. Odleglo$é pomiedzy punktem przestrzeni x oraz czworoscianem T’
bedziemy rozumieé¢ jako minimalng mozliwg odlegtosé pomiedzy = i punktem
zbioru T. W dalszej czeéci rozumowania bedziemy ja oznaczaé przez d(x,T).
Zauwazmy, ze istnieje dokladnie jeden taki punkt z € T, ze d(x,T) = |zz|.
Istotnie, jeli z; # 2o bylyby dwoma punktami czworoscianu T' o tej wlasnosci,
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to odleglo$¢ pomiedzy srodkiem odcinka z; 29 oraz punktem x bylaby mniejsza
niz d(z,T), co przeczyloby minimalnosci. Dokonajmy jeszcze nastepujacego
spostrzezenia: jesli z € T jest takim punktem, ze d(x,T) = |zz|, to wszystkie
katy postaci Zxzy, gdzie y € T,y # z sa nieostre. Istotnie, gdyby dla pewnego
y € T kat Zzzy byl ostry, to w bliskim otoczeniu punktu z na odcinku yz
(zawartym w czworo$cianie T') znaleZliby$my punkt polozony blizej , co znowu
przeczy minalnosci.

Przechodzimy do gtéwnej czesci rozumowania. Dla dowodu niewprost zat6z-
my, ze nie istnieje czworoscian o réznokolorowych wierzchotkach w zbiorze S,
ktéry zawiera x. Ze wszystkich takich czworoscianéw wybierzmy taki czworo-
$cian T, dla ktérego odleglo$é d(x, T) jest minimalna. Niech wiec z € T bedzie
taki, ze d(x,T) = |xz| i przez H oznaczmy plaszczyzne prostopadla do prostej
xz i przechodzaca przez z. Mamy nastepujace mozliwosci:

e punkt z lezy na wewnatrz pewnej Sciany czworoscianu 7. Wéwczas plasz-
czyzna wyznaczona przez ta Sciane pokrywa sie z H. W przeciwnym razie
na mocy poczatkowego spostrzezenia odleglosé |zz| nie bylaby minimal-
na.

e punkt z lezy wewnatrz pewnej krawedzi czworoscianu T'. Z analogicznych
powodéw jak wyzej, H zawiera ta krawedz.

e punkt z jest pewnym wierzchotkiem czworoscianu 7.

Plaszczyzna H dzieli przestrzen na dwie domkniete polprzestrzenie, ktére oznacz-
my przez HV i H~. Zalézmy przy tym, ze x € H'. Zauwazmy teraz, ze
T € H~. Istotnie, gdyby vy € T lezal w otwartej polprzestrzeni H' to kat
Zxzy bylby ostry, co przeczyloby spostrzezeniu z poczatku rozwiazania. Po-
niewaz T jest niezdegenerowanym czworoscianem istnieje y € T taki, zey & H.
Zalto6zmy, ze kolor punktu y to kolor czerwony. Poniewaz czworoscian o czerwo-
nych wierzchotkach zawiera punkt x w swoim wnetrzu lub na swoim brzegu,
nie moze by¢ on w caltodci zawarty w domknietej potprzestrzeni H . Istnieje
wiec czerwony punkt 3’ € S, ktéry nalezy do otwartej polprzestrzeni H+. Jesli
teraz rozwazymy czworo$cian 1", ktérego wierzcholtki stanowia wierzchotki T z
Yy zamiast y, to wowczas jest to czworoScian o wierzcholtkach w réznych kolo-
rach, ktory spelnia warunek d(z,T") < d(z,T). Istotnie, z € T' oraz kat Lxzy’
jest ostry. Jest to sprzeczno$é¢ z minimalnoscia T', ktéra konczy dowdd.

21. Punkty D i E leza odpowiednio na bokach BC i AC tréjkata ABC,
przy czym AE = BD. Punkty M i N sa odpowiednio srodkami odcinkéw AD
i BE. Okregi opisane na trojkatach ACD i BEC przecinaja si¢ w punktach C'
i S. Punkty P i @) sa rzutami prostokatnymi punktu S odpowiednio na proste
BC i AC. Udowodni¢, ze punkty P, Q, M, N leza na jednej proste;j.
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Rozwiazanie:
Na czworokatach ASDC i BSEC mozna opisaé¢ okregi, zatem

LEAS = ZCAS =180° — ZCDS = ZBDS

oraz

LAES =180° — LZCES = ZCBS = ZDBS.

Stad i z rownosci AE = BD wynika, ze trojkaty AES 1 DBS sa przystajace.
W takim razie AS = DS i BS = ES, skad wniosek, ze punkty M i N sa
rzutami prostokatnymi punktu S na proste AD i BE. Punkty P, Q, M leza
wiec na prostej Simsona punktu S dla tréjkata ACD, zas punkty P, Q, N
leza na prostej Simsona punktu S dla tréjkata BEC. To konczy rozwigzanie
zadania.

22. Dane sg 3 stosy, na ktérych znajduje sie odpowiednio 5, 49 i 51 monet.
Dozwolone operacje polegaja na polaczeniu dwdch stoséw w jeden oraz na
podzieleniu stosu o parzystej liczbie monet na dwa o jednakowej wielkosci.
Rozstrzygna¢ czy za pomoca takich operacji mozna otrzymac¢ 105 stosow, z
ktérych kazdy sklada sie z jednej monety.

Rozwiazanie:

Zauwazmy, ze jesli po dokonaniu pewnego ciagu operacji dojdziemy do sytu-
acji, w ktorej istnieje liczba pierwsza p > 2 dzielaca liczbe monet na dowolnym
stosie, to nie uzyskamy 105 stoséw, z ktérych kazda sie z 1 monety. Wynika
to z faktu, ze dzielenie stosu na dwie czesci i laczenie dwéch stoséow w je-
den nie wptynie na podzielno$é przez p, a wiec niezaleznie od wykonywanych
operacji wszystkie licznosci stoséw beda zawsze dzieli¢ sie przez p. Poniewaz
poczatkowy uktad sktada sie z 3 liczb nieparzystych, w pierwszym ruchu mu-
simy potaczy¢ dwa stosy w jeden. Mozemy otrzymacé nastepujace dwdjki liczb:
{54,51}, {5,100}, {49, 56}. Pozostaje zauwazy¢, ze dla pierwszej dwojki p = 3,
dla drugiej p = 5, a dla trzeciej p = 7 spelnia opisany warunek. Wykazalidmy w
ten sposob, ze za pomocg skonczonego ciggu danych operacji nie mozna uzyskaé
105 stoséw, z ktérych kazdy sklada sie z 1 monety.

23. Dowieéé, ze dowolna liczbe catkowita n mozna przedstawi¢ w postaci
n=+124+22+ .. . +k%

dla pewnej liczby catkowitej dodatniej k i pewnego wyboru znakéw.

Rozwiazanie:
Jezeli liczba catkowita m moze byé¢ przedstawiona w zadanej postaci, to
odwrécenie wszystkich znakéw w jej przedstawieniu daje przedstawienie dla
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liczby —n. Teze wystarczy wiec wykazaé dla liczb catkowitych nieujemnych.
Zauwazmy, ze dla dowolnej liczby catkowitej k prawdziwa jest tozsamosé

k4+1)2 = (k+2)? - (k+3)?+(k+4)? =4
Jesli zatem mamy przedstawienie n = +£12 4+ 224+ ... £ k2, to
n+d=412+22+ . B2+ (k+1)> - (k+2)%* - (k+3)>+ (k+4)°

Do rozwiazania zadania wystarczy wiec poda¢ zadane przedstawienie dla liczb
0,1,2,3 i skorzysta¢ z indukcji matematycznej. Zauwazmy, ze

0=—-12—-2243% - 42 + 52 4 6% — 7*

1=12,2=-12-22-32442 3=—-124+22,

co konczy dowod.

24. Dany jest wielomian P(x) stopnia wiekszego niz 1 o wspélczynnikach
catkowitych. Udowodnié, ze istnieje nieskonczenie wiele liczb naturalnych k,
dla ktérych wielomian P(z) + k jest nierozkladalny na iloczyn niestalych wie-
lomianéw o wspdlczynnikach catkowitych.

Rozwiazanie:

Niech P(x) = ana™ + ap_12" 1 + ... + a12 + ag. Wykazemy, ze jedli k =
p — ag, gdzie p jest taka liczba pierwsza, ze p > |a,| + |an—1| + ... + |a1],
to wielomian P(z) + k jest nierozkladalny. W oczywisty sposéb dowiedzie to
tezy zadania. Zal6zmy dla dowodu nie wprost, ze dla tak wybranego k istnieja
niestale wielomiany F(z) i G(z) o wspdlczynnikach catkowitych, dla ktérych
P(x) = F(x) - G(x). Wowezas

Skoro F(0), G(0) € Z, to jedna z tych liczb na modul jest réwna 1. Bez straty
ogoblnosci przyjmijmy, ze |F'(0)] = 1 i niech 21, 29, ..., z; beda wszystkimi pier-
wiastkami zespolonymi wielomianu F. Skoro 1 = |F(0)| = |21] - |22] - - -+ - |2&],
to modul pewnego pierwiastka z wielomianu F' nie przekracza 1. Jasne jest
jednak, ze z jest réwniez pierwiastkiem wielomianu P(x) + k. W szczegdlnosci

p=lanz" +an_12"" . a1z < an|2]" F a1 ]|z L+ ag]|2]

< anl + lan—1| + ...+ |a1| < p.

Otrzymana sprzecznos$é¢ pokazuje, ze wielomian P(z) + k jest nierozkladalny.
Konczy to rozwigzanie zadania.

31



25. Wyznaczy¢ wszystkie funkcje f : Z — Z, ktére spelniaja réwnanie

19f(2) = 17f(f(x)) = 2a,

dla dowolnego z € Z.

Rozwiazanie:
Zalézmy, ze funkcja f : Z — 7 spelnia dane réwnanie i niech g(z) =
x — f(x). Z warunku danego w zadaniu wynika wéwczas réwnosé

179(f(x)) = 29(x),

dla dowolnego z € Z. Przez f(")(z) oznaczymy n-krotne zlozenie funkeji f w
punkcie x. Dla ustalonego x € Z i dowolnego n € N mamy zatem

o) = () ot en = () 002w = . = (Z) oo

W szezegblnosci, skoro dla dowolnego n € N mamy g(f(™)(z) € Z, to réwniez
17"|g(x) dla dowolnego n. Stad g(x) = 0. Poniewaz = bylo wybrane dowolnie
otrzymujemy, ze f(xz) = x dla kazdej liczby catkowitej .

26. Wykazadé, ze dla liczb dodatnich z1, s, ..., z, zachodzi nieréwnosé
2 2 2
T x x
< — L 5 2 ...+27"<n—1.
T + T2x3 T5 + X324 Ts 4+ T2

Rozwiazanie:
Dana nieréwno$¢ mozemy przepisa¢ w réwnowaznej postaci
1< 1 ! 71 < 1
X 1+%+1+%§4++1+% s n—1.
Podstawiajac a; = #1572 dlai = 1,2,...,n dostajemy

i

1
1<Z <n-—1, gdzie a1as...a, = 1.

—~ 1+ a;
=1
Z warunku ajas . . . a, = 1 wynika, ze istniejg takie liczby dodatnie k1, ko, ..., kn,
ze dla kazdego ¢ = 1,2,...,n zachodzi réwnos¢ a; = kltl' Dana nieréwnosé
k2

przyjmuje teraz postaé



Lewe oszacowanie wynika natychmiast z nieréwnosci

k; S k;
ki+ki+1 - ki +ko+...+ky,

dlai=1,2,...,n.

W celu udowodnienia prawego oszacowania zauwazmy, ze

]431' ki—i—l

ki+ki+1 T k; +ki+1.

Woéwcezas mozemy przepisa¢ dana nieréwnos¢ w postaci

n
Z l+1 1
\ )

i—1 k + k1+1

co jest natychmiastows konsekwencja lewego oszacowania.

27. Trojkat ABC jest zawarty wewnatrz sSrodkowo-symetrycznego wielokata
wypuktego W. Dla danego punktu P, lezacego wewnatrz tréjkata ABC, niech
A’ B, C' oznaczajs odpowiednio odbicia symetryczne wzgledem P punktéw
A, B, C. Dowie$é, ze co najmniej jeden z punktéw A’, B', C' lezy wewnatrz
lub na brzegu wielokata W.

Rozwiazanie:

Oznaczmy przez S srodek symetrii wielokata W. Nietrudno zauwazy¢, ze
niezaleznie od polozenia punktu S, tréjkaty ABS, BCS, CAS pokrywaja tacz-
nie tréjkat ABC. W szczegblnosci, punkt P nalezy do jednego z tych tréjkatow
— przyjmijmy, ze jest to tréjkat ABS. Niech A” i B” oznaczaja punkty sy-
metryczne odpowiednio do A i B wzgledem S. Oczywiscie A”, B” € W, gdyz
wielokat W jest symetryczny wzgledem S. Poniewaz W jest wypukly, caly
réwnoleglobok ABA"” B” zawiera si¢ w W.

Niech M bedzie érodkiem boku AB. Skoro P nalezy do trojkata ABS, to
nalezy on réwniez do jednego z tréjkatéow AMS lub BMS. Przyjmijmy bez
straty ogoélnosci, ze nalezy on do tréjkata AMS. Obrazem trojkata AMS w
jednokladno$ci o $rodku w punkcie A i skali 2 jest trojkat ABA”. Obrazem
punktu P w tej jednokladnosci jest oczywiscie punkt A’. Punkt A’ nalezy wiec
do réwnolegloboku ABA” B” | ktéry zawiera sie w W. Konczy to dowod.

28. Dany jest graf o n wierzcholtkach posiadajacy k krawedzi o dlugosciach
bedacych réznymi liczbami catkowitymi od 1 do k. Udowodnié, ze istnieje w
nim $ciezka skladajaca sie z co najmniej 2& krawgdm ktorych dlugosci tworza
ciag rosnacy.

Rozwigzanie:
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W kazdym wierzchotku danego grafu umie$émy pajaka i wprowadzmy na-
stepujaca operacje: wybieramy dowolna krawedZ e, a nastepnie zamieniamy
miejscami pajaki zajmujace polaczone nig wierzchotki. Wykonajmy tak zdefi-
niowang operacje pokolei dla krawedzi o dtugosciach 1, 2, ..., k. Podczas jednej
operacji poruszaja sie doktadnie 2 pajaki, wszystkich operacji wykonalidmy k,
a zatem lacznie pajaki przemiedcily sie 2k razy. Poniewaz jest n pajakéw, to
z zasady szufladkowej Dirichleta wynika, ze pewien pajak poruszy! sie co naj-
mniej % razy. Pozostaje zauwazy¢, ze skoro dana operacje wykonywalismy na
krawedziach o rosnacych dtugosciach, to réwniez kazdy pajak przeszed?! Sciezke
o rosnacych dlugosciach krawedzi. Pewien pajak przeszed! wiec Sciezke dlugosci
nie mniejszej niz Qn—k o rosnacych dlugosciach krawedzi i dowdd jest zakonczony.

29. Dany jest zbior S zlozony z 2013 punktéw na plaszczyznie, ktére nie
leza na jednej prostej. W kazdy punkt zbioru S wpisana zostala pewna liczba
rzeczywista, przy czym spelniony jest nastepujacy warunek: na dowolnej prostej
przechodzacej przez co najmniej dwa punkty zbioru S suma wpisanych liczb
jest rowna 0. Udowodnié¢, ze wszystkie wpisane liczby sa réwne 0.

Rozwiazanie:

Ponumerujmy dane punkty liczbami od 1 do 2013, a liczbe wpisana w punkt
o numerze ¢ oznaczmy przez ;. Niech n; oznacza liczbe prostych przechodza-
cych przez i-ty punkt, ktore zawieraja co najmniej dwa punkty zbioru S. Skoro
nie wszystkie punkty leza na jednej prostej, to n; > 1 dla¢ = 1,2,...,2013.
Rozwazmy teraz wszystkie proste przechodzace przez ustalony punkt o nume-
rze 1 < ¢ < 2013. Punkt o tym numerze pojawia sie na dokladnie n; takich
prostych, a kazdy inny punkt zbioru S pojawia sie na dokladnie jednej ta-
kiej prostej. Poniewaz suma liczb na wszystkich takich prostych jest réwna 0,
otrzymujemy réwnosé

Oinixi+$1 +ZTo+ ...+ T +x¢+1+...+x2013:(nifl):ri+S,

gdzie S = x1 + 2+ ...+ To013. Skoro tak, to dla dowolnych ¢, j zachodzi mamy
(n; —D)z; = (n; — 1)z;. W szczegblnosci wszystkie liczby 1, 22, . .., x, sa tego
samego znaku, gdyz n; > 1 dla i = 1,2,...,2013. Stad juz latwo widaé, ze
T :LL'Q:...:!EQ(HSZO.

30. Dana jest liczba catkowita k& > 1. Ciag (ay)52; spelnia dla kazdej liczby
calkowitej n > 1 warunek
> dag = k"
d|n

Udowodni¢, ze dla dowolnego n > 1 liczba a,, jest calkowita.

Rozwigzanie:
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Teze zadania wykazemy za pomocy indukcji po n. Dla n = 1 mamy a; = k,
a oczywiscie k jest liczba calkowity. Zaldézmy wiec, ze teza zadania zachodzi
dla dowolnej liczby naturalnej m mniejszej niz n i udowodnijmy ja dla n.
Dzieki réwnoéci
na, + Z dag = k",
d|n,d#n

wystarczy jesli wykazemy, ze n|k™ — Zd|n,d;ﬁn dag. Udowodnimy w tym celu, ze
jesli p jest liczbag pierwsza, ktora wchodzi do rozktadu n na czynniki pierwsze
z potega r > 0, to p"|k™ — Zd‘n’d?ﬁn dag.

Niech zatem n = p" - x, gdzie x jest liczba naturalng niepodzielna przez p.
Zauwazmy, ze skoro wszystkie liczby a.,, sa calkowite dla m < n, to

Z dag = k" — Z dag = K _ kprilm

d|n,d#n dlpm—1lz
=k (kPP 1) (mod p").

Jesli p|k, to oczywiscie p7’|l€7"“1*”37 gdyz za pomoca indukcji nietrudno wykazad
nieréwnosé r < p" ! dla r > 1. Jedli p nie dzieli k, to na mocy twierdzenia

Eulera )

W ()0 21 (nod ),

a to konczy dowdd.

31. Wyznaczy¢ wszystkie wielomiany P(z) spelniajace nastepujacy waru-
nek: jezeli x jest liczba niewymierna, to P(z) réwniez jest liczba niewymierna.

Rozwiazanie:

Zauwazmy, ze wsrdéd wielomianéw stalych P(x) = ¢ warunek dany w za-
daniu spelniaja dokladnie te, dla ktorych c jest liczba niewymierna. Zalézmy
zatem, ze wielomian P(z) jest stopnia n > 1. Udowodnimy najpierw, ze wsp6t-
czynniki P sa liczbami wymiernymi.

Skoro P(z) jest niestaly, to z przyjmuje on nieskoficzenie wiele wartosci
wymiernych. Niech zatem g9 < ¢1 < ... < g, beda dowolnymi warto$ciami
wymiernymi przyjmowanymi przez P. Poniewaz wielomian P przeprowadza
liczby niewymierne na niewymierne, to wartosci ¢; musza by¢ przyjmowane dla
argumentéw wymiernych. Niech zatem ¢; = P(x;) dla i = 0,1,...,n, gdzie
x; € Q. Ze wzoru interpolacyjnego Lagrange’a wynika réwnosé

Zq :cfxo e —z1) ... (x —zim1)(@ — 2441) ... (. — )

—.’EO —.Tl) (Jci—mi,l)(wi—xi+1)...(xi—mn)'

Poniewaz x;,q; € Q dla i = 0,1,...,n W powyzszym wzorze pojawiajg sie
wylacznie kombinacje i ilorazy liczb wymiernych. A wiec rzeczywiscie wspol-
czynniki P(x) sa liczbami wymiernymi.
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Wykazemy teraz, ze P(z) jest wielomianem liniowym. Zal6zmy bowiem
przeciwnie. Dla dowolnej liczby catkowitej N wielomian N P(x) réwniez spel-
nia warunek dany w zadaniu, a wiec biorac za N iloczyn mianownikéw wspot-
czynnikéw wielomianu P, mozemy przyjaé, ze wspolczynniki P(x) sa liczbami
caltkowitymi. Mnozac jeszcze ewentualnie przez —1 mozemy réwniez zatozy¢, ze
wspdélczynnik wiodacy jest liczbg dodatnia. Oznaczmy go przez a.,, a przez ag
wyraz wolny naszego wielomianu. Niech k = p+ ag, dla pewnej liczby pierwszej
p. Jedli p jest odpowiednio duze, to istnieje ¢ € R, dla ktérego P(q) = k. Udo-
wodnimy, ze dla odpowiedniego wyboru p ta réwno$¢ prowadzi do sprzecznosci.
Z danego zalozenia wynika, ze ¢ = § € Q. Innymi slowy, liczba wymierna ¢
jest pierwiastkiem wielomianu P(z) — k, ktérego wyraz wolny jest réwny —p.
Z twierdzenia o pierwiastku wymiernym wynika zatem, ze a|p oraz b|a,,. Jesli
a = +1 oraz b|a,, to istnieje jedynie skonczenie wiele mozliwosdei na ¢, a wiec
biorac p odpowiednio duze mozemy zagwarantowaé, ze P(q) # k dla tych q.
Zalézmy wiec, ze a = +p oraz bla,. Niech Qq(z) = P(z) — apa™ — dx — ay,
gdzie d jest catkowitym dzielnikiem liczby a,. Skoro n > 1, to kazdy z wielo-
mianéw Qg jest wielomianem stopnia co najwyzej n — 1, a wiec istnieje takie
C >0, ze jesli |x| > C, to zachodzi nier6wnosé |a,z™| > |Qq4(z)| dla dowolnego
dla,. W szczegdlnodci, jezeli p > Cay, to biorac ¢ = &, gdzie d|a, otrzymujemy
lang™| > |Qa(q)]- To jednak stoi w sprzecznosci z réwnoscia

P(Q) —k= anqn + Qd(Q) =0,

z ktérej wynika |anq™| = |Qa(q)|- Uzyskana sprzecznosé¢ dowodzi, ze jesli P(x)
jest niestalym wielomianem spelniajacym warunek dany w zadaniu, to P(z) =
ax+bdlaa,b € Q, a # 0. Aby zakonczy¢ rozwiazanie zadania pozostaje zauwa-
zy¢, ze kazdy wielomian tej postaci spelnia dany warunek. Wraz z wielomianami
postaci P(x) = ¢, gdzie ¢ ¢ Q sa to wszystkie rozwiazania.

32. Odcinki AD, BE i CF sa wysoko$ciami trdjkata ostrokatnego ABC.
Okrag przechodzacy przez punkty B i C jest styczny do prostej EF w punk-
cie A’. Analogicznie definiujemy punkty B’ i C'. Wykazaé, ze proste AA’, BB’
i CC’ przecinajg sie w jednym punkcie.

Rozwiazanie:

Niech By i C; beda drugimi punktami przeciecia okregu opisanego na tréj-
kacie BCA’ z prostymi AB i AC (jesli okrag ten jest styczny np. do prostej
AB, to przyjmujemy By = B). Wykorzystujac twierdzenie sinuséw dla tréjka-
tow AA'E i AA'F dostajemy

A'E AE A'F AF
sn/AAE ~ smZAAE % Sn/JAAF  sm/ZAAF’
co wraz z zaleznoscig sin ZAA'E = sin ZAA'F prowadzi do wniosku, ze
1 sin LA’AC  sin/ZA’AE  A'E AF
e sin /A'AB ~ sin /JA’AF ~ A'F AE’
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Z réwnosci LZBFC = 90° = ZBEC wynika, ze punkty B, C, E i F leza
na jednym okregu. Rozpatrujac potegi punktu A wzgledem tego okregu oraz
okregu przechodzacego przez punkty B, C, C7 i By dostajemy

AF -AB = AF-AC oraz AB;-AB= AC, - AC.

Dzielac powyzsze rownosci stronami otrzymujemy

AF  AE
AB, ~ AC,

skad wniosek, ze proste EF i B1(C sa rownoleglte. W takim razie

ECy AE
(2) FB, AF’

Wykorzystujac teraz potegi punktéow E i F' wzgledem okregu przechodzacego
przez punkty B, C, C; i By dostajemy

A'E*=EC,-EC oraz A'F?=FB, - FB.

To wraz z réwnoscia (2) prowadzi do wniosku, ze

A’E_\/E01~EC_\/M EC
AF \ FB,-FB \ AF FB’

Wstawiajac powyzsza réwnosé do zaleznosci (1) otrzymujemy

sinZA'AC _ [AE EC AF _ [AF EC
sin/A’AB  \AF FB AE \ AE FB’
Analogicznie dowodzimy, ze

sin ZC'CB CE BD sin /B'BA BD AF

sin ZC'CA cD AE o snZB'BC BF CD°

Mnozac powyzsze réwnosci stronami i wykorzystujac zaleznosé

AF BD CE
BF 0D AE =
prawdziwa na mocy twierdzenia Cevy dla wysokosci AD, BE i CF, otrzymu-
jemy
sin ZA'AC sinZC'CB sin/ZB'BA
sin ZA’AB sin ZC'CA sin/B'BC
Zatem z trygonometrycznej wersji twierdzenia Cevy wnosimy, ze proste AA’,
BB’ i CC' przecinaja sie w jednym punkcie.

1.
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33. Wyznaczy¢ wszystkie funkcje f : R — R, ktore spelniaja nieréwnosci

flz) <z oraz f(z+y) < f(z)+ f(y),

dla dowolnych x,y € R.

Rozwiazanie:

Zauwazmy, ze dla x = 0 z pierwszej nieréwnosci mamy f(0) < 0, a z drugiej
f(0) > 0dlaxz =y = 0. Tym samym f(0) = 0. Biorac y = —2 w drugiej
nieré6wnoéci, a nastepnie korzystajac z pierwszej otrzymujemy

0=flz+ (=) < fz) + f(-2) <z + (-2) =0,

skad f(z) = —f(—=z) dla dowolnego x € R. Pozostaje zauwazy¢, Zze na mocy
pierwszego warunku

> f(x) = —f(-2) > —(-z) = =,

a zatem f(z) = x dla dowolnego x € R.

34. Dana jest szachownica o wymiarach 2013 x (2013! 4 1). Alicja i Bob na
przemian wykonujg ruch polegajacy na przecieciu jednej z krawedzi wspélnych
dla dwéch sasiednich pol. Dodatkowo, przecia¢ mozna tylko taka krawedz, do
ktérej zostala juz wycieta droga. Gracz, ktory rozetnie tablice na dwa kawalki
przegrywa. Rozstrzygnac, ktéry z graczy ma strategie wygrywajaca.

Rozwiazanie:

Udowodnimy, ze drugi z graczy (Bob) ma strategie wygrywajaca, ktéra
polega na kopiowaniu ruchéw gracza pierwszego (Alicji) symetrycznie wzgledem
srodka szachownicy.

Skoro wymiary szachownicy sa nieparzyste, jej srodek S znajduje sie w
srodku pewnego pola. W szczegdlnosci, zadna krawedz nie jest symetryczna do
samej siebie wzgledem S. Bob zawsze moze wigc wykonaé¢ ruch bedacy odbi-
ciem symetrycznym wzgledem S ruchu Alicji. Dla dowodu nie wprost zalézmy,
ze taka strategia nie jest wygrywajaca, czyli, ze w pewnym momencie dochodzi
do sytuacji, w ktorej Bob rozcina tablice na dwa kawatki. Oznacza to, ze po
krawedziach szachownicy wycieta zostala pewna droga D, ktéra jest zamknieta
lub prowadzi od jednego boku do drugiego (by¢ moze tego samego). Zauwazmy,
ze po kazdym ruchu Boba sytuacja na szachownicy jest symetryczna wzgledem
S. Wynika stad, ze D musi by¢ symetryczna do siebie wzgledem S, gdyz w
przeciwnym wypadku Alicja rozcietaby szachownice ruch wczesniej wycinajac
symetryczna droge r6zna od tej wycietej przez Boba. Zalézmy, ze droga D skla-
da sie z krawedzi vy, v, ..., v, V], V5, ..., v}, gdzie krawedZ v} jest symetryczna
do v; dlai=1,2,...,n. Do drogi D musi prowadzi¢ $ciezka od jednego z bo-
kéw szachownicy, mozemy wiec zalozyé, ze krawedzie v1, v} zostaly wycigte jako
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pierwsze w grze. W szczegélnosci maja one punkty wspodlne z przeciwleglymi
bokami szachownicy. Zalézmy réwniez, ze krawedzie wyciete w ostatnim ruchu
przez Alicje i Boba to odpowiednio v,, # vy i v, # v]. Rozwazmy zbidr krawedzi
D' ={v1,va,...,Vp_1,0],05,...,0,,_1}. Jest on niespdjny, gdyz w przeciwnym
wypadku szachownica zostalaby rozcieta juz wczesniej — zawiera on krawedzie
z przeciwleglych bokdéw szachownicy. Zbiér krawedzi D po usunieciu dwdch
ostatnich krawedzi rozpada sie zatem na 2 spdjne, roztaczne i symetryczne ka-
walki lub na 3, z ktérych jeden jest srodkowo symetryczny. Zauwazmy jednak,
ze druga mozliwo$¢ prowadzi do sprzecznosci. Istotnie, srodkowo symetrycz-
na i spéjna droga prowadzaca po krawedziach szachownicy jest zamknieta, a
zatem D’ zawiera rozciecie szachownicy whrew naszemu zalozeniu. Swiadezy
to o tym, ze zbiér D’ sklada sie z dwdch symetrycznych i roztacznych drog
Dy ={vy,v9,...,0p_1} oraz Dy = {v],vh,..., v, _1}.

Dodanie krawedzi v,, i v, powoduje polaczenie drég D} i D). Zauwazmy,
ze jezeli istnieje Sciezka postaci viv;vg, to z symetrii wynika tez istnienie Sciez-
ki postaci vjv,v;. W szczegdlnosdci, drogi D i D5 polaczylyby si¢ w spdjna
calo$é juz po dodaniu krawedzi v,, a wiec po ruchu Alicji. Drogi D] i Dj}
musialy sie zatem potaczyé wzdtuz Sciezki postaci vivnv;v;- lub wzdtuz $ciezki
postaci vjv,v,v;. To jest jednak niemozliwe, gdyz symetryczne krawedzie v, v},
nie maja punktéow wspélnych. Otrzymana sprzecznosé konczy rozumowanie nie
wprost.

35. Okrag wpisany w trojkat ABC jest styczny do bokéw BC i AC odpo-
wiednio w punktach D i E. Srodkowa CS przecina ten okrag w punktach K
i L. Punkt P jest punktem przeciecia prostych DK i EL. Dowie$¢, ze proste
AB i CP sa réwnolegle.

Rozwigzanie:

Przyjmijmy dla ustalenia uwagi, ze punkt K lezy wewnatrz odcinka C'L.
Przez punkt L poprowadzmy prosta réwnolegla do prostej C'P, przecinajaca
proste CA i CB odpowiednio w punktach A’ i B’. Wykazemy, ze A'L = LB'.

Zalézmy najpierw, ze proste DL i EK przecinaja sie w pewnym punkcie
Q. Woéwczas z twierdzenia Pascala dla ,szeSciokata” DDKFEFEL wynika, ze
punkty C, P, @ leza na jednej prostej. Z twierdzenia Cevy dla trojkata PQL
otrzymujemy

PE LD QC _,

EL DQ CP

7 twierdzenia Talesa dostajemy natomiast

PE_CP
EL AL

LD LB
DQ QC’

Laczac to z wezesniejsza zaleznoscia otrzymujemy A'L = LB'.

oraz
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Przyjmijmy teraz, ze proste DL i EK sa réwnolegle. Wtedy twierdzenie
Pascala zastosowane do zdegenerowanego szesciokata DD K EFEL prowadzi do
wniosku, ze prosta C'P jest rownolegta do prostych DL i EK. W takim razie
B’ = D, za§ A’ pokrywa si¢ z punktem przeciecia prostych DL i CA. Wyko-
rzystujac kilkukrotnie twierdzenie Talesa dostajemy

AL CL PD LB
EK CK DK EK’
skad i w tym wypadku A'L = LB’.
Przypuéémy, ze proste AB i A’ B’ nie sg réwnolegte. Niech prosta przecho-
dzaca przez punkt L i réwnolegla do prostej AB przecina proste CA i CB
odpowiednio w punktach A; i B;. Z twierdzenia Talesa dostajemy

AS CS _ BS
AL CL  BL’

skad wobec réwnosci AS = BS dostajemy A;L = BiL. Czworokat Ay B'B1 A’
ma Srodek symetrii, a wiec jest réwnolegltobokiem. To oznacza, ze proste AC
i BC zawierajace odcinki A1 A’ i B’ By sa réwnolegle. Otrzymana sprzeczno$é
dowodzi falszywosci uczynionego na poczatku tego akapitu przypuszczenia. W
takim razie prosta A’B’ jest réwnolegla do AB, a to pocigga réwnoleglosé
prostych AB i CP.

36. Wykazaé, ze istnieje liczba catkowita dodatnia n, dlgmkstérej liczba 1!+
2! 4 ... 4+ n! posiada dzielnik pierwszy wiekszy niz 201320137,

Rozwiazanie:

Dla danej liczby pierwszej p i liczby catkowitej a # 0 niech v,(a) oznacza
najwyzsza potege p dzielaca a. Jesli teza zadania nie jest spelniona, to istnieje
jedynie skonczenie wiele liczb pierwszych pi,po,...,pk, ktére dziela pewien
wyraz ciagu (1!'4 2!+ ...+ n!),en. Poniewaz ciag ten jest rosnacy, dla pewnej
liczby pierwszej p; ciag (vp, (1! + 2! + ... + n!))pen jest nieograniczony. Bez
straty ogélnosci przyjmijmy, ze liczby pierwsze posiadajace te wtasnosé to liczby
P1,D2,---,p gdzie 1 < I < k, za$ dla I < ¢ < k liczby p; nie posiadaja tej
wlasnosci.

Ustalmy liczbe catkowita 1 < ¢ < [. Zauwazmy, ze dla dowolnego n € N
zachodzi vy, (1!4-2!4. . .+n!) > vy, ((n+1)!). Jesli bowiem vy, (1142!4. . .+ N!) <
vp, (N + 1)!) dla pewnej liczby naturalnej N, to

Up, (U 4. .+ NI+ (N+ 1)) =vp, (11 +2! 4+ ...+ NI),

i tym samym réwniez vy, (11 + 2!+ ... + NI+ (N 4+ 1)) < v,, (N + 2)!), co
analogicznie daje

Up, (L4214 . 4+ NIH(N42)!) = vp, (1214 . ANI+(N+1)!) = vy, (114214 . .+N1).
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Z prostej indukeji wynika wiec, ze ciag (vp, (1! + 2! + ... + n!)),en poczawszy
od n = N jest staly, co przeczy wyborowi liczby pierwszej p;.

Rozwazmy teraz dowolna liczbe naturalna N spelniajaca warunek N = —1
(mod p1ps . ..pr). Wowezas wiemy juz, ze vy, (11 +21+...+ (N —=1)1) > v, (N!).
Zalt6zmy, ze zachodzi ostra nieréwno$¢. Wtedy

Uy, (N1) = v, (11 4+ 204 ..+ (N = 1)L+ N1) > v, (N + 1)),

a to jest niemozliwe, gdyz p;|N + 1. Tym samym v, (1!+2!+...+ (N -1)!) =
vp, (N!) dla 1 < ¢ < I oraz dowolnej liczby naturalnej N takiej, ze N = —1
(mod p1ps . ..p;). Zauwazmy ponadto, ze biorac N odpowiednio duze mozemy
zagwarantowaé, ze vp, (N!) > v, (U1 + 21+ ...+ (N - 1)) dla !l < i < k, gdyz
dla tych i ciag (vp, (1! + 2! 4+ ... + n!))pen jest ograniczony. WykazaliSmy w
ten sposéb, ze dla tak wybranej liczby naturalnej IV zachodzi wigc podzielnosé
+24+ ... 4+ (N — 1)l N!. Udowodnimy, ze prowadzi ona do sprzecznosci.
Rzeczywiscie,

U424 A (N=D Q4214+ (N=1)1)-N—= Nl = (11424 +(N—2)!)-N

=421+ ..+ (N=3)) - N+ (N—-1!+ (N -2).
Kontynuujac

214 A (N=D)! (124 (N =3))- N+ (N =1+ (N =2)! = (1!4+2!4. . .+(N-1)!)

= (421 .+ (N =3))- (N —1).

Ta podzielnosé jest jednak niemozliwa, gdyz
U214+ +(N=-1)! > (N-1)! = (N-3)!-(N-2)-(N-1) > (N=-3)!-(N-3)-(N-1)

> (U424 ...+ (N=-3))- (N -1).

Uzyskana sprzecznosé¢ koniczy rozwigzanie zadania.
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Zawody druzynowe

1. Dla danej liczby calkowitej n > 1 niech x, = [nv2013|. Wykazaé, ze
dla dowolnych liczb catkowitych ¢, k > 2 ciag (x,)52, zawiera k-wyrazowy ciag
geometryczny o ilorazie q.

Rozwiazanie:
W rozwiazaniu wykorzystamy nastepujacy

Lemat. Dla dowolnej liczby niewymiernej o i dowolnego € > 0 istnieje licz-
ba naturalna n taka, ze {na} < e, gdzie {x} oznacza czesé ulamkowq liczby
rzeczywistej .

dowolng liczbg naturalng. Rozwazmy podzial przedziatu na N podprze-

12 e 1.
dzialéw o dtugodci :

1 1 2 N-1
[0,1] = [O,N] U [N’N] u...u { N ,1].

7Z zasady szufladkowej Dirichleta wynika, ze dla pewnych liczb naturalnych n, >
ng liczby {nia}, {n2a} naleza do jednego podprzedziatu, czyli w szczegdlnosci
[{nia} — {n2a}| < +. Zauwazmy teraz, ze jezeli {nia} > {nsa} to liczba
naturalna n = n; — ng spelnia nieréwno$é z lematu, gdyz {na} = {(ny —
ng)a} = {nia} — {n2a} < +. W przeciwnym wypadku latwo zauwazy¢, ze dla
n = ny — ny prawdziwa jest nieréwnoé¢ {na} >1— +.

Zauwazmy, ze réwnosé {kna} = k{na} — k + 1 zachodzi dla k = 1, ale
nie moze zachodzi¢ dla dowolnej liczby naturalnej k. Istotnie, {na} —1 <0, a
zatem dla k > m mamy

Dowdd. Teze lematu wystarczy udowodnié¢ dla € = %, gdzie N > 2 jest
[0,1]

{kna} =kf{na} —k+1=k({na} -1)+1<-1+1=0,

co daje sprzecznos¢. Rozwazmy wiec najwieksza liczbe naturalng k, dla ktérej
spelniona jest powyzsza réwno$é. Zauwazmy, ze jezeli a,b > 0, to {a + b} =
{a} +{b}, gdy {a} + {b} < 1 oraz {a + b} = {a} + {b} — 1 w przeciwnym
wypadku. Rozwazmy a = kna oraz b = na. Jezeli dla tak wybranych liczb a i
b zachodzilaby druga z tych réwnosci, to wéwczas

{(k+1)na} = {kna}+{na}—1 = k{na}—k+1+{na}—1 = (k+1){na}—(k+1)+1,

co przeczy maksymalnosci liczby k. Zachodzi wiec pierwsza mozliwo$é, a wiec
w szezegblnosei {kna} + {na} < 1. Otrzymujemy stad

{k‘na}<1—{na}<1—(l—;]):;.
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A zatem i w tym przypadku teza lematu jest prawdziwa.

Przechodzimy do gléwnej czeéci rozwiazania. Na mocy lematu istnieje ta-
ka liczba naturalna m, ze {mv2013} < qik. Zauwazmy, ze wowczas dla n =
1,2,...,k zachodzi réwnos¢

[¢"m/2013] = [¢" ([mV/2013] + {m\/2013})] = ¢"[m\/2013] + [¢"{m+/2013}]

= ¢"[mVv2013].

A zatem ciag Tgm,Te2m; - - - Tgkpm jest szukanym podciagiem geometrycznym
dtugosci £ i o ilorazie q.

2. W kazdym z trzech kubkéw znajduje sie pewna liczba fasolek. Dana jest
nastepujaca operacja: jezeli w jednym kubku znajduje sie a fasolek, a w drugim
b fasolek, gdzie a > b, to mozemy przetozy¢ b fasolek z pierwszego kubka do
drugiego. Rozstrzygnaé, czy dla kazdego poczatkowego utozenia fasolek istnieje
ciag operacji, po wykonaniu ktoérego co najmniej jeden kubek bedzie pusty.

Rozwigzanie:

Udowodnimy, ze dla dowolnego poczatkowego ulozenia fasolek istnieje ciag
operacji, po wykonaniu ktérego jeden kubek jest pusty. Zalézmy przeciwnie.
Rozwazmy minimalna liczbe catkowita b, ktéra moze zostac osiagnieta jako licz-
ba fasolek w jednym z kubkéw po wykonaniu pewnego ciggu operacji. Wéwczas
b > 0. Przyjmijmy ponadto, ze b jest liczba fasolek w kubku pierwszym. Przez
a i ¢ oznaczmy liczby fasolek odpowiednio w drugim i trzecim kubku. Zalézmy
przy tym, ze a < c. Niech a = kb+r, gdzie k, r sa liczbami catkowitymi takimi,
ze k > 1oraz 0 < r < b—1. Jedli wykazemy, ze istnieje ciag operacji, po ktérym
w drugim kubku znajdzie sie dokladnie r fasolek, to otrzymamy sprzecznosé z
minimalnoscia b. Wskazmy zatem ciag operacji o tej wlasnosci.

Niech m bedzie liczba cyfr w zapisie dwojkowym liczby k. Rozwazmy ciag
m operacji, numerowanych od 1 do m, w ktorych i-ta operacja polega na:

e przeniesieniu fasolek z drugiego kubka do pierwszego, gdy i-ta cyfra zapisu
dwdjkowego liczby k (liczac od prawej) jest réwna 1

e przeniesieniu fasolek z trzeciego kubka do pierwszego, w przeciwnym wy-
padku.

Wykazemy, ze wykonanie takiego ciagu operacji jest mozliwe. W kazdym ruchu
przenosimy fasolki do pierwszego kubka, a zatem liczba fasolek w pierwszym
kubku podwaja si¢ w kazdym kroku. Po i krokach wynosi ona wiec 2¢h. Podczas
tych operacji z drugiego kubka odjeli$émy maksymalnie (21 4+272 4. . +2+1)b
fasolek. Jesli wiec i < m — 1, to

a—(271 42172 24 1)b > 20— (207 2R 24 1)b = (2041)b > 27,
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co $wiadczy o tym, ze po wykonaniu ¢ < m — 1 krokéw mozliwe jest prze-
niesienie fasolek z drugiego kubka do pierwszego. Poniewaz ¢ > a analogiczne
rozumowanie pokazuje, ze mozliwe jest réwniez przeniesienie fasolek z trzecie-
go kubka do pierwszego. Wykonanie tak zdefiniowanego ciagu m operacji jest
zatem mozliwe.

Zauwazmy, ze skoro w i-tym kroku odejmowaliémy 2°b fasolek z drugiego
kubka wtedy i tylko wtedy, gdy i-ta cyfra zapisu dwoéjkowego liczby k byla nie-
zerowa, to po wykonaniu wszystkich krokéw odjeliSmy doktadnie kb fasolek. W
drugim kubku pozostalo zatem r fasolek, co stanowi sprzeczno$¢ z minimalnym
wyborem b. Konczy to rozwiazanie zadania.

3. Dany jest trojkat ABC. Punkty O i H sa odpowiednio $érodkiem okre-
gu opisanego i ortocentrum tego tréjkata. Punkt D jest érodkiem tego tuku
AC okregu opisanego na ABC, ktory nie zawiera punktu B. Punkt S lezy na
odcinku BC, przy czym proste OS i BD sa rownolegte. Wykazaé, ze okrag o
§rednicy AS przechodzi przez $rodek odcinka HD.

Rozwiazanie:

Oznaczmy przez M $rodek odcinka HD. Musimy udowodnié, ze ZAMS =
90°. Rozwazmy jednokladno$¢ j o srodku w punkcie H i skali % Obrazem
okregu opisanego na tréjkacie ABC w jednokladno$ci j jest okrag dziewieciu
punktéw tréjkata ABC. Co wiecej j(D) = M,5(0) = N,j(A) = K, gdzie N
jest érodkiem okregu dziewieciu punktéw (i zarazem $rodkiem odcinka HO),
zas K jest srodkiem odcinka AH. Oznaczmy przez G i E odpowiednio spodek
wysokoéci poprowadzonej z wierzchotka A oraz $érodek odcinka BC. Wiadomo,
ze leza one na okregu dziewieciu punktow. Co wiecej, z rownosci ZKGE = 90°
wynika, ze odcinek K'F jest $rednica tego okregu. Tym samym /K MFE = 90°.

Wystarczy jesli wykazemy, ze trojkaty AM K oraz SM E sa podobne. Rze-
czywiscie, wowczas prawdziwy jest ciag réwnosci

LAMS = /KMS + ZAMK = /ZKMS + ZSME = ZKMFE = 90°,

ktéry daje teze zadania. Poniewaz ZAKM = 180° — LZMKH = /GEM =
/SEM podobienstwo tych tréjkatéw sprowadza sie do réwnosci ’g—g = %

Zauwazmy jednak, ze AK = KH = OF, gdyz czworokat K HFEO jest réw-
nolegtobokiem. Mamy wiec

AK E ZCBA
——O—:tglOSE:tgLCBD:tg 02 .

SE  SE
7 drugiej strony
KM /KNM ZAOD /ZABC
W—thKEM—tg 5 =tg 5 =tgZABD =tg 5

co konczy dowdd.
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4. Rozstrzygnaé, czy istnieja liczby catkowite A, B, C, gdzie A # 0, kt6-
re spetniaja nastepujacy warunek: dla dowolnej liczby calkowitej dodatniej n,
istnieje liczba calkowita x taka, ze n! = Ax? + Bx + C.

Rozwiazanie:

Udowodnimy, ze nie istnieja liczby catkowite A, B,C o zadanej wlasnosci.
Zal6zmy przeciwnie. Dla dowolnego n € N wyr6znik trojmianu kwadratowego
Ax? 4+ Bx+C —n! jest zatem kwadratem liczby calkowitej. Innymi stowy liczba

B? — 4AC + 4An! = an! + b,

jest kwadratem dla dowolnego n € N. Oczywiscie A > 0, gdyz inaczej dany
tréjmian przyjmowalby jedynie skonczenie wiele wartosci dodatnich, a wiec
réowniez a > 0. Zauwazmy tez, ze jesli b = 0, to liczby 2a i 6a sa kwadratami
liczb catkowitych, a wiec liczba 3 jest kwadratem liczby wymiernej. To przeczy
jednak niewymiernoéci liczby v/3, a zatem b # 0.

Dla dowolnego n > 1 istnieja liczby naturalne x, y takie, ze a(n?—1)! = 22—b
oraz a(n?)! = y? — b. Otrzymujemy stad n?x? — n?b = y? — b, a wiec réwniez

[(n® = 1)b| = |nz —y| - Inz+y| >1-y=y,

przy czym nx —y # 0, gdyz inaczej b = 0. Dla odpowiednio duzych n mamy
jednak
(n? — 1)20% > y? = a(n®)! + b > an*(n® — 1)(n? — 2),

a zatem

Van?(n? —1)(n2 — 2)

n?—1 ’
dla odpowiednio duzych n. To jest jednak niemozliwe, gdyz wyrazenie pod
pierwiastkiem jest wielomianem stopnia 6, a wiec powyzszy ulamek dazy do
nieskonczonosci dla n — oco. Otrzymana sprzecznosé konczy dowdd.

o] >
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Pierwszy Mecz Matematyczny

1. Rozstrzygnaé, czy zbidr liczb calkowitych dodatnich n, dla ktérych n! +
1/(2013n)! jest skonczony.

Rozwigzanie:

Wykazemy, ze zbior liczb catkowitych n o podanej wlasnosci jest skonczony.
Zauwazmy, ze dla dowolnego n € N liczba % to liczba réznych 2013n-
elementowych ciagéw o wyrazach w zbiorze 1,2,...,2013, w ktérych kazdy
wyraz pojawia sie dokladnie n razy. W szczegdlnosci jest to liczba calkowita,
czyli (n!)2913](2013n)!. Zatézmy teraz, ze n spetnia podzielnoéé dang w zadaniu.
Liczby n! + 11 (n!)?9'3 sa wzglednie pierwsze, a wigc ich iloczyn dzieli liczbe
(2013n)!. W szczegdlnosci

(n! 4 1) - (n!)?°13 < (2013n)!.

Ze wzoru Stirlinga wprost wynika nieréwnosé (%)n < nl. Po polaczeniu z
oczywistym oszacowaniem n! < n” otrzymujemy

2014n
(ﬁ) < (n1)?"M < (n! 4 1)(n!)*" < (2013n)! < (2013n)%01",
e

a stad
n < 2013201362014.

Dowodzi to, ze istnieje tylko skonczenie wiele liczb n o postulowanej wlasnosci.

2. Niech k bedzie dodatnia i nieparzysta liczba catkowita. Wykazac, ze dla
kazdej liczby catkowitej dodatniej m istnieje liczba catkowita dodatnia n taka,
ze m|k"™ +nk.

Rozwiazanie:
Niech n = ngk dla pewnej liczby catkowitej dodatniej ng. Z tozsamodci
a’ 4+ bF = (a +b)(a* ! —aF2b+ ... — ab*2 + b*~1) wynika podzielnosé

k™o~ 4 ng|k™0F 4 (ngk)*.

Wystarczy wiec udowodnié, ze dla dowolnej liczby catkowitej dodatniej m ist-
nieje liczba calkowita dodatnia n, dla ktérej m|k™ 1 +n. Dowiedziemy mocniej-
szg teze, ze istnieje nieskonczenie wiele liczb catkowitych dodatnich n o zagdanej
wlasnosci.

Wykazemy to za pomoca indukcji po m. Dla m = 1 nie ma czego dowodzi¢,
zalézmy zatem, ze m > 1 oraz ze nasza teza jest prawdziwa dla dowolnej liczby
naturalnej mniejszej niz m. Latwo zauwazy¢, ze ciag reszt z dzielenia przez m
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liczb k, k2, k3,... jest od pewnego miejsca okresowy. Niech ¢ oznacza dlugosé
jego okresu. Woéwczas istnieje liczba catkowita Ny > 0 taka, ze jeSli z = y
(mod ¢) oraz z,y > Ny, to k* = kY (mod m).

Na mocy zalozenia indukcyjnego istnieje nieskonczenie wiele liczb catkowi-
tych dodatnich z, dla ktérych £|k*~! + 2. W szczegdlnosci, istnieje z > Np o
zadanej wlasnoéci. Niech N > 0 bedzie taka liczba catkowita, ze N&m—k*~! >
Nop. Przyjmijmy n = N¢m — k*~1. Skoro obie liczby N¢m —k*~! i x sa wieksze
niz Ny oraz z zalozenia indukcyjnego Ném — k*~! =z (mod ¢), to mamy

v = N L N g =l gl =0 (mod m).

Pozostaje zauwazy¢, ze istnieje nieskonczenie wiele liczb catkowitych dodatnich
N, dla ktérych N¢m — k*=! > Nj. Istnieje wiec nieskonczenie wiele liczb cal-
kowitych dodatnich n, dla ktérych m|k"~! + n. Konczy to dowéd indukeyjny
oraz rozwigzanie zadania.

3. Rozstrzygnaé, czy dla danej liczby naturalnej n > 2 istnieja parami rézne
i parami wzglednie pierwsze liczby catkowite dodatnie aq,as,...,a, takie, ze

ay+as+...+a,|d, +ab+... +a

dla kazdego i = 1,2,...,n.

Rozwiazanie:

Wykazemy, ze dla dowolnej liczby naturalnej n > 8 nie istnieja liczby cal-
kowite dodatnie o zadanej wlasnoéci. Zatézmy przeciwnie. Wykazemy induk-
cyjnie, ze dla dowolnej liczby naturalnej k zachodzi podzielnosé

ay+as+...+ay|d +adk+... +dk.

Dla 1 < k < n teza zachodzi na mocy warunkéw zadania. Zaldézmy wiec, ze
dla k > n zachodzi dana podzielnoé¢ i udowodnijmy ja dla k4 1. Rozwazmy w
tym celu wielomian

P(t) = tF 1" (t—ay)(t—a2) ... (t—a,) = " pept + o tF L e tf
gdzie oczywiscie ¢; € Z dla i = 1,2,...,n. Wéwczas P(a;) = 0 dla dowolnego
1=1,2,...,n. A zatem

0= P(ay)+P(az)+. . +Plan) = 3 al ' 4er S abtepy S ak e 3l
i=1 i=1 i=1

i=1

Z zalozenia indukcyjnego wynika, ze kazdy skladnik postaci ¢; >, a% dzieli sie
przez sume liczb a; dla k+1—n < I < k. Otrzymujemy wiec zadang podzielnosé

a1+a2+...+an\alf+1+a§+1+...+aﬁ+1,
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ktora konczy dowdd indukcyjny.
W kolejnej czesci rozumowania udowodnimy, ze a; +as + ...+ ay|n(n —1).
Rozwazmy rozktad na czynniki pierwsze

ai +az + ... +an = pIpy* . pp,
gdzie m € N. Wystarczy pokazaé, ze dla dowolnego i = 1,2,...m zachodzi
jedna z podzielnosci: p;*|n — 1 lub pi*|n. Ustalmy 1 < i < m i w pierwszej
kolejnosci rozwazmy przypadek, w ktorym zadna z liczb ay, as, . . ., a, nie dzieli
sie przez p;. Z twierdzenia Eulera mamy wéwczas

a?(p" R =1

; (mod pg),

dla dowolnego j = 1,2,...m, a wigc przyjmujac k = ¢(p;*) w podzielnosci
otrzymanej w pierwszym kroku rozwiazania dostajemy

Py, epy?)

0=ar+...+a, =al” '+aj +o . al D= 1414 4l=n (mod pg).

Rozwazmy teraz przypadek, w ktérym istnieje 1 < I < m takie, ze p;|a;. Skoro
kazda z ¢ liczb: p— 1,p? — 1,...p" — 1 jest wzglednie pierwsza z p?, to zachodzi
nier6wnosé @(pt) > t. W szczegdlnodei

af(p" Y=o (mod p§).

Zauwazmy ponadto, ze zadna inna liczba a; dla j # [ nie dzieli si¢ przez p;, gdyz
zalozen zadania liczby a; sg parami wzglednie pierwsze. W szczegélnosci, biorac
ponownie k = ¢(pi*) w podzielnosci z poczatku rozwiazania otrzymujemy

0= an oot an = afO) 4 af0T) 1y o0

=14+1+...140+1...41=n—-1 (mod p;*).

UdowodniliSmy w ten sposéb podzielnosé a1 + ag + ... + ap|n(n — 1).
Przechodzimy do ostatniego kroku rozwiazania. Skoro liczby a1, as, ..., an
sg parami rozne i parami wzglednie pierwsze, to latwo zauwazy¢, ze

art+as+...4+a,>(1+2+3+5+7)+(11+13+15+...+2n+1)

=(1+3+5+7+9+...4+2n+1)-7=n*-1,

Ale dla n > 8 mamy przeciez n?2 —7 > n? —n. Przeczy to uzyskanej podzielnoéci
i konczy rozwiazanie zadania.

4. Ciag liczb rzeczywistych (a,)%2, spelnia warunek

kap + 1

ap+1 =
+ k—ak
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dla kazdego k£ > 1. Udowodnié, ze w tym ciagu wystepuje nieskoniczenie wiele
dodatnich i nieskoficzenie wiele ujemnych wyrazow.

Rozwiazanie:

Rozwazmy ciag (by)n>1 liczb rzeczywistych okreslony poprzez warunki by =
tg™tar; € (—=3,%) oraz byy1 = by + tg~ () dla k > 1. Zauwazmy, ze prostej
indukcji wynika wowczas, ze ap, = tg by dla k > 1. Rzeczywiscie, jesli ap = tg by
dla pewnego k > 1, to

kak—f—l_ ak+%

1
— = :t b t_l _— :t b .
Q41 k— ar T—ap- 1 g(k-i-g (k)) g (bk+1)

Poniewaz lim,_.g thx = 1 mamy réwniez

tg™ (1)

T =1.
k

lim

k—o0
W szczegdlnosei, poniewaz szereg Y o % jest rozbiezny, to rozbiezny jest réw-

.. o) —1/1 . . . .

niez szereg b1+ ,_; tg” (1). Zauwazmy jednak, ze wyrazy tego szeregu daza
do 0, a zatem istnieje nieskorniczenie wiele sum czeéciowych rozwazanego szere-
gu, ktére naleza do przedziatu postaci (27n,27n + 7 ) oraz nieskonczenie wiele
sum czesciowych, ktére naleza do przedziatu postaci (27n + 7, 2mn). Ale sumy
czesciowe to wyrazy ciagu (by)n>1 1 skoro ap = tgby, to ciag (a,)n>1 posiada
nieskonczenie wiele dodatnich i nieskonczenie wiele ujemnych wyrazéw.

5. Niech p bedzie nieparzysta liczba pierwsza. Dowiesé, ze jesli p-kat ma
wszystkie boki wymiernej dtugosci i wszystkie katy rowne, to jest on foremny.

Rozwiazanie:

W rozwiazaniu wykorzystamy nastepujace kryterium Eisensteina nie-
rozkladalnosci wielomianéw: jesli wspétczynniki a,,, ap—1, ... a1, ag wielomianu
f(x) = apa™ + ap_12™" 1 4+ ... + a1z + ag sa calkowite i dla pewnej liczby
pierwszej p spelniaja warunki:

plan—la p|af’n—2a ey p|a07 p /Ya’ru p2 /{/a07

to wielomian f(x) jest nierozkladalny na iloczyn niestalych wielomianéw o
wspotezynnikach catkowitych. Wykorzystujac to kryterium udowodnimy

Lemat. Dla dowolnej liczby pierwszej p wielomian
flx)=aP ™t 2P 2 . 4241,

jest nierozkladalny na tloczyn niestatych wielomianéw o wspdlczynnikach cal-
kowitych.
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Dowdéd lematu. Zauwazmy, ze dowolny wielomian f(x) daje sie przedstawié
w postaci iloczynu niestatych wielomiandéw o wspélczynnikach catkowitych wte-
dy i tylko wtedy, gdy wielomian f(z + 1) daje sie przedstawié w takiej postaci.
Aby udowodni¢ nierozktadalnosé danego wielomianu, wystarczy zatem wyka-
zaé, ze wielomian f(z + 1) spelnia warunki kryterium Eisensteina. Istotnie,
skoro f(z) = % dla dowolnego x # 1, to

fz+1) = W# = xl"#(pf l)xp—2+(pf2>xp—3+. . .+(§>m+ (f)

Kazdy wspélczynnik dwumianowy (1;) dzieli sie przez p dla 1 < i < p—1, za$
(11’) = p nie dzieli sie przez p?. Konczy to dowéd lematu.

Przechodzimy do gléwnej czesci rozwiagzania. Umieéémy p-kat dany w zada-
niu na plaszczyznie zespolonej w taki sposéb, ze jego wierzchotkami sa liczby
zespolone 2o, 21, ...,2p—1. Nie wpltywajac na warunki dane w tresci zadania
mozemy przyjaé, ze zop = 0 oraz z; = 1. Niech w = e bedzie pierwiastkiem
p-go stopnia z jednosci. Poniewaz pomnozenie liczby zespolonej z przez w od-
powiada obrotowi o kat 27”, a dowolny kat danego p-kata jest réwny m — 27”, to
dla dowolnego i = 1,2,...,p — 1 zachodzi réwnosé z; 1 — z; = qw(z; — zi—1),
gdzie q; jest liczba wymierna réwna stosunkowi odpowiednich bokéw dane-
go p-kata oraz przyjmujemy, ze z, = 2o = 0. W szczegélnosci, dla dowonego
1=1,2,...,p— 1 mamy

Zi4l "R = in(zi—zz‘q) = Qi%‘flw2(zi71_zi72) =...={qiq%-1--. QIwi(zl_ZO)

=4qiqi—1--- Q1wi~

Przyjmujac a; = ¢;q;—1 - .. q1 € Q wyliczamy zatem bez trudu
Zi+1 = aiwi+zz— = aiwiJrai_lwi*lJrzi_l =...= aiwiJrai_lwi*lJr. . .+a1w+1.
Poniewaz z, = 29 = 0 wnioskujemy, ze

ap,lwp_l + ap,gwp_Q +...+aw+1=0,

co oznacza, ze w jest pierwiastkiem wielomianu g(x) = ap_lwp’l + ap_gav”*2 +
...+ a1x + 1 o wspdlczynnikach wymiernych.

Niech teraz f(z) bedzie wielomianem z lematu, a h(z) # 0 niech bedzie
wielomianem o minimalnym stopniu, ktérego wspdlczynniki sa wymierne oraz
h(w) = 0. Rozwazmy dzielenie z reszta f(x) = h(z)p(z) + r(z). Wspdlczyn-
niki wielomianu r réwniez sa wymierne. Co wigcej skoro f(w) = h(w) = 0, to
r(w) = 0. Poniewaz r jest nizszego stopnia niz h, wielomian r jest wielomianem
zerowym, a zatem f(x) = h(z)p(x) przedstawia sie w postaci iloczynu wielo-
mianéw o wspoélczynnikach wymiernych. Jesli oba te wielomiany sg niestale, to
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z lematu Gaussa wynika, ze f(x) przedstawia sie réwniez w postaci iloczy-
nu niestalych wielomiandéw o wspotczynnikach catkowitych. To jednak przeczy
udowodnionemu wezedniej lematowi, a zatem jeden z wielomianéw h(z) i p(z)
jest wielomianem stalym. Jasne jest, ze musi by¢ to wielomian p, a zatem wie-
lomiany f i h sa rowne z dokladnoscia do przemnozenia przez pewna niezerowa
liczbe wymierna.

Powtarzajac rozumowanie z dzieleniem z reszta dochodzimy do wniosku, ze
wielomian ¢ dzieli sie przez wielomian h, a wiec réwniez przez wielomian f.
Zauwazmy jednak, Ze sa to wielomiany jednakowego stopnia, a zatem sa réwne
z dokladnoscia do przemnozenia przez niezerows liczbe wymierng. Skoro jednak
maja te same wyrazy wolne, to musimy miec¢

ap—1 :ap_Qz...:alzl,
skad juz tatwo wynika, ze
dp—1 =Q4p—2=...=(q1 =1.

Liczby ¢; byly zdefiniowane jako stosunki kolejnych bokéw danego p-kata. Z
powyzszych rownosci wynika zatem, ze p-kat dany w zadaniu posiada wszystkie
boki réwnej dtugosci. Skoro jego katy sa réwnej miary, to jest to p-kat foremny
i rozwiazanie zadania jest zakonczone.

6. Liczby nieujemne a1, aso,...a, spelniaja warunek ajas...ar > 4 1 p dla
k=1,2,...,n. Udowodni¢, ze

1 1 1
a a oot an 2 —— et
1+ a2 + +n/n+1+n+2+ +2n
Rozwigzanie:
Wykazemy nastepujacy
Lemat. Dane sq liczby nieujemne x1,xo, ...,y 0TGZ Y1 = Y2 = ... = Yn Spel-
niajgce nierownosci r1 =1, T1To = Y1Y2, -, L1T2 ... Tpn = Y1Y2 ... Yn. Wow-

czas 1+ T2+ ... +Tp 2Yy1 +Y2+ ...+ Yn.

Dowdd lematu. Dla dowolnego k = 1,2,...n z nieréwnosci miedzy $rednia
arytmetyczna a geometryczna wynika nieréwnosé
7 Te o g [T T2 T

nor sy L
Y1 Y2 Yk Yy Y2 Yk

Zauwazmy teraz, ze
T Tp,

2y2—|—...—|——yn
Y2 Y

n

T
x1+x2+...+xn:y—y1—|—
1

51



x T T x x T,
=1(y1—y2)+<1+2) (y2—y3)+...+(1+2+...+>yn
n n n

Y2 Y2 Yn
> 1y =)+ 22 —y3)+ ... Y =y1 + Y2 + ...+ Yn,

gdzie nier6wnos$¢ wynika z oszacowan % + % +...+ z—: > k oraz yx —yry+1 = 0.
Dowodzi to lematu.

Przechodzimy do gtéwnej czesci rozwiazania. Z warunkéw danych w zadaniu
wynika, ze rp = ak, Yp = m dla £k = 1,2,...n spelniaja zalozenia
lematu. Otrzymujemy wiec

n

" 1
G ant +“"/Z 2k—1 (2k) Z<2k—1 2k>

k=1

2n n
1 1 1 1 1
- (Zk> . (Zk> S tae et

k=1 k=1

Udowodniliémy w ten sposéb zadana nieréwnosc.

7. Tablica m x n zostala wypelniona nieujemnymi liczbami rzeczywistymi
w taki sposob, ze dowolny wiersz oraz dowolna kolumna zawieraja co najmniej
jeden dodatni wyraz. Wiadomo ponadto, ze jesli na przecieciu wiersza i kolumny
znajduje sie pole z liczbg dodatnia, to sumy wyrazéw w tym wierszu i kolumnie
sg réwne. Udowodnié¢, ze m = n.

Rozwiazanie:

Rozwazmy graf, ktérego wierzchotki stanowia pola tablicy, w ktore wpisane
zostaly liczby dodatnie, a dwa pola polaczone sa krawedzia, jesli leza one w
jednej kolumnie lub w jednym wierszu. Zauwazmy, ze kazda sktadowa spdjna
naszego grafu odpowiada pewnej podtablicy wyjsciowej tablicy, ktéra tworzy-
my poprzez wybranie wierszy i kolumn zawierajacych pola z danej sktadowej
spéjnej oraz wybraniu pél z ich wszystkich przecie¢. Utworzona w ten sposob
podtablica ma wymiary k x [, gdzie k oznacza liczbe wierszy zawierajacych
co najmniej jedno pole z danej spdjnej sktadowej, zas$ | oznacza liczbe kolumn
o tej samej wlasnosci. Skoro kazdy wiersz i kazda kolumna zawieraja chociaz
jedno pole z liczba dodatnia, to kazdy wiersz i kazda kolumna wystepuja ja-
ko cze$é¢ dokladnie jednej podtablicy odpowiadajacej pewnej sktadowej grafu.
Aby zatem udowodnié, ze liczba wierszy w tablicy réwna jest liczbie kolumn,
wystarczy wykazaé, ze wymiary dowolnej podtablicy odpowiadajacej pewnej
sktadowej sa réwne.

Rozwazmy wiec podtablice k x I odpowiadajaca pewnej sktadowej spdjnej
grafu i niech S oznacza sume elementéow w pierwszym wierszu tej podtablicy.
Ze spojnosci i warunku danego w zadaniu wynika, ze w dowolnym wierszu i
dowolnej kolumnie rozwazanej podtablicy suma elementéw wynosi S. Sumujac
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po wierszach suma elementéw w calej tablicy wynosi kS, a po kolumnach 1S.
A zatem kS = 1S i skoro S > 0, to kK = [. Na mocy wczeéniejszych rozwazan
wynika stad, ze m = n i dowdd jest zakonczony.

8. Dane sa takie liczby calkowite dodatnie k, n, ze k& < n — 1. Zbiory
A, As, ..., Ay sg niepustymi podzbiorami zbioru n-elementowego S. Udowod-
ni¢, ze mozna pokolorowaé pewne elementy zbioru S dwoma kolorami w taki
sposéb, ze spelnione sg nastepujace warunki:

e Kazdy element zbioru S jest albo niepokolorowany albo pokolorowany na
jeden z dwdch koloréw.

e Przynajmniej jeden element zbioru S jest pokolorowany.

e Dla kazdego i = 1,2,...,k zbiér A; jest albo catkowicie niepokolorowany
albo zawiera elementy obu koloréow.

Rozwiazanie:
Zalézmy, ze S = {1,2,...,n} i rozwazmy uklad réwnan
d wj=0dlal<i<k
JEA;
Skoro k < n — 1 to posiada on rozwiazanie rzeczywiste (x1,xa,...,x,) #

(0,0,...,0). Jedli 1 < j < n, to kolorujemy element j na czarno gdy z; > 0, na
bialo gdy x; < 0 oraz nie kolorujemy go wcale gdy x; = 0. Poniewaz co naj-
mniej jedna z liczb z; jest niezerowa pokolorowany zostal co najmniej element
zbioru S. Pozostaje wiec sprawdzié, ze jesli zbiér A; nie jest catkowicie niepo-
kolorowany, to zawiera elementy obu koloréw. Istotnie, zal6zmy, ze zawiera on
element czarny — wéwczas z, > 0 dla pewnego r € A;. Ale skoro ) jea, i =0,
to musi w tej sumie pojawié si¢ réwniez skladnik ujemny, a zatem x; < 0 dla
pewnego s € A;. Oznacza to, ze zbiér A; posiada element biaty. W analogiczny
spos6b dowodzimy, ze z istnienia elementu bialego wynika istnienie czarnego.
Konczy to dowdd.

9. Dany jest czworokat wypukly ABCD. Pétproste AB™ i DC™ przeci-
naja sie w punkcie P, a pbélproste AD™ i BC™ w punkcie Q. Punkt O lezy
wewnatrz czworokata ABC D i spelnia warunek ZBOP = ZDOQ. Udowodnic,
ze ZAOB + ZCOD = 180°.

Rozwiazanie:
Wykorzystamy nastepujace dwa fakty:
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Fakt 1. Dana jest elipsa o ogniskach O i O’ oraz punkt P lezacy na zewnatrz
tej elipsy. Proste PK i PL sa styczne do tej elipsy odpowiednio w punktach K
i L. Wowczas /POK = ZPOL.

Fakt 2. Punkt O lezy wewnatrz tréjkata ABC. Wéwczas istnieje elipsa
wpisana w tréjkat ABC, ktérej jednym z ognisk jest punkt O.

Dowdéd faktu 1 mozna znalezé w Broszurze 51. Olimpiady Matematycznej
(str. 107), za$ fakt 2 wynika natychmiast z twierdzenia 4 (str. 108). Wykorzy-
stujac powyzsze dwa fakty udowodnimy dwa lematy, z ktérych bezposrednio
wynika teza zadania.

Lemat 1. Punkt O lezy wewnatrz czworokata wypuktego ABC D. Pétproste
AB™ i DC™ przecinaja sie w punkcie P, a pétproste AD™ i BC™ w punkcie
Q. Wowczas ZBOP = ZD0OQ wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje elipsa wpisana
w czworokat ABCD, ktoérej jednym z ognisk jest punkt O.

Dowdd lematu. Zaltézmy najpierw, ze punkt O jest jednym z ognisk elipsy
wpisanej w czworokat ABCD. Niech K, L, M i N beda punktami styczno$ci
tej elipsy odpowiednio z odcinkami AB, BC, CD i DA. Wykorzystujac fakt 1.
dostajemy réwnosci

/POK = /POM, /BOK =/BOL, /COL=/ZCOM.
Woéwezas
2/POK = /POK + /POM = /BOK + Z/BOL + ZCOL + ZCOM

=2/BOK +2ZCOM.
Wynika stad ze

/BOP = /POK — ZBOK = ZCOM.

Analogicznie dowodzimy, ze ZDOQ = ZCOL, co wraz z réwnoscia ZCOL =
ZCOM daje zalezno$¢ Z/BOP = /ZDOQ i konczy dowdd implikacji w lewa
strone.

Zalézmy teraz, ze spelniona jest rownoé¢ ZBOP = ZDOQ. Na mocy faktu
2 wnosimy, ze punkt O jest jednym z ognisk elipsy e wpisanej w trojkat ABQ.
Przypus$émy, ze prosta D P nie jest styczna do tej elipsy. Wybierzmy na odcinku
AQ taki punkt D’, ze prosta D’P jest styczna do elipsy e. Wowczas ZD'OQ #
/ZD0OQ. 7 drugiej strony wykorzystujac poprzednio udowodniona implikacje
dostajemy

£ZD'0Q = LBOP = £DOQ.

Otrzymana sprzecznosé konczy dowdd drugiej implikacji.

Lemat 2. Punkt O lezy wewnatrz czworokata wypuktego ABCD. Polpro-
ste AB™ 1 DC™ przecinaja si¢ w punkcie P, a polproste AD™ i BC™ w
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punkcie Q. Wowczas LZAOB + ZCOD = 180° wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje
elipsa wpisana w czworokat ABC D, ktoérej jednym z ognisk jest punkt O.

Dowdd lematu. Zatézmy najpierw, ze punkt O jest jednym z ognisk elipsy
wpisanej w czworokat ABCD. Niech K, L, M i N beda punktami styczno$ci
tej elipsy odpowiednio z odcinkami AB, BC, CD i DA. Wykorzystujac fakt 1.
dostajemy réwnosci

/ZAOK = Z/AON, /BOK = /BOL, /ZCOL=/COM, «ZDOM = £ZDON.
Woéwezas

ZAOB + £C0OD = LZAOK + Z/BOK + ZCOM + ZDOM

= % (/KON + /KOL + ZLOM + ZMON) = 180°.

Zalézmy teraz, ze ZAOB + ZCOD = 180°. Na mocy faktu 2 wnosimy, ze
punkt O jest jednym z ognisk elipsy e wpisanej w tréjkat ABQ. Przypusémy,
ze prosta C'D nie jest styczna do tej elipsy. Wybierzmy na odcinku AQ taki
punkt D', ze prosta CD’ jest styczna do elipsy e. Wéwcezas Z/COD’ # /COD.
7 drugiej strony wykorzystujac poprzednio udowodniong implikacje dostajemy

/ZCOD" =180° — LAOB = ZCOD.

Otrzymana sprzecznosé konczy dowdd drugiej implikacji.

10. Okrag o5 jest styczny do bokéw AC' i BC tréjkata ABC oraz do okregu
opisanego na tym tréjkacie w punkcie P. Okrag os jest styczny do poétprostych
CA™ i CB™ oraz jest styczny zewnetrznie do okregu opisanego na tréjkacie
ABC w punkcie Q. Wykazaé, ze

AP-AQ [ AC\?
BP-BQ_<BC> '

Rozwiazanie:

Niech P’ i Q' beda punktami styczno$ci z odcinkiem AB odpowiednio
okregu dopisanego do tréjkata ABC i okregu wpisanego w ten tréjkat. Roz-
patrzmy przeksztalcenie f bedace zlozeniem inwersji o $rodku C i promie-
niu VCA-CB z symetria wzgledem dwusiecznej kata AC'B. Zauwazmy, ze
f(A) = B, f(B) = A, f(CA™”) = CB~ oraz f(CB™) = CA™. Przeksztal-
cenie f przeprowadza ponadto prosta AB na okrag opisany na tréjkacie ABC
i na odwr6t. Obrazem okregu o7 jest wiec okrag dopisany do tréjkata ABC
styczny do boku AB, a obrazem punktu P jest punkt P’. Okrag os przechodzi
natomiast na okrag wpisany w tréjkat ABC, za$ punkt Q na punkt Q.
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Wykorzystujac wzoér na odleglo$é obrazéw inwersyjnych otrzymujemy

CA-CB CA-CB

[ —_— /: _
AP =AP-eoep A =40 CA-CQ’
CA-CB CA-CB

g - —_— I: - —_—
BP' = BP. z2—5. BQ =BQ CECO

Wykorzystujac réwnoéci AP' = BQ' i AQ' = BP’ oraz powyzsze zaleznoSci
dostajemy

_ AP'-AQ' AP-AQ (CB-CP)-(CB-CQ) AP-AQ CB>

1= 5P Bg "~ BP-BQ (CA-CP)-(CA-CQ) BP-BQ CA?

skad natychmiast wynika teza.

11. Spodki wysoko$ci pewnego czworo$cianu sa rézne od ortocentréw $cian,
do ktorych zostaly poprowadzone. Wykazaé, ze plaszczyzny zawierajace te wy-
sokoéci i ortocentra $cian, do ktorych zostaly poprowadzone, przecinaja sie w
jednym punkcie.

Rozwigzanie:

Oznaczmy wierzchotki danego czworoscianu przez A, B, C, D. Niech po-
nadto O bedzie érodkiem sfery opisanej na czworoscianie ABCD, za$ G jego
srodkiem cigzkosci. Udowodnimy, ze obraz symetryczny O’ punktu O wzgledem
punktu G nalezy do kazdej z rozwazanych w tresci zadania plaszczyzn. Wystar-
czy to wykazaé dla plaszczyzny zawierajacej wysokos$¢ czworoscianu poprowa-
dzona z wierzchotka D i ortocentrum Hp tréjkata ABC, gdyz dla pozostatych
plaszczyzn dowdd jest analogiczny.

Jesli trojkat ABC' jest réwnoboczny, to punkty O i G lezg w plaszczyznie
zawierajacej wysoko$¢ czworoscianu poprowadzona z wierzchotka D i ortocen-
trum tréjkata ABC (bowiem rzut prostokatny punktu O na plaszczyzne ABC
jest $rodkiem okregu opisanego na tréjkacie ABC' i pokrywa si¢ ze $rodkiem
cigzkodci 1 ortocentrum tego tréjkata). W takim razie w tej plaszczyZnie lezy
takze punkt O’.

Zalézmy teraz, ze tréjkat ABC nie jest réwnoboczny. W takim razie srodek
Op okregu opisanego na tym tréjkacie, jego ortocentrum Hp oraz jego Sro-
dek ciezkosci Gp sa rézne. Ponadto z twierdzenia o prostej Eulera wynika, ze
punkty te leza na jednej prostej oraz GpHp = 20pGp. Punkt Op jest rzu-
tem prostokatnym punktu O na plaszczyzne ABC. Niech S bedzie punktem
przeciecia prostej OGp z prosta przechodzaca przez punkt Hp i prostopadia
do plaszczyzny ABC'. Z twierdzenia Talesa wnosimy, ze

OGp OpGp 1

GpS GpHp 2’

56



ska = % Mamy ponadto ggg = 3, co daje DDGD = %. Stosujac twier-

dzenle Menelausa dla tréjkata OGpG i prostej DS dostajemy

dOS

0S GpD GO 3 4 1 _
GpS DG 00 2 3 2

To za$ oznacza, ze punkty D, O’ i S leza na jednej prostej. Plaszczyzna za-
wierajaca wysokos$¢ czworoécianu poprowadzona z wierzchotka D i punkt Hp
jest prostopadta do plaszczyzny ABC, a wiec zawiera réwniez punkt S. W
takim razie prosta DS takze lezy w tej plaszczyznie, a wraz z nig punkt O’.
Rozwiazanie zadania jest zakonczone.
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Drugi Mecz Matematyczny

1. Wyznaczy¢ wszystkie wielomiany f(x) o wspélczynnikach catkowitych,
ktore spelniaja nastepujacy warunek: dla dowolnej liczby pierwszej p i liczb
caltkowitych dodatnich x, y takich, ze p|zy—1 zachodzi podzielnosé p| f () f (y)—
1.

Rozwiazanie:

W rozwigzaniu wykorzystamy nastepujacy fakt: dla dowolnej liczby pierw-
szej p i dla dowolnej niezerowej reszty x z dzielenia przez p istnieje dokladnie
jedna niezerowa reszta y taka, ze xy = 1 (mod p). Reszte y o tej wlasnosci
nazywa si¢ odwrotnoscig x modulo p.

Niech f(z) = Z?:o a;x", gdzie n oznacza stopien danego wielomianu. Jasne
jest, ze wérod wielomianéw stalych dany warunek spelniaja tylko wielomia-
ny tozsamosciowo rowne 1 lub tozsamosciowo rowne —1. Przyjmijmy wigc, ze
n > 0 i rozwazmy wielomian g(z) = 2" f(1). Jest to wielomian o wspélezyn-
nikach catkowitych, ktorego wspoétczynniki wystepuja w odwrotnej kolejnosci
niz w wielomianie f. Rozwazmy tez dowolng liczbe pierwsza p i dowolna liczbe
catkowita x niepodzielng przez p. Niech y bedzie odwrotnosciag z modulo p,
czyli p|lzy — 1. Zauwazmy teraz, ze

" fy) = i aiz"y’ = i aiz" " =a"f (1> =g(z) (mod p).

: : X
1=0 1=0

7 warunku danego w tresci zadania wynika wiec, ze dla dowolnej liczby pierw-
szej p 1 dowolnej liczby catkowitej x niepodzielnej przez p spelniona jest kon-
gruencja

a)gla) = 5@)- (51 (3)) = £@)- ") =" (mod p)

Rozwazmy wielomian h(z) = f(z)-g(x) —a". Ustalmy = # 0 i wybierzmy liczbe
pierwsza p w taki sposéb, aby p > max{|h(z)|, |z|}. Wowczas x nie dzieli si¢
przez p, a zatem p|h(z). To jednak oznacza, ze h(z) = 0. WykazaliSmy w ten
sposéb, ze wielomian h(z) zeruje sie dla dowolnego niezerowego argumentu, a
zatem h(z) jest wielomianem zerowym. Zauwazmy teraz, ze jezeli wielomian
f(z) posiada pewien niezerowy wspétcezynnik rézny od wspoélczynnika wioda-
cego, to wielomian f(z)-g(x) jest stopnia wiekszego niz n, co przeczy temu, ze
h(z) = 0. Wielomian f(x) musi by¢ wiec postaci f(z) = az™. Pozostaje zauwa-
zy¢, ze wsréd wielomiandéw tej postaci dany warunek spetniaja te, dla ktérych
a = +£1. Wraz z wielomianami stalymi f(z) = £1 sa to wszystkie rozwiazania
zadania.

58



2. Dana jest liczba pierwsza p postaci 4k + 3. Liczby calkowite a,b,c,d
spelniajg réwnanie
a’®? 4+ %P 4 PP = %P,
Udowodnié, ze p|abc.

Rozwigzanie:

Mozemy oczywiscie przyjaé, ze abcd # 0. Dzielac obie strony réwnania
przez najwiekszy wspolny dzielnik liczb a, b, ¢, d mozemy ponadto zalozyé, ze
NWD(a,b,c,d) = 1. W tej sytuacji przynajmniej jedna z liczb a,b, ¢ jest nie-
parzysta. Zalézmy, ze dokladnie dwie z tych liczb sa nieparzyste. Poniewaz
2?2 =1 (mod 4) dla nieparzystych liczb calkowitych x oraz 22 = 0 (mod 4) dla
parzystych liczb caltkowitych z, to

2=a® + b+ =d* =0 (mod 4),
a to oznacza sprzeczno$é¢. A zatem dokladnie jedna lub wszystkie z liczb a, b, ¢
sg nieparzyste i w szczegdlnosci d tez jest liczbg nieparzysta. Przyjmijmy bez

straty ogélnosci, ze liczba c jest nieparzysta. Dane réwnanie mozemy przepisaé

w postaci
d? — %

P22
= (=)@ +dPE 4+ PP,
Skoro d? = ¢®> =1 (mod 4), to

a®? + 6% = d* — ¢ = (d*> - *) -

P
——f
dP2 g 4 4 PP P2 =141+ +1=p=3 (mod 4).

Niech g bedzie dowolnym dzielnikiem pierwszym liczby % wchodzacym do
jej rozkladu na czynniki pierwsze z potega « > 0. Jesli ¢ = 1 (mod 4) lub 2|«
to ¢* =1 (mod 4). Wynika stad, ze istnieje liczba pierwsza ¢ postaci 4k + 3
2 2
Lt
dzieli liczby d? — ¢2. Z réwnoéci

dzielaca liczbe w nieparzystej potedze a. Zalézmy na razie, ze g nie

dx — c*

42 _ 2
wynika wéwczas, ze g dzieli liczbe a?? + b%P réwniez w dokladnie potedze a.
Niech a = ¢®ag, b = q7bg, gdzie liczby ag i by nie dziely sie przez q. Zalézmy
najpierw, ze 3 < . Wtedy

a?P 4 2P = q2ﬁ (agp + q2772ﬁb3p).

a® + %P = (d2 - 02) .

W szczegblnodci q dzieli liczbe a?? + b?P w potedze parzystej 23, co przeczy
poprzedniej czesci rozumowania. Analogicznie uzyskujemy sprzeczno$é w przy-
padku 8 > «. Zatézmy wiec dalej, ze 3 = . Wowcezas

q“a®® + %P = ¢*(ad? + b3P),
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przy czym liczby ag i by nie dziela si¢ przez q. Poniewaz « jest liczba nieparzysta
prawdziwa jest podzielnosé
2 2
qlag” + bg".

Wykorzystujac przystawanie ¢ = 3 (mod 4) wykazemy, ze powyzsza podziel-
nos¢ prowadzi do sprzecznosci. Istotnie, po podniesieniu obu stron kongruencji

aZ? = b  (mod g),

do nieparzystej potegi %1 i korzystajac z malego twierdzenia Fermata otrzy-
mujemy ciag przystawan

1=at7Y = (_1)%1%;((;—1) = -1 (mod p),

ktory daje oczywista sprzecznosé.

Wykazaliémy w ten sposéb, ze g|d? — ¢?. Zauwazmy, ze w tym przypadku
liczby a i b réwniez dziela sie przez q, gdyz w przeciwnym razie moglibysmy uzy¢
malego twierdzenia Fermata tak jak w poprzednim fragmencie rozumowania i
uzyskaé sprzeczno$é¢ w identyczny sposéb. W szczegdlnosci, liczba ¢ nie dzieli ¢
id, gdyz inaczej wszystkie liczby a, b, ¢, d dzielityby sie przez q, a to przeczyloby
zalozeniu z poczatku rozwigzania. Zauwazmy teraz, ze skoro d> = ¢ (mod q),
to

d* — %

0 d2 — 2

=d?P72 L PP PP P2 = pe®?? (mod q),

astad g = p. A zatem p dzieli liczby a i b i rozwiazanie zadania jest zakonczone.

3. Dana jest liczba pierwsza p > 2 oraz liczba catkowita 0 < r < p — 1.
Wyznaczy¢ liczbe ciagéw (e1,ea,...,6p-1) 0 wyrazach w zbiorze {—1,1}, dla
2
ktérych

p—1 _
5 et =T (mod p).

1+ 20 +...+

Rozwiazanie:

Dla dowolnej liczby calkowitej 0 < r < p — 1 oznaczmy przez c, szukana
liczbe ciagéw. Niech w € C bedzie pierwiastkiem pierwotnym p-go stopnia z
jednosci, czyli taka liczba zespolona, ze wP = 1 oraz w # 1. Niech f : C — C

p=1l ,
bedzie funkcja dana wzorem f(z) = [[,2 (2" + 27*). Po wymnozeniu przez
siebie wszystkich nawiasow wystepujacych w definicji funkcji f otrzymujemy

. . . et Be . .
sume jednomianéw postaci z : pT, gdzie ¢; € {—1,1}. Rozwazmy

wielomian g(z) powstaly przez zastapienie wszystkich poteg wystepujacych w
jednomianach w f(z) przez ich reszte z dzielenia przez p. Woéwczas latwo za-
uwazyé, ze g(z) = Zf:_ol c;2%, gdyz c; jest réwne liczbie skladnikéw postaci
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+2e0+...+25= p;1
P ¢ , ktére modulo p redukuja sie do 2* dlai = 0,1 ~p—L

Co wiecej, jasne Jest tez, ze g(w) = f(w), gdyz wartosé w’ dla i E Z zalezy
tylko od reszty ¢ modulo p.
Wyznaczymy teraz wartoéé f(w)?. Zauwazmy, ze

p—1 p—1 p—1 p—1
= = 5 5
f(W)ZZH(wi+w7i)- (w*i+wi):Hw+w D) Hw”’+w P)
i=1 i=1 i=1 i=1
= H(wl—&-w D) H witw™) = H(wz—i—w_’) = o~ (14244 (p-1) H(l—l—wgz).
i=1 =2l i=1 i=1
Poniewaz liczba 1 +2+ ...+ (p—1) = @ dzieli si¢ przez p, za$ liczby
2-1,2-2,...,2-(p—1) daja parami rézne reszty z dzielenia przez p otrzymujemy
ostatecznie
_ p—1
f(w)? =~ U+2rt-1) H 14w H 1+ w') H(l—l—wi).
i=1 =1 i=1

Rozwazmy wielomian h(z) = 2P~1 + 2P=2 ... 4+ z + 1. Poniewaz h(z) = Zzpjll

dla z # 1 pierwiastki wielomianu h to pierwiastki p-go stopnia z jednosci rézne
od 1, czyli liczby w,w?,...,wP~!. Zachodzi wiec réwnosé
h(z) = (z —w)(z —w?) ... (z —wPh).

A zatem
1=h(-1) = (-1-w)(-1—w?) ... (~1—wP"1) = (=1)P~ 11‘[ (14w = f(w)?

Udowodniliémy w ten sposéb, ze f(w) = +1.
Zauwazmy teraz, ze

Na mocy lematu z rozwiazania zadania 5 z Pierwszego Meczu Matematycznego,
wielomian ¢(z) £ 1 dzieli si¢ przez wielomian h(z). Poniewaz wspélczynniki
wielomianu ¢ sa catkowite istnieje taka liczba catkowita m, ze

g(z) =mzP 4 mzP 2 4 mz 4+ (mE1).
W szczegdlnosci, kazda niezerowa reszta modulo p ma jednakowa liczbe przed-

stawienn zadanej postaci, zas liczba przedstawien reszty zerowej rézni si¢ o 1.
Pozostaje stwierdzi¢ kiedy jest ona wieksza o 1, a kiedy jest mniejsza o 1.
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Poniewaz wyrazen postaci €1 +2e3 + ...+ pgls%l, gdzie g; € {—1,1}, jest

p—1
272 41

. p—1 . s ’ 2 p—1 ’ ..
doktadnie 277 zachodzi ré6wnosé pm=+1 = 27z lub réwnowaznie, m = >

p=1
W szczegdlnodei liczba QQT# jest catkowita. Z kryterium Eulera reszta z

dzielenia liczby 25 przez p jest réwna 1, gdy 2 jest reszta kwadratowa mo-
dulo p i jest réwna —1 w przeciwnym wypadku. Wiadomo ponadto, ze liczba
2 jest reszta kwadratowa modulo p wtedy i tylko wtedy, gdy p = £1 (mod ).
Podsumowujac, jesli p = +1 (mod 8), to dla dowolnej niezerowej reszty ist-

rpP—2
nieje 22 =1

zadanych przedstawien, zas liczba przedstawien reszty zerowej
21)%11.%_1. Gdy p = £3 (mod 8), to dowolna niezerowa reszta posiada
doktadnie 2%“ przedstawien w zadanej postaci, a reszta zerowa posiada ich
@. Konczy to rozwigzanie zadania.

Wynosi

4. Wyznaczy¢ wszystkie funkcje f : Q — Q spelniajace dla dowolnych
niezerowych liczb rzeczywistych x,y rownanie

; <x;y> RN

Rozwiazanie:

Udowodnimy, ze funkcja f : Q — Q spelniajaca warunek dany w zadaniu
jest funkcja stala.

Niech S bedzie zbiorem wszystkich liczb catkowitych k o nastepujacej wia-
snosci: dla dowolnej liczby wymiernej  zachodzi réwnosé f(kx) = f(z). Oczy-
wiscie 1 € S. Co wiecej, podstawiajac y := 2z do danego warunku otrzymuje-
my réwnosé f(x) = f(2z), ktéra dowodzi, ze 2 € S. Zauwazmy dalej, ze jesli
a,b € S, to réwniez 3a — b € S, gdyz biorac z := (3a — b)x,y := bx dostajemy

<(3a—b)x+bx> _ f((3a = b)x) + f(bx)
3

f(@) = flax) = f - :
F(3a= b)) + £ ()

2 )
a stad juz wynika, ze f(z) = f((3a — b)z) dla dowolnego = € Q. Jasne jest
ponadto, ze jesli a,b € S, to réwniez ab € S. Rozumujac indukcyjnie po |k| dla
k € Z wykazemy, ze dowolna liczba catkowita k # 0 nalezy do S. Zauwazmy,
ze4=2-2€85 -1=3-1-4€ 85, -2=3-(-1) —(-1) € S co dowodzi
tezy dla |k| < 2. Do przeprowadzenia kroku indukcyjnego wystarczy dowiesé,
ze dowolna liczba catkowita & o module nie mniejszym niz 3 moze by¢ zapisana
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w postaci 3a —b, gdzie a, b sa liczbami catkowitymi o module mniejszym niz |k|.
Zauwazmy w tym celu, ze dla liczb calkowitych a = L%J, b= —3{%} zachodzi
réwnoé¢ k = 3a — b oraz nieréwnoéci |a| < |§‘ < |k, |b] < 2 < |k|. Dowodzi to,
iz dowolna liczba calkowita k # 0 nalezy do zbioru S.

Niech teraz x = g oraz y = ~ beda dowolnymi niezerowymi liczbami wy-
miernymi. Wéwczas

fx)=flax) = f(p) = f(p-1) = f(1) = f(r-1) = f(r) = f(sy) = f(y),
co dowodzi, ze funkcja f jest stala na zbiorze Q \ {0}. Skoro

O 1 ((—1; T 1) EPCIRS )

= f(),

to funkcja f jest stala takze na calym zbiorze liczb wymiernych. Pozostaje
zauwazy¢, ze kazda taka funkcja spelnia warunek dany w zadaniu.

5. Dane sa liczby dodatnie a,b,c. Wyznaczyé¢ wszystkie liczby dodatnie
x,y, z, dla ktérych spelnione sg réwnosci

r+y+z=a+b+c oraz dayz— (a®z+ b’y + ?z) = abe.

Rozwiazanie:
Udowodnimy nastepujacy

Lemat. Liczby dodatnie z,vy,z spetniajg warunek x? + y? + 2% + 2xyz = 1.
wtedy i tylko wtedy, gdy x = cos A,y = cos B,z = cosC dla A, B,C bedgcych
miarami kgtow pewnego trojkgta ostrokgtnego.

Dowdd lematu. Sprawdzmy najpierw, ze cosinusy katow dowolnego trdjkata
ostrokatnego spelniaja powyzsza rownosé. Rzeczywiscie, mamy bowiem

cos A = cos(m — (B+ C)) = —cos(B + C) =sin Bsin C — cos B cos C,
gdzie w drugiej réwnosci wykorzystaliémy zatozenie B + C < 7. a zatem
cos? A + cos® B + cos® C' + 2 cos A cos B cos C
= (cos A+ cos BcosC)? +1 — (1 — cos® B)(1 — cos? O)
= (sin BsinC)? 4+ 1 — sin? Bsin? C = 1.

Aby udowodni¢ implikacje przeciwna, zauwazmy, ze jesli liczby dodatnie x, y, z
spetniaja dany warunek, to oczywidcie 22 + 32 < 1. W szczegdlnosci, réwnanie
kwadratowe zmiennej z

224 2xyz + (22 +9y* - 1) =0,
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ma doktadnie jedno rozwiazanie dodatnie. Jesli wiec z = cos A, y = cos B dla
A,B € (0,%), to z poprzedniej czeici rozumowania mamy z = cosC, gdzie
C =7m — (A+ B). Koficzy to dowdd lematu.

Przechodzimy do gtéwnej czesci rozwiazania. Zauwazmy, ze drugie z rownan
mozemy przepisa¢ w postaci
2 b2 2

a c abc

Bz T dea Cdmy T dnye

Dokonajmy podstawienia z1 = 5 ayz,yl = 2\}’5,21 = 2\;@. Wowczas liczby
dodatnie z1,¥1,21 spelniaja warunek z lematu, a zatem x; = cos A, y; =
cos B, z1 = cosC dla A, B, C bedacych miarami katéw pewnego ostrokatnego
trojkata.

Dodajac stronami réwnosci 2,/yz cos A = a, 2y/zx cos B = b, 2,/xy cos C' =

c oraz korzystajac z pierwszej z réwnosci danych w tresci zadania otrzymujemy

x+y+z—2yyzcos A —2y/zxcos B —2\/rycosC = 0.
Jednoczes$nie

x+y+z—2yyzcos A —2y/zxcos B —2\/rycosC
=z+y+z—2yzcos A— 2/ zxcos B+ 2,/xy(cos Acos B — sin Asin B)
= x(sin B + cos? B) + y(sin? A + cos® A) + z — 2,/yz cos A — 2y/zx cos B
+2,/zy(cos A cos B — sin Asin B)
= (Vosin B — \/ysin A)* + (yxcos B + \/ycos A — /2)%.

Oba skladniki powyzszej sumy sa zatem réwne 0, a wiec w szczegdlnosci

b
Vz=+\zcos B+ /ycosA=z- 2\/7 VT 2ayz 2—\&;:1
astad z = “TM. Analogicznie dowodzimy, ze y = C+a oraz r = bé'c. Bezposred-

nie sprawdzenie pokazuje, ze dla takiej trojki hczb (z,vy, z) spelnione sa dane
w tredci zadania réwnosci. Podana tréjka stanowi wiec jedyne rozwiazanie.

6. Dla liczby calkowitej dodatniej n okreslamy

anl—&-%—l-...—l—l oraz Tn:d(l)—i_d(2)—i_”'—~_d(n)7
n n

gdzie d(k) oznacza liczbe dodatnich dzielnikéw liczby k. Wykazaé, ze

|H, —T,| <1
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dla dowolnej liczby calkowitej dodatniej n.

Rozwigzanie:
Wykazemy najpierw, ze dla dowolnej liczby catkowitej n zachodzi réwnosé

d(1) + ... +d(n) = GJ+ gJ++EJ

Rzeczywiscie, lewa strona réownania zlicza dzielniki kolejnych liczb od 1 do n.

Prawa strona natomiast dla kazdej liczby ¢ = 1,2,...,n zlicza dla ilu liczb

od 1 do n jest ona jej dzielnikiem — ¢ jest bowiem dzielnikiem kazdej z liczb

1,20,..., HJ -4, czyli jest dzielnikiem dokladnie L%J z tych liczb liczb. Obie

strony réwnoéci zliczaja wiec taczng liczbe dzielnikow liczb od 1 do n.
Wykorzystujac udowodniong, réwnosédostajemy

() [ )
(-G G- G G- ) -
“n 3 (5 G-
(B RO B!

skad dostajemy teze zadania.

1
n

Jednakze

7. Na plaszczyznie narysowano n réznych prostokatéow. Udowodnié, ze ist-
nieje co najmniej 4+/n réznych katéw prostych bedacych katami wewnetrznymi
co najmniej jednego z danych prostokatow.

Rozwiazanie:

Wszystkie katy proste bedace katem wewnetrznym pewnego z danych pro-
stokatéw mozna zakwalifikowaé do jednej z czterech grup: do katéw odpowiada-
jacych lewemu dolnemu rogowi prostokata, lewemu gérnemu, prawemu dolnemu
oraz prawemu gornemu. Rozwazmy katy proste odpowiadajace lewym dolnym
i prawym gérnym rogom prostokatéw. Oznaczmy liczbe katéw z pierwszej gru-
py przez a, za$ z drugiej przez b. Kazdy z danych prostokatéw wyznaczony
jest przez swéj lewy dolny i prawy gorny rog, a kazda para katéw prostych, z
ktorych pierwszych jest z pierwszej, a drugi z drugiej grupy, wyznacza doktad-
nie jeden prostokat. W szczegdlnosci, liczba prostokatéw nie przekracza liczby
takich par katow prostych. A zatem

2
n < ab < (a—;—b) ,
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skad a+b > 24/n. Analogicznie dowodzimy, ze istnieje co najmniej 2+/n réznych
katow prostych, ktore odpowiadaja lewym gérnym i prawym dolnym rogom
prostokatéow. Lacznie daje to co najmniej 44/n katéw prostych i dowdd jest
zakonczony.

8. Kazdy okrag na plaszczyznie pomalowany zostal na jeden z trzech ko-
loréw. Niech A bedzie nieskoficzonym zbiorem punktéw na plaszezyznie. Udo-
wodnié, ze istnieje taki nieskonczony podzbiér B zbioru A, ze dowolny okrag
zawierajacy co najmniej trzy punkty zbioru B jest tego samego koloru.

Rozwiazanie:
Wykazemy nastepujacy

Lemat. Niech G bedzie grafem o nmieskonczonym zbiorze wierzcholkéw, z kto-
rych kazde dwa polgczone sq krawedzig pomalowang na jeden ze skoriczonej
liczby kolorow. Wowczas istnieje nieskoriczony podzbior wierzchotkow grafu G,
ktorego dowolne dwa wierzcholki polgczone sq krawedzig jednego koloru.

Dowéd lematu. Rozwazmy dowolny wierzchotek v grafu G. Poniewaz z vy
wychodzi nieskonczenie wiele krawedzi, a koloréw jest skonczenie wiele, istnieje
nieskonczenie wiele krawedzi wychodzacych z vy w jednym kolorze. Oznacz-
my ten kolor numerem k1, a zbiér tych wierzchotkéw, z ktérymi v, potaczony
jest krawedzia w kolorze ky jako V. Wybierzmy dowolny wierzcholek vo € V.
Rozumujac w identyczny sposéb, mozemy wybraé¢ pewien kolor ko oraz nie-
skoficzony podzbiér Vo C V; taki, ze vy jest polaczony z kazdym wierzcholtkiem
V5 krawedzia o kolorze ky. Powtarzajac to rozumowanie wielokrotnie otrzy-
mujemy ciag wierzchotkéw vy, vo, vs, ... ,, zstepujacy ciag nieskonczonych pod-
zbioréw Vi D Vo D V3 D ... oraz ciag numerdw ki, ko, k3, ... 0 tej wlasnodci,
ze dla dowolnych ¢ < j wierzcholek v; polaczony jest z kazdym wierzchol-
kiem zbioru V; krawedzig w kolorze k;. Pozostaje zauwazy¢, ze skoro koloréw
jest skonczenie wiele, to ciag ki, ko, k3, ... zawiera nieskonczony podciag staty
k= kn, = kny, = kng = .... Zbi6r {v,, hien jest nieskoficzonym podzbiorem
wierzchotkéw G, z ktérych kazde dwa potaczone sa krawedzia koloru k. Dowo-
dzi to lematu.

Przechodzimy do gléwnej czesci rozwiazania. Dowolny 3-elementowy {a, b, ¢}
podzbiér zbioru A malujemy na jeden z czterech koloréw w nastepujacy spo-
séb: jezeli punkty a, b, ¢ nie sa wspoélliniowe to zbiorowi {a, b, ¢} przypisujemy
kolor okregu opisanego na tréojkacie o wierzchotkach a, b, c. W przeciwnym razie
zbiér {a, b, ¢} malujemy na pewien inny ustalony kolor. Teza zadania sprowadza
sie do wykazania istnienia nieskoniczonego podzbioru A’ C A, ktérego dowolny
3-elementowy podzbior pomalowany jest tym samym kolorem.

Postuzymy sie rozumowaniem podobnym jak w dowodzie lematu. Rozwaz-
my dowolny punkt a; € A. Utwérzmy graf G, ktérego zbiorem wierzchotkéw
jest zbior A\ {a;} oraz kazde dwa wierzcholki b, ¢ polaczone sa krawedzig w
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kolorze odpowiadajacym kolorowi podzbioru {a1, b, c}. Na mocy lematu istnieje
nieskoniczony podzbiér A; C A taki, ze dla dowolnych b, c € A; krawedz tacza-
ca wierzcholki b, ¢ jest pomalowana tym samym kolorem k1. Oznacza to, ze dla
dowolnych b, c € Ay zbiér {aq,b, c} pomalowany jest tym samym kolorem k;.
Wybierzmy wiec dowolny punkt as € A;. Rozumujgc analogicznie, istnieje nie-
skonczony podzbidr As C A; o tej wlasnoéci, ze dla dowolnych b, ¢ € As zbidr
{aa,b,c} jest pomalowany kolorem ko. Kontynuujac w ten sposéb otrzymu-
jemy ciag punktéw ai,ae,as, ..., zstepujacy ciagg nieskonczonych podzbioréw
Ay D Ay D Az D ... oraz ciag numerdw ki, ko, ks3,... o tej wlasnosci, ze dla
dowolnych i < j < k oraz b € Aj,c € Ay zbidr {a;,b, c} pomalowany jest
kolorem k;. Pozostaje zauwazy¢, ze skoro koloréw jest skonczenie wiele, to ciag
k1, ko, ks, ... zawiera nieskoniczony podciag staly k = k,,, = kp, = kny = .. ..
Zbiér A’ = {an, }ien jest nieskonczonym podzbiorem zbioru A, ktérego dowol-
ny 3-elementowy podzbiér pomalowany jest tym samym kolorem k. Konczy to
rozwiazanie zadania.

9. W tréjkacie ABC punkty K i M leza na boku AB (punkt K lezy po-
miedzy punktami M i B) natomiast punkty L i N leza na boku AC (punkt L
lezy pomiedzy punktami N i C). Wykazad, ze jesli % = % to ortocentra
trojkatéw ABC, AKL oraz AMN leza na jednej prostej.

Rozwiazanie:

Niech H; i H3 beda ortocentrami odpowiednio trojkatéw ABC i AMN.
Wybierzmy na odcinku H; H3 taki punkt Hs, ze

H\H, BK CL
HoH; KM LN’

Udowodnimy, ze punkt Hy jest ortocentrum tréjkata AK L.

Punkt H; lezy na prostej {p przechodzacej przez punkt B i prostopadlej do

prostej AC, zas punkt Hs lezy na prostej £, przechodzacej przez punkt M i

prostopadlej do prostej AC. Niech S bedzie punktem przeciecia prostych Hy K

i pr. Z réwnoleglodcei prostych ¢p 1 £y oraz twierdzenia Talesa wnosimy, ze
HH, BK HiK

HyH; KM KS '

Wykorzystujac teraz twierdzenie odwrotne do twierdzenia Talesa dostajemy,
ze punkt Hs lezy na prostej przechodzacej przez punkt K i réwnoleglej do
Ly, czyli prostopadlej do AC. Analogicznie dowodzimy, ze punkt Ho lezy na
prostej przechodzacej przez punkt L i prostopadlej do AB. Zatem musi by¢ on
ortocentrum tréjkata AK L. Konczy to rozwigzanie zadania.
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10. Okrag o srodku S jest dopisany do czworokata wypuktego ABCD,
przy czym prosta AC przecina ten okrag. Przekatne czworokata przecinaja sie
w punkcie E. Prosta przechodzaca przez punkt E i prostopadia do prostej
AC' przecina proste BS i DS odpowiednio w punktach P i Q. Wykazaé, ze
EP = EQ.

Rozwiazanie:

Niech K, L, M, N beda punktami stycznosci okregu o $rodku S odpowied-
nio z prostymi AB, BC, CD, DA. Wéwczas

AB+BC=AB+BM —-CM =AB+BK -CM =AK - CM

i podobnie
AD+ DC = AN - CL.

Wykorzystujac rownosci AK = AN i CL = CM dostajemy zaleznosé
AB+ BC = AD + DC,

ktéra oznacza, ze punkty B i D leza na elipsie e o ogniskach A i C'. Proste BS
i DS sa dwusiecznymi katow zewnetrznych odpowiednio ABC' i ADC, a wiec
sg styczne do tej elipsy.

Rozpatrzmy powinowactwo osiowe o osi AC' i wektorze v prostopadlym
do prostej AC. Dlugoéé¢ wektora v dobierzmy tak, aby obrazem elipsy e byl
pewien okrag o $rodku O (punkt O nalezy do prostej AC, bowiem nalezal
do niej srodek elipsy e). Punkty A, C, E, O leza na osi powinowactwa, wiec
przejda na siebie. Niech B/, D', S’, P’, Q' beda obrazami odpowiednio punktéw
B, D, S, P, Q. Proste S’B’ i §'D’ s3 styczne do okregu o $rodku O, za$
prosta P'Q’ jest prostopadla do prostej AC' (bo wektor powinowactwa jest
prostopadly do AC). Poniewaz przeksztalcenie afiniczne zachowuje stosunki
odcinkéw, wystarczy dowiesé, ze P'E = Q'E.

Jesli PP = B, to Q' = D’ i na odwrét — w tym przypadku nie ma wiec
czego dowodzi¢. W przeciwnym razie z rownosci

/0D'Q" =90° = ZOEQ' oraz /0OB'Q =90°=/OEP’

wynika, ze punkty O, D', Q', F lezg na jednym okregu oraz, ze punkty O, F,
B’, P’ lezg na jednym okregu. Mamy wiec

/0Q'E =/0OD'E = ZOB'E = ZOP'E.

W takim razie P'E = Q'E, co konczy rozwiazanie zadania.

11. Oémiokat wypukly ABCDEFGH wpisany w okrag jest podstawa ostro-
stupa ABCDEFGHS. Przekatne AE, BF, CG i DH tego o$miokata przeci-

naja sic w jednym punkcie. Wykazaé, ze istnieje przekrdj plaszczyzna tego
ostrostupa majacy przeciwlegle boki réwnolegle.
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Rozwiazanie:

Niech P bedzie punktem przeciecia przekatnych AE, BF, CG i DH wielo-
kata ABCDEFGH. Jedli punkt P pokrywa sie ze srodkiem okregu o opisanego
na wielokacie ABCDEFGH, to wielokat ten jest Srodkowosymetryczny, a wiec
jego przeciwlegle boki sa réwnoleglte. W takim razie kazdy przekrdj ostrostupa
plaszczyzna réwnolegla do plaszezyzny podstawy réwniez ma te wlasnosé.

Przyjmijmy teraz, ze punkt P nie pokrywa sig ze Srodkiem okregu opisanego
na wielokacie ABCDEFGH. Wezmy plaszczyzne m zawierajaca wierzcholek S
ostrostupa i biegunowa punktu P wzgledem okregu o, a nastepnie rozpatrzmy
przekrdj tego ostrostupa pewng plaszczyzna 7' réwnolegla do plaszezyzny .
Wykazemy, ze spelnia on warunki zadania.

Niech A’, B’, E' i F’ bedg punktami przeciecia ptaszczyzny 7’ odpowiednio
z krawedziami AS, BS, ES i FS. Udowodnimy, ze proste A’B’ i E'F' s3
rownolegte.

Zalézmy najpierw, ze proste AB i EF przecinaja sie w pewnym punkcie
Q. Z twierdzenia 3 (Broszura 50. Olimpiady Matematycznej, str. 110) wynika,
ze punkt P lezy na biegunowej punktu @ wzgledem okregu o. Punkt @ jest
lezy zatem na biegunowej punktu P. Jesli bowiem K i L sa punktami prze-
ciecia prostej PQ z tym okregiem, to (K, L;Q, P) = (KL71PQ) = 1. W takim
razie prosta SQ lezy w plaszczyZnie 7, a wigc plaszczyzna 7’ jest z tg prosta
roztaczna. Zatem proste A’B’ i SQ lezace w plaszczyZnie ABS nie maja punk-
t6w wspélnych i w zwiazku z tym sa réwnolegte. Analogicznie dowodzimy, ze
proste E'F’ i SQ sa réownolegle. Stad wniosek, ze proste A’B’ i E'F’ takze sg
réwnolegte.

Zalézmy teraz, ze proste AB i EF sg réwnolegle. Wowczas biegunowa punk-
tu P wzgledem okregu o jest prostopadla (z symetrii) do prostej taczacej punkt
P ze érodkiem okregu o, a wiec réwnolegta do prostych AB i EF. W takim
razie prosta ¢ bedaca czescia wspdlng plaszcezyzn ABS i EF'S jest réwnolegta
do tej biegunowej (bo jest réwnoleglta do prostych AB i EF), a wiec lezy w
plaszczyinie w. To za$ oznacza, ze plaszczyzna 7' jest z ta prosta rozlaczna.
Zatem proste A’ B’ i/ lezace w plaszczyZnie ABS nie maja punktéw wspdlnych
i w zwiazku z tym sa réwnolegle. Analogicznie dowodzimy, ze proste E'F’ i £ sa
réwnolegle. W takim razie i w tym przypadku proste A’B’ i E'F’ sa réwnolegle.

W analogiczny sposéb dowodzimy, ze proste zawierajace pozostale pary
przeciwleglych bokéw rozpatrywanego przekroju plaszczyzng n' sg réwnolegle.
Konczy to rozwigzanie zadania.
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Czesko-Polsko-Stowackie Zawody Matematyczne

1. Udowodnié¢, ze dla dowolnej liczby rzeczywistej dodatniej x oraz dowolnej
liczby catkowitej dodatniej n spelniona jest nieréwnosé

) 1 1
x”+—2>n2(m+—2>.
xn x

Rozwigzanie:
Zaltézmy bez straty ogdlnoéci, ze y = /x > 1. Tozsamoéé a? + a—lz -2 =
(a — 1)? sprowadza zadanie do wykazania nieréwnosci
1 1
Yyt -2 n(y - *)
Y ()

lub réwnowaznie 32" —n(y"+! —y"~1) —1 > 0. Po podzieleniu obu stron przez
liczbe dodatnig y — 1 otrzymujemy

2n n—1¢,2 2n—1
Yy -1 ny (y B 1) i n—1 n
- =) Yy -ny" T +y") =
e B W )
n—1 n—1
— (y2n—1—z yn _ yn—l + yz) — Zy (yn—l—z 1)(yn—z _ 1) > O,
i=0 =0

a to konczy dowdd.

2. W czworokacie ABC'D wpisanym w okrag spelniony jest warunek BC' =
CD. Niech w bedzie okregiem o srodku w punkcie C stycznym do BD, a [
srodkiem okregu wpisanego w trojkat ABD. Wykazaé, ze prosta przechodzaca
przez I i réwnolegla do AB jest styczna do okregu w.

Rozwiazanie:

W rozwiazaniu postuzymy sie katami skierowanymi. Niech ¢ bedzie prosta
styczna w punkcie D do okregu I' opisanego na czworokacie ABCD. Zauwaz-
my, ze prosta £ jest styczna réwniez do okregu w. Rzeczywiscie, Z(¢,CD) =
/ZDBC = ZBDC, co $wiadczy o tym, ze prosta C'D dwusieczng kata o ramio-
nach wyznaczonych przez proste £ i BD. A zatem skoro prosta BD jest styczna
do w, prosta £ rowniez jest styczna do w.

Oznaczmy przez F $rodek tuku DA okregu I' (nie zawierajacego punktéw
B i (C), a przez w’ okrag o $rodku w punkcie E styczny do DA. Rozumowanie
analogiczne do powyzszego pokazuje, ze prosta ¢ jest styczna takze do okre-
gu w’'. Prosta k bedaca odbiciem symetrycznym ¢ wzgledem prostej CE jest
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wiec drugg wspélna styczng okregdw w i w’. Z powszechnie znanych réwnosci
(ktére sa jednoczesnie prostym éwiczeniem) CD = C1 oraz ED = EI wynika,
ze punkty D oraz I sa symetryczne wzgledem CE. W szczegblnosci I € k i
pozostalo wykazaé, ze proste k oraz AB sa réwnolegle. Zauwazmy jednak, ze

Z(k,IC) = Z(CD,¢) = ZCAD = /BAC,

co dowodzi, ze k || AB.

3. Niech R bedzie zbiorem liczb wymiernych r, dla ktérych prawdziwe jest
nastepujace zdanie: jesli x jest liczba rzeczywista, dla ktérej x2 — rz i 23 — ra

s liczbami wymiernymi, to x takze jest liczba wymierna. Udowodni¢, ze:
a) Jesli r jest wymierne i r > % lubr <0,tor € R.

b) Jedli p,q sa réznymi liczbami pierwszymi nieparzystymi, spelniajacymi
nieréwnosé 3p < 4q, to g € R.

Rozwiazanie:

a) Zalézmy, ze liczby s = 22

3

—rxit=ux>—rx sg wymierne. Woéwczas

2’ =2 x=(s+ro)z=sr+ra’ =sx+r(s+rz)=(r’+s)z+rs,

co daje
t:xS—msz((r2+s)x+7°s)—rx:(r2—r+s)m+rs.

Jedli wiec tylko 72 — 7 + s # 0 (co mozemy zapisaé¢ réownowaznie jako x2 —rz +
r?2 —r #0), to liczba
t—rs
r=——
2 —r4s
jest wymierna.
Pozostaje zatem sprawdzié, ze dla danych r réwnanie kwadratowe

2 —rx41r2—r=0,

nie posiada niewymiernych pierwiastkow. Wyréznik tego réwnania jest réwny
D =r(3—4r). Jezeli r = % lub r =0, to D = 0 i wowczas jedynym pierwiast-
kiem danego réwnania jest liczba x = %, ktéra jest oczywiscie wymierna. W
pozostalych przypadkach D < 0 i powyzsze rownanie nie posiada pierwiastkéw

rzeczywistych. Koficzy to rozwiazanie tej czesci zadania.
b) Biorac pod uwage pierwsza cze$é rozumowania z punktu a), wystarczy
sprawdzié, ze wyréznik D réwnania
22 —rx4+1r2—r=0,
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jest dodatni i liczba v/ D jest niewymierna. Zauwazmy, ze

4 —
D—r(43r)—p(43p)—p(‘123m>0.
q q q

Poniewaz p /4q, liczba pierwsza p wchodzi do rozkladu na czynniki pierwsze
liczby p(4q — 3p) z wykladnikiem 1. W szczegdlnosci liczba p(4g — 3p) nie jest
kwadratem liczby catkowitej i dowdd jest zakonczony.

4. Dane sa liczby calkowite a,b, przy czym b nie jest kwadratem liczby
catkowitej. Wykazaé, ze 22 + ax + b jest kwadratem liczby calkowitej jedynie
dla skonczenie wielu liczb catkowitych x.

Rozwigzanie:
Zauwazmy, ze réwnanie z2 + ax + b = y? mozna przepisa¢ w postaci

(22 4 2y + a) (22 — 2y + a) = a® — 4b.

Skoro b nie jest kwadratem liczby catkowitej, to liczba a? —4b jest rézna od 0. W
szczegblnosci, istnieje jedynie skonczenie wiele rozktadéw tej liczby na iloczyn
dwoch liczb catkowitych. Kazdy z takich rozktadéw daje uktad dwoch réwnan
liniowych na z i y, ktéry ma co najwyzej jedno rozwiazanie w liczbach calko-
witych. Istnieje wiec jedynie skonczenie wiele liczb catkowitych x, dla ktérych
liczba 22 + ax + b jest kwadratem liczby calkowitej.

5. Tréjkat réwnoboczny o boku n podzielony zostal na n? komoérek beda-
cych tréjkatami réwnobocznymi. Niektére z komorek sa zarazone. Co sekunde,
wszystkie niezarazone komérki, ktére sasiaduja bokiem z co najmniej dwoma
zarazonymi komorkami, stajg sie zarazone. Wyznaczy¢ najmniejsza liczbe ko-
morek, ktore wystarczy zarazi¢ na poczatku, zeby po pewnym czasie kazda
komoérka byla zarazona, gdy n = 12.

Rozwigzanie:

Niech k oznacza liczbe komorek zarazonych na poczatku. Udowodnimy naj-
pierw, ze jezeli po pewnym czasie caly tréjkat zostal zarazony, to k > 45.
Zauwazmy, ze po zarazeniu jednej nowej komorki obwdd zarazonego obszaru
zmniejsza sie o co najmniej 1. Obwdd zarazonego obszaru na poczatku wynosi
co najwyzej 3k. Aby caly tréjkat byt zarazony, zarazone musi zostaé¢ pozostate
n? — k komoérek i woéwczas obwédd zarazonego obszaru wynosi 3n. W szczegdl-
nosci 3n < 3k — (n? — k) lub réwnowaznie k > "3%3”. Dla n = 12 ta nieréwnosé
daje zadane oszacowanie k > 45.

Bezposrednie sprawdzenie pokazuje, ze po zarazeniu 45 komérek tak jak
jest to pokazane na rysunku, po pewnym czasie caly trojkat bedzie zarazony.
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Rysunek 1: Rozmieszczenie zarazonych komérek dla k = 45

A zatem 45 jest najmniejsza mozliwa liczba komorek, ktére wystarczy zarazié
na poczatku, aby po pewnym czasie kazda komorka byta zarazona.

6. Trojkat ABC jest wpisany w okrag w. Punkt P jest érodkiem tuku BC
okregu w zawierajacego punkt A. Okrag o srednicy C'P przecina dwusieczng
kata ZBAC w punktach K i L (punkty A, K, L leza w tej kolejnosci na
prostej). Ponadto, M jest punktem symetrycznym do L wzgledem prostej BC.
Udowodnié, ze okrag opisany na tréjkacie BK M potowi odcinek BC.

Rozwigzanie:

Oznaczmy przez D $rodek luku AC nie zawierajacego punktu A, przez
N $érodek boku BC, za$ przez X rzut prostokatny punktu P na prostg AC.
Woéwezas punkty P, X, K, L, N, C leza na okregu o $rednicy PC. Zachodzg wiec
réwnosci

/PNX = /PCA = /PDA,

z ktorych wynika réwnolegloéé prostych XN i KL. Czworokat LN XK jest
wiec trapezem wpisanym w okrag, a zatem jest trapezem réwnoramiennym.
W szczegblnoéci Z/LCN = Z/KCA. Poniewaz /BAK = /LAC dowodzi to, ze
punkty K i L sa izogonalnie sprzezone w tréjkacie ABC. Wykorzystujac te
wlasnos¢ w polaczeniu z definicja punktu M otrzymujemy dalej

LMBC =/ZCBL=/KBA oraz /BCM =/LCB=/ZACK.

To z kolei pokazuje, ze punkty A i M sa izogonalnie sprzezone w trojkacie
KBC. Wynika stad, ze ZLKC = ZBK M. Mamy wiec

/BNM =/LNB =180° — ZLNC = ZLKC = Z/ZBKM.

Punkty B, M, N, K lezg zatem na jednym okregu i rozwiazanie zadania jest
zakonczone.
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Regulamin Meczu Matematycznego

Ustalenia wstepne

. W Meczu biora udzial dwie druzyny. Kazda z druzyn wybiera ze swojego

grona Kapitana.

. W pierwszej fazie Meczu obie druzyny rozwiazuja 11 zadan dostarczonych

przez Jury i przygotowuja sie do zreferowania rozwigzan przy tablicy.
Drugg faza Meczu jest rozgrywka.

Rozgrywka

. Ekipy na przemian wywotuja druzyne przeciwng do zreferowania przy

tablicy rozwigzania jednego z niewybranych dotad zadan. Numer zada-
nia jest wybierany przez druzyne wywotujaca. Wywotywanie rozpoczyna
druzyna wylosowana tuz przed rozgrywka.

. Druzyna wywotana do rozwiazania zadania deklaruje, czy przyjmuje za-

danie. Dalszy przebieg rozgrywki zalezy od decyzji druzyny wywotanej.

Jesli druzyna wywolana przyjmuje zadanie...

5. Druzyna wywolana staje si¢ druzyna referujaca.

10.

. Zawodnika druzyny referujacej, ktéry przedstawia rozwiazanie przy ta-

blicy, wyznacza Kapitan druzyny przeciwnej.

. Zawodnik moze by¢ wyznaczony jedynie wtedy, gdy kazdy zawodnik z

jego druzyny zakonczyt referowanie zadania nie mniej razy niz on. Nie
mozna wyznaczy¢ zawodnika po raz drugi do tego samego zadania. Jezeli
do referowania wyznaczono Kapitana, wskazuje on na czas pobytu pod
tablica swego zastepce.

. Osoba referujaca nie moze korzystac¢ z notatek, ani konsultowaé sie ze swo-

ja druzyna. Druzyna przeciwna nie moze przeszkadzaé¢ lub przerywaé re-
ferujacemu.

. Kapitan druzyny referujacej moze odwolywaé osoby referujace dowolna

liczbe razy. Takze osoba referujaca moze zrezygnowacé z referowania. Wow-
czas Kapitan druzyny przeciwnej wskazuje kolejna osobe druzyny referu-
jacej do kontynuowania rozwigzania przy tablicy na zasadach opisanych
w punktach 7 i 8. Druzyna zmieniajaca referujacego traci N punktéw
przy swojej N-tej zmianie w czasie Meczu.

FLaczny czas na zreferowanie rozwiazania przez druzyne referujaca wy-
nosi 10 minut. Po uplywie tego czasu Jury moze przerwaé referowanie,
poprosi¢ o streszczenie dalszej czesci rozwiazania lub pozwolié¢ na dalsze
referowanie, w zaleznosci od tego, czy rozwiazanie zdaniem Jury rokuje
nadzieje na poprawno$c¢ i zbliza sie do konca.
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11.

12.

13.

14.

15.

16.

17.

18.

Po oznajmieniu przez referujacego, ze referowanie rozwiazania zostalo
zakonczone, druzyna przeciwna moze zglosi¢ zastrzezenia co do popraw-
nosci lub kompletno$ci rozwigzania, a nastepnie referujacy odpowiada na
te zastrzezenia.

Jezeli podczas dyskusji druzyna wywolujaca zwrécila uwage na bledy lub
luki dyskwalifikujace rozwiazanie, ma ona prawo do zreferowania braku-
jacych czesci rozwiazania na zasadach okreslonych w punktach 6—-11.

Ostatecznie Jury ocenia zaprezentowane referaty oraz dyskusje i przyzna-
je obu druzynom nieujemne liczby punktéw o sumie nie przekraczajacej
10 punktéow. Druzyna, ktéra przedstawita poprawne rozwiazanie, otrzy-
muje co najmniej 7 punktéw. Jury ma prawo zada¢ pytania referujacemu
w celu ustalenia oceny.

Jesli druzyna wywotana nie przyjmuje zadania...
Druzyna wywolujaca staje sie druzyna referujaca i prezentuje rozwiazanie
zgodnie z zasadami okre$lonymi w punktach 6-11.

Ostatecznie Jury przyznaje druzynie referujacej od 7 do 10 punktow, je-
zeli zaprezentowane rozwiazanie jest poprawne, albo —10 (minus dziesied)
punktéw w przeciwnym przypadku. Jury moze réwniez przydzieli¢ dru-
zynie przeciwnej punkty za wskazanie luk lub btedéw w przedstawionym
rozwiazaniu. Jury ma prawo zadaé¢ pytania referujagcemu w celu ustalenia
oceny.

Ustalenia koncowe

Rozgrywka konczy sie po wywotaniu 8 zadan. W przypadku remisu wy-
woluje sie dodatkowo 2 zadania.

Przewodniczacy Jury moze naltozy¢ kare punktowa na druzyne za nie-
zgodne z niniejszym regulaminem zachowania jej zawodnikéw.

Interpretacja niniejszego regulaminu nalezy do przewodniczacego Jury.
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Spis tresci

Tresci zadan

Zawody indywidualne . . . . ... ... ... ..
Zawody druzynowe . . . . . ... ... ... ...
Pierwszy Mecz Matematyczny . . . . . . . . . ..
Drugi Mecz Matematyczny . . . . ... .. ...

Czesko-Polsko-Stowackie Zawody Matematyczne

Rozwigzania

Zawody indywidualne . . . .. ... .. ... ..
Zawody druzynowe . . . . . .. ... ... ...
Pierwszy Mecz Matematyczny . . . . . . . .. ..
Drugi Mecz Matematyczny . . . . .. ... ...

Czesko-Polsko-Stowackie Zawody Matematyczne

Regulamin Meczu Matematycznego

10
11
13
15

16
16
42
46
58
70
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