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Wstep

Obdz Naukowy Olimpiady Matematycznej odbyl sie w dniach 31 maja —
14 czerwca 2015 w Mszanie Dolnej, w osrodku ,,Stoneczny”. Kadre obozu sta-
nowili: Tomasz Cieéla, Maciej Gawron, Andrzej Grzesik, Jan Gwinner, Teodor
Jerzak, Michal Kieza oraz Szymon Kubicius

W dniach 1, 2, 3, 5, 8,9, 10, 11 i 12 czerwca odbytly sie zawody indywidualne,
4 czerwca mialy miejsce zawody druzynowe, a 6 i 13 czerwca rozegrane zostaly
mecze matematyczne (regulamin meczu znajduje sie na korncu tego zeszytu).

Podczas zawodéw indywidualnych uczestnicy mieli cztery i pét godziny na
rozwigzanie czterech zadan. Zawody druzynowe polegaly na rozwigzywaniu
przez kilkuosobowe druzyny czterech zadan i trwaly od rana do wieczora,
a mecz matematyczny — od wieczora dnia poprzedniego do popoludnia.

W ramach zawodéw indywidualnych mozna bylo uzyskaé¢ 216 punktéw. Trzy
najlepsze wyniki to 151, 149 i 147 punktow. Punkty uzyskane za poszczegdlne
zadania przedstawia tabela na nastepnej stronie. W tym miejscu wypada nad-
mienié, ze nie wszyscy uczestnicy byli na calym obozie, co powoduje, ze sumy
liczb w poszczegdlnych wierszach moga sie réznic.

W czasie obozu odbyly sie dwie wycieczki: 7 czerwcea na Cwilin, a 4 czerwca
do Rabki-Zdroju.

Bezposrednio po zakonczeniu obozu, w dniach 14-17 czerwca w miejscowo-
sci Fackovské Sedlo (Stowacja) odbyly sie XV Czesko-Polsko-Stowackie Zawody
Matematyczne. Przewodniczacym delegacji polskiej byt Michat Pilipczuk, za-
stepca przewodniczacego byl Andrzej Grzesik. W dniach 15-16 czerwca kazdy
z zawodnikéw rozwiazywal po trzy zadania, majac na to po cztery i pot godziny.

Niniejszy zeszyt zawiera wszystkie zadania z obozu wraz z rozwigzaniami
oraz zadania z XV Czesko-Polsko-Stowackich Zawodéw Matematycznych wraz
z rozwiazaniami. Zeszyty z poprzednich Obozéw Naukowych znajduja sie na
stronie internetowej Olimpiady Matematycznej: www.om.edu.pl



Zadanie | Liczba prac Liczba prac Liczba prac Liczba prac
na 6 punktéw | na 5 punktéw | na 2 punkty | na 0 punktéw
1. 19 0 0 1
2. 12 5 0 3
3. 12 7 0 1
4. 4 0 4 12
5. 9 2 2 7
6. 4 0 0 16
7. 7 2 0 11
8. 4 0 0 16
9. 19 0 0 1
10. 12 0 3 5
11. 8 2 0 10
12. 4 0 0 16
13. 20 0 0 0
14. 13 0 0 7
15. 7 1 2 10
16. 0 0 0 20
17. 14 1 0 5
18. 11 0 1 8
19. 0 0 1 19
20. 1 0 0 19
21. 8 0 0 12
22. 4 1 0 15
23. 6 4 1 9
24. 4 0 0 16
25. 17 0 0 2
26. 10 1 0 8
27. 7 0 0 12
28. 10 0 0 9
29. 7 1 0 10
30. 2 2 1 13
31. 3 0 0 15
32. 3 0 0 15
33. 17 0 1 0
34. 6 0 0 12
35. 3 8 0 7
36. 4 1 1 12




TresSci zadan

Zawody indywidualne

1. Nauczyciel napisal na tablicy tréjmian kwadratowy z? + 3z + 15. Na-
stepnie wszyscy uczniowie w klasie podchodzili kolejno do tablicy; kazdy z nich
zmniejszal albo zwiekszal o jeden wspélczynnik przy x albo wyraz wolny tréj-
mianu. Na koniec okazalo sie, ze na tablicy widnieje tréjmian 2?4 13z +5. Roz-
strzygnaé, czy w pewnym momencie na tablicy byl napisany tréjmian o pier-
wiastkach catkowitych.

2. Niech p bedzie liczba pierwsza postaci 4k + 1. Obliczy¢ wartosé sumy
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3. Przekatne czworokata ABC D wpisanego w okrag o $rodku O przecinaja
sie w punkcie Q. Punkty K, L, M, N sa kolejno érodkami okregéw opisanych
na trojkatach QAB, QBC, QCD, QDA. Proste KM i LN przecinaja sie
w punkcie P. Dowie$é, ze punkty O, P, @ sa wspoélliniowe.

4. Wyznaczy¢ najmniejsza liczbe rzeczywista dodatnia S o nastepujacej
wlasnosci: tréjkat réwnoboczny o polu réwnym 1 mozna przykryé dowolnymi
piecioma tréjkatami réwnobocznymi o sumie pél réwnej S.

5. Dana jest liczba catkowita n > 3. Boki oraz przekatne n-kata foremnego
zostaly pomalowane na jeden z n—1 koloréw. Wierzchotek nazywamy teczowym,
jezeli wychodzace z niego odcinki zostaly pomalowane na wszystkie mozliwe
kolory. Wyznaczy¢ maksymalng mozliwa liczbe teczowych wierzchotkéw.

6. Dane sa liczby rzeczywiste x1 < x2 < x3 bedace pierwiastkami réwnania
22 — 3z — 1 = 0. Udowodnié, ze x% — 23 =13 — 1.

7. W réznobocznym i ostrokatnym tréjkacie ABC punkty M, N i P s
odpowiednio $érodkami bokow BC, C'A i AB. Symetralne odcinkéw AB i AC
przecinaja polprosta AM odpowiednio w punktach D i E. Proste BD i CE
przecinaja sie w punkcie F' lezacym wewnatrz trojkata ABC. Udowodnié, ze
punkty A, N, F'i P lezg na jednym okregu.



8. Dany jest rosnacy ciag (an)n>1 liczb catkowitych, ktéry spelnia warunek
an, < 1000n. Wykazaé, ze w ciagu istnieje nieskonczenie wiele wyrazéw, ktore
w zapisie dziesietnym posiadaja co najmniej 2015 kolejnych cyfr réwnych 1.

9. Wykazaé, ze istnieje taka liczba catkowita dodatnia n, ze liczba n - 22015
sklada sie w zapisie dziesietnym tylko z cyfr 11 2.

10. W kazdym polu szachownicy n x n znajduje sie zaréwka — na poczatku
wszystkie sa wylaczone. Pojedynczy ruch polega na wybraniu m kolejnych za-
réwek w wierszu lub kolumnie i jednoczesnej zmianie ich stanu. Udowodnié, ze
mozna doprowadzi¢ do sytuacji, w ktorej wszystkie zaréwki sa wlaczone wtedy
i tylko wtedy, gdy m dzieli n.

11. Wyznaczy¢ wszystkie funkcje f : R — R spelniajace dla dowolnych
liczb rzeczywistych z,y warunek

Flasart 1) = () +3) (70 +3).

12. Punkt P lezy na boku AB czworokata wypuktego ABC D. Okrag o érod-
ku I, wpisany w trojkat CDP jest styczny do okregéw wpisanych w trdjkaty
ADP i BCP odpowiednio w punktach K i L. Odcinki AC' i BD przecinaja
sie w punkcie F, a proste AK i BL przecinaja sie w punkcie F. Wykazaé, ze
punkty E, I, F sa wspolliniowe.

13. Punkt P lezy wewnatrz tréjkata ABC'. Przez punkty A, B, C' poprowa-
dzone zostaly proste prostopadle do prostych PA, PB, PC. Otrzymane proste
wyznaczaja trojkat z ktorego trojkat ABC odcina trzy tréjkaty. Wykazaé, ze
ortocentra tych trzech tréjkatéw tworza tréjkat przystajacy do ABC.

14. W kazdym polu nieskonczonej szachownicy wpisano pewna liczbe rze-
czywista. Figura nazwiemy dowolny skoniczony podzbiér pél szachownicy. Dane
sa dwie figury F' i G. Przy kazdym przesunieciu figury F' o catkowitg liczbe rze-
dow i wierszy suma przykrytych przez nia liczb jest nieujemna. Udowodnié, ze
mozna tak przesunaé figure G o calkowita liczbe rzedéw i wierszy, zeby suma
przykrytych przez nia liczb byla nieujemna.

15. Dana jest liczba pierwsza p oraz liczba catkowita n > 1. Dowies¢, ze
istnieje co najwyzej jedna para (a,b) liczb caltkowitych dodatnich, dla ktérej
p = a® + nb>.



16. Dana jest liczba catkowita n > 2. Udowodnié, ze wielomian 2™ —x — 1
jest nierozkltadalny na iloczyn niestalych wielomianéw o wspoétczynnikach cal-
kowitych.

17. Znalezé wszystkie funkcje réznowartoéciowe f : No — N spelniajace
warunek

24(f(n) < f(n) +n.

18. Punkty K, L, M sa odpowiednio srodkami bokéw BC,CA, AB tréjka-
ta ABC'. Okregi o i w sa opisane odpowiednio na tréjkatach ABC i KLM.
Okregi 01,09, 03,04 sa styczne wewnetrznie do okregu o i styczne zewnetrznie
do okregu w, przy czym punktami stycznosci okregdw o1 i 02 z o sa punkty
B i C, a punktami styczno$ci okregdéw o3 i 04 z w sa L i M. Udowodnié, ze
srodki okregdw o1, 02, 03, 04 sa wierzchotkami rownolegtoboku.

19. Rozwiazaé¢ w liczbach calkowitych dodatnich (m,n) réwnanie

mé =n"tt 4 n—1.

20. Danych jest 2n + 1 punktow na plaszczyznie, przy czym zadne trzy nie
leza na jednej prostej, oraz zadne cztery nie leza na jednym okregu. Udowodnié,
ze liczba okregdéw przechodzacych przez trzy z wybranych punktow, ktére dziela
pozostate 2n — 2 punktéw na polowy wynosi n?.

21. Dane sa liczby catkowite dodatnie a, b, c,r, s,t spetniajace warunki

ab+1=712 be+1=5> ca+1=1t>

rs st tr
Wykazaé, ze przynajmniej jedna z liczb TS nie jest calkowita.
r’s

22. Liczby rzeczywiste a, b, ¢ sa dlugosciami bokow tréjkata o obwodzie 1.
Udowodnié, ze zachodzi nieréwnosé

\/a2+b2+\/b2+c2+\/c2+a2<1+§.

23. Dany jest trapez réwnoramienny ABC' D o podstawach AD i BC. Okrag
o jest styczny do odcinkéw AB i AC i przecina odcinek BC w punktach F i F.
Okrag w jest wpisany w trojkat BC'D. Punkty X i Y sa punktami przeciecia



okregu w z odcinkami DFE i DF, ktére lezg blizej punktu D. Udowodnié, ze
XY || AD.

24. Na przyjeciu urodzinowym u Bogny jubilatka gra z go$émi w nastepuja-
ca gre. Na poczatku na stole lezy n? +2015 ciastek, gdzie n jest liczba catkowita
wieksza od 2015. Nastepnie naprzemiennie Bogna i jeden z gosci zjadaja pew-
na liczbe ciastek. Liczba ciastek zjedzonych w jednym ruchu musi wynosi¢ 1,
by¢ liczba pierwsza mniejsza niz n, lub byé¢ wielokrotnoscia n. Wygrywa gracz,
ktéry zje ostatnie ciastko. Rozstrzygnaé, czy Bogna ma strategie wygrywajaca.

25. Dany jest tréjkat ABC' i punkt P w jego wnetrzu. Proste AP, BP, CP
przecinajg boki BC,CA, AB w punktach odpowiednio X, Y, Z. Udowodnié, ze
jesli pola trojkatow APY i APZ sa rowne, to punkt X jest srodkiem odcinka
BC.

26. Udowodnié, ze jesli (an)nen jest nieograniczonym $cisle rosnacym cia-
giem liczb rzeczywistych, to ciag (b, )nen dany wzorem
as —a; az—a Ap — Qp
by, = 2 1_|_ 3 2+...+”7"1

ag as Ay,

jest nieograniczony.

27. W szachownicy 2015 x 2015 wpisujemy kolejno wierszami liczby od 1
do 20152. W jednym ruchu mozna wybraé trzy kolejne pola w wierszu lub ko-
lumnie, i zwiekszy¢ liczbe w srodkowym polu o dwa jednocze$nie zmniejszajac
skrajne pola o jeden, lub zmniejszy¢ $rodkowa liczbe o dwa jednoczesnie zwiek-
szajac liczby w skrajnych polach o jeden. Po pewnej liczbie ruchéw w tablicy
ponownie wpisane sg liczby od 1 do 2015%. Udowodnié, ze znajduja sie one
w poczatkowej konfiguracji.

28. Dane sa wielomian f o wspétczynnikach catkowitych oraz liczba pierw-
sza p takie, ze f(0) =01 f(1) =1 oraz dla dowolnej liczby catkowitej k liczba
f(k) daje reszte 0 lub 1 z dzielenia przez p.

Udowodnié, ze deg(f) > p— 1.

29. Na obéz matematyczny ma przyjechaé¢ 2015 uczestnikéw. Wiadomo, ze
kazdy z nich nie lubi dokladnie 3 spos$réd pozostalych uczestnikéow i relacja
nielubienia nie jest symetryczna (tzn. osoba A moze nie lubié¢ B i jednoczesnie
B moze lubié A). Kierownik obozu chce zakwaterowaé uczestnikéw w pokojach
w taki sposob, zeby kazdy lubil wszystkie osoby w swoim pokoju. Jaka jest
najmniejsza liczba pokoi, dla ktorej jest to zawsze mozliwe?



30. Dane sa dwa wielomiany P(x), Q(x), ktérych wszystkie wsp6lczynniki
wynosza 1 lub 2015. Wiadomo, ze Q(x) | P(z).
Udowodnié, ze deg @ + 1 | deg P + 1.

31. Niech p bedzie nieparzysta liczba pierwsza. Udowodnié, ze istnieje taka
permutacja ki, ko,...,k,—q liczb 1,2,...,p — 1, ze zachodzi podzielnos$é

p 1R 4282 g (p— et

32. Dany jest trojkat ostrokatny ABC. Punkty X,Y, Z leza na bokach od-
powiednio BC,CA, AB, przy czym XY Z jest trojkatem réwnobocznym o naj-
mniejszym mozliwym polu. Udowodnié¢, ze proste prostopadte do Y Z, ZX, XY
przechodzace przez odpowiednio A, B, C' sa wspotpekowe.

33. Udowodnié¢, ze dla dowolnych liczb rzeczywistych dodatnich a,b,c za-
chodzi nieréwnosé
a? b? 3a+2b—c
+ > .
a+b b+c 4

34. Grzybiarz Wojciech hoduje 2015 grzybéw G, G2, Gs, . .., Gao15, kazdy
w oddzielnej doniczce, i podejrzewa, ze niektére z nich zachorowaly (ale nie jest
w stanie stwierdzi¢ ktére, bo ma wybity palec). Moze jednak wybraé¢ pewne
dwa grzyby G, G, gdzie @ # j, i przesadzi¢ G; na godzine do doniczki Gj.
Po tym czasie grzyba G, przesadza z powrotem do jego domiczki. Jedli G
byl chory, a G; zdrowy, to po tej operacji grzyb G; wyzdrowieje, a grzyb G;
zachoruje. W pozostalych trzech przypadkach stan grzybéw nie zmieni sie.
Wojciech wykonuje pewng liczbe takich operacji.
Czy pod koniec zawsze jest w stanie wybra¢ pewne dwa grzyby i mie¢ pewno$¢,
ze sa oba zdrowe albo oba chore?

35. Dany jest tréjkat ostrokatny A BC wpisany w okrag w o $rodku w punk-
cie O. Punkt D jest érodkiem tuku BC' okregu w niezawierajacego punktu A,
natomiast punkt M $érodkiem boku BC. Punkt [ jest $rodkiem okregu wpisa-
nego w trojkat ABC. Punkt @Q jest symetryczny do I wzgledem punktu M.
Poélprosta QD przecina okrag w po raz drugi w punkcie T. Udowodnié, ze
JACT = 4{DOI.

36. Powiemy, ze liczba naturalna ma te moc, jezeli jest postaci a”, gdzie
a € {3,4,5,6}, za$ n jest liczba calkowita dodatnia. Udowodnié, ze kazda
liczbe catkowita wieksza od 2 mozna przedstawi¢ jako sume parami réznych
liczb majacych te moc.



Zawody druzynowe

1. Jarostaw bawi sie pionkami. Ma przed soba dwie trasy dlugosci k centy-
metrow. Na starcie kazdej z nich stoi tyle samo pionkow. Chciatby doprowadzié
swoje pionki do mety — jednak przeszkadza mu w tym zlosliwy Antoni. Co jaki$
czas, Jarostaw wybiera po jednym pionku na obu trasach i przesuwa je o centy-
metr do przodu. Po kazdym ruchu Jarostawa, Antoni niszczy dokladnie jeden
pionek na jednej z tras.

Wyznaczy¢ taka funkcje f : N — N ze Jarostaw, ustawiwszy na starcie
obu tras po f(k) pionkéw, moze zawsze doprowadzié¢ chociaz jednego pionka
do mety, niezaleznie od strategii Antoniego.

Funkcja f nie powinna rosnaé istotnie szybciej niz funkcje w poprawnych
rozwigzaniach innych druzyn.

2. Maciek i Teodor graja w nastepujaca gre na szachownicy 100 x 100.
Maciek wybiera dowolne puste pole, nastepnie Teodor kladzie domino 1 x 2
na planszy tak aby pokry¢ wybrane przez pierwszego gracza pole. Domina nie
moga na siebie nachodzi¢. Gra konczy sie gdy ktorys z graczy nie moze wykonaé
ruchu. Maciek wygrywa jezeli cata plansza jest pokryta, w przeciwnym razie
wygrywa Teodor. Rozstrzygnaé, ktory z graczy ma strategie wygrywajaca.

3. Dana jest liczba rzeczywista a rézna od 0 i 1. Janek i Tomek graja
w nastepujaca gre. Gracze naprzemiennie, poczawszy od Janka, zamieniajg
jedna gwiazdke w wielomianie

*xt 4 %z + xx? + xx + x

na dowolna liczbe postaci a™, gdzie n jest liczba catkowita. Janek wygrywa, je-
zeli powstaly wielomian nie ma pierwiastka rzeczywistego, w przeciwnym razie
wygrywa Tomek. Wyznaczy¢, w zaleznoéci od a ktory z graczy ma strategie
wWygrywajaca.

4. Krystyna i Stefan graja w nietypowa wersje gry w koétko i krzyzyk. Plan-
sza sktada si¢ z 3 x3 duzych kwadratéw, a kazdy z nich zawiera mniejsza plansze
ztozong z 3 x 3 pol. Gre zaczyna Krystyna stawiajac znak X w dowolnym spo-
sréd 81 pol. Nastepnie gracze naprzemiennie stawiajg swoj znak w dowolnym
polu lezacym wewnatrz duzego kwadratu odpowiadajacemu ostatniemu rucho-
wi przeciwnika. Przyktadowo, jedli Krystyna postawi X w lewym gérnym polu
ktoregokolwiek z 9 duzych kwadratéw, to Stefan musi zagra¢ w pewne wolne
pole w duzym kwadracie lezacym w lewym gérnym rogu planszy. Jesli kwadrat,
w ktérym jest sie zmuszonym zagrac¢ jest juz calkowicie wypelniony, to mozna
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zagra¢ w dowolnym wolnym polu na planszy. Gracz, ktéry wygra gre w kté-
ryms$ duzym kwadracie, wygrywa ten duzy kwadrat. Calg gre wygrywa gracz,
ktéry jako pierwszy wygra trzy duze kwadraty lezace w linii. Rozstrzygnaé, czy
ktory$ z graczy ma strategie wygrywajaca i jesli tak, to ktéry.

Pytanie pozakonkursowe. Zmiehmy troche zasady, zakladajac, ze jesli gracz jest
zmuszony zagra¢ w duzym kwadracie, ktéry juz zostal przez kogos§ wygrany,
to moze zagra¢ w dowolne wolne pole na planszy. Rozstrzygnaé, czy ktorys
z graczy ma strategie wygrywajaca i jesli tak, to ktory.

11



Pierwszy Mecz Matematyczny

1. Dana jest liczba catkowita dodatnia n oraz takie dwa podzbiory A, B
zbioru {0,1,...,n}, ze spelniony jest warunek |A| 4+ |B| > n + 2. Udowodni¢,
ze istnieja takie elementy a € A,b € B, ze a + b jest potega dwdjki.

2. Danych jest 5n punktéw na plaszczyznie, przy czym zadne trzy z nich nie
sg wspotliniowe. Niektore z tych punktéw potaczono 10n2 + 1 odcinkami, a na-
stepnie kazdy z narysowanych odcinkéw pomalowano na zielono lub czerwono.
Udowodnié, ze istnieje tréjkat, ktorego boki sa tego samego koloru.

3. Wyznaczy¢ wszystkie wielomiany P(x) o wspolczynnikach catkowitych,
dla ktérych istnieje taka funkcja F' : Z3 — Z., ze dla dowolnych liczb catkowi-
tych a, b, ¢ oraz dla dowolnego n zachodzi podzielnoéé

Pn)| Y Fla+ib+jc+k).

1<i,5,k<n

4. Rozwiazaé w liczbach catkowitych dodatnich (m,n) réwnanie

3" =92m? + 1.

5. Niech p bedzie liczba pierwsza postaci p = 22" 4 1, dla pewnej liczby
calkowitej dodatniej k. Wyznaczy¢ liczbe par liczb catkowitych (m,n) spelnia-
jacych warunki 0 < m < n < p — 1 oraz kongruencje

2"+ 3" =2"+3" (mod p).

6. Udowodni¢, ze dla dowolnych nieujemnych liczb rzeczywistych z,y, z
zachodzi nieréwnosc¢

3(33+y+z)>2(\/m2+yz+\/y2+zx+\/z2+my).

7. Wyznaczy¢ wszystkie wielomiany P(z) o wspélezynnikach catkowitych,
ze dla dowolnej liczby calkowitej nieujemnej n istnieje taka liczba catkowita a,
ze P(a) = 2™.

12



8. Rozstrzygnaé, czy istnieje taki wielomian P(x,y) o wspdlczynnikach
rzeczywistych, ze dla dowolnych liczb rzeczywistych z,y zachodzi nieréwnosé
P(z,y) > 0, ale P nie daje si¢ zapisa¢ jako suma kwadratéw wielomianéw
o wspolczynnikach rzeczywistych.

9. Dany jest czworo$cian ABCS wpisany w sfere s. Sfera s’ przechodza-
ca przez punkt S przecina krawedzie AS, BS,CS odpowiednio w punktach
D,E,F. Punkty XY, Z sa symetryczne do punktéow D, FE,F odpowiednio
wzgledem $rodkéw krawedzi AS, BS, C'S. Udowodnié, ze jesli sfery s i s' prze-
cinajg sie wzdhuz okregu lezacego w plaszczyznie réwnoleglej do plaszczyzny
ABC, to punkty A, B,C, X,Y, Z leza na jednej sferze.

10. Dany jest tréjkat ostrokatny ABC'. Prosta prostopadia do prostej BC
przechodzaca przez A przecina okrag o érednicy BC' w punktach K i M, przy
czym AK < AM. Prosta prostopadla do prostej AC' przechodzaca przez B
przecina okrag o érednicy AC w punktach L i N, przy czym BL < BN.
Udowodnié, ze proste AB, KN, M L przecinaja si¢ w jednym punkcie.

11. Punkt P lezy wewnatrz tréjkata ostrokatnego ABC. Punkty D, E, F
sg rzutami prostokatnymi punktu P odpowiednio na boki BC,CA, AB. Punkt
O jest $rodkiem okregu opisanego na tréjkacie DEF, a R — jego promieniem.

Udowodnié, ze
[ABC] > 3V3R\/ R2 — OP2,

gdzie [F] oznacza pole figury F.

13



Drugi Mecz Matematyczny

1. Wykazaé, ze réwnanie ¢ — 17y% = 2w? nie ma rozwigzan we wzglednie
pierwszych liczbach catkowitych dodatnich (z,y,w).

2. Niech k bedzie liczba catkowita dodatnia, zas m liczba nieparzysta. Wy-
kazaé, ze istnieje taka liczba caltkowita dodatnia n, ze liczba m™ 4+ n™ ma co
najmniej k réznych dzielnikéw pierwszych.

3. Dana jest liczba pierwsza p > 3 oraz taka liczba catkowita a, ze p|a®+a-+1.
Udowodnié, ze zachodzi podzielno$é
2 B a1 )

B I e R
pl(p 1).<a 2+3 T

4. Danych jest 2n+1 liczb niewymiernych. Udowodnié, ze mozna tak wybraé
n + 1 z nich, aby suma dowolnego niepustego podzbioru wybranych liczb byta
niewymierna.

5. Wyznaczy¢ najwieksza liczbe rzeczywista C' taka, ze dla dowolnych nie-
ujemnych liczb rzeczywistych spetniajacych warunek x 4+ y + z = 1 zachodzi
nier6wnosé

[t

x N y N z -
14992+ Cy—2)2  1+922+C(z—2)2  1+92y+Clx—y)?2~ 2

6. Niech ag, by beda liczbami catkowitymi dodatnimi. Dla n > 0 definiujemy
Unt1 = ap + |Vbn | oraz by = by + | /ar |. Udowodnié, ze istnieje taka liczba
catkowita dodatnia n, ze a, = b,.

7. Szachownice 2015 x 2015 pokryto kostkami domina w ten sposéb, ze lewe
gérne pole jest puste. Jezeli w pewnym wierszu lub pewnej kolumnie znajduja
sie trzy pola, z ktérych jedno jest puste, a dwa pozostale sa zajete przez jedno
domino, to domino mozemy przesunaé¢, zmieniajac puste pole. Udowodnié, ze
mozna tak poprzesuwac kostki domina aby puste pole znajdowato si¢ w prawym
dolnym rogu.

8. Dana jest liczba catkowita n > 3. W kazdym wierzcholtku n-kata forem-
nego znajduje sie liczba —1. Ruch polega na pomnozeniu liczby w pewnym
wierzchotku przez liczbe znajdujaca sie w poprzednim wierzchotku. Andrzej
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wykonuje ruchy na kolejnych wierzchotkach n-kata. Okazalo sig, ze po wyko-
naniu k£ ruchéw Andrzej powrécil do poczatkowego ukladu n liczb réwnych
—1. Udowodnié, ze gdyby Andrzej postepowal analogicznie z (2™ — 1)-katem,
w ktorego wierzchotkach byly wpisane liczby —1, to po 2¥ — 1 ruchach réwniez
powrdécitby do poczatkowego uktadu liczb.

9. Okrag w jest wpisany w trdjkat ostrokatny ABC' i styczny do jego bokow
BC,CA, AB odpowiednio w punktach D, E, F. Punkt S jest punktem przecie-
cia prostych przechodzacych przez B i C réwnoleglych do odpowiednio DF
i DE. Punkt K jest rzutem prostokatnym punktu D na prosta EF, a punkt
G — Srodkiem cigzkosci tréjkata DEF. Punkt P jest punktem przeciecia pol-
prostej GK i w. Udowodnié¢, ze punkty S, D i P leza na jednej proste;j.

10. Dany jest trojkat ostrokatny ABC wpisany w okrag o srodku O. Punkty
D i FE leza na odcinkach BO i CO, przy czym BD = OFE. Okregi 01 i 09
sg opisane na tréjkatach odpowiednio ADO i AEO. Punkt M jest srodkiem
luku AD zawierajacego punkt O okregu o;. Punkt N jest érodkiem tuku AFE
zawierajacego punkt O okregu oo. Udowodnié, ze

IDNO + SEMO = 24 BAC.

11. Dany jest szesciokat wypukly ABCDEF, w ktérym przeciwlegle boki
sa rowne. Ponadto prawdziwe sa zaleznosci

YABC > 4CDE > 4EFA, YABC +4CDE +YEFA < 360°

oraz SCDE + JEFA > JABC.
Wykazaé, ze 2[ACE] < [ABCDEF).
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Czesko-Polsko-Stowackie Zawody Matematyczne

1. Parami rézne punkty A, B, C, D oraz E leza w tej kolejnosci na okre-
gu o promieniu r, przy czym AB = CD = DE > r. Udowodnié, ze trojkat
o wierzchotkach w érodkach cigzkosci tréjkatow ABD, BCD oraz ADE jest
rozwartokatny.

2. Rodzing zbioréw F nazwiemy doskonalq jesli spelniony jest nastepuja-
cy warunek: Dla kazdej trojki zbioréw X, Xs, X3 € F, co najmniej jeden ze
zbiorow

(X1 \ X2) N X3, (Xo\ X1)N X3

jest pusty. Wykazaé, ze jedli F jest doskonala rodzing skladajaca si¢ z podzbio-
réw pewnego skoficzonego zbioru U, to |F| < |U] + 1.

3. Liczby rzeczywiste x, y, z spelniaja rownanie

1 1 1
—+-+-+r+y+2z=0
rT Yy =z

oraz zadna z nich nie lezy w otwartym przedziale (—1,1). Znalezé najwieksza
mozliwa warto$¢ wyrazenia x + y + 2.

4. Dziwny kalkulator ma tylko dwa przyciski, przy czym na kazdym z nich
napisana jest pewna dodatnia liczba dwucyfrowa. Na poczatku wyéwietlacz
kalkulatora pokazuje liczbe 1. Po naci$nieciu przycisku z liczba N, kalkulator
zamienia obecnie wyswietlana liczbe X na liczbe X - N lub X 4+ N, przy czym
mnozenie i dodawanie jest uzywane naprzemiennie (pierwsze jest mnozenie).
Przykladowo, jedli na pierwszym przycisku widnieje liczba 10, a na drugim
liczba 20, to kolejne przycidniecia pierwszego, drugiego, pierwszego, i jeszcze
raz pierwszego przycisku spowoduja kolejne wyswietlanie sie liczb 1-10 = 10,
10+20 = 30, 30-10 = 300, oraz 300+ 10 = 310. Rozstrzygnaé, czy istnieja takie
wartosci dwucyfrowych liczb znajdujacych sie na przyciskach kalkulatora, dla
ktorych mozna pokazaé na wyswietlaczu nieskonczenie wiele liczb konczacych
si¢ na

(a) 2015,
(b) 5813.
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5. Tréjkat ABC jest ostrokatny, ale nie réwnoboczny. Niech O i H beda
odpowiednio $rodkiem okregu opisanego na nim oraz jego ortocentrum. Okrag
k przechodzi przez punkt B oraz jest styczny do prostej AC' w punkcie A. Okrag
[ ma srodek na polprostej BH oraz jest styczny do prostej AB w punkcie A.
Okregi k i [ przecinaja sic w punkcie X réznym od A. Wykazaé, ze $HXO =
180° — S BAC.

6. Niech n bedzie parzysta liczba dodatnia. Na tablicy jest napisane n
liczb rzeczywistych. W jednym ruchu mozemy wybraé¢ dwie liczby, zmazac je
i zastapi¢ kazdg z nich ich iloczynem. Udowodnié, ze dla kazdego poczatkowego
uktadu n liczb mozna po skonczonej liczbie ruchéw uzyskaé¢ n réwnych liczb na
tablicy.
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Rozwigzania

Zawody indywidualne

1. Nauczyciel napisat na tablicy tréjmian kwadratowy z2 + 3z + 15. Na-
stepnie wszyscy uczniowie w klasie podchodzili kolejno do tablicy; kazdy z nich
zmniejszal albo zwigkszatl o jeden wspélczynnik przy x albo wyraz wolny tréj-
mianu. Na koniec okazalo sie, ze na tablicy widnieje tréjmian 22 + 132+ 5. Roz-
strzygnaé, czy w pewnym momencie na tablicy byl napisany tréjmian o pier-
wiastkach catkowitych.

Rozwigzanie:

Dana operacja zmienia warto$¢ tréjmianu w punkcie x = —1 o £1. Dla
tréjmianu 22 4 3z 4 15 wartoéé w punkcie = —1 wynosi 12, za$ dla tréjmianu
22413245 wartosé¢ w punkcie x = —1 jest réwna —7. W takim razie w pewnym
momencie na tablicy byl napisany tréjmian 2 + ax + b, dla ktérego wartosé
w punkcie —1 wynosita 0 — innymi stowy —1 jest jednym z dwéch pierwiastkéw
tego tréjmianu. Ze wzordw Viete’a wnosimy, ze drugim jego pierwiastkiem jest
liczba catkowita b.

2. Niech p bedzie liczba pierwsza postaci 4k + 1. Obliczy¢ wartos$é sumy

p—1

21

Z réwnosci {%} = {%}, spelnionej dla i = 1,2,...p — 1 dostajemy

Rozwiazanie:

DR EONT
= P i1 (P
Niech u bedzie taka liczba spoéréd 1,2,...,p — 1, ze u?> = —1 (mod p). Taka

liczba istnieje, wystarczy przyja¢ u = (1’2;1)! (mod p), wéwczas z twierdzenia
Wilsona dostajemy

p—1 p+1
T.?.m.(p,l)

=(-1)"= ((7’;1>!>2 =u® (mod p).

18
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Definiujemy liczby a1,as,...,ap—1 jako a; = ¢ - u (mod p) dla wszystkich
1=1,2,...,p— 1, tworza one permutacje liczb 1,2,...,p — 1. Zauwazmy, ze

(2)4)-»

gdyz i + a? =i? 4+ (ui)®> = 0 (mod p). Ostatecznie otrzymujemy

ELE}-EE-EE) DL

7. . .op—1
Wartos¢ szukanej sumy wynosi 25=.

3. Przekatne czworokata ABC D wpisanego w okrag o $rodku O przecinaja
si¢ w punkcie Q. Punkty K, L, M, N sa kolejno érodkami okregéw opisanych
na tréjkatach QAB, QBC, QCD, QDA. Proste KM i LN przecinaja sie
w punkcie P. Dowie$é, ze punkty O, P, @ sa wspoélliniowe.

Rozwiazanie:

Niech Ay, By, C1, D1 beda odpowiednio $rodkami odcinkéw AQ, BQ, CQ,
DQ. Wtedy A1 € NK, By € KL, C; € LM, D; € MN. Proste KL i MN sa
réwnolegle, gdyz obie sg prostopadle do prostej BD. Analogicznie stwierdzamy,
ze proste NK i LM sa réwnolegte, wiec czworokat K LM N jest réwnoleglobo-
kiem. Skoro odcinki A;C; i By D1 sa prostopadte do odpowiednich bokéw tego
réwnolegloboku, to punkt P przeciecia przekatnych réwnolegtoboku K LM N
nalezy do symetralnych tych odcinkéw. W takim razie punkt P jest srodkiem
okregu opisanego na czworokacie Ay B1C1D;.

Jednoktadno$é o érodku @ i skali % przeprowadza czworokat ABC'D na
czworokat Ay B1C1 Dy, a wiec punkt O przechodzi w tej jednokladnosci na
punkt P. To za$ oznacza, ze punkty O, P, Q sa wspolliniowe.

4. Wyznaczy¢ najmniejsza liczbe rzeczywista dodatnia S o nastepujacej
wlasnosci: trojkat réwnoboczny o polu réwnym 1 mozna przykryé¢ dowolnymi
piecioma tréjkatami rownobocznymi o sumie pol réwnej S.

Rozwiagzanie:

Udowodnimy, ze szukana liczba S wynosi 2. Po pierwsze, zauwazmy, ze nie
moze by¢ ona mniejsza. Istotnie, uzywajac zestawu pieciu tréjkatéw o polach
(1-¢,1—2¢,0,0,0) nie mozemy pokry¢ tréjkata o polu 1.

Wezmy teraz pieé¢ tréjkatow o sumie pél rownych 2. Oznaczmy ich pola
przez A> B> C > D > E. Jezeli A > 1 to pokrywamy nasz tréjkat uzywajac
jedynie A. Zal6zmy przeciwnie, niech A < 1. Umieszczamy trojkaty o polach
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A, B,C w wierzchotkach pokrywanego trojkata. Udowodnijmy, ze kazda para
tréjkatéw sposréd A, B i C przecina sie. Istotnie, gdyby tak nie bylo to v/ B +
VC <1 a co za tym idzie

2=A4+B+C+D+E<1+B+C+2V/BC=1+(VB+VC)?<2,

sprzeczno$é. Oznaczmy przez X,Y, Z pola przecigé¢ odpowiednio tréjkatéw A
iB,BiC,CiA Wiemy,ze X+Y < B,Y+Z < A, Z+ X < C. Otrzymujemy,
ze pole przykrytej czeSci wynosi co najmniej

1
A+BHC—X Y -Z=A+B+ 0~ (X +Y)+ (Y +2)+(Z+X))
D;FE>17D.

1
> S(A+B+C)=1-

Dostajemy, ze nieprzykryty obszar jest tréjkatem o polu nie wigkszym niz D.
Mozemy go przykry¢ trojkatem o polu D.

5. Dana jest liczba catkowita n > 3. Boki oraz przekatne n-kata foremnego
zostaly pomalowane na jeden z n—1 koloréw. Wierzcholek nazywamy teczowym,
jezeli wychodzace z niego odcinki zostaly pomalowane na wszystkie mozliwe
kolory. Wyznaczy¢ maksymalng mozliwg liczbe teczowych wierzchotkéw.

Rozwiazanie:

Ponumerujmy wierzcholki n-kata foremnego liczbami 1,2;...,n.

Rozwazmy najpierw przypadek, gdy n jest liczba parzysta. Dla dowolnych
1 <i< j < n—1 pomalujmy odcinek taczacy wierzchotki o numerach ¢, j
kolorem o numerze i+;j mod n—1, zas odcinek laczacy wierzchotki o numerach
1,n pomalujmy na kolor 2¢ mod n — 1. Twierdzimy, ze po takim malowaniu
wszystkie wierzcholki staja sie teczowe.

Liczba n jest parzysta, wiec liczba n — 1 jest nieparzysta i wobec tego

20=27 modn—1 <= i=3j modn—1.

To oznacza, ze dowolne dwa rézne odcinki o konicu w wierzchotku o numerze n
maja rozny kolor, czyli wierzcholek ten jest teczowy.

Rozwazmy teraz dowolny wierzchotek o numerze i, przy czym 1 < ¢ < n.
Rozwazmy odcinki taczace go z wierzchotkami o numerach j # k, przy czym
j,k < n. Kolory tych odcinkéw sa rézne, gdyz i +j # ¢ + k mod n — 1.
Ponadto 2i #Z i+ j mod n — 1, wobec tego odcinki taczace i z j oraz n maja
rézne kolory. Stad odcinki o koncu w wierzchotku o numerze i maja parami
rézne kolory, a wiec wierzchotek i jest teczowy.

Zatem jesli n jest liczba parzysta, to maksymalna liczba teczowych wierz-
chotkéow wynosi n.
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Zalézmy teraz, ze n jest liczba nieparzysta. Udowodnimy, ze musi istnie¢
wierzchotek, ktory nie jest teczowy. Istotnie, gdyby wszystkie wierzchotki byty
teczowe, to liczba odcinkéw w kazdym kolorze bytaby réwna 7. Otrzymujemy
sprzeczno$¢, bo § nie jest liczba catkowita.

Z drugiej strony istnieje pomalowanie odcinkow tak, aby n—1 wierzchotkow
bylo teczowych. Skoro n jest liczba nieparzysta, to n — 1 jest liczbg parzysta.
Podobnie jak wyzej dowodzimy, ze wierzcholki o numerach 1,2,...,n—1 mozna
pomalowaé¢ n — 2 réznymi kolorami tak, aby z kazdego wierzchotka wychodzit
doktadnie jeden odcinek z kazdego z n — 2 koloréw. Odcinki taczace wierzcholek
o numerze n taczymy z pozostalymi na kolor, ktéry nie zostal uzyty do koloro-
wania pozostalych odcinkéw. W ten sposéb z kazdego wierzchotka o numerze
mniejszym niz n wychodza odcinki we wszystkich n — 1 kolorach.

Zatem maksymalna mozliwa liczba teczowych wierzchotkéw dla n nieparzy-
stego wynosi n — 1.

6. Dane sa liczby rzeczywiste x1 < o < x3 bedace pierwiastkami réwnania
2% — 3z — 1 = 0. Udowodnié, ze x% — x% =3 —T].

Rozwiazanie:

Udowodnimy, ze wszystkie pierwiastki réwnania 22 —3z —1 = 0 leza w prze-
dziale [—2, 2]. Istotnie dla > 2 mamy 2®—3r—1 = 2(22-3)—1>2-1-1 =1,
zasdlax < —2mamy 23 -3z —1=2(22-3)-1<-2-1-1=-3.

Podstawiajac * = 2cosa, dla pewnego a € [0,7) dostajemy réwnanie
4cos®a — 3cosa = 1 i stad cos3a = l Otrzymujemy, ze pierwiastkami wyj-
smovvego rownanla sa liczby 2 cos 5 2cos 2cos . Bez trudu sprawdzamy,

ze cos g > cos 3% > cos 1T 7“ Pozostaje zauwazyc ze

5 2 10
x3— 22 =4COS2g—4COSQ§ :200557T —2(30877T

7
:20083—200537T =3 —T1.

7. W réznobocznym i ostrokatnym tréjkacie ABC punkty M, N i P sa
odpowiednio srodkami bokéw BC, CA i AB. Symetralne odcinkow AB i AC
przecinajg potprosta AM odpowiednio w punktach D i E. Proste BD i CE
przecinaja sie w punkcie F' lezacym wewnatrz trojkata ABC. Udowodnié, ze
punkty A, N, F i P leza na jednym okregu.

Rozwiazanie:

Z twierdzenia sinuséw dla trojkatow ABF i ACF otrzymujemy

AB AF  AF
sindAFB sin<FBA sindBAM
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AC AF  AF
sin SAFC  singSFCA  sinJCAM’

oraz

skad wniosek, ze

AB sin AFB  sinJSCAM

1 — = . .
(1) AC  sinJAFC sin<BAM

Stosujac twierdzenie sinuséw dla trojkatow ABM i ACM dostajemy

AB BM ora. AC CM
= 7 =
sin<AMB  sin<BAM sin YAMC  sin<CAM’

skad wobec réwnosci BM = CM mamy

AB  sinJAMB sindCAM  sin4CAM
AC  sinJAMC sin<BAM  sin<BAM'

(2)

Laczac réwnodci (1) i (2) uzyskujemy sin S AF B = sin L AFC. Poniewaz punk-
ty B, F i C nie sa wspolliniowe, to prowadzi to do wniosku, ze SAFB =
JAFC.

Niech BAD = $ABD = a i YCAE = SACE = 3. Skoro tréjkat ABC
jest r6znoboczny, to punkt F' nie lezy na prostej AM. Przyjmijmy bez straty dla
ogblnosci, ze punkt F' lezy wewnatrz tréjkata CAM. Wykorzystujac rownosé
YAFB = Y AFC uzyskujemy, ze

a+IMAF +a =8+~ IMAF,
wiec SMAF = 3 — a. W takim razie
YBAF = {BAD + YMAF =a+ 3 —a= (3= JACF

i analogicznie SCAF = o = <ABF.

Tréjkaty ABF i CAF sa wiec podobne, a wiec trojkaty APF i CNF tak-
ze sa podobne. W takim razie SAPF = JCNF, co jest réwnowazne z teza
zadania.

8. Dany jest rosnacy ciag (an)n>1 liczb catkowitych, ktéry spelnia warunek
a, < 1000n. Wykazaé, ze w ciagu istnieje nieskonczenie wiele wyrazéw, ktore
w zapisie dziesietnym posiadaja co najmniej 2015 kolejnych cyfr réwnych 1.

Rozwiazanie:

Po pierwsze zauwazmy, ze od pewnego miejsca ciag (a;) przyjmuje tylko
wartosci nieujemne: niech sy bedzie takie, ze dla kazdego s > sp mamy as > 0.

Przejdzmy do rozwiazania zadania. Liczbe x € N nazwiemy dobrq, jesli w jej
zapisie dziesietnym znajdziemy 2015 kolejnych cyfr réwnych jeden.
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Okreslmy zbiory:
S, =1{0,1,...,10%" — 1}

D,, ={z € S, : x jest dobra}
C, ={z €S, : z wystepuje w ciagu (a;)}.

Sy, to zbiér liczb, ktére maja w zapisie dziesietnym nie wiecej niz 2015n
cyfr. Dla przejrzystosci zapisu, bedziemy je utozsamiaé z ciagami o wyrazach
{0,1,...,9} dlugosci 2015n (nie przejmujemy sie wiodacymi zerami).

Rozwazmy ciag cq, - . - , C2015n—1 — mozemy go podzieli¢ na n segmentéw dlu-
gosci 2015. Zauwazmy, ze jedli ciag (¢;) nie reprezentuje dobrej liczby, to kazdy
z segmentéw musi byé rézny od (1,1,...,1). Jak latwo policzyé, wszystkich

ciggéw diugosci 2015n spelniajacych ten warunek jest doktadnie (10%01% — 1)»
— kazdy segment mozemy wybraé na 102°'% — 1 sposobéw.
Oznacza to, ze

#(Sn\Dn) < (102015 - 1)n7

czyli réwnowaznie

#Dn > 102015n _ (102015 _ 1)n

Oszacujmy teraz moc zbioru C,. Oznaczajac N = 102°1°", wiemy, ze za-
chodzi nier6wnos$¢ a(n/1000)—1 < N — 1. Zatem liczby as,, ..., a(n/1000)—1 Naleza
do C),: stad nieréwnosc¢

102015n

1000

C,UD, CS8,, wiec #(C, U D,,) < 1020157,
Mozemy wiec policzy¢:

#Cn >

— S0-

#(C,ND,) =#C, +#D, —#(C, UD,,)

102(]15n
1000

— S0 + 10201577, _ (102015 _ 1)n _ 10201577,'
Prawg strone nieréwnosci mozemy zapisaé¢ inaczej jako
102015n L 10707 — 1\ " — 50
1000 102015 ’

a ta liczba moze byé dowolnie duza. Gdyby wiec w ciagu (a;) bylo tylko skon-
czenie wiele dobrych liczb, otrzymaliby$émy sprzecznosc.

9. Wykazaé, ze istnieje taka liczba catkowita dodatnia n, ze liczba n - 22015
sklada si¢ w zapisie dziesigtnym tylko z cyfr 11 2.

Rozwigzanie:
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Udowodnimy indukcyjnie, ze dla dowolnej liczby calkowitej dodatniej m
istnieje m-cyfrowa liczba k podzielna przez 2™, ktérej zapis dziesietny sklada
sie wylacznie z cyfr 11 2.

Dla m = 1 wystarczy przyjaé¢ k = 2.

Przypu$émy teraz, ze k jest m-cyfrowa liczba podzielng przez 2™, ktérej
zapis dziesietny sklada sie wylacznie z jedynek i dwojek.

Jezeli 2m*1 | k, to liczba powstala przez dopisanie dwéjki na poczatek liczby
k (czyli liczba 2 - 10™ + k) dzieli si¢ przez 2™ ma m + 1 cyfr i kazda z nich
jest jedynka lub dwdjka.

Jezeli k nie dzieli si¢ przez 2™, to k = 2™ mod 2™, gdyz 2™ | k. Wobec
tego 10™ +k =2 +2™ =0 mod 2™}, zatem liczba 10™ + k powstata przez
dopisanie do liczby k jedynki z lewej strony ma m + 1 cyfr, ktére sa wylacznie
jedynkami i dwéjkami i jest podzielna przez 2™+1. Dowéd indukeyjny jest wiec
zakonczony.

W szczegblnosci dla m = 2015 otrzymujemy liczbe k podzielna przez 22015,
ktorej zapi; dziesigtny jest ztozony z samych jedynek i dwojek. Wystarczy przy-

jaén = oogys-

10. W kazdym polu szachownicy n X n znajduje sie zaréwka — na poczatku
wszystkie sa wylaczone. Pojedynczy ruch polega na wybraniu m kolejnych za-
réwek w wierszu lub kolumnie i jednoczesnej zmianie ich stanu. Udowodnié, ze
mozna doprowadzi¢ do sytuacji, w ktorej wszystkie zaréowki sa wlaczone wtedy
i tylko wtedy, gdy m dzieli n.

Rozwiazanie:
Jezeli m dzieli n to oczywiscie mozemy wlaczyé wszystkie zarowki. Przy-
pusémy, ze n = km + r gdzie r € {1,2,...,m — 1}. Ponumerujmy wiersze

oraz kolumny szachownicy liczbami od 0 do n—1. Wyrézniamy te pola ktérych
wspoélrzedne przy dzieleniu przez m daja reszte 0 lub r. Zauwazmy, ze w dowol-
nym ruchu nie zamieniamy stanu zadnej wyréznionej zaréwki lub zmieniamy
stan dokladnie dwoch wyréznionych zaréwek. Wobec czego po dowolnej skon-
czonej liczbie ruchéow liczba wyrdznionych zapalonych zaréwek bedzie parzysta.
Wyréznionych zaréwek jest (2k + 1)? — nieparzyscie wiele. Wobec czego nie da
sie¢ wlaczy¢ jednocze$nie wszystkich wyréznionych zaréwek.

11. Wyznaczy¢ wszystkie funkcje f : R — R spelniajace dla dowolnych
liczb rzeczywistych z,y warunek

Flaotart ) = () +3) (70 +3).
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Rozwiazanie:

Zauwazmy, ze funkcja spelniajaca rownanie dane w treéci zadania nie moze
by¢ stala. Istotnie, gdyby f = ¢, to otrzymaliby$my ¢ = (c+31)?, skad 0 = ¢®+1,
sprzecznosé.

Podstawmy y := —1. Otrzymujemy zalezno$é

prawdziwa dla dowolnego x. Gdyby f(—1) + % # 0, to dla dowolnej liczby =

mielibySm
R fy - JUCD) 1
f)+5 0 2

wiec funkcja bylaby stala. Wobec tego f(—1) = —% i stad natychmiast dosta-
jemy f (—%) =0.

Przypusémy, ze dla pewnej liczby a # —1 zachodzi réwnosé¢ f(a) = —3
i podstawmy do réwnania danego w tresci zadania z := 7 + 1iy:=a

Otrzymujemy f(x) = 0 dla dowolnego x, co nie moze mieé¢ miejsca, gdyz funkcja
f nie jest stala. Wobec tego

f(x) :f% — x=-1.

5/
y+1
f (—%) = 0 otrzymujemy

- (A2 3) (-3)

Skoro y # 1, to drugi nawias jest niezerowy. Wobec tego

—5—f@\ 1
H(57) +3=0

Podstawmy z := , przy czym y # —1. Korzystajac z réwnosci

a to oznacza, ze dla dowolnego y # —1

—5—fv)

-1
y+1 ’

czyli f(y) =y + % Wzér ten zgadza sie tez dla y = —1.
Bezposrednie podstawienie pokazuje, ze funkcja dana wzorem f(z) = =+ %
spelnia rownanie funkcyjne z treéci zadania.

12. Punkt P lezy na boku AB czworokata wypuktego ABCD. Okrag o $rod-
ku I, wpisany w trojkat CDP jest styczny do okregdéw wpisanych w tréojkaty
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ADP i BCP odpowiednio w punktach K i L. Odcinki AC' i BD przecinaja
sie¢ w punkcie F, a proste AK i BL przecinajg sie w punkcie F'. Wykazaé, ze
punkty F, I, F' sa wspélliniowe.

Rozwiazanie:

Niech J bedzie punktem przeciecia dwusiecznych katéw ABC i BAD. Wow-
czas okrag o o érodku J styczny do prostej AB jest takze styczny do prostych
BC i AD. Niech w bedzie okregiem wpisanym w trojkat CDP.

Niech j; bedzie jednokladnoscia o skali ujemnej przeksztalcajaca okrag w
na okrag o. Przeksztalcenie j; jest zlozeniem jednokltadnosci o srodku K (i ska-
li ujemnej) przeksztalcajacej okrag w na okrag wpisany w trojkat ADP oraz
jednokladnosci o érodku A (i skali dodatniej) przeksztalcajacej okrag wpisany
w trojkat ADP na okrag o. Zatem z twierdzenia o ztozeniu jednoktadnoéci wy-
nika, ze $rodek jednokladnosci j; lezy na prostej AK. Analogicznie dowodzimy,
ze $rodek jednoktadnosci j; lezy na prostej BL, skad wniosek, ze tym punktem
jest F.

Niech teraz X, Y beda punktami stycznosci okregu wpisanego w tréjkat
ADP odpowiednio z bokami AP i AD, za$ Z bedzie punktem stycznoéci okregu
wpisanego w trojkat CDP z odcinkiem CD. Wtedy

AD+CP =AY + DY + PL+CL=AX +DZ + PK +CZ
= AX + DZ + PX +CZ = AP + CD,

skad wniosek, ze w czworokat APC'D mozna wpisa¢ okrag o;. Analogicznie
dowodzimy, ze w czworokat BC'D P mozna wpisa¢ okrag os.

Rozwazmy przeksztalcenie jo bedace jednokladnoscia o skali dodatniej prze-
ksztalcajaca okrag w na okrag o. Przeksztalcenie to jest zlozeniem jednoklad-
nosci o $rodku C (i skali dodatniej) przeprowadzajacej okrag w na okrag o;
i jednokltadnodci o érodku A (i skali dodatniej) przeksztalcajacej okrag o; na
okrag o. W takim razie wykorzystujac ponownie twierdzenie o zlozeniu jedno-
ktadnosci wnosimy, ze srodek jednokltadnosci j, nalezy do prostej AC. Analo-
gicznie uzasadniamy, ze Srodek tej jednoktadnosci lezy na prostej BD. W takim
razie pokrywa sie on z punktem F'.

Ostatecznie otrzymali$my, ze punkty F i F' sg $rodkami dwéch jednoktad-
noéci przeksztalcajacych okrag w na okrag o, wiec musza leze¢ one na prostej
1J. W przypadku, gdy punkty I i J pokrywaja sie, to punkty £ i F pokrywaja
si¢ z punktem I.

13. Punkt P lezy wewnatrz tréjkata ABC. Przez punkty A, B, C' poprowa-
dzone zostaly proste prostopadle do prostych PA, PB, PC. Otrzymane proste
wyznaczaja trojkat z ktorego trojkat ABC odcina trzy tréjkaty. Wykazaé, ze
ortocentra tych trzech tréjkatéw tworza tréjkat przystajacy do ABC.

Rozwigzanie:
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Przyjmijmy, ze prosta przechodzaca przez punkt B i prostopadia do odcin-
ka PB oraz prosta przechodzaca przez punkt C' i prostopadta do odcinka PC'
przecinajg sie w punkcie A’. Punkty B’ i C’ sg okredlone analogicznie. Niech
H,, Hg i Ho beda odpowiednio ortocentrami trojkatow BCA', CAB’ 1 ABC'.
Wysoko$é tréjkata BAC' poprowadzona z wierzchotka B jest prostopadla do
prostej A’ B’, a wiec réwnolegla do prostej C'P. Analogicznie dowodzimy, ze wy-
soko$é trojkata BC' A’ poprowadzona z wierzchotka C' jest réwnolegla do prostej
BP. W takim razie czworokat BH,C P jest rownoleglobokiem. Podobnie uza-
sadniamy, ze czworokat AHpgCP jest rownoleglobokiem. Zatem odcinki BH 4,
CP i AHp sg rownolegle oraz réwne skad wniosek, ze czworokat ABH A Hp
jest réwnoleglobokiem, czyli HyHp = AB.

Analogicznie dowodzimy, ze HgHo = BC 1 HoHy = AC, co pociaga za
soba teze zadania.

14. W kazdym polu nieskonczonej szachownicy wpisano pewna liczbe rze-
czywista. Figura nazwiemy dowolny skoniczony podzbiér pdl szachownicy. Dane
sa dwie figury F' i G. Przy kazdym przesunieciu figury F' o catkowitg liczbe rze-
dow i wierszy suma przykrytych przez nia liczb jest nieujemna. Udowodnié, ze
mozna tak przesunaé figure G o calkowita liczbe rzedéw i wierszy, zeby suma
przykrytych przez nia liczb byla nieujemna.

Rozwiazanie:

Utozsammy pola szachownicy z punktami kratowymi na ptaszczyznie. Sym-
bolem v(x,y) oznaczaé¢ bedziemy liczbe wpisana w pole (z,y). Niech figura F
sktada sie z pdl (a1,b1), (az,b2), ..., (@m,by), a figura G z pdl (¢1,d1), (co,d2),

BN (Cna dn)
Z warunkéw zadania wynika, ze

n m

ZZ’U(G]' —+ Ci,bj —+ dl) > O,

i=1 j=1

gdyz suma liczb pokrytych przez figure F przesunieta o wektor (z,y) wynosi
Z;"Zl v(a; + x,b; + y) 1 zgodnie z warunkami zadania jest ona nieujemna.
Zmieniajac kolejnos¢ sumowania otrzymujemy

m n

Z U(aj + ¢, b]' + di) >0,

j=1i=1

wobec tego dla pewnej liczby k musi zachodzié

n

Zv(ak + ¢, bk +d;) > 0.
i1
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Nieréwnosé ta oznacza, ze figura G przesunieta o wektor (ag, b ) pokrywa liczby,
ktorych suma jest nieujemna, co konczy dowdd.

15. Dana jest liczba pierwsza p oraz liczba catkowita n > 1. Dowies¢, ze
istnieje co najwyzej jedna para (a,b) liczb catkowitych dodatnich, dla ktére;
p = a® 4 nb>.

Rozwiazanie:

Przypusémy, ze

p=a%+nb?=c?+nd?
sg dwoma réznymi rozktadami liczby p w sposéb podany w tresci zadania.
Wowczas

p? = (a® + nb?)(* + nd?) = a®c® + n?b*d* + n(a*d* + v*c?) =
= (ac 4 nbd)? + n(ad — bc)* = (ac — nbd)* + n(ad + be)>.
7 drugiej strony mamy
(ac 4+ nbd)(ad + be) = (a* + nb?)ed + (¢ + nd?)ab = p(ab + cd).

Zatem jedna z liczb ac 4+ nbd lub ad + bc jest podzielna przez p, a wiec nie
mniejsza niz p.
Jesli ac+ bnd > p, to

p? = (ac+ nbd)? + n(ad — be)? > p?,

skad wniosek, ze drugi sktadnik jest réwny 0, czyli ad = bc. Poniewaz zachodza,
réwnosci NWD(a,b) = 1 1 NWD(¢,d) = 1, to a = ¢ 1 b = d, co przeczy
uczynionemu przypuszczeniu.

Jedli natomiast ad + bc > p, to

p* = (ac — nbd)* + n(ad + be)* > np?,

co jest niemozliwe.
W takim razie uczynione na poczatku przypuszczenie bylo falszywe, co
konczy rozwiazanie zadania.

16. Dana jest liczba catkowita n > 2. Udowodnié¢, ze wielomian z" —z — 1
jest nierozkladalny na iloczyn niestalych wielomianéw o wspoétczynnikach cal-
kowitych.

Rozwiazanie:
Dla dowodu nie wprost zaldézmy, ze istnieje rozklad ™ —x — 1 = f(z)g(x)
dla pewnych niestalych wielomianéw f i g o wspoélczynnikach catkowitych.
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Korzystajac z pochodnej nietrudno zweryfikowaé, ze wielomian 2™ — z — 1
nie posiada pierwiastkéw podwdjnych. Niech zatem z1,29,...,2, € C beda
parami ré6znymi pierwiastkami zespolonymi tego wielomianu. Udowodnimy, ze
dla dowolnego z € {z1, 22, ..., 2n } prawdziwa jest nieréwnosé

1 1
WM(z—=)>—— -1
z)  |2?

Wystarczy zapisaé z = re®

2rcost)(r? —1) > 0. Ale

i woéwczas nieréwnosé sprowadza sie do (1 +

2 = 2% = |z 4+ 1> = 1 4 2rcost + 72,

a wiec potrzebujemy tak naprawde (r?® —r?)(r? — 1) > 0, a to jest jasne.
Niech 1 < s < n — 1 bedzie stopniem f(z) i zaldézmy, ze 21, 22,..., 25 to
pierwiastki f. Korzystajac z wczesniej udowodnionej nieréwnosci dostajemy

1 1 1 1
23‘3(7;1)+...+2§R(zs>> s+t 5 —s20,
21 Zs |Zl| |ZS|

gdzie druga nieréwnos¢ wynika z nieréwnosci pomiedzy Srednia arytmetyczna
a geometryczna, bo |z122...2s| = |f(0)] = 1.
WykazaliSmy w ten sposob, ze liczba

1 1
§R<21——|—...—|—zs—>
Z1 Zs

jest dodatnia. Zauwazmy teraz, ze z faktu iz wielomian f jest unormowany,
o wspdlezynnikach catkowitych i [f(0)] = 1 ze wzoréw Viete’a latwo wynika,
ze powyzsza liczba jest réwniez catkowita. A wiec jest nie mniejsza niz 1.

Przeprowadzajac analogiczne rozumowanie dla wielomianu g dochodzimy
do wniosku, ze

1 1
§R(zl+...+zn>>2.
Al Zn

To jest jednak sprzeczno$é, gdyz ze wzoréow Viete’a tatwo wynika, ze

1 1
zl———i—...—i—zn——:l.
21 Zn

Konczy to rozwigzanie zadania.

17. Znalez¢ wszystkie funkcje réznowartosciowe f : Ny — Ny spelniajace
warunek

2f(f(n)) < f(n) +n.
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Rozwiazanie:

Udowodnijmy, ze dla dowolnej liczby naturalnej n zachodzi nieréwnoscé
f(n) < n. Zalézmy przeciwnie niech f(a) > a dla pewnej liczby naturalnej
a. Zdefiniujmy ciag ag = a, ant1 = f(an). Udowodnijmy, przez indukcje, ze
dla dowolnego n > 2 zachodzi nieréwno$é¢ a,, < f(a). Nieréwno$é ta jest spel-
niona dla n = 2. Krok indukcyjny wyglada nastepujaco a,ys < W <
w = f(a). Oznacza to, ze pewne dwie liczby w tym ciagu sa réwne,
powiedzmy ap = ap4i, dla I > 1. Z réznowartosciowosci dostajemy ag = ay,
czyli f(a) = ai41 < f(a), sprzecznosé. Wobec tego dla dowolnego n zachodzi
nieréwnosé n > f(n), a stad wynika juz, ze dla dowolnego n zachodzi réwnosé

f(n)=n.

18. Punkty K, L, M sa odpowiednio srodkami bokéw BC,CA, AB tréjka-
ta ABC. Okregi o 1 w sa opisane odpowiednio na tréjkatach ABC i KLM.
Okregi 01,09, 03,04 sa styczne wewnetrznie do okregu o i styczne zewnetrznie
do okregu w, przy czym punktami stycznosci okregdw o1 i 02 z o sa punkty
B i C, a punktami stycznosci okregdéw o3 i 04 z w sa L i M. Udowodnié, ze
srodki okregéw o1, 02, 03, 04 sa wierzchotkami rownolegtoboku.

Rozwiazanie:

Niech Oy, Oz, O3, O4 beda érodkami odpowiednio okregdéw O1, O2, Oz, Oy.
Niech ponadto G bedzie punktem przeciecia sSrodkowych BL i CM, za$ O —
srodkiem okregu o. Jednokladnosé¢ j o érodku G i skali f% przeksztalcajaca
tréjkat ABC na tréjkat K LM przeksztalca okrag o na okrag w.

Niech B’ bedzie punktem stycznoéci okregdéw o1 i w, za$ L’ bedzie punk-
tem styczno$ci okregow o3 i w. Zauwazmy, ze jednokladnosé j jest zlozeniem
jednoktadnosci o srodku B i skali dodatniej przeksztalcajacej okrag o na okrag
01 oraz jednokladnosci o §rodku B’ i skali ujemnej przeksztalcajacej okrag o;
na okrag w. Z twierdzenia o zlozeniu jednokladnosci wynika wiec, ze punkty
B, B’ i G lezg na jednej prostej, do ktérej nalezy takze punkt L. Analogicznie
dowodzimy, ze punkty L', L i G sa wsp6lliniowe. W takim razie punkty B, B’,
G, L i L' lezg na jednej prostej. Analogicznie udowodnimy, ze punkty C, C’,
G, M i M’ sa wspélliniowe.

Punkty Oy, B’ i G sa wspoélliniowe oraz punkty O, L', O3 sa wspéiliniowe,
skad wniosek, ze GO1||L'O3. Podobnie uzasadniamy, ze GO3||00;. W takim
razie czworokat OO3GO; jest rownoleglobokiem, czyli srodek odcinka 0103
pokrywa sie ze srodkiem odcinka GO. W analogiczny sposéb wykazemy, ze
srodek odcinka O204 pokrywa sie ze srodkiem odcinka GO. W takim razie
srodki okregdéw o1, 02, 03, 04 sa wierzchotkami réwnolegtoboku.

19. Rozwiazaé¢ w liczbach calkowitych dodatnich (m,n) réwnanie

mS =n"*tt 4 n—1.
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Rozwiazanie:
Jezeli n = 1 to dostajemy rozwiazanie (m,n) = (1,1). Przyjmijmy, ze n > 2.
Jezeli n + 1 jest liczba parzysta to korzystajac z nieréwnosci

s e n—1> (0" )?,

(nnTJrl +1)2=n""! 4 2n

prawdziwej dla dowolnego n > 2, dostajemy sprzecznos$é¢, gdyz mielibySmy
kwadrat pomiedzy dwoma kolejnymi kwadratami liczb naturalnych.
Podobnie, jezeli 3|n + 1 to korzystajac z nieréwnosci

2(n+1) n41

+1)3 =n"t 430" 3 +3n%+1>n"+1+n—1>(n3 )3,

(n n;»l

prawdziwej dla dowolnego n > 2, dostajemy sprzecznosé, gdyz mielibysmy
szescian miedzy dwoma kolejnymi szeScianami liczb naturalnych.
Jezeli 6|n to m® =n" +n—1=—1 (mod 3) i dostajemy sprzecznosé.
Pozostaje przypadek n = 6k + 4. Rozwazmy dowolny dzielnik pierwszy p
postaci 31 + 2 liczby n + 1 = 6k + 5, mamy

mé=n""'4n-1=-3 (mod p).

Czyli —3 jest resztg kwadratowa modulo p. Korzystajac z wlasnosci symbolu
Legendre’a otrzymujemy

Otrzymana sprzecznosé¢ dowodzi, ze réwniez w tym przypadku nie ma rozwia-
zan.

20. Danych jest 2n + 1 punktéow na plaszczyznie, przy czym zadne trzy nie
leza na jednej prostej, oraz zadne cztery nie lezg na jednym okregu. Udowodnié,
ze liczba okregbéw przechodzacych przez trzy z wybranych punktéw, ktére dzielg

pozostale 2n — 2 punktéw na polowy wynosi n?.

Rozwiazanie:

Udowodnimy, ze liczba szukanych okregéw nie zalezy od konfiguracji punk-
téw na plaszczyznie. Pokazemy, ze jezeli ustalimy polozenie 2n punktéw i be-
dziemy przesuwac jeden punkt P po plaszczyznie to liczba szukanych okregéw
si¢ nie zmieni. Jest jasne, ze liczba to moze si¢ zmienié, jedynie jezeli punkt P
przecina wyznaczong przez pozostale punkty prosta lub okrag. Ponadto powie-
my ze okrag jest (a,b)-dzielacy jezeli dokladnie a wyréznionych punktéw jest
wewnatrz okregu, za$ b wydzielonych punktéw jest na zewnatrz okregu.

Rozwazmy sytuacje w ktorej zmieniamy punkt P na punkt @ przy czym
odcinek P(Q) przecina prostag AB, oraz nie przecina zadnej innej prostej, ani
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zadnego okregu. Okrag ABP zawiera wszystkie wyréznione punkty ktore leza
po tej samej stronie prostej AB co punkt P, podobnie tréjkat ABQ. Jesli wiec a
wyrdznionych punktéw lezy po jednej stronie prostej zas b po drugiej, to okrag
ABP jest (a,b)-dzielacy za$ okrag ABQ jest (b,a) dzielacy. Pozostale okregi
nie zmieniajg liczby punktéw wewnatrz. Wynika stad, ze liczba potowiacych
okregéw nie zmienia sie.

Rozwazmy sytuacje w ktérej zmieniamy punkt P na punkt @) przy czym od-
cinek PQ przecina tuk AB okregu ABC' oraz nie przecina zadnej innej prostej,
ani zadnego innego okregu. Zalézmy rowniez, ze punkt P lezy na zewnatrz okre-
gu ABC. Wéwcezas wyréznione punkty moga lezeé¢ tylko na zewnatrz okregu
ABP i ABQ, lub wewnatrz obu tych okregdéw. W przeciwnym razie po drodze
z P do Q) przecinaliby$my jeszcze inny okrag. Niech bedzie a punktéw wewnatrz
obu tych okregbw, zas b punktéw na zewnatrz. Okrag ABC z (a,b+ 1) dziela-
cego staje sie (a + 1,b)-dzielacy, okrag ABP jest (a,b+ 1)-dzielacy, za$ okrag
ABQ jest (a+1,b) dzielacy, okrag BCP jest (a+1,b)-dzielacy, za$ okrag BCQ
jest (a, b+1)-dzielacy, podobnie okregi AC'P i ACQ. Pozostale okregi nie zmie-
niajg liczby punktéw wewnatrz. W zwiazku z tym liczba okregdéw potowiacych
nie zmienita sie.

Pozostaje poda¢ pewna konfiguracje, dla ktérej policzymy liczbe szuka-
nych okregéw. Umiesémy punkty na ramieniu paraboli, dokladniej nadajmy
im wspoétrzedne (i,i2) dlai = 0,1,...,2n. Wéwczas okrag opisany na tréjkacie
P, P; Py, gdzie i < j < k zawiera dokladnie k — j — 1 + ¢ punktéw wewnatrz.
Chcemy aby k — j +¢ = n, ustalmy ¢, woéwczas jezeli i < n to (i,i+s,n+s) dla
s =1,2,...,n sa rozwiazaniami. Jezeli i > n to kK — 7 < 0 co jest niemozliwe.
Ostatecznie mamy n mozliwoéci na wybor i a przy ustalonym wyborze mamy
n rozwiazan. W sumie jest wiec n - n = n? potowiacych okregéw.

21. Dane sa liczby calkowite dodatnie a, b, ¢, r, s,t spelniajace warunki

ab+1=7r% be+1=s ca+1=1t>

. N . rs st ir .. .
Wykazaé, ze przynajmniej jedna z liczb e ion nie jest calkowita.
r’s
Rozwiazanie:
Zalézmy, bez straty ogdlnoéci, ze a < b < c. Jezeli s|rt to réwniez s?|r
czyli dostajemy

2t2

0= (ac+1)(ab+1) = a*bc + ab+ac+ 1
=ab+tac—a*+1=alb+c—a)+1 (mod bc+1).
Czyli liczba a(b+ ¢ — a) 4+ 1 jest podzielna przez be + 1. Ponadto 0 < a(b+ ¢ —

a)+1<b-2c+2=2(bc+1). Wynika stad, ze ab+ ac — a? +1 = bc + 1 lub
réwnowaznie (b — a)(a — ¢) = 0. Otrzymujemy, ze dwie liczby sposrdd a, b, ¢ sa
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réwne, bez starty ogélnosci przyjmijmy, ze a = b. Woéwczas r2 = ab+1 = a® +1
i mamy dwa kwadraty liczb catkowitych dodatnich rézniace sie o jeden, co jest
niemozliwe. Otrzymana sprzeczno$¢ dowodzi tezy zadania.

22. Liczby rzeczywiste a, b, ¢ sa dlugosciami bokow tréjkata o obwodzie 1.
Udowodnié, ze zachodzi nieréwnosé

\/a2+b2+\/b2+c2+\/c2+a2<1+§.

Rozwiazanie:
Jako, ze a, b, c sa dtugodciami bokéw trdjkata to istnieja takie liczby rzeczy-
ytz ZJFT‘T Z warunku a + b+ ¢ = 1 wynika, ze

wiste x,y, z, ze a = %,b: 5, C =
réwniez x + y + z = 1. Nasza nieréwno$¢ przybiera postaé

Z\/x2+y2+2z(a:+y+z)<2+\/§.

cyc

Udowodnijmy pomocnicza nieréwnosé

Va2 + 2 + 22z +y+2) <z +y+ V22
Po podniesieniu do kwadratu dostajemy
22+ 4 22(x4y+2) < (4+y+V22)2 =2+ 9% + 222 + 20y + 2V22(z + ).

Po przeniesieniu na jedna strone dostajemy 0 < 2zy + (2v/2 — 2)z(z + y) co
jest oczywiste.

Po zsumowaniu stronami pomocniczej nieréwnosci i jej dwbdch cyklicznych
przesunieé uzyskujemy teze.

23. Dany jest trapez réwnoramienny ABC'D o podstawach AD i BC. Okrag
0 jest styczny do odcinkéw AB i AC i przecina odcinek BC w punktach F i F.
Okrag w jest wpisany w trojkat BC'D. Punkty X i Y sg punktami przeciecia
okregu w z odcinkami DFE i DF, ktére leza blizej punktu D. Udowodnié, ze
XY || AD.

Rozwiazanie:

Niech K i L beda punktami stycznosci okregu o odpowiednio z odcinkami
AB i AC. Niech K’ bedzie takim punktem lezacym na polprostej DB~ poza
odcinkiem BD, ze BK' = BK, za$ L' takim punktem lezacym na pélprostej
DC™ poza odcinkiem CD, ze CL' = CL. Wtedy
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DK'=DB+ BK'=AC+BK =CL+ AL+ BK =CL+ AK + BK
=CL+AB=CL+CD=CL +CD=DL'.

W takim razie okrag o’ przechodzacy przez punkty K’ i L' oraz styczny do
prostej BD jest tez styczny do prostej C'D. Réwnosci BK = BK'i CL =CL’
prowadzg do wniosku, ze prosta BC' jest osig potegowa okregéw o i o'. Punkty
E i F naleza do niej oraz do okregu o, wigc musza lezeé¢ takze na okregu o.

Jednokladno$é o §rodku w punkcie D przeksztalcajaca okrag o’ na okrag
w przeksztatca punkty E i F' odpowiednio na punkty X i Y, skad wniosek,
ze EF||XY. Pozostaje jeszcze zauwazyé, ze EF||AD, co kohczy rozwiazanie
zadania.

24. Na przyjeciu urodzinowym u Bogny jubilatka gra z go$émi w nastepuja-
ca gre. Na poczatku na stole lezy n? +2015 ciastek, gdzie n jest liczbg calkowita
wieksza od 2015. Nastepnie naprzemiennie Bogna i jeden z gosci zjadaja pew-
ng liczbe ciastek. Liczba ciastek zjedzonych w jednym ruchu musi wynosié 1,
by¢ liczba pierwsza mniejsza niz n, lub by¢ wielokrotnoscia n. Wygrywa gracz,
ktoéry zje ostatnie ciastko. Rozstrzygnaé, czy Bogna ma strategie wygrywajaca.

Rozwigzanie:

Udowodnimy, ze Bogna ma strategie wygrywajaca. Powiemy, ze liczba cia-
stek k jest przegrywajaca jezeli w grze z poczatkowa liczba ciastek k drugi gracz
ma strategie wygrywajaca, w przeciwnym razie powiemy, ze k jest wygrywaja-
ca. Jest jasne, ze jednym ruchem z liczby przegrywajacej ciastek, mozna dojsé
jedynie do liczby wygrywajacej, oraz, ze z dowolnej wygrywajacej liczby ciastek
istnieje ruch do przegrywajacej liczby ciastek.

Udowodnimy, ze dla dowolnej liczby k > n?, liczba k jest wygrywajaca.
Przypusémy przeciwnie, niech & > n? bedzie przegrywajaca. Wowczas wszyst-
kie liczby k —n,k —2n,..., k — [%]n ciastek sa wygrywajace. Oznacza, to ze
z kazdej z tych liczb ciastek da sie wykona¢ ruch do pewnej przegrywajacej licz-
by ciastek. Oczywiscie nie moze by¢ to ruch o podzielna przez n liczbe ciastek.
Udowodnijmy, ze dla dowolnych dwoch pozycji postaci k — an, k — bn, gdzie
a < b ruch do przegrywajacej pozycji musi by¢ o inna liczbe ciastek. Przypusé-
my przeciwnie, wowczas k—an —r oraz k—bn—r sa obie przegrywajace, jednak
z k — an — r mozna zrobi¢ ruch do k — bn — r zabierajac (b — a)n ciastek i uzy-
skujemy sprzeczno$é. Oznacza to, ze kazdej z liczb k — n, k —2n, ..., k — [%]n
mozna przypisaé inny ruch, bedacy jedynka badz liczba pierwsza mniejsza od
n. Jest to niemozliwe, gdyz [%] > n, a mozliwych ruchéw mniejszych od n jest
mniej niz n.

7 powyzszych rozwazan wynika, ze kazda liczba k > n? jest wygrywajaca,
w szczegdlnoéei n? +2015 jest wygrywajaca. Oznacza to, ze Bogna ma strategie
Wygrywajaca.
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25. Dany jest tréjkat ABC' i punkt P w jego wnetrzu. Proste AP, BP, CP
przecinajg boki BC,C A, AB w punktach odpowiednio XY, Z. Udowodni¢, ze
jesli pola trojkatow APY i APZ sa rowne, to punkt X jest srodkiem odcinka
BC.

Rozwigzanie:

Niech @ bedzie punktem przecigcia odcinkéw AP 1Y Z. Wtedy dang w tresci
zadania réwno$¢ pol mozemy przepisa¢ w postaci

%AP QY sin YAQY = %AP - QZsin YAQZ,

skad wobec réwnoéci LAQY + SAQZ = 180° dostajemy QY = QZ.
Stosujac twierdzenie Cevy dla tréjkata AY Z otrzymujemy

ZQ YO AB
YQ AC AZ ’
czyli
YC ZB
AC ~ AB
albo
YC ZB
AY — AZ°
Wykorzystujac teraz twierdzenie Cevy dla tréjkata ABC dostajemy
BX YC AZ
CX AY ZB

co w polaczeniu z poprzednia rownoscia daje BX = CX.

26. Udowodnié, ze jesli (ap)nen jest nieograniczonym $cisle rosnacym cia-
giem liczb rzeczywistych, to ciag (b, )nen dany wzorem
a2 — ai az — az Ap — Ap—1

bn = + ot
a9 as Qp

jest nieograniczony.

Rozwiazanie:

Poniewaz ciag (an)nen jest nieograniczony i §cisle rosnacy, wiec istnieje taki
cigg liczb naturalnych ng < n; < ng < ..., ze dla dowolnego indeksu k£ mamy
Unyyy > 2ap, aponadto a,, > 0. Zauwazmy, ze dla dowolnego indeksu k mamy

ank+1 - ank+1—1 App+1 — Qp,
by = =
n

b

Nk4+1
a’"k+1 k
Anp+1 — Apy Anjqq — Any

44 = >

a’"k+1 ank+1 ank+1

ank+1 - ank+1—1

N =
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Wobec tego by, > g + by, a zatem ciag b, jest nieograniczony i stad réwniez
ciag b, jest nieograniczony.

27. W szachownicy 2015 x 2015 wpisujemy kolejno wierszami liczby od 1
do 20152. W jednym ruchu mozna wybraé trzy kolejne pola w wierszu lub ko-
lumnie, i zwiekszy¢ liczbe w srodkowym polu o dwa jednoczednie zmniejszajac
skrajne pola o jeden, lub zmniejszy¢ érodkowa liczbe o dwa jednoczesnie zwiek-
szajac liczby w skrajnych polach o jeden. Po pewnej liczbie ruchéw w tablicy
ponownie wpisane sg liczby od 1 do 20152. Udowodnié, ze znajduja sie one
w poczatkowej konfiguracji.

Rozwigzanie:
Oznaczmy przez ai,as,...,as0152 liczby wpisane w kolejnych komodrkach
rozwazanej tablicy (poczatkowo mamy a; = i dla i = 1,2,...,20152). Niech
20152
S = Z 1 - a;. Zauwazmy, ze wykonywanie dozwolonych operacji nie zmienia
i=1

wartoéci S. Zgodnie z warunkami zadania dla koncowej konfiguracji zachodzi

a; = 7(i), gdzie m jest pewna permutacja zbioru {1,2,...,2015%}. Mozemy
20152 20152

zatem zapisaé Z i-m(i) = Z i. 7 nieréwnoéci o ciagach jednomonotonicz-
i=1 i=1

nych wiemy jednak, ze jest to mozliwe tylko gdy (i) = i dlai = 1,2, ...,20152

co konczy dowdd.

28. Dane sa wielomian f o wspélczynnikach catkowitych oraz liczba pierw-
sza p takie, ze f(0) =01 f(1) =1 oraz dla dowolnej liczby calkowitej k liczba
f(k) daje reszte 0 lub 1 z dzielenia przez p.

Udowodnié, ze deg(f) > p— 1.

Rozwiazanie:

Zal6zmy dla dowodu nie wprost, ze deg(f) < p — 1. Niech f(z) = ag +
a1+ ...+ a9z~ 2. Rozwazmy sume f(0)+ f(1)+...+ f(p—1). Z zalozenia
wynika, ze

1<fO)+...+f(p—-1)<p-—-1.

7 drugiej strony mamy

p—1 p—1p-—2 p—2 p—1
D f)=> > aik'=> a;y k=0 (modp).
k=0 k=0 i=0 i=0 k=0

Gdzie ostatnia nieréwno$¢ wynika z faktu ZZ;(l) k' =0 (mod p) dla dowolnego
i =0,1,2,...,p — 1, (przyjmujemy 0° = 1). Kongruencj¢ te mozna latwo
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dowies¢ wybierajac pewien generator g modulo p. Mamy wéwczas

pzl o pz2 o (p-1)i g
Zk’ EZg’“ = 9171 =0 (mod p).
k=0 k=0 g~

Udowodnili$my, ze nasza suma jest podzielna przez p, oraz lezy miedzy 1 a p—1.
Otrzymana sprzecznosé¢ dowodzi tezy zadania.

29. Na obdéz matematyczny ma przyjechaé¢ 2015 uczestnikéw. Wiadomo, ze
kazdy z nich nie lubi doktadnie 3 spos$réd pozostalych uczestnikéw i relacja
nielubienia nie jest symetryczna (tzn. osoba A moze nie lubié¢ B i jednoczesnie
B moze lubi¢ A). Kierownik obozu chce zakwaterowaé uczestnikéw w pokojach
w taki sposob, zeby kazdy lubil wszystkie osoby w swoim pokoju. Jaka jest
najmniejsza liczba pokoi, dla ktérej jest to zawsze mozliwe?

Rozwigzanie:

Udowodnimy, ze szukana liczba pokoi jest siedem. W celu pokazania, ze nie
moze by¢ ich mniej rozwazmy siedem takich oséb o numerach 0,1,2,3,4,5,6,
ze osoba ¢ nie lubi oséb 7 + 1,4 4+ 2,7 + 3 modulo 7. Jest jasne, ze zadne dwie
sposrod tych osob nie moga by¢ w jednym pokoju.

Udowodnimy przez indukcje ze dla dowolnej liczby oséb n > 7, takich, ze
kazda nie lubi co najwyzej 3 osob, siedem pokoi wystarczy. Dla n = 7 jest
to oczywiste. Wezmy dowolne n > 7 os6b. Wybierzmy osobe, ktéra nie jest
lubiana przez najmniejsza liczbe os6b. Nie lubig jej co najwyzej trzy osoby.
Pozostate n —1 0séb rozstawiamy po pokojach z zalozenia indukcyjnego. Nasza
wyr6zniona osoba, nie lubi co najwyzej trzech oséb i nie jest lubiana przez co
najwyzej trzy osoby. Mamy do dyspozycji siedem pokoi, z czego co najwyzej
szesS¢ zawiera osobe z ktéra nasza osoba nie moze by¢é w pokoju. Mozemy zatem
dokwaterowaé¢ wyrdzniona osobe do jednego z pokoi.

30. Dane sa dwa wielomiany P(x), Q(x), ktérych wszystkie wspolczynniki
wynosza 1 lub 2015. Wiadomo, ze Q(x) | P(z).

Udowodnié, ze deg @ + 1 | deg P + 1.

Rozwiazanie:

Niech P(x) = Q(z)R(x), dla pewnego wielomianu R(z). Oznaczmy kolejno
P(z) = ap + a17 + ... + apz™, Q(x) = by + byx + ... + bpz®, oraz R(z) =
co+ x4+ ...+ cp_px™F. Przyréwnajmy wspétezynniki w réwnoéci P(x) =
Q(z)R(z) modulo 2 otrzymamy wéwczas

l+z+...+a"=04z+...+2"bo+biz+ ...+ by pz" %) (mod 2).
Mnozac stronami przez x — 1 dostaniemy

" 1= (" — D) (bo + bz + ...+ by 2™ F)  (mod 2).
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Przyjmujemy konwencje, ze by = 0 dla s < 0. Pokazemy indukcyjnie, ze z na-
szego réwnania wynika ze by = 1 (mod 2) wtedy i tylko wtedy, gdy zachodzi
kongruencja s =0 (mod k+1). Jest to prawda dla s =0,—1,-2,...,—k. Roz
wazmy s > 0 przyréownujac wspoOlczynniki przy x° w obu stronach réwnania
dostaniemy

bs +bs—g+1 =0 (mod 2).

Oznacza to, ze by = bs_p4+1 (mod 2), i dostajemy nasza teze z zalozenia induk-
cyjnego. Jako, ze b,_ =1 (mod 2), to k+ 1|n — k skad k + 1|n + 1.

31. Niech p bedzie nieparzysta liczba pierwsza. Udowodnié, ze istnieje taka
permutacja ki, ko,...,k,—q liczb 1,2,...,p — 1, ze zachodzi podzielno$é

p |17 2k 4o (p— 1)k,

Rozwiazanie:
Niech g bedzie generatorem modulo p. Udowodnimy, Ze istnieje permutacja
p—1
k; liczb od 1,2,...,p — 1, ze spelniona jest kongruencja Zgikq‘ =0 (mod p).

i=1

Definiujemy ciag k; jako k; = 2L —i oraz kippr =p—idlai=12,..., et
2
Obliczamy
iy ®+1)
. .. . . 2_ pp 1
Zg“‘fi - Z (g% +g(p—z)(p—1)) - g1+ gP 2 )
i=1 itj=24t i+j=2
= Y Y(+g"7) =0 (modp),

itj=Ett

przy czym ostatnia kongruencja wynika z tego, ze g nie jest reszta kwadratowsa
modulo p.

32. Dany jest tréjkat ostrokatny ABC. Punkty X,Y, Z leza na bokach od-
powiednio BC,C A, AB, przy czym XY Z jest tréjkatem rownobocznym o naj-
mniejszym mozliwym polu. Udowodnié¢, ze proste prostopadte do Y Z, ZX, XY
przechodzgce przez odpowiednio A, B, C' sa wspélpekowe.

Rozwiazanie:

Rozwazmy tréjkat rownoboczny DEF, ktorego wierzcholki leza na odcin-
kach odpowiednio BC,C A, AB. Niech punkt P bedzie drugim punktem prze-
ciecia okregéw opisanych na tréjkatach BDF i CDE. Zauwazmy, ze mamy
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réwnosé katéw SBFP = SCDP = JAEP. Wobec tego okrag opisany na
tréjkacie AEF réwniez przechodzi przez punkt P.

Zauwazmy, ze polozenie punktu P nie zalezy od wyboru tréjkata réwno-
bocznego DEF. Istotnie, Y ABP+<PCA = {FPD+<PDE = SFDEFE = 60°
i analogicznie $ PCB+<JBAP = 60° = < PAC +<CBP. Réwnosci tych katéw
jednoznacznie wyznaczajg punkt P.

Oznaczmy rzuty punktu P na boki BC,CA, AB jako odpowiednio K, L, M.
Wéwczas trojkaty PDK, PEL, PFM sa prostokatne, podobne i tak samo
zorientowane. Zatem istnieje podobienstwo spiralne o $rodku w punkcie P,
ktore przeprowadza punkty D, E, F na punkty odpowiednio K, L, M. Skala
tego podobienstwa jest réwna % < 1, wigc pole trojkata K LM nie przekracza
pola tréjkata DEF. Wobec tego punkty K, L, M pokrywaja sie z punktami
X, Y, Z.

Niech punkt @ bedzie izogonalnie sprzezony do punktu P w tréjkacie ABC.
Poniewaz AP jest $rednicg okregu opisanego na tréjkacie AY Z, wiec AQ L Y Z.
Analogicznie uzasadniamy, ze BQ 1 ZX oraz CQ L XY . Wobec tego proste
prostopadte do prostych Y Z, ZX, XY przechodzace przez punkty odpowiednio
A, B, C przecinaja sie w punkcie @, co konczy dowdd.

33. Udowodni¢, ze dla dowolnych liczb rzeczywistych dodatnich a,b, ¢ za-
chodzi nieré6wnosé

a® b? 3a+2b—c
+ > .
a+b b+c 4
Rozwigzanie:
2
7 nier6wnosci miedzy Srednia arytmetyczna i geometryczna liczb ngy i IT”
dostajemy % + Zﬂ > x. Sumujac te nieréwnosé z podstawionym (z,y) =

(a,b) oraz (x,y) = (b, c) dostajemy teze.

34. Grzybiarz Wojciech hoduje 2015 grzybéw G, G2, Gs, . .., Goo15, kazdy
w oddzielnej doniczce, i podejrzewa, ze niektére z nich zachorowaly (ale nie jest
w stanie stwierdzié¢ ktére, bo ma wybity palec). Moze jednak wybraé¢ pewne
dwa grzyby G, G, gdzie i # j, i przesadzi¢ G; na godzine do doniczki Gj.
Po tym czasie grzyba G; przesadza z powrotem do jego domiczki. Jedli G
byl chory, a G; zdrowy, to po tej operacji grzyb G; wyzdrowieje, a grzyb G;
zachoruje. W pozostalych trzech przypadkach stan grzybdéw nie zmieni sie.
Wojciech wykonuje pewng liczbe takich operacji.
Czy pod koniec zawsze jest w stanie wybra¢ pewne dwa grzyby i mie¢ pewno$¢,
ze sa oba zdrowe albo oba chore?

Rozwigzanie:
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Pokazemy, ze Wojciech nie jest w stanie tego zrobié¢. Przyporzadkujmy
grzybom rézne liczby rzeczywiste. Podczas wykonywania operacji przesadze-
nia grzyba A, z przyporzadkowana liczbg a, do doniczki grzyba B, z przypo-
rzadkowang liczba b, zamieniamy te liczby miejscami wtedy i tylko wtedy, gdy
a>b.

Zatézmy, ze Wojciech wykonuje pewien ciag operacji i rozwazmy dowolne 2
grzyby. Niech x > y beda liczbami przypisanymi tym grzybom po wykonaniu
wszystkich przesadzen. Zauwazmy, ze jesli w poczatkowej konfiguracji chore sa
grzyby z przypisanymi liczbami > x, to réwniez po wykonaniu dowolnej liczby
przesadzen jedynymi chorymi grzybami beda te z przypisanymi liczbami > x.
Oznacza to jednak, ze w parze wybranej przez Wojciecha moze wystepowac
doktadnie 1 chory grzyb, co konczy dowdd.

35. Dany jest trojkat ostrokatny ABC wpisany w okrag w o $rodku w punk-
cie O. Punkt D jest érodkiem tuku BC' okregu w niezawierajacego punktu A,
natomiast punkt M $rodkiem boku BC'. Punkt I jest srodkiem okregu wpisa-
nego w trojkat ABC. Punkt @ jest symetryczny do I wzgledem punktu M.
Polprosta QD przecina okrag w po raz drugi w punkcie T. Udowodnié, ze
JACT = 4<DOI.

Rozwiazanie:

Oznaczmy przez L drugi punkt przeciecia prostej DO z okregiem w, a przez
K — punkt symetryczny do punktu D wzgledem punktu M. Zauwazmy, ze
IDBM = ¥DBC = $DAC = 4DAB = 4¥DLB, czyli tréjkaty DBM i DLB
sg podobne. Z faktu, ze DL jest érednica w, mamy wiec

DB? = DM - DL = DM -2DO = 2DM - DO = DK - DO.

Z réwnoéci tej wynika podobiefistwo tréjkatéw DKL i DIO, zatem <DOI =
IDIK. Czworokat DQKI jest réwnolegtobokiem, czyli $DIK = ¥DQK =
ITDA = STCA, co nalezato udowodnié.

36. Powiemy, ze liczba naturalna ma te moc, jezeli jest postaci a™, gdzie
a € {3,4,5,6}, za$ n jest liczba calkowita dodatnia. Udowodnié, ze kazda
liczbe catkowita wieksza od 2 mozna przedstawi¢ jako sume parami réznych
liczb majacych te moc.

Rozwigzanie:

Udowodnimy, ze kazda liczbe catkowita n wieksza od 6 mozemy zapisaé
w postaci sumy parami réznych liczb majacych te moc, z ktérych zadna nie jest
réwna n. Zastosujemy indukcje ze wzgledu na n. Dla n = 7,8 mamy odpowied-
nio 7 = 3+4 oraz 8 = 3+5. Dla n z przedzialu [9, 11] zapisujemy n = 6+ (n—6).
Dla liczby n z przedziatu [12, 17] zapisujemy n = 94 (n—9) i zamieniamy (n—9)
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na uzyskany wczedniej zapis. Dla n = 18 mamy 18 = 3+ 6+ 9, dla liczb z prze-
dzialu [19, 31] zapisujemy n = 16+ (n — 16) i zamieniamy (n — 16) na uzyskany
wezedniej zapis. Dla n z przedzialu [32, 39] zapisujemy n = 27 + (n — 27) i za-
mieniamy (n — 27) na uzyskany wczesniej zapis.

Wezmy dowolng liczbe n > 39. Rozwazmy najwieksze potegi liczb 3,4, 5,6,
ktére sa nie wieksze niz n — 3, oznaczmy je jako a < b < ¢ < d. Z zalozenia
n > 39 wynika, ze a > 6. Rozwazmy przedstawienie n = (n — d) + d. Liczbe
n — d mozemy zapisaé przy pomocy zalozenia indukcyjnego, jezeli n — d > 6.
W przeciwnym razie liczba n — d < 6 i zostawiamy ja tak jak jest. Jezeli zapis
n—d nie zawiera d to mamy szukane przedstawienie. Zal6zmy przeciwnie, wtedy
(n—d) ma d w swojej reprezentacji, co za tym idzien—d > d+3lubn—d=d
id < 6. Gdyz liczby mniejsze d oraz d + 1,d + 2 nie maja w rozkladzie liczby
d. Jednak wiemy, ze d > a > 6, stad n —d > d+ 3, czyli réwniez n —d —c > 3.
Rozwazmy zapis n = (n —d — ¢) + ¢ + d, jezeli n — d — ¢ nie zawiera w swoim
zapisie liczb ¢ i d to mamy szukany zapis, w przeciwnym razie n—d —c > c+ 3
lubn —d—c=cic<6.Ponownie c>a>6stad n —d—c> c+ 3. Idac tak
dalej dostajemy n —d — ¢ — a — b > a + 3. Uzyskujemy sprzecznosé, gdyz

n—3 n—-3 n-—-3 n—3

=2 b d+3 > 2 3

n a+b+c+d+ 3 + 1 + 5 + 6 +
2 1 1

>(n—3)<3+4+5>+3>n.

Wynika stad, ze podczas podanej procedury uzyskaliSmy zadane przedstawienie
liczby n.
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Zawody druzynowe

1. Jarostaw bawi si¢ pionkami. Ma przed soba dwie trasy dlugosci k centy-
metréw. Na starcie kazdej z nich stoi tyle samo pionkéw. Chceialby doprowadzié
swoje pionki do mety — jednak przeszkadza mu w tym zlosliwy Antoni. Co jakis$
czas, Jarostaw wybiera po jednym pionku na obu trasach i przesuwa je o centy-
metr do przodu. Po kazdym ruchu Jarostawa, Antoni niszczy doktadnie jeden
pionek na jednej z tras.

Wyznaczy¢ taka funkcje f : N — N, ze Jarostaw, ustawiwszy na starcie
obu tras po f(k) pionkéw, moze zawsze doprowadzi¢ chociaz jednego pionka
do mety, niezaleznie od strategii Antoniego.

Funkcja f nie powinna rosnaé istotnie szybciej niz funkcje w poprawnych
rozwiazaniach innych druzyn.

Rozwigzanie:

Przedstawimy rozumowanie dla f(k) = k!. Udowodnimy indukcyjnie, ze
jezeli Jarostaw ma na obu trasach po k! pionkéw (niekoniecznie na starcie), to
jest doprowadzi¢ przynajmniej jeden pionek do pola k. Dla k = 1,k = 2 teza
indykcyjna jest oczywista.

Podamy strategie dla Jarostawa ktéra zapewni mu zwyciestwo. W pierw-
szym kroku, Jarostaw wielokrotnie przesuwa dwa pionki z najnizszych pol w obu
rzedach na wyzsze pole. Wykonuje ten manewr 2(k —1)! razy. Niech po tej ope-
racji ma na trasach odpowiednio a i b pionkéw, ktore sa wyzej niz w poczatko-
wym ustawieniu. Bez straty ogdlnosci przyjmujemy a > b. Jezeli a,b > (k—1)!
to Jarostaw wygra na mocy zalozenia indukcyjnego.

Jest jasne, ze a +b > 2(k — 1)!. Gdyz za kazdym ruchem w pierwszej fazie,
liczba pionkéw, ktore sa wyzej niz w poczatkowym ustawieniu wzrasta o co
najmniej jeden. Jezelia —b =0 to a,b > (k—1)!i zgodnie z zalozeniem induk-
cyjnym wygraliSmy. Jezeli a > b, to udowodnimy, ze uzywajac (k — 2) ruchéw
mozemy zmniejszy¢ réznice a — b oraz nie zmniejszy¢ ich sumy. Jarostaw prze-
suwa najwyzszy pionek pierwszego rzedu i najnizszy pionek drugiego rzedu do
przodu, tak dtugo, az Antoni nie zabije pionka z pierwszego rzedu. Antoni musi
zbi¢ pionek z pierwszego rzedu po co najwyzej k — 2 ruchach, gdyz w przeciw-
nym razie Jaroslaw dojdzie do mety. Woéwczas liczba b wzrosta o jeden, za$
liczba a zmalala o jeden. Wykonujemy serie takich ruchéw dopdki b < (k—1)!.
W tym momencie a+b > 2(k—1)! oraz b = (k—1)! stad a > (k—1)! i stosujemy
zalozenie indukcyjne. Laczna liczba ruchéw w opisanej procedurze wynosi co
najwyzej 2(k — 1)+ (k—2) - (k— 1) =kl

Uwaga. Najlepsze znane ograniczenie na funkcje f wynosi f(k) = O((HT‘/g)k)
Dowdd tego ograniczenia znajduje sie w pracy L. Duraja, G. Gutowskiego
i J. Kozika.
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2. Maciek i Teodor graja w nastepujaca gre na szachownicy 100 x 100.
Maciek wybiera dowolne puste pole, nastepnie Teodor ktadzie domino 1 x 2
na planszy tak aby pokryé wybrane przez pierwszego gracza pole. Domina nie
moga na siebie nachodzi¢. Gra konczy sie gdy ktéry$ z graczy nie moze wykonaé
ruchu. Maciek wygrywa jezeli cala plansza jest pokryta, w przeciwnym razie
wygrywa Teodor. Rozstrzygnac, ktéry z graczy ma strategie wygrywajaca.

Rozwiazanie:

Maciek ma strategie wygrywajaca.

Pole lezace w i-tym wierszu i j-jtej kolumnie bedziemy nazywaé polem
(i,7). Powiemy, ze pole (i,j) lezy na k-tej przekatnej wtedy i tylko wtedy,
gdy it +j—-1=kF.

Jezeli nie wszystkie pola przekatnych o numerach 1,2,...,99 sa pokryte, to
Maciek wskazuje wolne pole (i, j) lezace na przekatnej o mozliwie niskim nu-
merze, ktorego pierwsza wspélrzedna jest najmniejsza mozliwa. Teodor wtedy
moze wykonaé ruch, bowiem pole (i + 1, j) jest niepokryte.

Jezeli wszystkie pola przekatnych 1,2,...,99 sa pokryte, to Maciek nie-
co modyfikuje swoja strategie. Znajduje przekatna o najnizszym numerze k,
w ktorej istnieje wolne pole i wskazuje kolejno pola (k — 100, 100), (k — 99, 99),
(k — 98,98) tak dlugo, az natrafi na pole, ktére jest juz pokryte. (Jezeli pole
(k—100,100) jest pokryte, to nie wskazuje zadnego z powyzszych pél.) Teodor
jest w stanie polozy¢ kostki domina na tych polach, gdyz w momencie wska-
zania pola (k — 4,7) pole k — i + 1,4) jest niepokryte. Nastepnie Maciek po
kolei wskazuje pola (100, k — 100), (99, k — 99), ... omijajac pola, ktére zostaly
wczesniej pokryte az do momentu, gdy wszystkie pola k-tej przekatnej zostana
pokryte. Teodor wciaz moze klasé kostki domina, gdyz w momencie wskazania
pola (i, k — i) pole (i,k — ¢ + 1) jest niepokryte.

Zauwazmy, ze w sytuacji z poprzedniego akapitu pokryte pole w k-tej prze-
katnej musi istnie¢. Istotnie, pokolorujmy plansze w szachownice ztozong z pol
bialych i czarnych tak, ze pole (1,1) jest czarne. Przekatne o numerach niepa-
rzystych sktadaja si¢ wylacznie z pdl czarnych, a pozostate przekatne z pol bia-
tych. Latwo sprawdzi¢, ze jesli k jest liczba parzysta, to przekatne 1,2, ..., k—1
zawieraja wiecej pél czarnych niz bialych, a jesli £ jest liczba nieparzysta, to
przekatne te zawieraja wiecej pdl biatych. Skoro za$ kazde domino pokrywa do-
ktadnie jedno pole biate i jedno pole czarne, to niektére pola k-tej przekatnej
musza by¢ pokryte.

Opisany powyzej algorytm prowadzi do calkowitego wypelnienia planszy,
co dowodzi, ze Maciek jest w stanie zapewni¢ sobie wygrana.

3. Dana jest liczba rzeczywista a rézna od 0 i 1. Janek i Tomek graja
w nastepujaca gre. Gracze naprzemiennie, poczawszy od Janka, zamieniajg
jedna gwiazdke w wielomianie

*xt 4 %>+ xx? + xx + *
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na dowolna liczbe postaci a™, gdzie n jest liczbg catkowita. Janek wygrywa, je-
zeli powstaly wielomian nie ma pierwiastka rzeczywistego, w przeciwnym razie
wygrywa Tomek. Wyznaczyé, w zaleznosci od a ktéry z graczy ma strategie
Wygrywajaca.

Rozwiazanie:

Udowodnijmy, ze dla a > 0 Janek ma strategie wygrywajaca. Zauwazmy, ze
Janek moze zapewni¢ sobie, aby w ostatnim ruchu ustala¢ wspotczynnik przy
parzystej potedze. Istotnie, mamy do dyspozycji trzy ruchy a wspétczynnikow
przy nieparzystych potegach jest tylko dwa.

Jezeli Janek w ostatnim ruchu ustala wspétczynnik przy z° to wygrywa,
gdyz powstaly dotad wielomian posiada minimum globalne.

Jezeli Janek w ostatnim ruchu ustala wspétczynnik przy x* to rozpatrujac
w miejsce W (z) wielomian z*W (1) sprowadzamy sytuacje do poprzednie;.

Jezeli Janek w ostatnim ruchu ustala wspélczynnik przy 22 to réwniez wy-
grywa. Niech dotychczasowy wielomian wynosi P(z) = bx* + cz® + ex + f.
Mozemy dobraé wspétczynnik przy z? tak by byl wiekszy niz % + fTi + 1,
woéwcezas dla dowolnego x zachodzi nieréwnosé

2 L3

4 3 C 2
w tert 4 =+ —+1) a2 +ex+f
($)>b$ CT <4b 4 >33 exr

2
_ 2 2 <y I
=a°+bx (x+2b> +e<x+26) > 0.

Jezeli a = —1 to réwniez wygrywa Janek. Wtedy kazdy wspoélczynnik moze
by¢ rowny 1 lub —1. W pierwszym ruchu Janek gra jedynke jako wspdlczyn-
nik przy z2, a nastepnie na wspélczynnik przy z i x® odpowiada przeciw-
nym odpowiednio przy z3 i z, za$ na wspétczynnik przy z° lub 2* odpowiada
tym samym odpowiednio przy z* Iub z'. Powstaly wielomian bedzie jednym
zattad —22Fo+1, lub a* £ 23 + 22 F 2 + 1, lub przeciwnym do ktéregos
z wymienionych. Jak latwo sprawdzié¢, zaden z wymienionych wielomianéw nie
ma pierwiastkéw rzeczywistych.

Jezelia < 01a # —1 to Tomek ma strategie wygrywajaca. Zauwazmy, ze
jezeli wyraz wolny i wspélczynnik wiodacy wielomianu sa réznych znakéw, to
wielomian ma pierwiastek. Wobec tego Janek nie moze zagraé¢ jako pierwszy
przy 20 ani przy z*, gdyz wtedy Tomek odpowie odpowiednio przy z* lub z,
liczba o przeciwnym znaku. Rozwazmy dwa przypadki.

Jezeli Janek zgral swoj pierwszy ruch przy x® (przypadek z' jest analo-
giczny poprzez zastapienie W (x) przez z4W(%)), to Tomek odpowiada a® = 1
przy z* za$ Janek musi w nastepnym ruchu zagraé liczbe dodatnia przy z°.
Oznaczmy przez g(x) = x* + ua® + v dotychczasowy wielomian. Niech ponad-
to m = max{g(—1),¢(1)}. Tomek w swoim ruchu wybiera wspélczynnik przy
22, powiedzmy d, tak aby d < —m. Wtedy g(1) +d-12 < m +d < 0, oraz
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g(=1) +d-(-1)2 < m +d < 0. Powstaly dotad wielomian ma ujemne war-
tosci w —1 i 1, niezaleznie od ostatniego ruchu Tomka jedna z tych wartosci
sie zwiekszy a druga zmniejszy, i przynajmniej jedna z nich zostanie ujemna.
Wynika stad, ze wielomian ma pierwiastek i Tomek wygra.

Jezeli Janek zagral swéj pierwszy ruch przy 22 to Tomek odpowiada a® = 1
przy z* za$ Janek musi w nastepnym ruchu zagraé liczbe dodatnia przy z°.
Oznaczmy przez g(z) = v* +ux® +v dotychczasowy wielomian. Niech ponadto
k = max{g(—1),9(3)}-

Jezeli k < 0 to Tomek wybiera dowolne ¢ spelniajace warunki —k > ¢ > 0
i stawia przy a3. Wtedy g(—1) + ¢(=1)® = g(—=1) — ¢ < g(—1) < k < 0, oraz
9(3)+ (3)%c < g(3) — £k < Ik < 0. Powstaly dotad wielomian ma ujemne
wartosciw —1 1 %, niezaleznie od ostatniego ruchu Tomka jedna z tych wartosci
sie zwiekszy a druga zmniejszy, i przynajmniej jedna z nich zostanie ujemna.
Wynika stad, ze wielomian ma pierwiastek i Tomek wygra.

Jezeli k > 0 to Tomek wybiera dowolne ¢ spelniajace warunki ¢ > 4k i stawia
przy 3. Woéwczas g(—1) — ¢ < k — c oraz g(3) + g¢ < k + ic. Aby wygraé
Janek musi tak dobraé¢ wspélczynnik przy x!, powiedzmy e, aby spetnione byty
warunki

1 1
k—c—e>0 oraz §c+k+§e>0.

Z ktorych wynika k—c > e > —ic—2k czyli 4k > c co jest sprzeczne z doborem
c.
Ostatecznie Janek wygra gdy a > 0 lub a = —1, za$ Tomek dla a < 0

ia#—1.

4. Krystyna i Stefan graja w nietypowsa wersje gry w kétko i krzyzyk. Plan-
sza sklada sie z 3x 3 duzych kwadratéw, a kazdy z nich zawiera mniejsza plansze
ztozong z 3 x 3 pdl. Gre zaczyna Krystyna stawiajac znak X w dowolnym spo-
§rod 81 pol. Nastepnie gracze naprzemiennie stawiaja swoj znak w dowolnym
polu lezacym wewnatrz duzego kwadratu odpowiadajacemu ostatniemu rucho-
wi przeciwnika. Przyktadowo, jeéli Krystyna postawi X w lewym gérnym polu
ktéregokolwiek z 9 duzych kwadratéow, to Stefan musi zagraé¢ w pewne wolne
pole w duzym kwadracie lezagcym w lewym gérnym rogu planszy. Jesli kwadrat,
w ktérym jest sie zmuszonym zagrac¢ jest juz calkowicie wypelniony, to mozna
zagra¢ w dowolnym wolnym polu na planszy. Gracz, ktéry wygra gre w kté-
ryms$ duzym kwadracie, wygrywa ten duzy kwadrat. Calg gre wygrywa gracz,
ktoéry jako pierwszy wygra trzy duze kwadraty lezace w linii. Rozstrzygnaé, czy
ktorys z graczy ma strategie wygrywajaca i jesli tak, to ktéry.

Pytanie pozakonkursowe. Zmienmy troche zasady, zaktadajac, ze jesli gracz jest
zmuszony zagra¢ w duzym kwadracie, ktéry juz zostal przez kogos wygrany,
to moze zagra¢ w dowolne wolne pole na planszy. Rozstrzygnac¢, czy ktorys
z graczy ma strategie wygrywajaca i jesli tak, to ktory.
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Rozwiazanie:

Numerujemy duze kwadraty kolejno wierszami, liczbami od 1 do 9. Podobnie
numerujemy pola kazdej malej planszy. Do pola odnosimy sie najpierw podajac
numer duzego kwadratu, a nastepnie podajac numer pola na planszy w tym
kwadracie.

Pokazemy, ze Krystyna ma strategie wygrywajaca. W pierwszym ruchu gra-
my w $rodek, srodkowego kwadratu czyli w pole (5,5). Nastepnie wykonujemy
siedem kolejnych ruchéw w srodki wskazanych przez Stefana pdl. Innymi sto-
wy na ruch (5,47) odpowiadamy ruchem (i,5). W rezultacie duze pole numer
5 nalezy do Stefana, i jest calkowicie wypelnione. Natomiast wszystkie srodki
pozostatych duzych pdl poza jednym naleza do Krystyny, bez starty ogélnosci
przyjmijmy, ze to pole ma numer 1.

W nastepnym ruchu Krystyna gra w pole (1,1). Nastepnie na kazdy ruch
postaci (1,7) odpowiadamy (i,1), gdy ¢ # 5, za$ na (1,5) odpowiadamy (9, 1),
gramy w ten sposéb dopdki Stefan nie zajmie obu pdl (1,5) i (1,9).

Na drugi z tych ruchéw odpowiadamy (9,9). Nastepnie na kazdy ruch (1, 1)
lub (9,47) odpowiadamy (i,1), jesli to pole nie jest jeszcze zajete lub (i,9)
w przeciwnym razie. W pewnym momencie oba duze kwadraty 1 i 9 sie za-
pelia. Zauwazmy, ze wowczas duze pola 1 i 5 nalezg do Stefana, za$ duze pola
2,3,4,5,6,7,8 naleza do Krystyny. Wobec tego Krystyna wygrala.
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Pierwszy Mecz Matematyczny

1. Dana jest liczba catkowita dodatnia n oraz takie dwa podzbiory A, B
zbioru {0,1,...,n}, ze speliony jest warunek |A| 4+ |B| > n + 2. Udowodnié,
ze istnieja takie elementy a € A,b € B, ze a + b jest potega dwojki.

Rozwiazanie:

Niech I, = {0, 1,...,m}. Pokazemy najpierw indukcyjnie, ze dla dowolnego
m naturalnego istnieje funkcja réznowartoéciowa f : I,, — I, taka, ze dla
dowolnego x € I,,, liczba x + f(x) jest potega dwijki. Dla m = 1 wystarczy
przyjaé f(0) = 11 f(1) = 0.

Zalézmy, ze teza jest prawdziwa dla wszystkich k£ < [ — 1 i rozwazmy I,
gdzie 297! < I < 2% dla pewnego a naturalnego. Konstruujemy f w nastepujacy
sposéb: dla 2¢ — [ < t <l niech f(t) = 2% —t. Z zalozenia indukcyjnego wiemy
natomiast, ze istnieje g takie, ze t + g(t) jest potega dwéjki dla ¢ < 2% — [.
Dookreslamy f(t) = g(t) dla ¢t < 2* — [ i mamy szukane f, co konczy dowdd
indukcyjny.

Niech f : I,, — I, bedzie funkcja o opisanych wyzej wlasnos$ciach. Poniewaz
jest ona bijekcja, mamy |f(A)| = |A], czyli z warunkéw zadania

[f(A)]+ Bl = Al +|B] > n+ 2> |I,].

Oznacza to, ze istnieje s € f(A) N B i wtedy f~!(s) + s jest potega dwodjki
i jednoczesnie f~1(s) € Ai s € B, co konczy dowdd.

2. Danych jest 5n punktéw na plaszczyznie, przy czym zadne trzy z nich nie
sg wspotliniowe. Niektore z tych punktéw potaczono 10n? + 1 odcinkami, a na-
stepnie kazdy z narysowanych odcinkéw pomalowano na zielono lub czerwono.
Udowodnié, ze istnieje tréjkat, ktorego boki sa tego samego koloru.

Rozwiazanie:

7 twierdzenia Turana wiemy, ze maksymalna liczba krawedzi w grafie o 5n
wierzcholkach bez szescioelementowej kliki wynosi (1 — %)% = 10n%. Wobec
tego w naszej konfiguracji istnieje szes¢ punktow z ktorych kazde dwa sa po-
laczone odcinkiem pewnego koloru. Liczba Ramseya R(3) = 6, dlatego wérdd
tych szedciu punktéw pewne trzy sa polaczone odcinkami tego samego koloru.

3. Wyznaczy¢ wszystkie wielomiany P(x) o wspélczynnikach catkowitych,
dla ktérych istnieje taka funkcja F : Z3 — Z., ze dla dowolnych liczb catkowi-
tych a, b, ¢ oraz dla dowolnego n zachodzi podzielnoéé

Pn)| > Fla+ib+jec+k).

1<i,j,k<n
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Rozwiazanie:

Udowodnimy, ze jedynymi wielomianami spelniajacymi warunki zadania sa
P(z) = cz™ dla pewnych liczb catkowitych ¢ > 0,n > 0.

Dowiedziemy najpierw, ze jezeli wielomian nie jest tej postaci to nie spelnia
warunkéw zadania. Niech P(x) = 2*Q(z) gdzie Q(0) # 0 i deg@ > 1. Niech
M bedzie minimalng wartoscia funkcji F(z,y, z). Wezmy taka liczbe caltkowita
dodatnia k, aby istniala liczba pierwsza p spelniajaca warunki p|Q(k) oraz
p > max(Q(0), M). Gdyby taka liczba pierwsza nie istniala, to zbior czynnikéw
pierwszych wartosci @@ bylby skonczony, co jest niemozliwe.

Z twierdzenia Dirichleta istnieja takie liczby pierwsze pi1,po,...,ps, 7€ p; =
k (mod p). Wiemy, ze suma wartosci funkcji F' w kazdym szedcianie p; X p; X p;
jest podzielna przez P(p;) = P(k) = 0 (mod p), czyli jest podzielna przez p.
Wynika stad, ze przez p jest podzielna suma wartoéci funkcji F' w dowolnym
prostopadloscianie p1popsps X p1p2 X p1 oraz w dowolnym prostopadlo$cianie
P1P2P3P4 X P1P2 X P2. Z tego, ze p1 1 p2 sa wzglednie pierwsze wynika, ze istnie-
ja takie liczby catkowite z,y, ze p1z + yp2 = 1. Dostajemy, ze suma wartosci
funkcji ' w dowolnym prostopadloscianie pipopsps X pi1pe X 1. Analogicznie
pokazujemy, ze suma wartosci funkcji F' w dowolnym prostopadloscianie o dtu-
gosciach bokéw kolejno p1pepsps X psps X 1, p1papapa X 1 X 1, pspeprps X 1 X 1,
oraz 1 x 1 x 1 jest podzielna przez p. Liczba M jest wiec podzielna przez p,
jednak p > M co prowadzi do sprzecznosci.

Niech P(x) = z¥, udowodnimy, ze taka funkcja F istnieje. Wskazemy, taka
funkcje f : Z — Z, ze n*|f(a)+ f(a+1)+...+ f(a+n—1) dla dowolnej liczby
n catkowitej dodatniej oraz dowolnej liczby calkowitej a. Wéwczas wystarczy
wstawi¢ F(z,y,z) = f(x).

Definiujemy funkcje f nastepujaco f(0) = 1,f(1) = 2™ — 1, nastepnie defi-
niujemy w kolejnosci liczby f(—1),f(2),f(—2), f(3),.... Zalézmy, ze mamy juz
zdefiniowane liczby

f(_(k_1))’"'7f(_1)7f(0)7f(1)""7f(k_1)

i definiujemy f(k). Musimy zadbaé¢ o to by spelniony byl uklad kongruencji
postaci

f(k) = f(=(k=1))=0 (mod (2k —1)")
FR) + fk—1)+ ...+ f(—(k—1))=0 (mod (2k)")

Aby skorzystaé z chinskiego twierdzenia o resztach, musimy sprawdzié¢, ze uktad
ten nie jest sprzeczny, czyli, ze dla dowolnych ¢,5 = 1,2,...,2k — 1 zachodzi
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f(k—1i)=f(k—j) (mod NWD(i,j)")
Flk—i)+ flk—1)+...+ f(—~(k—1))=0 (mod NWD(2k,i)")

Pierwsza kongruencja wynika z zalozenia indukcyjnego, gdyz wiemy, ze
f(k—14) = f(k—j) (mod (i — j)™). Druga wynika z zsumowania kongruen-
cji

flk=i)+fk—i+1)+...+ f(k—1)=0 (mod i")
flk=i)+fk—i—-1)+...+f(—(k—=1))=0 (mod (2k —i)")

edyz oczywiscie NWD(i, 2k — i) = NWD(2k, ). Uklad jest wiec niesprzeczny
i z chinskiego twierdzenia o resztach dobieramy f (k). Analogicznie rozumujemy
dla f(—k).

Ostatecznie pokazaliSmy, ze jezeli P(z) = cz™ to warunki zadania sa spel-
nione.

4. Rozwiagzaé w liczbach catkowitych dodatnich (m,n) réwnanie
3" =2m? + 1.

Rozwiazanie:
Rozwazmy dwa przypadki ze wzgledu na parzystosé liczby n. Jezeli liczba
n jest parzysta to mozemy zapisa¢ n = 2k i mamy

(3F —1)(3% + 1) = 2m>.

Liczby 3% — 1 oraz 3% + 1 sg kolejnymi liczbami parzystymi wobec czego
NWD(3¥—1,3%+1) = 2. Z poprzedniej réwnoéci wnosimy, ze jedna z liczb 3% —1
lub 3% + 1 jest kwadratem liczby naturalnej. Liczba 3% — 1 daje przy dzieleniu
przez 3 reszte 2, czyli nie moze byé kwadratem. Dostajemy 3F + 1 = t? dla
pewnego t catkowitego. Przeksztalcajac ré6wnoéé do postaci 3% = (¢t — 1)(t + 1)
otrzymujemy, ze liczby ¢t — 1,¢ 4+ 1 sa potegami tréjki, ktérych réznica wynosi
2, stad t =2, k =1 oraz n = 2. Co prowadzi do rozwiazania (m,n) = (2,2).

Jezeli liczba n jest nieparzysta to zapisujemy n = 2k + 1. Podstawiamy
t = 3% i dostajemy réwnanie

3t —2m? = 1.
Podstawiajac t = 2v + u oraz m = 3v + u, otrzymujemy rownanie Pella postaci

u? — 602 = 1.
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Rozwiazania tego rownania wyrazaja sie wzorami rekurencyjnymi
(ug,v0) = (5,2),  (Upt1,Vp41) = (buy + 120, 2u, + 5v,).
Mozemy stad uzyskaé¢ wzory rekurencyjne na t, = 2v, + u, postaci
toy=1,tg=9, tyro=10t,411 —t,.

Rozpatrujac reszty z dzielenie podanego ciagu przez 27 otrzymujemy,
t, =0 (mod27) <= v=3 (mod)9).

Rozpatrujac reszty z dzielenia podanego ciagu przez 17 otrzymujemy,
t, =0 (mod17) <= v =3 (mod9).

Wiynika stad, ze w ciagu (£,),>0 jedynymi potegami tréjki sa 11 9. Otrzymu-
jemy rozwiazania wyj$ciowego réwnania (m,n) = (1,1), (5, 11).

Ostatecznie rozwiazaniami réwnania sa pary liczb (m,n) réwne (1,1),(2,2),
oraz (5,11).

5. Niech p bedzie liczba pierwsza postaci p = 22" 4 1, dla pewnej liczby
calkowitej dodatniej k. Wyznaczy¢ liczbe par liczb catkowitych (m,n) spelnia-
jacych warunki 0 < m < n < p — 1 oraz kongruencje

2"+ 3" =2"+3" (mod p).

Rozwiazanie:

Udowodnijmy, ze kazda niereszta kwadratowa modulo p jest generatorem
modulo p. Oczywiscie reszta kwadratowa nie moze by¢ generatorem modulo p.
Ponadto liczba generatoréw wynosi

p—1

k k_
elp—1)=p(2*)=2"""= 5

i jest rowna liczbie niereszt kwadratowych, skad wynika nasza teza.
Sprawdzmy, ze 3 jest niereszta kwadratowa modulo p

<3): (—1)%= . <§) (-1 = (?)): —1.
p

Wobec powyzszego stwierdzenia, dostajemy, ze 3 jest generatorem modulo p.
Dana w zadaniu kongruencje, mozemy przepisaé jako

3\ 2n—m
(2> “gnom —q (modp).
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Zauwazmy, ze p = 1 (mod 8), czyli 2 jest reszta kwadratowa modulo p. Wynika
stad, ze % jest nieresztg kwadratowa modulo p, czyli generatorem. Podstawmy
I = (n—m), zamiast szukaé par (n, m) obliczymy liczbe par (I, m) spelniajacych
nasza kongruencje. Warunki 0 < m < n < p — 1 sg réwnowazne 0 < m <
p—1,0<l<p—1,orazl+m<p—1.

7Z tego, ze % jest generatorem modulo p wynika, ze dla dowolnego [ takiego,

ze —gi:i # 0 (mod p) mozemy dobraé¢ dokladnie jedno 0 < m < p — 1 takie,

ze .
3\"_ 2—1

Oznaczmy to m przez m(l). Przypusémy, ze dla pewnego [ zachodzi I +m(l) >
p — 1, wéwezas po przeksztalceniu powyzszej kongruencji dostaniemy.

<3)m(l)+l(p1) 2p717l -1

2

ooy (modp).

Czylim(p—-1—-1) = m()+1—-(p—1) < p— 1. Udowodnilidmy, ze jezeli
m)+l=2p—1tom(p—1—1)+(p—1—1) < p— 1. Podobnie dostajemy, ze
jezeim(l)+1l<p—1tom(p—1—-1)+(p—1-1) 2 p—1. Co za tym idzie

2l—1
31—1

doktadnie do potowy [ spelniajacych warunek —
dobra¢ m tak aby m +1 <p— 1.

Zastanéwmy sie jeszcze ile liczb z przedzialu 0 < I < p—1 spelnia kongruen-

cje —gij = 0 (mod p). Powyzszy warunek jest réwnowazny 2! = 1 (mod p).

# 0 (mod p), mozemy

Zauwazmy, ze ord,(2) = 2% 4+ 1. Nie moze by¢ mniejszy, gdyz 1 < 22" = p—1<
k
p. Natomiast 22 1 = (p—1)2 =1 (mod p). Otrzymujemy, ze liczba rozwigzan
p=l  _ 92¥—k-1

kongruencji 2! =1 (mod p) wynosi ord, (2)

Ostatecznie jest 22" _ 92" =k=1Jiczh [ dla ktérych mozna dobraé m(l), oraz
dla dokladnie polowy z nich zachodzi warunek m(l) +1 < p — 1. Szukana liczba

. k_ k_ —
par wynosi wobec tego 22 1 — 22" k=2,

6. Udowodnié¢, ze dla dowolnych nieujemnych liczb rzeczywistych z,y, z
zachodzi nieréwnoscé

3(x+y+z)>2(\/x2+yz+\/y2+zx+\/z2+a:y).

Rozwiazanie:
Bez straty ogdlnosci przyjmijmy, ze x > y > z. Z nieréwnoéci miedzy Srednig
arytmetyczna i kwadratowa wynika, ze

2 2
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Wobec tego wystarczy udowodnié, ze

2. .2
3(x+y+z)—2\/x2+yz>4\/y te —;a:y+xz.

Obie strony powyzszej nierownosci sa nieujemne, dlatego mozemy réwnowaznie
podniesé stronami do kwadratu. Po przeksztatceniach dostaniemy

(x— (y+2))° +20yz > 12(x 4+ y + 2) (V2% + yz — z).

Zauwazmy, ze

22 Yy —a= 9 Y2
Va2 tyz+ax 2%

Mamy nastepujacy ciag nieréwnosci

(@ —(y+2)° +20yz — 12(x +y+2) (V22 +yz —x) >
>(ac—(y+z))2+20yz—6(:ﬁ+y+z)%

+z z
(x(y+z))2+2yz+12<a;y2 )3;>0.

7. Wyznaczy¢ wszystkie wielomiany P(x) o wspélczynnikach catkowitych,
ze dla dowolnej liczby calkowitej nieujemnej n istnieje taka liczba catkowita a,
ze P(a) = 2™.

Rozwiazanie:

Udowodnimy, ze jedynymi wielomianami spelniajacymi warunki zadania sa
P(z) = +x + b gdzie b jest dowolna liczba calkowita.

Niech P(z) = anz™+...+aix+ag. Jezeli n jest liczba parzysta to oczywiscie
an, > 0, jezeli n jest liczba nieparzysta to zamieniajac ewentualnie P(x) na
P(—x) zaktadamy, ze a,, > 0.

Z wlasnoéci wielomianéw istnieje taka liczba naturalna N, ze P(z) jest
monotoniczny na przedziatach (—oo, —N) oraz (NN, c0). Ponadto, mozemy tak
dobraé stala catkowita C aby dla |x| > M; zachodzilo

2"P(x) € (P(2x — C), P2z + C)),
Istotnie, aby to pokazaé rozpatrzmy réwnosé
2"P(z) — P2z +C) = (an_1 £ Cna,)2" ta" 1 4 ...
Dla dostatecznie duzych n znak tego wyrazenia zalezy jedynie od znaku

(an—1£Cnay), a ten mozemy ustali¢ dobierajac odpowiednio duze C. Ponadto,
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jezeli n jest liczba parzysta to niech D bedzie taka liczba calkowita, ze dla
|x| > My zachodzi

9"P(z) € (P(~2z — D), P(—2x + D)).

Wezmy a, b takie, ze P(a) = 2%, P(b) = 2" P(a) oraz zachodza nieréwnosci
lal, |b] > max{M;, M2, N}. Wéwczas P(b) € (P(2a — C),P(2a+C)) gdy aib
sa tego samego znaku, lub P(b) € (P(—2a — D), P(—2a + D)). W pierwszym
przypadku oznacza to, ze b—2a € (—C, C), za$§ w drugim, ze b+2a € (—D, D).
Wynika stad, ze jedno z réwnan

P2z + A) =2"P(z) lub P(—2z + A) = 2" P(x),

gdzie A jest ustalong liczbg catkowitg, ma nieskonczenie wiele rozwigzan. Jak
wiadomo rownos$é wielomianowa posiadajaca nieskonczenie wiele rozwiazan jest
tozsamoscia. Bez straty ogdlnosci przyjmijmy, ze P(2z + A) = 2"P(x) dla
kazdego x. Niech z bedzie pewnym, by¢ moze zespolonym, pierwiastkiem P(z),
woéwcezas 2z + A réwniez jest pierwiastkiem. Gdyby z # —A, to ciag z,2z +
A4z + 3A,82 + TA,. .., zawieralby nieskonczenie wiele pierwiastkéw P, co
jest niemozliwe. Oznacza to, ze P ma co najwyzej jeden pierwiastek, jest wiec
postaci P(z) = a(px — q)". Zauwazmy, ze n = 1, gdyz liczby (pzr — ¢)™ moga
mie¢ tylko podzielna przez n liczbe dwdjek w rozkladzie na czynniki pierwsze.
Dostajemy P(x) = ux + v dla pewnych liczb catkowitych u,v. Wiemy, ze 11 2
sa warto$ciami P(x), a kazde dwie kolejne wartosci réznia sie o dokladnie u,
stad u = +1.

Ostatecznie jedynymi rozwiazaniami sa P(x) = +x + b, gdzie b jest liczba
calkowita.

8. Rozstrzygnadé, czy istnieje taki wielomian P(x,y) o wspdlczynnikach
rzeczywistych, ze dla dowolnych liczb rzeczywistych x,y zachodzi nieréwnosé
P(z,y) > 0, ale P nie daje si¢ zapisa¢ jako suma kwadratéw wielomianéw
o wspélczynnikach rzeczywistych.

Rozwigzanie:

Udowodnimy, ze wielomian P(z,y) = x*y? + 2%y* — 22y + 2% ma zgdane
wlasnosci.

Jezeli 2 +y? —1 > 0, to P(z,y) = (22 + y*> — 1)x?y? + 5= > 5= > 0. Jezeli
za$ 22 + y? — 1 < 0, to na mocy nieréwnosci miedzy érednimi otrzymujemy

1 B <(1—x2—y2)+x2+y2

3 ) > (1—a® —y?)a?y?

i wobec tego P(z,y) > 0.
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Udowodnimy teraz, ze wielomian P nie daje si¢ przedstawi¢ w postaci su-
my kwadratéow wielomianéw o wspotczynnikach rzeczywistych. Przypusémy nie
wprost, ze P(z,y) = > ,_, Qr(z,y). Poniewaz deg P = 6, wiec deg Qx < 3 dla
wszelkich k. Zapiszmy

Qr(r,y) = ara® + bpy® + ey + diay® + era® + fry® + gy + b + Ky + .

Poréwnujac wspélezynniki w réwnoéei P(z,y) = > _, Qr(z,y) stojace przy
2% iy dochodzimy do wniosku, ze Y j_, ai = 0 oraz y_,_, b? = 0, wobec tego
dla dowolnego k mamy ay = by, = 0.

Poréwnanie wspétczynnikéw stojacych przy z? i y* prowadzi do réwnoéci

rer ek =01Y7_| f2=0,zatem e, = f, = 0 dla wszystkich k, a poréwnanie

wspolezynnikéw stojacych przy z2 i y? prowadzi do réwnoéci hy, = s, = 0.

Poréwnujemy teraz wspoétezynniki stojace przy 22y? i dostajemy ZZ=1 g,% =
—1, co nie moze by¢ prawda, gdyz kwadraty liczb rzeczywistych sg liczbami
nieujemnymi. Otrzymana sprzecznos$¢ konczy dowod nie wprost.

9. Dany jest czworo$cian ABCS wpisany w sfere s. Sfera s’ przechodza-
ca przez punkt S przecina krawedzie AS,BS,CS odpowiednio w punktach
D,E,F. Punkty X,Y,Z sa symetryczne do punktéw D, FE, F odpowiednio
wzgledem $rodkéw krawedzi AS, BS,CS. Udowodnié, ze jesli sfery s i s’ prze-
cinaja sie wzdhuz okregu lezacego w plaszczyznie réwnoleglej do plaszczyzny
ABC, to punkty A, B,C, X,Y, Z leza na jednej sferze.

Rozwigzanie:

Wystarczy udowodnié, ze

AS-XS=BS-YS=CS-ZS.
7 tresci zadania wynika, ze
AD=XS, BE=YS, CF=ZS,
wiec wystarczy dowiesé, ze
() AD-AS=BE-BS=CF-CS.
Skoro sfery s i s’ przecinaja sie wzdluz okregu lezacego w plaszczyznie row-
noleglej do plaszczyzny ABC, to ich srodki leza na prostej ¢ prostopadlej do
plaszczyzny ABC' i plaszczyzny tego okregu. Obrét wokol tej prostej prze-

ksztalcajacy punkt A na punkt B przeprowadza sfere s’ na siebie. W takim
razie obrazy D’ 1 S’ punktéw D i S naleza do sfery s'. Zatem

AD-AS =BD'-BS' = BE - BS.
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Analogicznie dowodzimy, ze BE-BS = CF-CS, co wraz z powyzszg réwnoscia
pociaga za soba zaleznosé (x).

10. Dany jest trojkat ostrokatny ABC. Prosta prostopadla do prostej BC
przechodzaca przez A przecina okrag o $rednicy BC' w punktach K i M, przy
czym AK < AM. Prosta prostopadta do prostej AC przechodzaca przez B
przecina okrag o érednicy AC w punktach L i N, przy czym BL < BN.
Udowodnié, ze proste AB, KN, M L przecinaja si¢ w jednym punkcie.

Rozwigzanie:

Oznaczmy przez D, E, F spodki wysokosci poprowadzonych odpowiednio
z wierzchotkéw A, B, C oraz przez H - ortocentrum tréjkata ABC. Zauwaz-
my, ze BFC = <BEC = 90°, czyli punkty B, F, K, E,C, M leza na jednym
okregu. Stad KH - HM = CH - HF'. Analogicznie CH - HF = FEH - HL, czyli
czworokat K LM N jest wpisany w okrag. Wiemy tez, ze symetralne KM i LN
przecinaja si¢ w punkcie C, czyli C jest érodkiem tego okregu. Z réwnoramien-
nosci tréjkata CK M oraz tego, ze czworokat CKFM jest wpisany w okrag
mamy odpowiednio SCKM = SCMK = SCFK, czyli tréjkaty CK H oraz
CFK sa podobne, zatem CK? = CH - CK. Oznacza to, ze punkt K jest obra-
zem punktu H w inwersji o srodku w punkcie C' i promieniu CK. Wiemy tez,
ze AB L CF, czyli AB jest biegunowa punktu H wzgledem okregu o érodku
w C' i promieniu CK. Z tw. Brocarda punkt przecigcia KN i LM lezy na tej
biegunowej, co konczy dowdd.

11. Punkt P lezy wewnatrz tréjkata ostrokatnego ABC. Punkty D, E, F
sa rzutami prostokatnymi punktu P odpowiednio na boki BC,CA, AB. Punkt
O jest srodkiem okregu opisanego na tréjkacie DEF, a R — jego promieniem.

Udowodni¢, ze
[ABC] > 3V3R\/R? — OP2,

gdzie [F] oznacza pole figury F.

Rozwiazanie:

Udowodnimy najpierw nastepujacy

Lemat. Dany jest kat wypukly BAC. Punkty X 1Y leza wewnatrz tego
kata. Punkty K i L sg rzutami punktu X odpowiednio na AB i AC, a punkty M
i N sa rzutami punktu Y odpowiednio na AB i AC. Jezeli punkty K, L, M, N
leza na okregu, to proste AX i AY sa izogonalnie sprzezone w kacie BAC'.

Dowdd lematu. Zauwazmy, ze czworokaty AKXL i AMY N sa wpisane
w okregi o érednicach AX i AY. Wobec tego

JAXK = SALK = INMA = INY A, zatem

IKAX = g —JAXK = g _INYA=<JYAN,
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co konczy dowdd lematu.

Przejdzmy do rozwiazania zadania. Niech punkt ) bedzie odbiciem syme-
trycznym punktu P wzgledem punktu O. Niech K, L, M beda rzutami punktu
@ odpowiednio na boki BC, CA, AB. Woéwczas punkty K, L, M leza na okregu
opisanym na trojkacie DEF. Z lematu wynika wiec, ze punkty P i @ sa izogo-
nalnie sprzezone w tréjkacie ABC. Wobec tego istnieje elipsa £ o ogniskach P i
Q@ styczna do bokéw tréjkata ABC, ktérej os wielka ma dlugosé 2R. Jej druga
0§ ma dlugoéé 2v/ R? — OP?, wige [€] = mRV R? — OP?. Nier6wno$é¢ z zadania

jest wiec rownowazna temu, ze

m&ﬂ>§@
G

Rozwazmy przeksztalcenie afiniczne, ktére przeksztalca elipse £ na koto &£
i niech A’, B’,C’ beda obrazami punktéw A, B,C przy tym przeksztalceniu.
Woéwezas £ jest kolem wpisanym w trojkat A’ B’C’. Poniewaz przeksztalcenia
afiniczne zachowuja stosunek pél, wiec teza zadania jest réwnowazna nieréw-
nosci
[A'B'C'] _ 3V3
€] ™

Oznaczmy boki oraz promien okregu wpisanego tréojkata A’B’C’ odpo-
wiednio przez a,b,c,r. Niech 2p = a 4+ b + c¢. Poniewaz zachodza réwnosci
[A'B'C") = \/p(p — a)(p — b)(p — ¢) = pr oraz ['] = mr?, wigc

[A/B/C/] [A/B’C/P p27"2

€] [ABCNE] ™ oo —a)p-b)(p - orr?

_V P’
S\ (p—a)p-b)(p—c)

Nierownosé, ktorej chcemy dowie$é jest wiec réwnowazna nastepujacej:

p3

(p—a)(p—">b)(p—c)

To za$ jest rownowazne nieréwnosci miedzy $rednimi arytmetyczna i geome-
tryczna zastosowanej dla liczb p —a,p — b,p — c.

> 27.
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Drugi Mecz Matematyczny

1. Wykazaé, ze réwnanie z* — 17y? = 2w? nie ma rozwigzan we wzglednie
pierwszych liczbach catkowitych dodatnich (z,y,w).

Rozwiazanie:

Przypusémy, ze liczby x, y, w sa rozwigzaniem danego réwnania. Dla do-
wolnej liczby pierwszej p dzielacej w liczba 17 jest reszta kwadratowa, zatem
z prawa wzajemnosci dla reszt kwadratowych

()=

skad wynika, ze p jest reszta kwadratowsg modulo 17. W takim razie w jest
reszta kwadratowa modulo 17, czyli istnieje takie ¢, ze

w=t> (mod 17).
7 drugiej strony z danego réwnania otrzymujemy
2w? =2* (mod 17) albo t*=w? =9z (mod 17).

W takim razie
17|(? — 32%)(t* + 322),

czyli ktoras z liczb 3 lub —3 musiataby by¢ reszta kwadratowa modulo 17. To
jednak jest nieprawda, bowiem z wlasnosci symbolu Legendre’a otrzymujemy

(1)-(5)-()-
(@)-coe () ()=

oraz

2. Niech k bedzie liczba catkowita dodatnia, zas m liczba nieparzysta. Wy-
kazaé, ze istnieje taka liczba catkowita dodatnia n, ze liczba m™ + n'™ ma co
najmniej k réznych dzielnikéw pierwszych.

Rozwiazanie:

Niech n = m(20+1) dla pewnej liczby catkowitej dodatniej I. Mamy wowczas
m2H 4 (204 1)|m™ +n™. Wystarczy dobraé tak liczbe calkowita [, zeby liczba
m2H 420+ 1 = m2+1 — 14 2(1 + 1) miala co najmniej k réznych dzielnikéw
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pierwszych. Wybierzmy k réznych liczb pierwszych py, po, ..., pr > m, spelnia-
jacych dodatkowo warunki nwd(p;, p; — 1) = 1 dla dowolnych ¢, j. Wybierzemy
[ tak, aby zachodzity kongruencje

k p—1
[=0 (mod H(pz —1))orazl=—-1 (mod le)
i=1 i=0

Uktad ten ma rozwiazanie z chinskiego twierdzenia o resztach. Dla tak dobra-
nego [ oraz dowolnego ¢ = 1,2, ..., k mamy

(M1 —1)+20+1)=1-1)+2-0=0 (mod p;).

Teza zadania zostala udowodniona.

3. Dana jest liczba pierwsza p > 3 oraz taka liczba catkowita a, ze p|a®+a+1.
Udowodnié, ze zachodzi podzielnosé

2 3 p—1
p|(p1)!<aa+a...a )

2 '3 p—1

Rozwiazanie:
Zauwazmy, ze dla ¢ = 0,1,2,...,p — 1 zachodzi kongruencja (pzl) = (-1)
(mod p). Wobec tego mozemy napisaé

et

=1 i=1

Wobec tego wystarczy pokazaé, ze (a + 1)P — a? — 1 jest podzielne przez p?.
Rozwazmy wielomian (z+1)P —xP — 1, oczywiscie wszystkie jego wspdélezynniki
sg podzielne przez p. Z warunkéw zadania wynika, ze p jest postaci p = 3k + 1.
Rozwazmy nasz wielomian modulo 22 4+ x + 1. Mamy

(x+1)P —aP —1=(—2*)P —aP — 1= —2?P —2P — 1
= 02 g3l 1= 2?2 2 -1=0 (moda2®+z+1).
Wobec tego wielomian (x + 1)? — 2P — 1 jest podzielny przez p(z? + x + 1) co

za tym idzie
p* | pla®+a+1) | (a+1)P —a’ -1

Co jest réwnowazne tezie, na mocy powyzszych rozwazan.

4. Danych jest 2n4-1 liczb niewymiernych. Udowodnié¢, ze mozna tak wybraé
n + 1 z nich, aby suma dowolnego niepustego podzbioru wybranych liczb byta
niewymierna.
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Rozwiazanie:

Przeprowadzimy dowdd indukcyjny po n. Dla n = 1 mamy liczby niewy-
mierne a, b, c. Jesli a + b + ¢ jest liczba wymierna, to niewymierna jest liczba
a+b=(a+b+c)—c, czyli {a,b} jest szukanym podzbiorem. Jesli a + b + ¢
jest niewymierna, to (a+b) + (b+¢) + (c+a) = 2(a+ b+ ¢), czyli jedna z liczb
a+b,b+ c,c+ a jest niewymierna i réwniez istnieje szukany podzbiér.

Zalézmy, ze dla pewnego m naturalnego teza jest prawdziwa dla wszyst-
kich naturalnych k < m i rozwazmy przypadek m + 1. Rozwazmy pewna baze
(21, x2,...,2;) nad liczbami wymiernymi rozwazanych 2(m + 1) + 1 liczb nie-
wymiernych ay, as, ... asm+3 (mozna ja skonstruowaé rozwazajac przestrzenie
liniowe nad Q rozpiete przez {a;}, {a1, a2}, itd).

Niech a sposréd rozwazanych liczb ma dodatnia wspolrzedna stojaca przy
x1 oraz b - ujemna wspdlrzedna stojaca przy x1. Mozemy bez straty ogdlnosci
zalozyé, ze a > b, bo wszystkie liczby mozna przemnozy¢ przez —1. Z zalozenia
indukcyjnego wiemy, ze ze zbioru liczb majacych pierwsza wspolrzedna rowna
0 mozna wybraé | 2m43—a=bil | > | 2mid=2a | _ 4 9 _ ¢ liczb spelniajacych
warunki zadania. Zauwazmy, ze rozwazajac te m+ 2 — a liczb wraz z a liczbami
majacymi dodatnia pierwsza wspétrzedna otrzymamy m+2—a+a=m+2 -
elementowy podzbiér spelniajacy warunki zadania, co konczy dowdd.

5. Wyznaczy¢ najwigksza liczbe rzeczywista C taka, ze dla dowolnych nie-
ujemnych liczb rzeczywistych spelniajacych warunek = 4+ y 4+ z = 1 zachodzi
nieré6wnosc

x Y z
+ + >
1492+ Cly—2)2 149%z2+C(z—x)> 1+92y+C(z—y)?

N | =

Rozwiazanie:
Odpowiedz: C = 4.
Wykazemy najpierw, ze C' < 4. Jesli wezmiemy x =0, y = z = % , to dana

nier6wno$¢ przyjmuje postac

1 1

2 2
+ >
1+1ic "1+ic”

)

DN =

skad wniosek, ze C' < 4.
Teraz udowodnimy, ze dana nieréwnos¢ zachodzi dla C' = 4. Z nieréwnoéci
Cauchy’ego-Schwarza otrzymujemy

(1) <Z T f4(y — 2)2) <Za(1+9yz+4(y—z)2)) > (z4y+2)2 = 1.

cyc cyc
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7 drugiej strony mamy

Z a(14+9yz+4(y—2)%) = 2+y+z+3zyz+4(2?y+a’z+yle+y22 4+ 2204+ 2%).

cyc

Stosujac nieréwnos$é¢ Schura uzyskujemy

3xyz + 4(zy + 2%z + yPr +y2? + 22a 4+ 2y) <
< a3+ + 23 bayz + 32y + 2%z +ylx +y + P+ 2%y) =
= (z+y+2)>

W takim razie

(2) da(l+9z+4(y—2)?)<z+y+z+@t+y+2)° =

cyc

Wykorzystujac zaleznosci (1) i (2) otrzymujemy dana nieréwno$é dla stalej

C=4.

6. Niech ag, by beda liczbami calkowitymi dodatnimi. Dla n > 0 definiujemy
Upt1 = an + |Vbn ] oraz by11 = by, + | /an |. Udowodnié, ze istnieje taka liczba
catkowita dodatnia n, ze a, = b,.

Rozwiazanie:
Przyjmijmy bez straty ogdlnosci, ze ag > by. Wowczas dla kazdego n bedzie
zachodzi¢ a,, > b,. Istotnie, jezeli a,, > b, to mamy

an-&-l_bn-i-l:(an_bn)"i'(t\/aj_L\/aj)>an by + ( f Van) =
= (Van = Vbu)(Van + Vbn — 1) =1 > (Van — f—1>—1

Jako, ze a1, bnt1 sa calkowite to a,41 > by41. Ponadto ciag an, 41 — by jest
nie rosnacy. Istotnie

Unt1 = bny1 = (an —by) + (L\/EJ - L\/QJ) < ap — by.

Wynika stad, ze od pewnego miejsca ciag a1 — bny1 jest staty, czyli [vb,] =
|/an . Zatézmy dla dowodu nie wprost, ze a1 — bpy1 = C > 0. Bez straty
og6lnosci, zmieniajac ewentualnie ag, by mozemy przyjac, ze powyzsze réwnosci
zachodzg dla dowolnego n. Niech a,, = fo + ry, gdzie 0 < rp, < 22, + 1. Jezeli
dla pewnego r, = 0 to oczywiscie [v/b,] # |\/@,] i mamy sprzecznoéé. Jezeli
0 < rp < x, to mamy kolejno a, 11 = (22 +7,) + T, anre = (22 +1rn +2) +
Tp = (o + 1%+ (rn, — 1). Czyli 212 = 2, + 1 oraz rp1 2 = 1, — 1. Co za tym
idzie 7542, = 0 i mamy sprzeczno$¢ jak wyzej. Jezeli z,, < r,, < 2z, to mamy
ans1 = (@2 + 1) + 2 = (0 + 1)? + (rn, — 2, — 1). Jednak (r, —z, — 1) <
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2z, —xp —1=x, — 1, czyli 41 = ©, + 1 oraz r,41 = r, —x, — 1 i zachodzi
Tp41 > Tnt1, €O sprowadzamy do poprzedniego przypadku.

7. Szachownice 2015 x 2015 pokryto kostkami domina w ten sposéb, ze lewe
gorne pole jest puste. Jezeli w pewnym wierszu lub pewnej kolumnie znajduja
sie trzy pola, z ktérych jedno jest puste, a dwa pozostate sa zajete przez jedno
domino, to domino mozemy przesunac¢, zmieniajac puste pole. Udowodnié, ze
mozna tak poprzesuwaé kostki domina aby puste pole znajdowalo sie w prawym
dolnym rogu.

Rozwiazanie:

Pokolorujmy pola o obu wspdlrzednych nieparzystych na czerwono (w szcze-
g6lnosdci czerwone sa lewe gorne i prawe dolne pole). Rozwazmy graf, ktérego
wierzchotkami sa czerwone kwadraty jednostkowe. Pola A i B sg potaczone
krawedzia, jesli sasiaduja ze wspdlnym polem C' oraz istnieje kostka domina
pokrywajaca C' i jedno z A, B. Zauwazmy, ze graf ten nie zmienia sie, kiedy
puste pole si¢ przemieszcza.

Wystarczy pokazaé, ze w takim grafie gérne lewe pole jest potaczone $ciezka,
z prawym dolnym polem. Zalézmy nie wprost, ze tak nie jest. Istnieje wtedy
Sciezka skladajaca sie z ciagu sasiadujacych niepokolorowanych kwadratéw,
ktora dzieli nasz graf na dwie czedci (w jednej jest lewe gérne, a w drugiej
- prawe dolne pole). Latwo zauwazyé, ze Sciezka ta jest nieparzystej dlugo-
Sci zaréwno w przypadku, kiedy taczy réownoleglte jak i prostopadle krawedzie
szachownicy.

Pierwsze pole takiej Sciezki jest pokryte pewna kostka domina. Kostka ta nie
moze pokrywaé zadnego czerwonego pola (bo nasza Sciezka dzieli graf na dwie
czedei), czyli musi pokrywaé nastepne pole naszej Sciezki. Rozwazajac trzecie
pole na $ciezce dochodzimy w analogiczny sposéb do wniosku, ze pokrywajace
je domino pokrywa réwniez czwarte pole $ciezki. Kontynuujac w ten sposéb po-
kazemy, ze nasza Sciezka sklada si¢ w calosci z kostek domina, co przeczy temu,
ze jej dtugosé jest nieparzysta. Lewe gorne pole jest zatem polaczone w naszym
grafie $ciezka w prawym dolnym, czyli istnieje szukany ciag przesunieé¢ kostek,
co konczy dowod.

8. Dana jest liczba catkowita n > 3. W kazdym wierzchotku n-kata forem-
nego znajduje sie liczba —1. Ruch polega na pomnozeniu liczby w pewnym
wierzcholtku przez liczbe znajdujaca sie w poprzednim wierzchotku. Andrzej
wykonuje ruchy na kolejnych wierzchotkach n-kata. Okazalo sie, ze po wyko-
naniu k ruchéw Andrzej powrécil do poczatkowego uktadu n liczb réwnych
—1. Udowodnié, ze gdyby Andrzej postepowal analogicznie z (2™ — 1)-katem,
w ktérego wierzchotkach byly wpisane liczby —1, to po 2¥ — 1 ruchach réwniez
powrdcilby do poczatkowego ukladu liczb.
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Rozwiazanie:

Oznaczmy przez (ag, ai, ..., an—1) kolejne liczby lezace na okregu. Zauwaz-
my, ze wykonanie opisanego w zadaniu ruchu prowadzi do otrzymanie nowej
n-ki réwnej (an—1,a0,01,..,0n—1 * Gp—2).

Rozwazanej n-ce liczb na okregu przyporzadkujmy wielomian
fo+ fiw+ . fuoaz™
gdzie fr =0jeSliar =11 fr, =1 jesli ap, = —1.

Od tego momentu bedziemy pracowali na wielomianach w Fy[X]. Zauwaz-
my, ze jezeli wykonanie ruchu dla n-ki odpowiadajacej wielomianowi

f@)=fo+ fiz+ ...+ faorz™ !

prowadzi do otrzymania n-ki odpowiadajacej wielomianowi
fot fiz .ot o222+ (faca + fao1)a" = 2 f (@) + (142" +2") fuoa.

Mozemy zatem zauwazy¢, ze po wykonaniu k krokéw, nasze liczby na okregu
beda odpowiadaty wielomianowi postaci 2 f(z) + pr(z)(1 + 2"~ + 2"), gdzie
pr(x) jest pewnym wielomianem. Widzimy zatem, ze wielomian odpowiadajacy
n-ce znajdujacej sie na okregu po k krokach jest reszta z dzielenie wielomianu
oF f(z) przez 1+ 2"~! + 2™. Warunkiem, na powrét po k krokach do sytuacji
poczatkowej jest zatem

L+ 2™ 2" | glz)(1 + ),
gdzie g(z) = 1+x+...+ 2" ! jest wielomianem odpowiadajacym samym —1.
Wiemy jednak, ze 1+ 2"~ + 2™ i q(x) sa wzglednie pierwsze, czyli warunkiem
rownowaznym temu, ze n liczb przeksztalcamy w k krokach z powrotem w same
—1 jest
L+ 4™ | 2% + 1

Chcemy zatem pokazaé, ze powyzsza podzielno$¢ implikuje podzielnoéé
l+z+a2 11+ 221,
Rozwazmy przeksztalcenie ¢ zadane wzorem
O(fo+ T+ ..t fnd™) = for? + f1z® +... fa?.
Zauwazmy, ze ¢(f + g) = O(f) + ¢(g) oraz ¢(fg) = ¢(f(¢(g))), poniewaz
(f +9)? = f? + g°. Stosujac przeksztalcenie ¢ dla obu stron réwnoéci 1+ 2% =

r(z)(1 4 2 4+ a2™) otrzymamy zatem

z+22 = r(x + 2% 4 22"),
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gdzie r1(z) = ¢(r(x)). Zauwaimy, ze x | r1(x), czyli # + 22 + 22" | 2 + 22, co
nalezato dowies¢.

9. Okrag w jest wpisany w tréjkat ostrokatny ABC' i styczny do jego bokéw
BC,CA, AB odpowiednio w punktach D, E, F. Punkt S jest punktem przecie-
cia prostych przechodzacych przez B i C réwnolegltych do odpowiednio DF
i DE. Punkt K jest rzutem prostokatnym punktu D na prostg EF, a punkt
G — érodkiem cigzkodci tréjkata DEF. Punkt P jest punktem przeciecia pol-
prostej GK i w. Udowodnié, ze punkty S, D i P leza na jednej proste;j.

Rozwiazanie:

Jesli AB = AC, to nie ma czego dowodzi¢. Dalej przyjmijmy bez straty dla
ogolnosci, ze AB < AC.

Niech L, M, N beda odpowiednio érodkami odcinkéw EF, FD, DE. Niech
@ bedzie drugim punktem przeciecia prostej PG z okregiem w. Niech styczna
do okregu w w punkcie P przecina prosta BC w punkcie R.

Punkty K, L, M, N leza na okregu dziewieciu punktéw trojkata DEF. Jed-
nokladnosé o érodku G i skali —2 przeprowadza wiec ten okrag na w i wobec
tego obrazem K jest ), a proste DQ i EF sa rownolegle. Mamy

1
IPKD = 4PKF +90° = ¥PQD + 90° = XPDR + 90° = 180° — 5<)£DRP.

Skoro RP = RD, to powyzsza réwnos¢ katow oznacza, ze punkty P, K, D leza
na okregu o srodku R. Wobec tego punkty R, M, N sg wspoélliniowe — leza na
symetralnej odcinka DK.

7 wtasnosci biegunowych wynika, ze prosta BS jest biegunowa punktu M
wzgledem okregu w i prosta CS jest biegunowa punktu N wzgledem w. Stad
prosta M N jest biegunowa punktu S. Zauwazmy jeszcze, ze proste PR i DR
sg biegunowymi punktow R i D. Poniewaz proste M N, DR, PR sa wspdlpe-
kowe (w punkcie R), to bieguny tych prostych (czyli punkty S, D, P) leza na
biegunowej punktu R. Dowodzi to tezy zadania.

10. Dany jest tréjkat ostrokatny ABC wpisany w okrag o Srodku O. Punkty
D i FE leza na odcinkach BO i CO, przy czym BD = OFE. Okregi 01 i 0
sa opisane na trdjkatach odpowiednio ADO i AEO. Punkt M jest srodkiem
luku AD zawierajacego punkt O okregu o;. Punkt N jest érodkiem tuku AF
zawierajacego punkt O okregu o,. Udowodnié, ze

IDNO + XEMO = 24 BAC.

Rozwigzanie:
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Oznaczmy punkt symetryczny do punktu A wzgledem prostej BC' przez F'.
Skoro AC = CF, AO = OB oraz $AOB = 29ACB = JACF, to tréjka-
ty ACF i AOB sa podobne (cecha podobiefistwa bok—kat—bok). Analogicznie
uzasadniamy, ze AABF ~ NAOC.

Obierzmy takie punkty P i @ odpowiednio na odcinkach BF i CF, ze
% = g—g = %g = g—g Z twierdzenia odwrotnego do twierdzenia Talesa
dostajemy, ze DP || OF || EQ.

Z okre$lenia punktu M wynika, ze AM = MD oraz SAMD = JSAOD, za-
tem ponownie z cechy podobienstwa bok—kat—bok wnioskujemy, ze AAMD ~
ANAOB. Stad % = %. Zauwazmy jeszcze, ze S BAD = $BAO — <DAO =
IDAM — <DAO = YOAM. Wobec tego z cechy podobiefistwa bok-kat—bok
wynika, ze AABD ~ AAOM, wiec w szczegdlnoéci SABD = SAOM.

7 podobienstwa NAOC ~ NABF i z faktu, ze punkty £ i P dziela od-
cinki OC i BF w tych samych stosunkach wynika, ze AAOE ~ AABP.
Mamy wiec % = AO = gg Ponadto $EOM = JEOA — SMOA =
YPBA — 4{DBA = <XPBD 7 cechy podobienstwa bok—kat—bok wnioskuje-
my, ze AMOE ~ ADBP.

Analogicznie dowodzimy, ze ANOD ~ AECQ. Wobec tego

IDNO +4EMO = <<PDB+ YQEC =<4FOB+ 4$FOC =
XBOC = 24BAC.

11. Dany jest szesciokat wypukly ABCDEF, w ktérym przeciwlegle boki
sa rowne. Ponadto prawdziwe sa zaleznosci

YABC > 4CDE > 4EFA, <YABC +<4CDE +JEFA < 360°

oraz JCDE +<JEFA > JSABC.
Wykazaé, ze 2][ACE] < [ABCDEF).

Rozwigzanie:
Kazdy z trzech katéw danych w tresci zadania jest mniejszy od sumy dwoch
pozostatych, wiec istnieje kat trojécienny SK LM taki, ze

JKSL=<B, JLSM =YD, JIMSK = JF.

Niech P, Q, R beda takimi punktami odpowiednio na pélprostych SK—, SL™,
SM—, ze
SP=BC, SQ=DE, SR=FA.

Wtedy tréjkaty PSQ, QSR, RSP i PQR przystaja odpowiednio do tréjkatéw
CBA, EDC, AFE i ACE. Aby dokonczyé¢ rozwigzanie zadania, wystarczy
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wykazaé, ze w czworoscianie PQRS pole Sciany PQR jest mniejsze od sumy
pdl jego pozostatych Scian.

Niech P, @', R’ i S’ beda punktami stycznosci sfery wpisanej w czworo$cian
PQRS odpowiednio ze $cianami QRS, RSP, SPQ, PQR. Wtedy

APS'Q=APR'Q, AQS'R=AQPR, ARSP=ARQP,
skad wniosek, ze
[PS'Q] = [PR'Q], [QS'R]=[QP'R], [RS'P]=[RQ'P].

Powyzsze réwnosci prowadza do wniosku, ze

[PQR] < [PSQ] + [QSR] + [RSP],

co konczy rozwiazanie zadania.
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Czesko-Polsko-Stowackie Zawody Matematyczne

1. Parami rézne punkty A, B, C, D oraz F leza w tej kolejnosci na okre-
gu o promieniu r, przy czym AB = CD = DE > r. Udowodnié, ze tréjkat
o wierzchotkach w érodkach cigzkosci tréjkatéw ABD, BCD oraz ADE jest
rozwartokatny.

Rozwiazanie:

Oznaczmy $érodki ciezkosci trojkatow ABD, BC D, ADFE odpowiednio przez
P,Q, R. Niech K i L beda odpowiednio $rodkami odcinkéw BD i AD. Zauwaz-
my, ze

AP CQ 9

PK QK 7
a zatem proste PQ i AC sa réwnolegle. Analogicznie mozemy dowie$¢ réwno-
legtosci prostych PR i BE. Jezeli wigc przez X oznaczymy punkt przeciecia
prostych AC'i BE, to QPR = YCXE. Kat $CXE, wyznaczony przez prze-
katne czworokata ABCE, nie jest réwny 180°. Tym samym JQPR < 180°.
Niech @ = YAEB. Z nieréwnoéci AB > r wynika, ze o > 30° Poniewaz
CD = DE = AB mamy tez SCAFE = 2a. A zatem

JQPR=94CXFE =180° — YAXE = o+ 200 = 3 > 90°.

Udowodniliémy w ten sposéb, ze 90° < SQPR < 4180° skad wynika, ze
punkty P, @, R tworza wierzcholki tréjkata rozwartokatnego.

2. Rodzing zbioréw F nazwiemy doskonalq jesli spelniony jest nastepuja-
cy warunek: Dla kazdej trojki zbioréw X, Xs, X3 € F, co najmniej jeden ze
zbiorow

(X1 \ X2) N X35, (Xo\ X1)N X3

jest pusty. Wykazaé, ze jesli F jest doskonala rodzing skladajaca sie z podzbio-
réw pewnego skoficzonego zbioru U, to |F| < |U] + 1.

Rozwiazanie:

Przeprowadzimy dowdd za pomoca indukeji po mocy zbioru U. Jezeli |U| =
0, to U jest zbiorem pustym i posiada on tylko 1 podzbiér. Czyli w szczegdlnosci
|F| < 1.

Zalézmy zatem, ze teza jest prawdziwa dla wszystkich zbioréw U o mocy
mniejszej niz k dla pewnej liczby catkowitej & > 0. Niech U bedzie dowolnym
zbiorem mocy k, zas§ F doskonala rodzina jego podzbioréw. Wykazemy, ze
|FI<k+1

Jezeli |F| < 1, to nie ma czego dowodzié. Przyjmijmy wiec, ze rodzina
F zawiera co najmniej dwa podzbiory. Ze wszystkich par réznych podzbioréw
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rodziny F wybierzmy taka pare (Y, Z), ze przeciecie Y NZ posiada maksymalna
mozliwa moc.

Poniewaz Y # Z jeden ze zbioréw Y, Z posiada element, ktory nie nalezy
do drugiego z nich. Bez straty ogélnosci zalézmy, ze y € Y\ Z.

Rozwazmy najpierw przypadek, w ktérym istnieje zbior W € F, W £ Y
taki, ze y € W. Ze wzgledu na maksymalnos$¢ pary (Y, Z) przecigcie Y N W
posiada nie wiecej elementéw niz przeciecie Y N Z. W szczegdlnodci istnieje
element z € Y N Z taki, ze z ¢ W — w przeciwnym razie przeciecie Y N W
zawieraloby wiecej elementéw niz YNZ, gdyz y € (YNW)\ Z. Z warunkéw y €
(WA\Z)NY oraz z € (Z\W)NY otrzymujemy zatem sprzecznosé z doskonaloscia
rodziny F. Dowodzi to, ze Y jest jedynym zbiorem rodziny F zawierajacym
element y.

Zauwazmy teraz, ze rodzina F’' = F\ {Y'}, jest doskonala rodzina podzbio-
réw U’ = U \ {y}. Stosujac zalozenie indukcyjne otrzymujemy zatem, ze

|[Fl=|F|+1< (U |+1)+1=|U|+1,

co konczy dowdd indukcyjny i rozwiazanie zadania.

3. Liczby rzeczywiste z, y, z spelniaja rownanie
1 1 1
—+-+-+r+y+z=0
x Yy oz

oraz zadna z nich nie lezy w otwartym przedziale (—1,1). Znalezé najwieksza
mozliwa warto$¢ wyrazenia x + y + z.

Rozwigzanie:

Za pomoca bezposredniego rachunku mozemy tatwo zweryfikowaé, ze liczby
r=y=—1, 2= /3 + 2 spetniaja dany warunek. Wéwczas = 4+ y + z = /3.
Wykazemy, ze /3 jest maksymalna mozliwa wartodcia wyrazenia z + y + z.
Jasne jest, ze liczby x,y, 2z spelniajace dany warunek nie sa jednego znaku.
Rozwazajac ewentualnie liczby przeciwne do z,y, z mozemy wiec zalozy¢é, ze
z,y > 1, 2 < —1 i wystarczy nam udowodnié¢ nieréwnoséé |z +y + 2| < /3.

Z danego warunku wynika, ze z jest jednym z rozwiazan rownania kwadra-
towego:

1 1
z2+<x++y+>z+10.
z Y

Ze wzoru na pierwiastki rownania kwadratowego wynika, ze pierwiastki po-
wyzszego rownania to

1 1 1 1 1\?
“|l-lz+—+y+-| £ r+—+y+-| —4
2 x Yy x Yy
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Zauwazmy jednak, ze iloczyn pierwiastkow to 1, a z jest mniejsze niz —1. Po-
niewaz z,y > 0 wynika stad latwo, ze

1 1 1 1 1\?
z=-|—-|lz+—-+y+-]— T+ —-—+y+-| —4
2 T Y T Y

Pozostaje nam wiec wykazac, iz

1 1\2 1 1
2\/§>2|x+y+z|: <x++y+> —4—<x—+y—> .
x Y T y

Zauwazmy, ze
1 1\?
($+x+y+y) —4>a2% 4+ 2y +y° = (z +y)°

W szczegblnosci wyrazenie wystepujace w module jest dodatnie i wystarczy

dowiesé, ze
1 1\* 1 1
2V/3 > r+—-—+y+-) —4—-|(z——+y——).
x Y x Y

Po elementarnych przeksztalceniach powyzsza nieréwnoé¢ daje sie zapisa¢ w po-
staci

2xy + \/gozzy + \/§ny >a? 4+ + V3 + \/gy

Wystarczy teraz zauwazy¢, ze skoro x,y > 1, to prawdziwe sa nieréwnosci
22 <2y, y?<ay?, VBx < (V3-1)2Py4xy, i V3y < (V3-1)zyP+ay,

ktore po zsumowaniu daja zadane oszacowanie i rozwigzanie zadania jest za-
konczone.

4. Dziwny kalkulator ma tylko dwa przyciski, przy czym na kazdym z nich
napisana jest pewna dodatnia liczba dwucyfrowa. Na poczatku wyswietlacz
kalkulatora pokazuje liczbe 1. Po naci$nieciu przycisku z liczba N, kalkulator
zamienia obecnie wys$wietlana liczbe X na liczbe X - N lub X + N, przy czym
mnozenie i dodawanie jest uzywane naprzemiennie (pierwsze jest mnozenie).
Przykladowo, jedli na pierwszym przycisku widnieje liczba 10, a na drugim
liczba 20, to kolejne przycidniecia pierwszego, drugiego, pierwszego, i jeszcze
raz pierwszego przycisku spowoduja kolejne wyswietlanie sie liczb 1 - 10 = 10,
10+20 = 30, 30-10 = 300, oraz 300+ 10 = 310. Rozstrzygnaé, czy istnieja takie
wartosci dwucyfrowych liczb znajdujacych sie na przyciskach kalkulatora, dla
ktorych mozna pokazaé na wyswietlaczu nieskonczenie wiele liczb konczacych
si¢ na
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(a) 2015,
(b) 5813.

Rozwiazanie:

Udowodnimy nastepujacy:

Lemat. Niech a i b beda takimi liczbami calkowitymi dodatnimi, Zze a nie
dzieli si¢ ani przez 2 ani przez 5. Dany jest ciag (x,)52, taki, ze xg € Z4 oraz
Tnt1 = axy +b dlan > 0. Wowczas clag (,)22, jest okresowy modulo 10000,
czyli istnieje taka liczba calkowita dodatnia k, ze .+ = x,, (mod 10000) dla
dowolnej liczby catkowitej n > 0.

Dowdd lematu. Istnieje tylko skoniczenie wiele reszt z dzielenia przez 10000,
a ciag posiada nieskoniczenie wiele wyrazéw. Wynika stad istnienie liczb cal-
kowitych dodatnich m > n takich, ze z,, = z, (mod 10000). Wykazemy, ze
k =m — n jest okresem ciagu modulo 10000. Mamy bowiem

Tpi1 = axy +b =axy, +b =z, (mod 10000),

skad wynika, ze 11 = Tyme1 = Tpak+1 (mod 10000). Kontynuujac w ten
spos6b widzimy, ze dla dowolnego ¢ > 0 spelniona jest kongruencja

Tpti = Tptitr  (mod 10000).
Pozostaje wiec rozpatrzy¢ indeksy mniejsze niz n. Zauwazmy, ze skoro
atp—1+b=x, =2, =ax,—1+b (mod 10000),
to 10000|a(xy,—1 — Tym—1). Poniewaz a nie dzieli sie ani przez 2 ani przez 5, to
Tp—1 = Typ—1 = Tn_1+k (mod 10000).

Powtarzajac to rozumowanie, otrzymujemy ostatecznie, ze k jest okresem ciagu
(xn)22, modulo 10000.

Przechodzimy do gléwnej czedci rozwiazania. Udowodnimy, ze w obu punk-
tach (a) i (b) mozna wpisaé liczby na przyciskach w taki sposéb, aby spelniony
byl zadany warunek.

Zauwazmy przede wszystkim, ze jezeli wpiszemy liczby a i b, to zaczynajac
przyciskanie od b, a nastepnie uzywajac przyciskow na przemian dostaniemy
w wyniku miedzy innymi elementy ciagu (x,,)22, zdefiniowanego rekurencyjnie
jako xg =1 oraz x,411 = az, +bdlan > 0.

W punkcie (a) niech a = 31 oraz b = 34. Wéwezas otrzymujemy ciag wyni-
kow
-31

+ 34 -31

31 65 2015.
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Poniewaz 31 nie dzieli si¢ ani przez 2 ani przez 5, to udowodniony wczesniej
lemat gwarantuje, ze liczba koniczaca sie na 2015 pojawi sie nieskonczenie wiele
razy jako wynik operacji.

W punkcie (b) zauwazmy, ze wybierajac a = 47 oraz b = 62 mozemy poste-
powaé nastepujaco

- 62 + 62 -47 + 47 47 + 62 47 + 62

1 62 124 5828 5875 — - - - R

czyli po otrzymaniu 5875 dziatamy dalej przyciskami naprzemiennie otrzymujac
w trakcie miedzy innymi wyrazy ciagu (z,)52, zdefiniowanego rekurencyjnie
jako xg = 5875 oraz 41 = 47z, + 62 dla n > 0. Poniewaz 47 nie dzieli sie
ani przez 2 ani przez 5 udowodniony na poczatku lemat daje nam istnienie
nieskonczenie wielu wyrazow ciagu, ktore koncza sie na 5875 = 5813 + 62.
Pozostaje zauwazy¢, ze jedna operacja wczesniej daje nam wynik, ktory konczy
sie na 5813. Koniczy to rozwiazanie punktu (b) i calego zadania.

5. Tréjkat ABC' jest ostrokatny, ale nie réwnoboczny. Niech O i H beda
odpowiednio $rodkiem okregu opisanego na nim oraz jego ortocentrum. Okrag
k przechodzi przez punkt B oraz jest styczny do prostej AC' w punkcie A. Okrag
[ ma érodek na pélprostej BH oraz jest styczny do prostej AB w punkcie A.
Okregi k i [ przecinaja sie w punkcie X réznym od A. Wykazaé, ze SHXO =
180° — ¥BAC.

Rozwiazanie:

Niech E # A bedzie drugim punktem przeciecia okregu ! z prosta AC.
Okrag k lezy po tej samej stronie prostej AC' co punkt B, za$ okrag [ lezy
po tej samej stronie prostej AB co punkt C. W efekcie punkt ich przeciecia
X znajduje si¢ wewnatrz kata BAC. Z twierdzenia o kacie miedzy styczna a
cieciwa mamy zatem Y XAE = SXBA oraz 4 XAB = 4XFEA. Wynika stad
podobienstwo trojkatéw ABX oraz EAX.

Oznaczmy SACB = a. Wéwcezas SAOB = 2a, gdyz kat AOB jest katem
srodkowym opartym na tuku AC okregu opisanego na tréjkacie ABC

Prosta BH przechodzi przez $rodek okregu o oraz jest prostopadla do jego
cieciwy AFE. Jest zatem symetralng odcinka AE. W szczegdlnosci AH = HE.
Co wiecej, poniewaz AH jest wysokoécia tréjkata ABC, to Y EAH = SCAH =
90° — a. Stad YAHE = 2a.

Tréjkaty réwnoramienne ABO i EAH sa wiec podobne. UzyskaliSmy w ten
spos6b dwie pary trojkatéw podobnych (ABX, EAX) oraz (ABO, EAH) o tej
samej skali podobienstwa %. Poniewaz punkty O i X leza po tej samej stronie
prostej AB, za$ punkty H i X leza po tej samej stronie prostej E'A, czworokaty
ABXO oraz EAX H sa podobne (pozostaje to prawda réwniez w przypadku
kiedy owe czworokaty sa zdegenerowane, czyli kiedy trzy z czterech wierzchot-
kéw leza na jednej prostej).
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Rozwazmy obrét o sSrodku w punkcie X, ktéry przeksztalca pélprosta X B
na péiprosta X A. W tym obrocie péiprosta X O przechodzi na péiprosta X H.
Mamy zatem
JHXO = JAXB =180° — <BAC,

gdzie ostatnia réwnoéé wynika z faktu, ze kat <CAB jest katem pomiedzy
styczna i cieciwg AB, za$ kat AX B jest oparty na cigciwie AB, przy czym punkt
X lezy po tej samej stronie prostej AB co punkt X. Konczy to rozwiazanie
zadania.

6. Niech n bedzie parzysta liczba dodatnia. Na tablicy jest napisane n
liczb rzeczywistych. W jednym ruchu mozemy wybraé¢ dwie liczby, zmazaé je
i zastapi¢ kazdg z nich ich iloczynem. Udowodnié, ze dla kazdego poczatkowego
uktadu n liczb mozna po skoniczonej liczbie ruchéw uzyskaé¢ n réwnych liczb na
tablicy.

Rozwiazanie:

Dla n = 2 teza jest oczywista. Dla n = 4 majac dowolna czwérke (a, b, ¢, d)
mozemy postepowaé nastepujaco: (a,b, ¢, d) — (ab, ab, ¢, d) — (ab, ab, cd, cd) —
(abed, ab, abed, ed) — (abed, abed, abed, abed). Przypadek n = 6 mozemy spro-
wadzi¢ do sytuacji, w ktorej zaczynamy z szdstka postaci (a,a,a,a,b,b), co
wynika z dwéch poprzednich przypadkéw. Aby uzyskaé szostke jednakowych
liczb postepujemy dalej nastepujaco:

(a7 a,a, a, ba b) - <a7 a, a, @7 aba b) - (aa a, a2b7@7 @7 b) -

— (a,a,ab, a®b?, a®b*,b) — (a, a, 202, a3b?, ab?, a®b?) —

— (a®V?,a®b?,a3b?, a®b?, a®b?, a®b?).

Aby wykazaé teze dla dowolnej parzystej liczby n przeprowadzimy dowdd
indukcyjny. Zalézmy, ze teza zachodzi dla wszystkich liczb parzystych n <
4k + 4, gdzie k > 1 jest liczba catkowita. Wystarczy wykazaé, ze teza zachodzi
réwniez dla n = 4k + 4 oraz n = 4k + 6.

Dla n = 4k +4 postepujemy nastepujaco: z zatlozenia indukcyjnego mozemy
zrownaé ze soba pierwsze 2k + 2 liczb jak i drugie 2k + 2 liczb. Dostajemy wiec
n-tke postaci

2k+2 2k+2

Wystarczy teraz wykonaé 2k + 2 krokéw aby otrzymaé ciag (ab, ..., ab).
Dla n = 4k + 6 uzywajac zalozenia indukcyjnego dla n = 2k + 2 oraz
n = 2k + 4 otrzymujemy n-tke postaci



Wykonujemy nastepnie 2k krokéw, zawsze wybierajac jedno a i jedno b, aby

dostaé
(a,a,ab,...,ab,b,b,b,b).
——

4k

Dzialajac nastepnie kazdym z a z jednym z ab otrzymujemy

(a®b,ab,a?b,a’b,ab, ..., ab,b,b,b,b),
N——

4k—2
a nastepnie po sparowaniu kazdego b z jednym z a?b mamy

(a®b?,a®b?,a®b?, ab?, ab, . .., ab, a®b?, a*b?, a*b?, a*b?).
———
4k—2

Ostatecznie wykonujemy 2k — 1 krokéw zastepujac dwie liczby ab dwiema licz-
bami a?b?, dostajac w efekcie (a?b?,...,a%b?). Koficzy to dowdd indukeyjny
jak i rozwiazanie zadania.

Uwaga: dla nieparzystych n analogiczna teza nie jest prawdziwa. Latwo
wykazaé, ze zaczynajac od n-tki (3,3, ...,3,2), gdzie liczba wystapien liczby 3
jest parzysta, nigdy nie osiagniemy n-tki jednakowych liczb.
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Regulamin Meczu Matematycznego

Ustalenia wstepne

. W Meczu biora udzial dwie druzyny. Kazda z druzyn wybiera ze swojego

grona Kapitana.

. W pierwszej fazie Meczu obie druzyny rozwiazuja 11 zadan dostarczonych

przez Jury i przygotowuja sie do zreferowania rozwigzan przy tablicy.
Drugg faza Meczu jest rozgrywka.

Rozgrywka

. Ekipy na przemian wywotuja druzyne przeciwng do zreferowania przy

tablicy rozwigzania jednego z niewybranych dotad zadan. Numer zada-
nia jest wybierany przez druzyne wywotujaca. Wywotywanie rozpoczyna
druzyna wylosowana tuz przed rozgrywka.

. Druzyna wywotana do rozwiazania zadania deklaruje, czy przyjmuje za-

danie. Dalszy przebieg rozgrywki zalezy od decyzji druzyny wywotanej.

Jesli druzyna wywolana przyjmuje zadanie...

5. Druzyna wywolana staje si¢ druzyna referujaca.

10.

. Zawodnika druzyny referujacej, ktéry przedstawia rozwiazanie przy ta-

blicy, wyznacza Kapitan druzyny przeciwnej.

. Zawodnik moze by¢ wyznaczony jedynie wtedy, gdy kazdy zawodnik z je-

go druzyny zakonczyl referowanie zadania nie mniej razy niz on. Nie
mozna wyznaczy¢ zawodnika po raz drugi do tego samego zadania. Jezeli
do referowania wyznaczono Kapitana, wskazuje on na czas pobytu pod
tablica swego zastepce.

. Osoba referujaca nie moze korzystac¢ z notatek, ani konsultowaé sie ze swo-

ja druzyna. Druzyna przeciwna nie moze przeszkadzaé¢ lub przerywaé re-
ferujacemu.

. Kapitan druzyny referujacej moze odwolywaé osoby referujace dowolna

liczbe razy. Takze osoba referujaca moze zrezygnowacé z referowania. Wow-
czas Kapitan druzyny przeciwnej wskazuje kolejna osobe druzyny referu-
jacej do kontynuowania rozwigzania przy tablicy na zasadach opisanych
w punktach 7 i 8. Druzyna zmieniajaca referujacego traci N punktéw
przy swojej N-tej zmianie w czasie Meczu.

FLaczny czas na zreferowanie rozwiazania przez druzyne referujaca wy-
nosi 10 minut. Po uplywie tego czasu Jury moze przerwaé referowanie,
poprosi¢ o streszczenie dalszej czesci rozwiazania lub pozwolié¢ na dalsze
referowanie, w zaleznosci od tego, czy rozwiazanie zdaniem Jury rokuje
nadzieje na poprawno$c¢ i zbliza sie do konca.
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11.

12.

13.

14.

15.

16.

17.

18.

Po oznajmieniu przez referujacego, ze referowanie rozwiazania zostalo
zakonczone, druzyna przeciwna moze zglosi¢ zastrzezenia co do popraw-
nosci lub kompletno$ci rozwigzania, a nastepnie referujacy odpowiada na
te zastrzezenia.

Jezeli podczas dyskusji druzyna wywolujaca zwrécila uwage na bledy lub
luki dyskwalifikujace rozwiazanie, ma ona prawo do zreferowania braku-
jacych czesci rozwiazania na zasadach okreslonych w punktach 6—-11.

Ostatecznie Jury ocenia zaprezentowane referaty oraz dyskusje i przyzna-
je obu druzynom nieujemne liczby punktéw o sumie nie przekraczajacej
10 punktéow. Druzyna, ktéra przedstawita poprawne rozwiazanie, otrzy-
muje co najmniej 7 punktéw. Jury ma prawo zada¢ pytania referujacemu
w celu ustalenia oceny.

Jesli druzyna wywotana nie przyjmuje zadania...
Druzyna wywolujaca staje sie druzyna referujaca i prezentuje rozwiazanie
zgodnie z zasadami okre$lonymi w punktach 6-11.

Ostatecznie Jury przyznaje druzynie referujacej od 7 do 10 punktow, je-
zeli zaprezentowane rozwiazanie jest poprawne, albo —10 (minus dziesied)
punktéw w przeciwnym przypadku. Jury moze réwniez przydzieli¢ dru-
zynie przeciwnej punkty za wskazanie luk lub btedéw w przedstawionym
rozwiazaniu. Jury ma prawo zadaé¢ pytania referujagcemu w celu ustalenia
oceny.

Ustalenia koncowe

Rozgrywka konczy sie po wywotaniu 8 zadan. W przypadku remisu wy-
woluje sie dodatkowo 2 zadania.

Przewodniczacy Jury moze naltozy¢ kare punktowa na druzyne za nie-
zgodne z niniejszym regulaminem zachowania jej zawodnikéw.

Interpretacja niniejszego regulaminu nalezy do przewodniczacego Jury.
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