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Wstep

Obdz Naukowy Olimpiady Matematycznej odbyt sie w dniach 12-26 czerw-
ca 2016 w Mszanie Dolnej, w Osrodku Sportowo-Rekreacyjnym ,,Stoneczny”.
Kadre obozu stanowili: Tomasz Ciesla, Maciej Gawron, Andrzej Grzesik, Mi-
chal Kieza, Mikotaj Leonarski, Marcin Michorzewski, Konrad Paluszek, Michat
Pilipczuk i Dominika Regiec.

W dniach 13, 14, 15, 16, 17, 20, 21, 23 i 24 czerwca odbyly sie zawody
indywidualne, 22 czerwca mialy miejsce zawody druzynowe, a 18 i 25 czerwca
rozegrane zostaly mecze matematyczne (regulamin meczu znajduje si¢ na koficu
tego zeszytu).

Podczas zawodéw indywidualnych uczestnicy mieli cztery i pét godziny na
rozwiazanie czterech zadan (ostatniego dnia wyjatkowo tylko trzech zadan).
Zawody druzynowe polegaly na rozwigzywaniu przez kilkuosobowe druzyny
czterech zadan i trwaly od rana do wieczora, a mecz matematyczny — od
wieczora dnia poprzedniego do popotudnia.

W ramach zawodéw indywidualnych mozna byto uzyska¢ 210 punktéw. Trzy
najlepsze wyniki to 153, 134 i 127 punktow. Punkty uzyskane za poszczegdlne
zadania przedstawia tabela na nastepnej stronie. W tym miejscu wypada nad-
mienié, ze nie wszyscy uczestnicy byli na calym obozie, co powoduje, ze sumy
liczb w poszczegdlnych wierszach moga sie réznié.

W czasie obozu odbyly sie dwie wycieczki: 19 czerwca na Cwilin, a 22 czerw-
ca do Rabki-Zdroju.

Niniejszy zeszyt zawiera wszystkie zadania z Obozu wraz z rozwiazaniami.
Zeszyty z poprzednich Obozéw Naukowych znajduja sie na stronie internetowe;j
Olimpiady Matematycznej: www.om.edu.pl.



Liczba prac

Liczba prac

Liczba prac

Liczba prac

Zadanie na 6 punktéw | na 5 punktéw | na 2 punkty | na 0 punktéw
1. 8 1 0 10
2. 13 2 0 4
3. 5 3 0 11
1 1 1 1 16
5. 18 0 0 1
6. 7 3 7 2
7. 6 2 0 11
g 5 2 0 12
9. 13 1 0 0
10. 18 1 0 0
1. 10 0 0 I
12. 3 0 0 16
13. 7 4 0 8
11 7 0 0 12
15. 9 2 1 7
16. 2 0 0 17
17. 11 8 1 1
18. 5 1 0 15
19. 3 4 0 14
20. 0 0 0 21
21. 17 0 0 4
22. 14 4 0 3
23. 2 2 2 15
21, 1 0 2 18
25. 16 0 0 4
26. 9 1 3 7
27. 10 1 0 )
28. 1 0 0 19
29. 16 3 0 2
30, 1 0 0 17
31, 0 0 0 21
32. 9 0 0 12
33. 16 0 0 5
34, 1 0 1 16
35. 0 0 0 21




TresSci zadan

Zawody indywidualne

1. Dana jest liczba catkowita dodatnia n oraz liczby rzeczywiste a1, ..., an,
nie wszystkie rowne 0. Dowie$¢, ze réwnanie

Vitaizx+...+V1i+a,x=n

ma nie wigcej niz 2 pierwiastki rzeczywiste.

2. Punkt M jest srodkiem boku BC tréjkata ABC. Punkt D lezy na boku
AC, przy czym AD = BD. Punkt E lezy na prostej AM, przy czym proste
DE i AB sy réwnolegte. Wykazaé, ze S DBE = SACB.

3. Rozwiazaé rownanie
P=y* -9

w liczbach catkowitych z, y.

4. Dla ustalonej liczby catkowitej dodatniej n znalezé najmniejsza liczbe
catkowita dodatnia m > n taka, ze zbiér {n,n+ 1,n+2,...,m} moze zostaé
podzielony na rozlaczne podzbiory w taki sposéb, ze w kazdym podzbiorze
jedna z liczb jest réwna sumie wszystkich pozostatych.

5. W kazdym polu planszy 2016 x 2016 znajduje sie pewna liczba catkowita.
Liczby na sasiadujacych bokami polach réznia sie o co najwyzej 100. Wykazad,
ze istnieje liczba, ktéra wystepuje na planszy co najmniej 11 razy.

6. Wyznaczy¢ wszystkie funkcje f : R — R spelniajace réwnosé

f@)f(y) =lz—ylf (ichryl)

dla dowolnych = # y.

7. Niech D, E, F beda punktami stycznoéci okregu wpisanego w tréojkat
ABC odpowiednio z bokami BC, CA i AB. Dla kazdych dwoch tréjkatéow spo-
srod AAEF, ABDF, ACDE narysowano wspolng styczna zewnetrzna okre-
gbéw wpisanych w te tréjkaty rézng od bokéw tréjkata ABC. Wykazaé, ze te
trzy styczne przecinaja si¢ w jednym punkcie.



8. Dowieéé, ze dla dowolnej liczby catkowitej dodatniej n istnieje taka liczba
catkowita dodatnia m, ze liczba 2™ 4+ m dzieli sie przez n.

9. Rozwiaza¢ w liczbach caltkowitych dodatnich réwnanie

(x4 2y +32)(2x + 3y + 2)(3z + y + 22) = 17",

10. Dana jest liczba nieparzysta n > 3 i plansza n X n. W kazde pole
planszy wpisana jest liczba rzeczywista o module mniejszym niz 1. Suma liczb
w kazdym kwadracie 2 x 2 jest réwna 0. Wykazaé, ze suma liczb na planszy
jest mniejsza niz n.

11. Udowodnié¢, ze dla dowolnych nieujemnych liczb rzeczywistych a, b, ¢, d
spelniona jest nieréwnosé

a—>b n b—rc L c—d L d—a >0
ab+2b+1  bec+2c+1 " ed+2d+1  da+2a+1~

12. Punkty B’, C' i D' sg $rodkami odpowiednio krawedzi AB, AC' i AD
czworoscianu ABCD, za$ Gg, Go 1 Gp sa $rodkami ciezkoéci odpowiednio
trojkatow ACD, ABD, ABC. Punkt G jest érodkiem ciezkos$ci danego czwo-
roscianu. Dowiesé, ze punkty A, G, G, G¢, Gp leza na jednej sferze wtedy
i tylko wtedy, gdy punkty A, G, B’, C’, D' leza na jednej sferze.

13. Dane sa dwa wielomiany P i Q o wspolczynnikach rzeczywistych takie,
ze
P(x) €Z < Q(x) € Z.

Wykazaé, ze co najmniej jeden z wielomianéw P — @, P + @ jest staly.

14. Dana jest liczba pierwsza p = 4k+3, gdzie k jest pewna liczbg caltkowita.
Dowiesé, ze
p—1
H(i2 +1)=4 (mod p).

=1

15. Gracze 1,2, 3,...,n siedza przy okraglym stole, przy czym kazdy z nich
ma poczatkowo dokladnie jeden zeton. Gracz 1 przekazuje zeton graczowi 2,
ktéry nastepnie przekazuje dwa zetony graczowi 3. Potem gracz 3 przekazuje
zeton graczowi 4, ktéry przekazuje dwa zetony graczowi 5, i tak dalej. W mo-
mencie, gdy gracz pozbedzie sie wszystkich swoich zetondéw, odchodzi od stotu.
Gra konczy sie, gdy przy stole zostanie doktadnie jeden gracz. Wyznacz wszyst-
kie liczby n, dla ktorych gra sie zakonczy.



16. Odcinki BE i C'F sa wysokoSciami w tréjkacie ostrokatnym réznobocz-
nym ABC. Punkty X, Y, Z s punktami stycznosci bokéw tréjkata do okre-
géw dopisanych do tego trojkata. Prosta E'F jest styczna do okregu wpisanego
w tréjkat ABC. Wykazaé, ze punkty A, X, Y, Z leza na jednym okregu.

17. Dana jest liczba naturalna n > 1 taka, ze liczby 2" i 5" zaczynaja
sie taka samg cyfra ¢ w zapisie dziesietnym. Wyznaczy¢ wszystkie mozliwe
wartosci c.

18. Przekatne AC' i BD czworokata wypuktego ABC' D wpisanego w okrag
przecinajg sie w punkcie F, za$ proste AD i BC przecinaja si¢ w punkcie F.
Punkty M i N sa odpowiednio srodkami bokéw AB i C'D. Wykazaé, ze prosta
EF jest styczna do okregu opisanego na tréjkacie EM N.

19. Wyznaczy¢ wszystkie wielomiany P o wspdélczynnikach rzeczywistych
spelniajace dla kazdej liczby rzeczywistej = zalezno$é

P (2°) = P(z)- P(z +2).

20. Dana jest liczba catkowita n > 3 oraz n-kat foremny. Pewne n — 3
przekatne pokolorowano na blekitno, a inne n — 3 na zloto w taki sposob, ze
przekatne jednego koloru nie przecinajg sie wewnatrz wielokata. Wyznaczyé
maksymalna liczbe punktow przeciecia przekatnych réznych koloréw wewnatrz
wielokata.

21. W czworokacie ABC D wpisanym w okrag zachodzi réwnoé¢ AB = AD.
Punkty M i N naleza odpowiednio do odcinkéw C'D i BC, przy czym zachodzi
réwnos¢é DM + BN = M N. Wykazac, ze srodek okregu opisanego na tréjkacie
AMN lezy na odcinku AC.

22. Dana jest liczba pierwsza p > 5. Liczby calkowite dodatnie a, b spetniaja
réwnosé
1,23 p-3_a
3 4 5 777 p—1 b

Dowiesé, ze p | a.

23. Niech A bedzie skonczonym zbiorem dodatnich liczb catkowitych. Po-
wiemy, ze podzial A na dwa niepuste podzbiory X i Y jest dobry, jesli najmniej-
sza wspolna wielokrotnosé liczb ze zbioru X jest réwna najwickszemu wspoél-
nemu dzielnikowi liczb ze zbioru Y. Wyznaczy¢ najmniejszg mozliwa wartosé
n, dla ktorej istnieje n-elementowy zbiér dodatnich liczb catkowitych majacy
doktadnie 2015 dobrych podziatow.



24. Liczby a, b, ¢ naleza do przedziatu (0,2) i spelniaja warunek
a+b+c=ab+ bc+ ca.
Wykazaé, ze
a® b? c?

< 3.
a2—a+1+b2—b+1+02—c+1

25. Ustawienie 2016 skoczkéw na szachownicy 2016 x 2016 nazwiemy ukla-
dem, jesli w kazdym wierszu i w kazdej kolumnie szachownicy znajduje si¢
dokladnie jeden skoczek. Natomiast dobrg zmiang nazwiemy réwnoczesne wy-
konanie pojedynczego ruchu kazdym skoczkiem. Udowodni¢, ze dla kazdego
uktadu istnieje taka dobra zmiana, ze po jej wykonaniu dalej jest uktad.

(Uwaga: Ruch skoczka polega na przestawieniu go o dwa pola w poziomie i jed-
no w pionie, lub o dwa pola w pionie i jedno w poziomie.)

26. Dane sa parami roézne, niezerowe liczby rzeczywiste a,b,c. Wiadomo,
ze wielomiany ax® + bz + ¢, bx® + cx + a i ca® + ax + b maja wspdlny pierwia-
stek rzeczywisty. Wykazaé, ze co najmniej jeden z tych wielomianéw ma trzy
(niekoniecznie rézne) pierwiastki rzeczywiste.

27. Punkt I jest $rodkiem okregu wpisanego w tréjkat ABC, zas w jest
okregiem opisanym na tym tréjkacie. Okrag styczny do odcinkéw AC, BC' jest
styczny do okregu w w punkcie P, a S jest srodkiem tego tuku AB okregu w,
na ktérym lezy punkt C. Wykazaé, ze punkty P, I,S sa wspélliniowe.

28. Ciagi dodatnich liczb catkowitych ai, as, asz, ... oraz by, ba, b3, ...
spelniajg réwnosci

an+1 = NWD(ay,b,) + 1 oraz bpt1 = NWW(a,,b,) — 1

dla wszystkich dodatnich liczb catkowitych n. Wykazaé, ze ciag a4, ao, as, ...
jest od pewnego miejsca okresowy, tj. istnieja takie dodatnie liczby catkowite
N it, ze ap+t = a, dla kazdej liczby calkowitej n > N.

29. Na plaszczyznie znajduje sie n > 1 odcinkéw o sumie dlugosci nie mniej-
szej niz 2/n, przy czym wszystkie te odeinki sa zawarte w kole o promieniu 1
i érodku w punkcie O. Wykazaé, ze istnieje okrag o srodku w punkcie O, ktéry
przecina co najmniej dwa z tych odcinkéw.

30. Liczba caltkowita dodatnia jest gorszego sortu, jezeli kazdy jej dzielnik
pierwszy wystepuje w rozkladzie na czynniki pierwsze w co najmniej dwuna-
stej potedze. Liczba catkowita dodatnia jest najlepszego sortu, jezeli nie jest



gorszego sortu, ani nie jest suma dwodch liczb gorszego sortu. Udowodnié, ze
istnieje 2016! kolejnych liczb najlepszego sortu.

31. Rozwazmy zbiér S wielomianéw postaci z*y' — 1 dla pewnych liczb
catkowitych dodatnich k,l. Niech p bedzie nieparzysta liczba pierwsza oraz
S1,92,...,8, € S. Dowiesé, ze jeslin > 2p — 1, to

S1- 82 Sy =p-Plx,y) + (2" = 1) - Qx,y) + (v* — 1) - R(z,y)

dla pewnych wielomianéw P, Q, R o wspoélczynnikach catkowitych.

32. Punkt O jest srodkiem okregu w opisanego na trojkacie ABC, punkt K
jest spodkiem wysokosci opuszczonej z wierzchotka A, a X punktem na péipro-
stej AK ™. Dwusieczna kata BAC przecina okrag w w punkcie D réznym od A.
Punkt M jest $rodkiem odcinka DX. Prosta przechodzaca przez O réwnolegla
do AD przecina prosta DX w punkcie N. Udowodnié, ze SBAM = SCAN.

33. Punkt H jest ortocentrum tréjkata ostrokatnego ABC. Niech D be-
dzie takim punktem, ze czworokat HABD jest réwnoleglobokiem (to znaczy
AB || HD oraz AH || BD). Niech E bedzie takim punktem na prostej DH, ze
prosta AC przechodzi przez $rodek odcinka HE. Punkt F jest drugim punk-
tem przeciecia prostej AC z okregiem opisanym na trojkacie DCE. Udowodnic¢,
ze EF = AH.

34. Ciag a1, as, ... dodatnich liczb rzeczywistych spelnia nieréwnosé
S k;ak
a Mk
L= ai+k—1

dla kazdej dodatniej liczby calkowitej k. Wykazaé, ze
ap+as+...+a,>2n
dla kazdego n > 2.
35. Niech A bedzie zbiorem pewnych dodatnich liczb catkowitych. Powie-

my, ze dodatnia liczba calkowita n jest specjalna, jesli istnieje doktadnie jeden
podzbidér B zbioru A spelniajacy nastepujace warunki:

(i) liczba elementéw zbioru B jest nieparzysta;
(ii) suma wszystkich elementéw zbioru B wynosi n.

Udowodnié, ze istnieje nieskonczenie wiele dodatnich liczb catkowitych, ktore
nie sa specjalne.



Zawody druzynowe

1. Dany jest graf planarny G i dodatnia liczba calkowita d. Podzbiér X
wierzchotkéw grafu G nazwiemy d-rozproszonym, jesli dla kazdych dwoch roz-
nych wierzcholtkéw u, v ze zbioru X nie istnieje éciezka skladajaca sie z co naj-
wyzej d krawedzi, prowadzaca z u do v. Podzbiér d-rozproszony X nazwiemy
lokalnie maksymalnym, jesli nie istnieje podzbidr d-rozproszony X' spelniajacy
warunki | X'| > |X| oraz | X \ X’| < 2. Udowodnié, ze kazdy lokalnie maksymal-
ny podzbidr d-rozproszony jest co najwyzej 100 razy mniejszy od najwiekszego
podzbioru d-rozproszonego.

(Uwaga: Graf planarny to taki, ktéry mozna narysowaé na plaszczyZnie bez
przecieé¢ krawedzi.)

2. Dana jest liczba catkowita k > 1 oraz ciag parami réznych liczb calko-
witych dodatnich a1, as,...,asr, . Udowodnié, ze liczba

T (ai+ay)
1<i<j<2k 41

ma co najmniej k + 1 réznych czynnikéw pierwszych.

3. Wyznaczy¢ wszystkie $Scisle rosnace ciagi dodatnich liczb calkowitych
a1 < as < as < ... spelniajace nastepujace warunki:

(i) Dla kazdej tréjki (niekoniecznie réznych) dodatnich liczb calkowitych
1,7, k, zachodzi a; + a; # ax.

(ii) Istnieje nieskonczenie wiele dodatnich liczb calkowitych k, dla ktérych
ap =2k — 1.

4. Niech ABCD bedzie czworokatem wypuklym, zas P, Q, R, S punktami
lezacymi odpowiednio na bokach AB, BC', CD, DA. Odcinki PR i QS przeci-
naja sie w punkcie O. W kazdy z czworokatéw APOS, BQOP, CROQ, DSOR
mozna wpisaé okrag. Wykazaé, ze proste AC, PQ i RS maja punkt wspdlny
lub sa réwnolegte.
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Pierwszy Mecz Matematyczny

1. Dana jest liczba catkowita dodatnia n. Udowodni¢, ze réwnanie
4y 422 =n-(zyz+1)

ma rozwiazanie w liczbach catkowitych dodatnich wtedy i tylko wtedy, gdy
n = a® + b? dla pewnych catkowitych dodatnich a, b.

2. Dana jest liczba n podzielna przez kwadrat liczby pierwszej. Liczbe calko-
wita dodatnia a nazwiemy ¢-kusng, gdy n | a®~* — 1. Udowodnié, ze w zbiorze
@(n)

{1,2,...,n} jest co najwyzej =5~ liczb ¢-kusnych.

3. Niech m i n beda takimi liczbami calkowitymi dodatnimi, ze m > n.
Niech

m+k
T = s dla k=1,2,...,n+ 1.
Wykazaé, ze jesli liczby x1,x9, ..., z,41 sa calkowite, to 1 - 29 - ... Ty — 1

jest liczba podzielng przez nieparzysta liczbe pierwsza.

4. Dana jest liczba calkowita dodatnia n. Karolek i Lesio graja w gre.
W kazdej turze gracz wybiera liczbe calkowita dodatnia k£ < n. Zasady gry sa
nastepujace:

e Gracz nie moze wybraé liczby wybranej wczesniej przez pewnego z graczy.
e Gracz nie moze wybraé liczby rézniacej sie o 1 od liczby, ktora wybrat w kto-
rymkolwiek poprzednim ruchu.

e Gra koniczy sie remisem, jesli wszystkie liczby zostaly wybrane; w przeciw-
nym wypadku gracz, ktéry nie moze wybraé¢ zadnej liczby, przegrywa gre.
Karolek rozpoczyna gre. Wyznaczyé w zaleznosdci od n wynik gry, zakladajac,
ze gracze graja optymalnie.

5. Wykazaé, ze wierzcholki grafu mozna pokolorowaé k kolorami bez two-
rzenia monochromatycznej krawedzi wtedy i tylko wtedy, gdy krawedzie tego
grafu da sie tak skierowaé, aby nie istniata skierowana Sciezka skladajaca sie
z k + 1 réznych wierzchotkéow.

6. Wyznaczy¢ wartosé ilorazu

Yoy Vn+VEk
V=V

dla kazdej liczby naturalnej n > 2.

11



7. Wyznaczy¢é wszystkie wielomiany W o wspdlczynnikach rzeczywistych
takie, ze
W (sinz) = sin(W(x))

dla kazdej liczby rzeczywistej x.

8. Rozstrzygnaé, czy istnieje taki podzbiér przestrzeni euklidesowej, ze kaz-
da plaszczyzna przecina ten podzbiér w skonczonej, dodatniej liczbie punktéw?

9. W tréjkacie ABC punkt H jest ortocentrum, O srodkiem okregu opisa-
nego, zas R promieniem tego okregu. Punkt D jest symetryczny do punktu A
wzgledem BC, punkt E jest symetryczny do B wzgledem C A, za$ punkt F' jest
symetryczny do C wzgledem AB. Wykazaé, ze punkty D, E, F leza na jednej
prostej wtedy i tylko wtedy, gdy OH = 2R.

10. Przekatne AC i BD czworokata wypuklego ABCD sa prostopadle
i przecinaja si¢ w punkcie P. Punkt @) lezy wewnatrz tego czworokata, przy
czym SCDQ = YADB oraz $CBQ = ¥ ABD. Wykazaé, ze rzuty prostokatne
punktu @ na proste BC';, CD, DB oraz punkt P leza na jednym okregu.

11. Dane sa okregi Wy, Wy przecinajace si¢ w punktach P i K. Niech XY
bedzie wspdélna styczna do obu okregdéw blizsza punktowi P taka, ze X lezy na
W1, zas Y lezy na Ws. X P przecina W5 drugi raz w punkcie C, zas§ Y P przecina
Wy drugi raz w punkcie B. Niech A bedzie punktem przecigcia BX oraz CY'.
Udowodnié, ze jesli @ jest drugim punktem przeciecia okregdéw opisanych na
AABC i AAXY, to QXA = JQKP.

12



Drugi Mecz Matematyczny

1. Liczby rzeczywiste a, b, ¢, d spelniaja warunek |al|, |b], |c|, |d| > 1. Ponadto
abc + bed + cda+dab+a+b+c+d=0.

Wykazaé, ze

2. Wyznaczy¢é wszystkie takie funkcje f: R — R, ze dla dowolnych liczb
rzeczywistych x, y zachodzi réwnosé

F@@+y+f(y) =2y + f(2)*

3. Niech k bedzie dodatnig liczba catkowita dajaca reszte 1 z dzielenia

1+ VEk

przez 4, zas a = 5

. Udowodnié, ze jedli k nie jest kwadratem liczby

calkowitej, to

{la®n] — lalan]] |n=1,2,3,...} ={1,2,...,|a) }.

4. Na plaszczyznie dane sa parami rézne punkty Py, Ps, ..., P,, przy czym
n > 2. Niech M = | Jnax | P; P;|. Udowodni¢, ze istnieje co najwyzej n takich
NI

par indekséw i < j, ze |PP;| = M.
5. Na ptaszczyznie danych jest 2016 parami réznych okregdéw o promieniu 1.
Udowodnié, ze mozna z nich wybraé takie 27 okregéw, ze albo kazde dwa z nich

sie przecinaja, albo kazde dwa z nich sa rozlaczne.

6. Dane sa dodatnie liczby catkowite a, n. Udowodnié, ze liczba

n
Z aNWD(k,n)
k=1

jest podzielna przez n.

7. Dana jest liczba caltkowita k > 2. Niech D(n) oznacza liczbe tych dzielni-
kéw d liczby (Z), ktoére spelniaja nieréwnosci n — k + 1 < d < n. Wyznaczy¢
max D(n).

n>k
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8. Ciag ag, a1, asg, ... spelnia warunki

n—1

ag = 1 oraz an:Z<Z)ak dla n>1.
k=0

Niech m bedzie dodatnia liczba catkowita, p liczba pierwsza, zas q i r liczbami
catkowitymi nieujemnymi. Udowodnié, ze liczba

apmq_H, — apm71q+r

jest podzielna przez p™.

9. Dany jest tréjkat ABC wpisany w okrag w. Punkt I jest érodkiem okregu
wpisanego, a punkt J jest srodkiem okregu dopisanego do boku BC' w tym
tréjkacie. Punkty D, E sa rzutami odpowiednio punktéw I, J na bok BC.
Punkt M jest érodkiem odcinka I.J. Rozwazmy okrag styczny do prostej BC
w punkcie D oraz do luku BAC okregu w w punkcie T'. Prosta I'1" przecina
w ponownie w punkcie S. Udowodnié¢, ze proste M E i SJ przecinaja sie na
okregu w.

10. Dany jest czworokat ABCD, w ktérym YABC = JCDA = 90°.
Punkt P lezy wewnatrz tego czworokata, a jego rzuty na boki leza na okre-
gu o srodku S. Wykazaé, ze BS = DS.

11. Dany jest okrag w o érodku O oraz punkt S rézny od O lezacy wewnatrz
niego. Rozwazamy okregi o1, o2 styczne zewnetrznie w punkcie S i styczne
wewnetrznie do w. Punkt X jest Srodkiem jednoktadnosci o skali dodatniej
przeksztalcajacej o1 na 0. Przy ustalonym okregu w oraz ustalonym punkcie
S wyznaczy¢ zbiér wszystkich takich punktéw X.
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Rozwigzania

Zawody indywidualne

1. Dana jest liczba catkowita dodatnia n oraz liczby rzeczywiste ay, ..., an,
nie wszystkie réwne 0. Dowie$¢, ze réwnanie

Vitaz+...+V1+a,x=n

ma nie wiecej niz 2 pierwiastki rzeczywiste.

Rozwiazanie:
Sposdb 1

Przeksztalémy réwnowaznie réwnanie dane w treéci zadania:

(Vitaw—1)+ (V1+aww—1)+...+ (VI+apz—1) =0,
a1x a2 anx

+ 4.t =0,
Vitaix+1 J14ax+1 Vita,x+1

a az an _0 1
v <\/1+a1x+1+\/1—|—a2x+1+'”+\/1—|—an:r+1>_ ' (1)
Liczba x = 0 jest jednym z pierwiastkow danego réwnania, wystarczy wiec
wykazaé ze wyrazenie w nawiasie przyjmuje wartos¢ 0 dla co najwyzej jednego
argumentu x.
Wykazemy najpierw, ze funkcja

a
1= et

jest $cisle malejaca dla a # 0. W tym celu wystarczy dowiesé, ze dla x < y
zachodzi nieréwnos¢

a a
> )
Vi+ar+1l 1+ay+1

Jedli a > 0, to otrzymujemy kolejno

Yy >z,
1+ay>1+ax,

Vidtay+1>+vV1i4taxr+1,
a S a
Vitar+1 VI+ay+1
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W przypadku, gdy a < 0 dostajemy zas

y>z,
1+ay <1+ ax,

Vitay+1l<vi4axr+1,
1 1

< )

Vitar+1 14+ay+1
a a

> .

Vvi+ar+1 +14ay+1

To za$ konczy dowdd, ze funkcja f(z) jest $cisle malejaca.

Wyrazenie w nawiasie réwnosci jest suma pewnej liczby funkcji $cidle
malejacych (co najmniej jednej, skoro co najmniej jedna z liczb a; jest rézna od
0) i pewnej liczby funkcji stalych (gdy a; = 0), wiec jest funkcja Scigle malejaca.
W takim razie przyjmuje ono wartos¢ 0 dla co najwyzej jednego argumentu x.

Sposdb 11
Dla a; # 0 funkcja

filz) =vV1+ax
jest Scisle wklesta, gdyz

2

(2) = ————= <0,
Ji@) 44/(1 + a;z)3

zas dla a; = 0 jest funkcja stala.
Dane réwnanie przepiszmy w postaci

fi(@) + fa(x) + ...+ fulz) =n.

Lewa strona jest suma funkcji $cisle wklestych (taka jest co najmniej jedna)
i funkcji statych, wiec jest funkcja Scisle wklesta. W takim razie ustalona war-
to$¢ moze przyjmowac dla co najwyzej dwoch argumentéw x, skad otrzymujemy
teze zadania.

2. Punkt M jest $rodkiem boku BC tréjkata ABC. Punkt D lezy na boku
AC, przy czym AD = BD. Punkt E lezy na prostej AM, przy czym proste
DE i AB sa réwnolegle. Wykazaé, ze S DBE = SACB.

Rozwigzanie:

Niech A’ bedzie obrazem symetrycznym punktu A wzgledem punktu M.
Wéwezas proste A’C' i AB sa réwnolegle oraz A’C = AB. Z twierdzenia Talesa
dostajemy

DE DE A'C AB
BD AD AC  AC’
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co wraz z rownoscia
YEDB = YDBA = ¥DAB = 4CAB

prowadzi do wniosku, ze tréjkaty ACB i DBE sa podobne. W takim razie
4DBE = 4ACB.

3. Rozwiazaé réwnanie
?=y>—-9

w liczbach catkowitych z, y.

Rozwiazanie:

Odpowiedz: Nie ma rozwigzan.

Lewa strona danego réwnania jest kwadratem liczby catkowitej, wiec daje
reszte 0 lub 1 przy dzieleniu przez 4. Jesli y jest liczba parzysta, to prawa
strona danego réwnania daje reszte 3 z dzielenia przez 4, jesli za$ y daje reszte
3 z dzielenia przez 4, to prawa strona daje reszte 2 z dzielenia przez 4. W obu
przypadkach réwnanie nie moze mie¢ zatem rozwiagzan w liczbach catkowitych.

Zalézmy wiec, ze y daje reszte 1 z dzielenia przez 4. Dane réwnanie zapiszmy
w postaci

?+1=y>-8=(y—2) (v’ +2y+4).

Woéwezas y — 2 jest liczba postaci 4k + 3, a wiec ma dzielnik pierwszy p tej po-
staci. Wykazemy, ze lewa strona danego rownania takiego dzielnika pierwszego
mie¢ nie moze, co bedzie oznaczaé, ze rOwnanie nie ma rozwiazan w liczbach cal-
kowitych. Przypu$émy przeciwnie, czyli dla pewnej liczby pierwszej p = 4k + 3
zachodzi

z2=—-1 (mod p).

Woéwezas korzystajac z malego twierdzenia Fermata mozemy napisaé¢

2k+1
1=gP7 ! = g4 +2 = (IQ) L (—=1)**1 = —1  (mod p).
Otrzymana sprzecznos¢ dowodzi falszywosci uczynionego przypuszczenia i kon-

czy rozwigzanie zadania.

4. Dla ustalonej liczby catkowitej dodatniej n znalezé najmniejsza liczbe
catkowita dodatnia m > n taka, ze zbiér {n,n + 1,n+2,...,m} moze zostaé
podzielony na rozlaczne podzbiory w taki sposéb, ze w kazdym podzbiorze
jedna z liczb jest réwna sumie wszystkich pozostatych.

Rozwigzanie:
Odpowiedz: m = Tn — 4.
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Niech My, Mo, ..., My beda podzbiorami M spelniajacymi warunki zada-
nia. Skoro dla i = 1,2,..., k elementy zbioru M; sa parami rézne oraz istnieje
element bedacy suma pozostatych, to zbiér M; jest co najmniej trzyelemento-
wy. Stad k < m%”“ Niech S oznacza sume wszystkich elementéw zbioru M.

Wtedy

(m+n)(m—n+1)
S = .
2
Ponadto niech a; oznacza najwiekszy element zbioru M; dla ¢+ = 1,2,...,k.
Wtedy a; jest suma pozostalych elementéw M;, skad suma elementéw M; wy-
nosi 2a;. Dodatkowo a; sa parami rézne dla i = 1,2,..., k, zatem

k
S=>2a,<2 - (m+(m-1)+(m-2)+...+(m—k+1)) =

i=1

ZQ.M 2m+1—k) k<
2m+1_m—n+1 —n+1 (5m+n+2)(m—n+1)
9 )
poniewaz k < m=ptl < mEL < 2Ly funkeja (2m 4+ 1 — @) - @ jest rosnaca

dla z < 22t Sta¢d

(m+n)im—n+1)  (Gm+n+2)(m—n+1)
2 9
9(m+n)<2- (5m+n+2)

m>Tn—

N

b

Pozostalo zauwazy¢, ze zbiory

M, M, Ms o | My_q M,
™m—4|™m-5|™Mm—-6|...| 6n—2]6n—3
m—3|omMm—5|dn—-T7]...|3n+1|3n—-1
2n—1 2n In+1| ... 3n—-3|3n—2
Mn+1 Mn+2 Mn+3 M2n72 M2n71
6n—4 | 6n—-5|6n—61|...| 5mMm—1| bn—2
5n—4 | bn—6 |5 —8 | ... | 3n+2 3n

n n+1 n+2 | ... 2n—-3 | 2n—2

spetniajg warunki zadania.

5. W kazdym polu planszy 2016 x 2016 znajduje sie pewna liczba catkowita.
Liczby na sasiadujacych bokami polach réznia sie o co najwyzej 100. Wykazad,
ze istnieje liczba, ktéra wystepuje na planszy co najmniej 11 razy.
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Rozwiazanie:

Wezmy najmniejsza i najwieksza liczbe na planszy. Odlegto$é miedzy nimi
nie przekracza 2 - 2015, wiec ich réznica nie przekracza 2 - 2015 - 100, czyli na
planszy wystepuje co najwyzej 2-2015-100+1 = 403001 réznych liczb. Wszyst-
kich pél na planszy jest 2016-2016 = 4064256, czyli wiecej niz 403001 - 10, wiec
na mocy zasady szufladkowej Dirichleta ktéras liczba wystepuje co najmniej 11
razy.

6. Wyznaczy¢ wszystkie funkcje f : R — R spelniajace réwnosé

f@)f(y) =z —ylf (a;yjyl)

dla dowolnych z # y.

Rozwigzanie:
Niech f(0) = a. Podstawiajac z = 1, y = 0 otrzymujemy

Zalézmy najpierw, ze f(1) = 0. Wtedy podstawiajac y = 1 dostajemy

1
o=le-1l- (25).
r—1

skad f(z) = 0 dla wszystkich = # 1 (gdyz zbiorem wartosci funkcji g(z) = £
jest R\ {1}). Zatem tym przypadku f jest funkcja stale réwna 0.

Przyjmijmy teraz, ze f(1) # 0. Wtedy f(0) = a = 1. Podstawiajac w miej-
sce z 1y kolejno pary (z,0) 1 (0,2) (z # 0) otrzymujemy réwnosci

) =1els ()

@) =lels (-1). )

()1

czyli f(z) = f(—x) dla z # 0. Podstawiajac teraz w miejsce x i y pare (z,—1)

otrzymujemy
r@r(-3) =

oraz

co prowadzi do wniosku, ze

1
T+ —
x

)

1
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co po uwzglednieniu réwnosci daje

2% + 1] 2
. = 1. 3
2] x4 (3)

Podstawiajac wreszcie pare (x, —x) i korzystajac z parzystosci funkeji f dosta-

f(2)* = |a|

jemy
2
9 ¢ —1
= 2 .
=l 1 ().
wiec
2
4 —1
>0
(%)
Poniewaz funkcja h(z) = ”322;1 jest ”na”, to dostajemy, ze

f(z) > 0 dla kazdego = € R.

W takim razie z réwnoéci (3) otrzymujemy drugie rozwiazanie f(x) = V2 + 1.
Bezposrednio sprawdzamy, ze obie znalezione funkcje spelniaja dane réw-
nanie.

7. Niech D, E, F beda punktami stycznosci okregu wpisanego w trojkat
ABC odpowiednio z bokami BC, CA i AB. Dla kazdych dwoch trojkatéw spo-
srod AAEF, ABDF, ACDFE narysowano wspodlng styczna zewnetrzng okre-
géw wpisanych w te tréjkaty rézna od bokéw trojkata ABC. Wykazad, ze te
trzy styczne przecinaja si¢ w jednym punkcie.

Rozwiazanie:

Niech S bedzie srodkiem okregu wpisanego w tréjkat DEF. Wykazemy, ze
kazda ze stycznych rozwazanych w tresci zadania przechodzi przez punkt S. Do-
wo6d przeprowadzimy dla tréjkatéw AEF i BDF (w pozostalych przypadkach
postepujemy analogicznie).

Niech P bedzie $rodkiem tuku E'F niezawierajacego punktu D. Wtedy

YEFP = {FEP = JAFP,

skad wniosek, ze punkt P lezy na dwusiecznej kata AFE. Analogicznie uza-
sadniamy, ze punkt P lezy na dwusiecznej kata AEF, wigc w efekcie pokrywa
si¢ ze srodkiem okregu wpisanego w tréjkat AEF. Podobnie dowodzimy, ze
srodek @ tuku DF niezawierajacego punktu E pokrywa si¢ ze Srodkiem okregu
wpisanego w tréjkat BDF. W takim razie z lematu o tréjliSciu otrzymujemy

PF=PS oraz QF = Q8.
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Symetria wzgledem prostej PQ przeksztalca zatem punkt F' na punkt S, za$
prosta AB styczna do okregéw wpisanych w tréjkaty AEF i BDF na styczna
do tych okregéw rozwazana w tresci zadania. W takim razie nalezy do niej
punkt S, co konczy rozwiagzanie zadania.

8. Dowieéé, ze dla dowolnej liczby calkowitej dodatniej n istnieje taka liczba
caltkowita dodatnia m, ze liczba 2™ + m dzieli si¢ przez n.

Rozwiazanie:

Udowodnimy wiecej: wykazemy, ze dla dowolnego n mozemy dobraé¢ dowol-
nie duzg liczbe catkowita dodatnia m o postulowanej wlasnosci.

Stosujemy indukcje ze wzgledu na n. Jezeli n = 1, to dowolna liczba m
spelnia n | 2™ + m i teza jest spelniona.

Zalézmy, ze n > 2. Z zalozenia indukcyjnego zastosowanego do liczby ¢(n)
wnioskujemy o istnieniu takiej liczby catkowitej k, ze

E>n oraz 2°=—k (mod p(n)).
Udowodnimy, ze dowolna liczba m, dla ktérej
m= -2 (modnp(n)) oraz m>n

spelnia teze indukcyjna.

Zapiszmy n = 2%(2v 4+ 1) dla pewnych liczb naturalnych w,v. Poniewaz
k> n > u,toz warunkum = —2* (mod ne(n)) wynika, ze m = —2* (mod 2%)
lub réwnowaznie 2% | m. Oznacza to, ze 2% | 2™ + m.

Skoro m = —2F (mod ny(n)), to m = —2* (mod ¢(2v + 1)). Podobnie
z kongruencji 2 = —k (mod ¢(n)) wnioskujemy, ze k = —2* (mod ¢(2v+1)).
W konsekwencji m = k (mod p(2v+1)) istad 2™ = 28 (mod 2v+1). Poniewaz,
m = —2F (mod np(n)), to m = —2F (mod 2v + 1). Ostatecznie otrzymujemy
2m +m = 2F 4 (=2%) = 0 (mod 2v + 1). Z podzielnogci 2% | 2™ + m oraz
2v + 1| 2™ 4+ m wnioskujemy, ze n | 2" + m.

Wykazalismy, ze jezeli m = —2% (mod np(n)) oraz m > n, to n | 2™ + m.
Czyli teza indukcyjna jest spelniona.

9. Rozwiaza¢ w liczbach catkowitych dodatnich réwnanie

(x4 2y +32)(2x + 3y + 2)(3z +y + 22) = 17",

Rozwiazanie:

OdpowiedZ: Nie ma rozwigzan.

Przypu$émy przeciwnie i spoéréd wszystkich czworek liczb catkowitych do-
datnich (x,y, z, k) spelniajacych dane réwnanie wybierzmy taka, dla ktérej su-
ma x + y + z jest najmniejsza. Skoro x,y,z > 1, to kazda z liczb x + 2y + 3z,

21



2z 4+ 3y + z, 3x + y + 22 jest wieksza od 1. Jesli iloczyn trzech liczb jest pote-
ga 17, to kazda z nich tez, skad wniosek, ze 17 jest dzielnikiem kazdej z liczb
x4 2y + 3z, 2x + 3y + z, 3x + y + 22. Wobec tego

17| =5(x+2y+32)+ e +3y+2)+ 7Bz +y +22) — L7z = z.

Ane.mloiglczme dc.)wodglmy, e 17 | yi17] 2, zat,er.n czwo.rka (1%, 1% 1 k—3)
takze jest rozwiazaniem réwnania danego w tresci zadania. Jednakze

A e s

—+ =4+ =<z z

17 17T yre
co przeczy temu, ze czworka (z, y, z, k) byla rozwiazaniem o najmniejszej sumie.
To konczy rozwiazanie zadania.

10. Dana jest liczba nieparzysta n > 3 i plansza n x n. W kazde pole
planszy wpisana jest liczba rzeczywista o module mniejszym niz 1. Suma liczb
w kazdym kwadracie 2 x 2 jest réwna 0. Wykazaé, ze suma liczb na planszy
jest mniejsza niz n.

Rozwiazanie:

Niech S oznacza sume liczb na planszy oraz niech (a;);=12,..» bedzie cia-
giem wyrazéw z gléwnej przekatnej planszy. Z zalozenia zadania wiemy, ze

—1<a <1ldlai=1,23,...,n. Rozmie$¢my na planszy ”T’l prostokatow
o wymiarach 2 x 2 dla i = 1,2,..., an oraz an prostokatow o wymiarach
2ix2dlai=1,2,..., ”T_l w sposéb przedstawiony na rysunku.
aj
ag
asz
(e}
Ap—1
an

Oczywiscie suma liczb w kazdym prostokacie jest rowna zeru, skad

S=a—ax+az3—as+...—an_1+a, <n,
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co chcieliSmy otrzymac.

11. Udowodnié, ze dla dowolnych nieujemnych liczb rzeczywistych a, b, ¢, d
spelniona jest nieréwnosc¢

a—b>b n b—c n c—d n d—a >0
ab+2b+1  be+2c+1 ced+2d+1  da+2a+1"
Rozwigzanie:
Sposdb 1
Zauwazmy, ze
a—b 1 a—b+ab+2b+1 (a4 1)(b+1) 1
ab 2%+ 1 = = = 1
ab+2b+1 ab+2b+ 1 bla+1)+(0+1) 2+ -4
Stad
1 a—>b n b—c n c—d n d—a a4 =
4 \ab+2b+1 be+2c+1 ecd+2d+1 da+2a+1 a
_1( L SRR S >>
-4 b 1 c 1 d 1 a 1 .
A\siitem St dtar e Taa

4
b 1 c 1 d 1 a 1
b+1 + a+1 + c+1 + b+1 + d+1 + c+1 + a+1 + d+1
—1

na mocy nieréwnosci miedzy srednig arytmetyczng i harmoniczng. Zatem

a—>b n b—rc n c—d n d—a >0
ab+2b+1  be+2c+1  ced+2d+1  da+2a+17

co chcieliSmy otrzymac.

Sposdb 1T
Wykazemy najpierw, ze dla dowolnych nieujemnych liczb rzeczywistych za-

chodzi nieréwnosé
a—>b 1 1

> — )
ab+2b+1" b+1 a+1

Rzeczywiscie, przeksztalcajac rownowaznie otrzymujemy kolejno

(4)

a—>b S a—1b
ab+2b+1~ ab+a+b+1’
(a—=b)(ab+a+b+1) > (a—0b)(ab+2b+ 1),
(a —b)(a—1b) > 0.

23



Ostatnia nieréwnos¢ jest prawdziwa, co konczy dowdd nieréwnosci .
Szacujac w analogiczny sposob pozostale utamki otrzymujemy

a—2>b b—c c—d d—a 1 1
+ + + > +

ab+2b+1 be+2c+1 ed+2d+1 da+2a+1~ \b+1 a+1

N 1 1 N 1 1 N 1 1 -
c+1 b+1 d+1 c+1 a+1 d+1)7 7

12. Punkty B’, C' i D’ sa $rodkami odpowiednio krawedzi AB, AC i AD
czworoécianu ABCD, zas Gp, G¢o 1 Gp sa srodkami ciezkosci odpowiednio
tréjkatéw ACD, ABD, ABC. Punkt G jest $rodkiem ciezkos$ci danego czwo-
roscianu. Dowieé¢, ze punkty A, G, Gp, G¢, Gp leza na jednej sferze wtedy
i tylko wtedy, gdy punkty A, G, B’, C’, D' leza na jednej sferze.

Rozwigzanie:

Lemat. Niech w bedzie okregiem opisanym na tréjkgcie BC D, zas niech punkty
A i E bedg tak poloZone w przestrzeni, zZe odcinek AE przecina plaszczyzne
BCD w punkcie P lezgcym wewngtrz okrequ w. Wtedy punkty A, B, C, D, E
lezq na jednej sferze wtedy i tylko wtedy, gdy —AP - PE = Pot(P,w).

Dowdéd. Niech F' # B bedzie punktem przecigcia prostej BP z okregiem w.

Jedli punkty A, B, C, D, E leza na jednej sferze, to punkty A, B, F'i F
leza na okregu, skad —AP - PE = —BP - PF = Pot(P,w).

Jedli teraz —AP-PE = Pot(P,w), to AP-PE = BP- PF, zatem punkty A,
B, E i F leza na okregu w’. Niech O bedzie érodkiem okregu w, zag O’ srodkiem
okregu w’. Prosta k przechodzaca przez punkt O i prostopadta do plaszczyzny
BCD oraz prosta £ przechodzaca przez punkt O’ i prostopadla do plaszczy-
zny ABE maja punkt wspolny S. Wéwcezas CS = DS = BS = AS = ES, skad
wniosek, ze A, B, C, D, E leza na jednej sferze (o $rodku S). O

Przechodzimy do dowodzenia tezy zadania. Niech w bedzie okregiem opisa-
nym na tréjkacie BC'D, zas G4 Srodkiem cigezkosci tego tréjkata.

Uzasadnimy najpierw, ze punkty A, G, B’, C', D’ leza na jednej sferze
wtedy i tylko wtedy, gdy Pot(Ga,w) = —3AG%. Niech P bedzie obrazem
symetrycznym punktu A wzgledem punktu G. Mamy wtedy AG = 3GGa4,
skad GoP = %AG - Jednoktadnosé o srodku A i skali 2 przeprowadza punkty
B, C', D', G na punkty B, C, D, P, skad wniosek, ze punkty A, G, B’,
C’, D' leza na jednej sferze wtedy i tylko wtedy, gdy punkty A, P, B, C,
D leza na jednej sferze. To za$ na mocy lematu jest réwnowazne zaleznosci
POt(GA,w) =—-AG4-GoP = —%AGQA.

Teraz wykazemy, ze punkty A, G, G, G¢, Gp leza na jednej sferze wtedy
i tylko wtedy, gdy Pot(Ga,w) = f%AGE\, co zakonczy rozwigzanie zadania.
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Jednokladnosé o srodku G i skali 3 przeprowadza punkty Gp, G¢, Gp odpo-
wiednio na punkty B, C, D, za$ punkt A na taki punkt @, ze GQ = 3AG. Wy-
korzystujac jeszcze raz zaleznosé AG = 3GG 4 otrzymujemy GG 4 = iAGA, zas
GAQ = 2AG 4. Wowcezas punkty A, G, G, Go, Gp leza na jedne]j sferze wtedy
i tylko wtedy, gdy punkty @, G, B, C, D leza na jednej sferze. To za$ na mocy
lematu jest réwnowazne zaleznosci Pot(Ga,w) = —GGa - GaQ = —1AG?.

13. Dane sa dwa wielomiany P i @ o wspolczynnikach rzeczywistych takie,

ze
P(z) € Z < Q(z) € Z.

Wykazaé, ze co najmniej jeden z wielomianéw P — @, P + @ jest staly.

Rozwiazanie:

Jesli ktérys z wielomianéw P, @ jest staly, to teza jest oczywista. Niech
teraz deg P =m > 1, deg@Q = n > 1 i niech bez straty ogdélnosci m > n.

Zalézmy najpierw, ze wspotczynniki wiodace wielomianéw P, Q) sa wieksze
niz 0. Wowczas istnieje taka liczba rzeczywista M, ze P i () sa rosnace na
przedziale [M, +00) a ponadto lim,_., P(x) = 400 = lim,_ Q(x). Niech
wiec ag > M bedzie taka liczba, ze P(ag) = b € Z. Z warunkéw zadania
wynika, ze Q(ag) = ¢ € Z. Przez indukcje udowodnimy, Ze istnieje rosnacy ciag
liczb rzeczywistych ag, a1, ..., a,;, speliajacy réwnosci

P(a;) =b+1i oraz Q(a;) =c+i dla i=0,1,2,...,m.

Baza indukeji jest spelniona. Zalézmy teraz, ze P(ag—1) = b+ k — 1 oraz
Q(ak—1) = ¢+ k — 1. Poniewaz wielomian P jest rosnaca funkcja ciagla na
przedziale [M, +00) oraz lim, _ ., P(z) = 400, to istnieje dokladnie jedna liczba
aj, > ag_1, dla ktérej P(a}) = b + k. Analogicznie, istnieje dokladnie jedna
liczba a}] > ai_1, dla ktérej Q(a}) = ¢ + k. Z warunku

Plx)eZ < Qx) € Z

oraz z réwnosci P(ay—1) = b+k—1, P(a},) = b+k wynika wiec, ze dla dowolnej
liczby x z przedziatu [ar_1, a)) liczba Q(z) jest niecatkowita. W szczegdlnosci
aj > a). Analogicznie uzasadniamy, ze aj, > a.. Wobec tego a}, = a}. Aby
otrzymac tez¢ indukcyjng wystarczy polozyé ay = aj.

Otrzymalismy wiec ciag ap < a1 < ... < ap, spelniajacy réwnodci

P(a;)) —Qa;))=b—c dla i=0,1,...,m.

Poniewaz wielomian P — () ma stopieni co najwyzej m i przyjmuje te sama
warto$¢ dla m + 1 réznych argumentéw, wiec wielomian ten jest staly.

W przypadku, gdy wspélczynniki wiodace wielomianéw P, @ sa ujemne,
stosujemy powyzsze rozumowanie do wielomianéw —P, —() i wnioskujemy, ze
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wielomian —P—(—Q) = —P+Q jest staly. Stad wielomian P—Q = —(—P+Q)
tez jest staly.

W przypadku, gdy wspdlczynniki wiodace wielomianéw P, @ sa réznych
znakéw, to wielomiany P, —Q) maja wspdlczynniki wiodace tych samych zna-
kéw. Mozemy zastosowaé do nich powyzsze rozumowanie i wywnioskowaé, ze
wielomian P — (—Q) = P + @ jest staly. Kofczy to rozwiazanie zadania.

14. Dana jest liczba pierwsza p = 4k+3, gdzie k jest pewna liczba calkowita.
Dowiesé, ze

p—1
H(i2 +1)=4 (mod p).
i=1

Rozwiazanie:

Sposob 1

Dla i # +1 zachodzi réwnosé i2 4+ 1 = ::j Udowodnimy, ze multizbiory
My = {1? (mod p),2? (mod p),3* (mod p),...,(p—1)* (mod p)}
oraz
M, ={1* (mod p),2* (mod p),3* (mod p),...,(p—1)* (mod p)}

sg rowne. Wykazemy najpierw, ze kazdy ich element wystepuje w nich doktad-
nie dwa razy. Ustalmy 1 <z <p— 1.
Szukamy teraz wszystkich y takich, ze

22 =y? (mod p).

Jest to réwnowazne temu, ze (z+y)(z—y) =0 (mod p), czyliy = £z (mod p).
Skoro 2z # —x (mod p) (bo liczba p jest nieparzysta), to rozwazana kongruencja
ma dokladnie dwa rozwiazania w zbiorze {1,2,3,...,p — 1}.

Rozwazmy teraz kongruencje z* = y* (mod p). Poniewaz

ot =yt = (2" =) (@® + ) = (@ —y) (@ +y)(@® + ),
wiec jest ona rownowazna temu, ze
(z —y)(z+y)(@®+y°) =0 (mod p). (5)

Liczba pierwsza postaci 4k + 3 nie moze by¢ dzielnikiem sumy kwadratéw liczb
niepodzielnych przez nia. Istotnie, gdyby a? + > = 0 (mod p) dla a,b nie-
podzielnych przez p, to a®> = —b* (mod p), skad (ab=1)? = —1 (mod p). Tak
jednak by¢ nie moze, co zostalo wykazane w rozwiazaniu zadania trzeciego.
Zatem jedyne rozwiazania kongruencji toy=zriy=—u.
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Oczywiscie kazda liczba, ktora jest czwarta potega jest rowniez kwadratem.
Wobec tego kazdy element multizbioru My jest elementem multizbioru Ms.
Ponadto kazdy element tych multizbiorow wystepuje w nich doktadnie dwa
razy, za$ Ms i My maja tyle samo elementéw (liczac z krotnosciami). Wynika
stad, ze My = M,. Poniewaz

PP=p-12=1=1"=(p-1)* (mod p),
wiec multizbiory
My ={2" (mod p),3* (modp),...,(p—2)* (mod p)}

oraz
M ={2* (mod p),3* (mod p),...,(p—2)* (modp)}

sa rowne. Wobec tego

p—2 p—2
[T6*-D=[[6*-1) (modp)
i=2 i=2
Stad
p—2
p—1 p— 214 1:[2(1471)
Hz +1) —4]:[2 = ;;2 =4 (mod p)
[1(-1)
1=2
Sposob 11

Podobnie jak w sposobie I dowodzimy, ze w multizbiorze liczb My jesli
jakas liczba wystepuje, to wystepuje doktadnie 2 razy. Rozwazmy wielomian
P(z) = (x — 1)P%1 — 1. Wéwczas

P@+1)=(+1-1)"7 —1= ' =1=0 (mod p)

na mocy malego twierdzenia Fermata Zatem pierwiastkami tego wielomianu sa
liczby postacii? +1dlai=1,2,.. . Wielomian ten ma stopien p2 =L wiec
sg to wszystkie jego pierwiastki. Wyraz wolny tego wielomianu jest réwny —2,
a wspotezynnik wiodacy 1. Ze wzoréw Viete’a wynika, ze iloczyn pierwiastkow

wielomianu P daje reszte (—2) - (—1)7 * = 2 7 dzielenia przez p.

p—1
W iloczynie [] (2 + 1) (mod p) kazdy z tych pierwiastkéw pojawia sie
i=1
dokladnie 2 razy, wiec wartos¢ tego iloczynu jest réwna kwadratowi iloczynu
wszystkich pierwiastkéw, czyli przystaje do 4 (mod p).

15. Gracze 1,2, 3,...,n siedza przy okraglym stole, przy czym kazdy z nich
ma poczatkowo dokladnie jeden zeton. Gracz 1 przekazuje zeton graczowi 2,
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ktéry nastepnie przekazuje dwa zetony graczowi 3. Potem gracz 3 przekazuje
zeton graczowi 4, ktéry przekazuje dwa zetony graczowi 5, i tak dalej. W mo-
mencie, gdy gracz pozbedzie sie wszystkich swoich zetonéw, odchodzi od stotu.
Gra konczy sie, gdy przy stole zostanie doktadnie jeden gracz. Wyznacz wszyst-
kie liczby n, dla ktorych gra sie zakonczy.

Rozwiazanie:

Odpowiedz: Gra zakonczy sie wtedy i tylko wtedy, gdy n =1, n =2™ 4+ 1
lub n = 2™ + 2 dla pewnej liczby catkowitej nieujemnej m.

Przyjmijmy najpierw, ze gra znajduje si¢ w nastepujacym polozeniu dla
pewnego k > 2:

1. Przy stole znajduje sie s graczy.

2. Oprécez gracza, ktory wlasnie ma wykonaé ruch, wszyscy maja doktadnie
k zetonéw.

3. Gracz, ktéry wlasnie ma wykonaé ruch, ma k41 zetonéw, jesli rozpoczyna
od oddania 2 zetonéw, lub k + 2, jesli rozpoczyna od oddania jednego
zetonu.

Wykazemy, ze gra konczy sie wtedy i tylko wtedy, gdy liczba s jest potega
liczby 2 o wykladniku catkowitym nieujemnym.

Zatézmy najpierw, ze liczba graczy jest parzysta. Wowczas, jesli gracz roz-
poczynajacy oddaje 2 zetony, to po k turach przy stole zostana tylko gracze
siedzacy na miejscach parzystych, przy czym kazdy z nich bedzie mial 2k ze-
tondw, oprocz gracza, ktory bedzie mial wykonaé¢ nastepny ruch, ktory bedzie
mial 2k 4 1 zetonéw i w nastepnej turze bedzie musiat oddaé¢ 2 zetony. Jesli na-
tomiast gracz rozpoczynajacy oddaje 1 zeton, to po k turach przy stole zostana
tylko gracze siedzacy na miejscach nieparzystych i kazdy z nich bedzie miat 2k
zetonéw, za wyjatkiem gracza, ktory bedzie mial wykonaé¢ nastepny ruch —
bedzie on mial 2k + 2 Zetony i w nastepnym ruchu bedzie oddawal jeden zeton.
Stad jesli liczba graczy jest parzysta, po pewnym czasie sprowadzamy sytuacje
przy stole do analogicznej, zmniejszajac liczbe graczy o potowe, wiec jesli s jest
potega dwdjki, gra sie zakonczy. Jedli jednak s nie jest potega dwdjki, po pew-
nym czasie doprowadzimy do sytuacji, gdy przy stole siedzi nieparzysta liczba
graczy wieksza od 1 i kazdy z nich ma co najmniej 2 zetony, za wyjatkiem
gracza, ktéry rozpoczyna gre, ktéry ma ich co najmniej 3. W tym wypadku
jednak po dwodch turach gra wréci do ustawienia poczatkowego, czyli sie nie
zakonczy.

Powréémy do gry z zadania. Oczywiscie dla n = 1,2 gra sie zakonczy.
Zauwazmy teraz, ze dla n > 3, po jednej pelnej rundzie pozostanie L"T_lj
graczy. Kazdy z nich bedzie mial po 2 zetony, za wyjatkiem gracza, ktéry ma
wykonaé ruch, ktéry ma 3 zetony, je$li w nastepnym ruchu oddaje 2 zetony,
lub 4 Zetony, jesli w nastepnym ruchu przekazuje 1 zeton. Stad gra sie zakonczy
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wtedy i tylko wtedy, gdy L”T_lj = 2™ dla pewnej liczby calkowitej nieujemne;]
m, czyli wtedy i tylko wtedy, gdy n = 2" + 1 lub n = 2™ + 2.

16. Odcinki BE i C'F sa wysoko$ciami w tréojkacie ostrokatnym réznobocz-
nym ABC. Punkty X, Y, Z sg punktami stycznosci bokéw tréjkata do okre-
géw dopisanych do tego tréjkata. Prosta EF jest styczna do okregu wpisanego
w tréjkat ABC. Wykazaé, ze punkty A, X, Y, Z leza na jednym okregu.

Rozwiazanie:

Przyjmijmy dla ustalenia uwagi, ze punkty X, Y, Z leza odpowiednio na
bokach BC', C'A, AB tréjkata ABC'.

Sposob 1

Oznaczmy przez H, I, M, O, S odpowiednio: ortocentrum tréjkata ABC,
srodek okregu wpisanego w trojkat ABC, érodek odcinka BC', $rodek okregu
opisanego na tréjkacie ABC, odbicie A wzgledem O.

Lemat. Punkty H, I, M, S sq wspotliniowe.

Dowdéd. Niech P bedzie punktem przeciecia prostych BC, E'F.

Skoro ¥ BEC = 90° = {BFC, to czworokat BCEF jest wpisany w okrag,
ktorego srodkiem jest punkt M. Z wlasno$ci biegunowych wynika, ze prosta AP
jest biegunowg punktu H wzgledem tego okregu. W szczegdlnosci HM | AP.

Oznaczmy okrag wpisany w tréjkat ABC przez w. Prosta EF jest stycz-
na do w, wiec okrag ten jest wpisany w czworokat BC'EF. Oznaczmy punkty
stycznosci okregu w z bokami BC, CE, EF, F B odpowiednio przez Py, Py, Ps,
P,. Z twierdzenia Brianchona zastosowanego w (zdegenerowanym) sze$ciokacie
BP,CEPsF wynika, ze odcinki BE, C'F, P, Ps przecinaja sie w jednym punk-
cie, czyli ze H lezy na odcinku P; Ps. Analogicznie uzasadniamy, ze H lezy na
odcinku Py P;.

7 wtasnoéci biegunowych wynika, ze prosta P; Ps jest biegunows punktu P
wzgledem w, a prosta P, P, — biegunowa punktu A wzgledem w. Z twierdzenia
o wzajemnosci biegunowych wynika, ze prosta AP jest biegunows punktu H
wzgledem w. W szczegdlnosci HI | AP.

Poniewaz HM 1 AP oraz HI | AP, wiec punkty H, I, M sg wspotliniowe.

Skoro S jest odbiciem punktu A wzgledem O, to AS jest $rednicg okregu
opisanego na tréjkacie ABC. Stad SB 1 AB. Ponadto CH 1 AB, co ozna-
cza, ze SB || HC. Analogicznie dowodzimy, ze SC || HB. Stad czworokat
BHCS jest réwnoleglobokiem. Przekatne dowolnego réownolegloboku przeci-
naja sie w potowie, skad wnioskujemy, ze punkt M lezy na odcinku HS.

Z powyzszych rozwazan wynika teza lematu — dowiedliSmy bowiem, ze
punkty I, S leza na prostej HI.

O
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Oznaczmy przez s symetrie srodkowa wzgledem punktu O. Przyjmijmy
oznaczenia X' = s(X), Y =s(Y) 1 Z' = s(Z2).
Punkty X i P; sa symetryczne wzgledem M, gdyz

BP, = G_T - CX.

Ponadto OM | BC, zatem P; X’ | BC.

Rozwazmy jednokladnosé o érodku A przeksztalcajaca okrag dopisany do
boku BC tréjkata ABC na okrag w. Obrazem punktu X w tej jednoktadnosci
jest taki punkt T lezacy na w (rézny od Pp), ze styczna w punkcie T' do w
jest rownolegta do BC. Wobec tego P;T jest $rednica okregu w. Stad I jest
srodkiem odcinka P, T. Ponadto M jest $rodkiem P; X. Wobec tego prosta I M
jest réwnolegla do prostej T X, czyli do prostej AX.

Whioskujemy stad, ze punkt X' lezy na prostej réwnoleglej do AX przecho-
dzacej przez punkt S. Z lematu wynika, ze prosta ta jest I.S. Z drugiej strony
P X’ 1 BC. Wobec tego X' jest punktem przeciecia prostej IS z prosta pro-
stopadla do BC przechodzaca przez P;. Stad X' = I.

Podobnie wykazujemy, ze Y’ lezy na prostej P»I oraz na prostej réwnoleglej
do AC przechodzacej przez S. Wynika stad, ze SY’ 1 Y'I, czyli punkt Y’ lezy
na okregu o $rednicy I.S. Analogicznie dowodzimy, ze Z’ réwniez lezy na tym
okregu.

Poniewaz obrazami punktéw S, I, Y’, Z/ w symetrii s sg odpowiednio punk-
ty A, X, Y, Z, wiec punkty A, X, Y, Z lezg na okregu o $rednicy AX.

Sposob 11
Oznaczmy przez a, b, ¢ dtugosci odpowiednio bokéw BC, C A, AB, a przez
a, 3, v miary katéow SBAC, SCBA, SACB. 7 twierdzenia cosinuséw otrzy-

b2+c2—a

mujemy a? = b? + ¢ — 2bccos a, czyli cosa = 2he ® . Zatem

2 2 2
AF = AC cosa = b—l—027a.
c

Analogicznie wykazujemy, ze

2 2 _p2 24 p2 2
pp_CTa =0 ey CE=Y T
2¢ 2b

Tréjkat AEF jest podobny do tréjkata ABC w skali %, zatem

AF  a(b® + 2 —a?)
EF =BC- 10 = e .

Czworokat BCEF jest opisany na okregu, zatem EF + BC = BF + EC.

Oznaczmy przez T, drugi punkt przecigcia okregu opisanego na AXZ z bo-

kiem BC, a przez T. drugi punkt przecigcia okregu opisanego na AXY z bo-
kiem BC'. Z potegi punktu wzgledem okregu wynika, ze

BT, = %XBA oraz CT,. = %
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Ponadto

By — b—l—c—a7 BY — a—i—b—c7 ox — a—b—i—c, oy — b—l—c—a.
2 2 2 2
Teza zadania jest rownowazna temu, ze punkty 73 i T, sie pokrywaja. Wy-
starczy wigc wykazaé, ze BT, + CT,. = BC. Podstawiajac wyliczone wartosci
odcinkéw otrzymujemy, ze zatozenie o stycznosci jest réwnowazne warunkowi
a(b? + 2 —a? +a® -0  a?+b -2
a® +c —af) | n

2bc 2c 2b ’
a teza jest rownowazna réwnosci
b+c—a b+c—a
c-———+b-——=a
a+b—c a—b+c

Wymnazajac obie rownosci przez mianowniki i redukujac wyrazy podobne prze-
konujemy sig, ze sa one rownowazne. Konczy to rozwiazanie zadania.

17. Dana jest liczba naturalna n > 1 taka, ze liczby 2" i 5" zaczynaja
sie taka sama cyfra ¢ w zapisie dziesietnym. Wyznaczy¢ wszystkie mozliwe
wartosci c.

Rozwiazanie:

Jedyna mozliwa wartoscia c jest ¢ = 3.

W oczywisty sposéb ¢ nie jest zerem. Zalézmy, ze liczby 2™ i 5™ zaczynaja
sie taka sama cyfra ¢ € {1,2,...,9} w zapisie dziesietnym. Wéwczas istnieja
liczby catkowite k,l > 0 takie, ze

c-10F < 2" < (¢4 1)-10% oraz c¢-10' <5" < (c+1) - 10"
Mnozac te nieréwnoéci stronami i dzielgc przez 10* otrzymujemy
A <10 < (e +1)%

Stad istnieje liczba bedaca potega liczby 10 o catkowitym wykladniku, nie
mniejsza niz ¢ i mniejsza niz (¢ + 1)2. Skoro ¢ € {1,2,...,9}, to ¢ = 1 lub
c=3.

Dlac=1mamyn—k—1{=0,skad

2k .5k = 10F < 28t oraz 2¢ -5 =10 < 5FF

Stad
5F < 2l < 5F,

skad k =1 = 0. Ale wtedy n = 0, co stoi w sprzecznosci z zalozeniem zadania.

31



Pozostaje zauwazy¢, ze 2° = 32, 5° = 3125, skad istnieje liczba n taka, ze
2™ 1 5™ zaczynaja sie cyfra 3 w zapisie dziesietnym.

18. Przekatne AC i BD czworokata wypuktego ABC' D wpisanego w okrag
przecinajg sie w punkcie F, za$ proste AD i BC przecinaja si¢ w punkcie F'.
Punkty M i N sa odpowiednio srodkami bokéw AB i C'D. Wykazaé, ze prosta
EF jest styczna do okregu opisanego na tréjkacie EM N.

Rozwigzanie:

Niech K i L beda obrazami symetrycznymi punktu E odpowiednio wzgle-
dem punktéw M i N. Rozwazmy zlozenie jednokladnoéci o srodku F' i skali
% z symetrig wzgledem dwusiecznej kata AF B. Wéwczas obrazami punktow
C i D sa odpowiednio punkty A i B, gdyz AF - DF = BF - CF. Zauwazmy
teraz, ze

SLCD = SCDE = $BAE = 4ABK

oraz

JLDC = ¥DCE = SABE = YK AB.

Wobec tego obrazem punktu L w rozwazanym przeksztalceniu jest punkt E,
za$ obrazem punktu F jest punkt K. W takim razie

JLFD = YEFC = SKFA,

skad wniosek, ze punkty F, K, L sa wspélliniowe. Ponadto prosta LE prze-
chodzi w danym przeksztalceniu na prosta FK, a prosta F'E na prostag FK,
wiec $FEL = 4FKE = YNME (ostatnia réwno$¢ wynika z réwnoleglosci
prostych KL i MN). To za$ jest réwnowazne tezie zadania.

19. Wyznaczy¢ wszystkie wielomiany P o wspdélczynnikach rzeczywistych
spelniajace dla kazdej liczby rzeczywistej = zalezno$é

P (2?) = P(z)- P(z +2).
Rozwiazanie:

Odpowied?: Jedyne wielomiany spelniajace warunki zadania to: P(xz) = 0,
P(x) =1 oraz P(z) = (x — 1)™ dla pewnej liczby catkowitej dodatniej n.

Sposdb 1
Zalézmy najpierw, ze P jest wielomianem stalym, czyli ze
P(x)=c

dla kazdego = oraz pewnej liczby rzeczywistej c. Podstawiajac to do rownosci
z zadania, otrzymujemy



zatem ¢ = 0 lub ¢ = 1. Stad otrzymujemy wielomiany P(z) = 01 P(z) = 1
spelniajace warunki zadania.

Niech teraz P bedzie wielomianem stopnia n > 0. Niech a bedzie wspoél-
czynnikiem wiodacym wielomianu P. Wowczas a jest wspélezynnikiem wioda-
cym wielomianu P (2%) oraz a? jest wspélezynnikiem wiodacym wielomianu
P(z) - P(x +2), skad a = a?, a skoro a jest rézne od 0, to a = 1. Niech wigc
P(z) = (x — 1) + Q(x), gdzie k = deg Q < n. Stad

(2 =1)"+Q(«%) = P (+*) =
— P(z) - Pla+2) =
=(@-1)"+Q@) - (z+1)"+Qz+2) =
= (@ - 1)" + (@~ 1)"Qz +2) + (z + 1)"Q(z) + Q(z)Q(z +2),
a wiec
Q(2%) = (z — 1)"Qz +2) + (z +1)"Q(x) + Q(2)Q(x +2).
Przypusémy, ze @ nie jest wielomianem stale réwnym zeru. Wtedy

2k = deg Q(z?) =

=deg((z - 1)"Q(z +2) + (¢ +1)"Q(z) + Q(@)Q(z + 2)) =
=n+k<
< 2k.

Stad Q(x) =0, czyli P(x) = (z —1)™. Bezposrednio sprawdzamy, ze wielomian
ten spelnia warunki zadania dla kazdej liczby catkowitej dodatniej n.

Sposdb 11

W przypadku wielomianéw statych postepujemy jak w sposobie I. Dalej
zakladamy, ze P jest wielomianem stopnia n > 1. Wéwczas wielomian ten ma n
pierwiastkéw zespolonych (liczac z krotnosciami). Zat6zmy, ze liczba zespolona
z jest pierwiastkiem wielomianu P. Podstawiajac w danej réwnosci x = z
wnosimy, ze 22 jest takze pierwiastkiem wielomianu P. Przyjmujac za$ x—2 = z
otrzymujemy, ze liczba (z — 2)? jest takze pierwiastkiem wielomianu P.

Przypusémy, ze wielomian P ma pierwiastki zespolone o module wigkszym
niz 1 i wéréd nich wybierzmy 2o o najwiekszym module. Wéwczas liczba 22
takze jest pierwiastkiem wielomianu P, a ma wigkszy modul. W takim razie
wielomian P nie moze mieé¢ pierwiastkéw zespolonych o module wigkszym niz 1.
W analogiczny sposob uzasadniamy, ze wielomian ten nie ma pierwiastkow ze-
spolonych o module nalezacym do przedziatu (0, 1) (wystarczy rozpatrzy¢ pier-
wiastek o najmniejszym module). Ponadto jesli liczba 0 bylaby pierwiastkiem
wielomianu P, to wéwczas pierwiastkiem wielomianu P bylaby takze liczba 4,
co jest niemozliwe. W takim razie wszystkie pierwiastki P leza na okregu jed-
nostkowym o $rodku w 0. Przypuéémy teraz, ze wielomian P ma pierwiastek
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zo # 1 lezacy na okregu jednostkowym o srodku w 0. Wtedy liczba zy — 2 nie
lezy na tym okregu i to samo dotyczy liczby (29 — 2)?, ktéra jest pierwiast-
kiem wielomianu P. Otrzymana sprzeczno$¢ prowadzi do wniosku, ze jedynym
pierwiastkiem zespolonym wielomianu P jest 1. W takim razie P(z) = (z—1)".

Bezposrednio sprawdzamy, ze ten wielomian spelnia dana w tresci zadania
réwnoéé dla kazdej liczby catkowitej dodatniej n.

20. Dana jest liczba catkowita m > 3 oraz m-kat foremny. Pewne n — 3
przekatne pokolorowano na blekitno, a inne n — 3 na zloto w taki sposéb, ze
przekatne jednego koloru nie przecinaja sie wewnatrz wielokata. Wyznaczy¢
maksymalna liczbe punktéow przecigcia przekatnych réznych koloréw wewnatrz
wielokata.

Rozwiazanie:

WezZmy dwie nie przecinajace sie zlote przekatne. Dziela one wielokat na
3 czeéci. Niech k oznacza liczbe wierzchotkéw w dwoch zewnetrznych czesciach.
Kazda blekitna przekatna przecinajaca obie te przekatne musi mie¢ oba kon-
ce w jednym z tych k wierzchotkéw. Blekitne przekatne nie tworza cykli, wigc
przekatnych o konicach wérod ustalonych k wierzchotkéw jest co najwyzej k — 1.
Wszystkich blekitnych przekatnych jest n — 3, wiec wszystkich punktéw prze-
ciecia btekitnych przekatnych z dwoma wyréznionymi ztotymi przekatnymi jest
conajwyzej k —1+n—3 =n+k — 4. Wezmy dwie zlote przekatne, dzielace
wielokat na dwa tréjkaty i (n—2)-kat. Na mocy zalozenia maja one co najwyzej
n—+2—4 punkty przecigcia. Wezmy nastepnie dwie przekatne dzielace otrzyma-
ny (n — 2) kat na dwa tréjkaty i (n — 4)-kat, nastepnie dzielace (n — 4)-kat na
dwa tréojkaty i (n—6)-kat itd. az zostanie nam trdjkat lub czworokat. Przekatne
wybrane w k-tym kroku odcinaja od wielokata co najwyzej 2k wierzchotkow,
wiec maja co najwyzej n + 2k — 4 punkty przeciecia z blekitnymi przekatnymi.
Jedli n jest parzyste, to na koniec zostanie nam jedna przekatna majaca co naj-
wyzej n — 3 punkty przeciecia. Zatem maksymalna liczba punktéow przeciecia
wszystkich przekatnych jest réwna: dla n nieparzystego

w

n— n—3

n—3 2
(n+2k74):T(n—4)+22k,

M-

Eond
A
i
A

a dla n parzystego jest réwna

==t 4 st
m+ﬂw4%ﬂn—$:n2 (n—4)+23 k+(n-3).
k=1 k=1

an3yw

W obu przypadkach suma ta jest réwna [
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Pozostaje wskazaé¢ uklad przekatnych osiagajacy wladnie taka liczbe punk-
téw przeciecia. Niech A1, As ... A, beda wierzchotkami wielokata i przyjmijmy
I = [%] + 1. Pokolorujmy na zltoto przekatne

A1As, At Ay, ALAL A A0, Aj ALy s, . ALA,,
a na btekitno

AgApp1, A Arya, .o AQ Ay Ap 1 A, A1 As, o A A

Wowczas zlote przekatne Ay Agio i AjAj1k11 maja w sumie n + 2k — 4
punkty przeciecia z blekitnymi przekatnymi. Jesli n jest parzyste, to oprécz
tego przekatna A; A; przecina wszystkie blekitne przekatne. Zatem taczna liczba
punktow przeciecia wynosi

1252)
Z n — 2k + 4)
k=1

dla n nieparzystego oraz

L1252)
(n—2k+4)+ (n—23)
k=1

dla n parzystego. W obu przypadkach konfiguracja osiaga liczbe przecie¢ réwna
3(n — 3)?
— |

oszacowaniu dolnemu réwnemu {
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21. W czworokacie ABC D wpisanym w okrag zachodzi réwnoéé¢ AB = AD.
Punkty M i N nalezg odpowiednio do odcinkéw CD i BC, przy czym zachodzi
rownos¢ DM + BN = M N. Wykazaé, ze srodek okregu opisanego na trojkacie
AMN lezy na odcinku AC.

Rozwigzanie:

Niech P bedzie takim punktem na péltprostej C D™ poza odcinkiem CD,
ze DP = BN. Wtedy

IPDA = 180° — SCDA = INBA,

co wraz z réwnosciami DP = BN i AD = AB dowodzi, ze tréjkaty ADP
i ABN sg przystajace. W takim razie AP = AN, co wraz z zalezno$cia

MP =MD+ DP =MD+ BN =MN

prowadzi do wniosku, ze tréjkaty AMP i AMN majace dodatkowo wspdlny
bok AM sa przystajace. Zatem

JYANM = SAPM = SANB

(ostatnia réwnos$é wynika z przystawania tréjkatéw ADP i ABM). Analogicz-
nie uzasadniamy, ze SAMN = SAMD. Punkt A jest wiec $rodkiem okregu
dopisanego do trojkata CN M, a prosta C' A jest dwusieczng kata M CN. Niech
I bedzie $rodkiem okregu wpisanego w tréjkat M CN. Punkt I lezy na prostej
AC oraz SAMI = SANT = 90°. W takim razie érodek okregu opisanego na
czworokacie AMIN jest srodkiem odcinka AI, wiec lezy na prostej AC, skad
bezpoérednio wynika teza zadania.

22. Dana jest liczba pierwsza p > 5. Liczby catkowite dodatnie a, b spelniaja
rownosé

1,2 3, 4z g
3 4 5 p—1 b
Dowiesé, ze p | a.
Rozwigzanie:
Zauwazmy, ze (wszystkie przystawania sa modulo p):
a 1 2 3 p—3
g:§+1+g+...+2f1:

(D)

111 1 1
p3+32(++++...+)

1727371 p—1
=p-2(17'+27 ' +37 ..+ (p-1)7) =
1
Ep—2(1+2+3+...+(p—1))=p—2-}%)EO,
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poniewaz zbidr niezerowych reszt modulo p jest rowny zbiorowi ich odwrotnosci.
Stad tez p | a, co chcieliémy otrzymaé.

23. Niech A bedzie skonczonym zbiorem dodatnich liczb calkowitych. Po-
wiemy, ze podzial A na dwa niepuste podzbiory X i Y jest dobry, jesli najmniej-
sza wspOlna wielokrotnoé¢ liczb ze zbioru X jest réwna najwickszemu wspol-
nemu dzielnikowi liczb ze zbioru Y. Wyznaczy¢ najmniejsza mozliwg wartosé
n, dla ktorej istnieje n-elementowy zbiér dodatnich liczb catkowitych majacy
dokltadnie 2015 dobrych podziatéw.

Rozwiazanie:
Odpowiedz: n = 3024.
Whpierw wykazemy, ze dowolny zbiér A majacy dokladnie 2015 dobrych
podzialéw ma co najmniej 3024 elementy.
Rozwazmy dowolny dobry podzial (X,Y) zbioru A oraz z € X i y €Y.
Wowczas
z | NWW(X) =NWD(Y) | y. (6)

Rozwazmy teraz dowolny inny dobry podzial (X', Y”) zbioru A i zalézmy, ze
zbiory X \ X’ oraz X'\ X sa oba niepuste. Wéwczas, dla dowolnych z € X \ X’
iz’ € X'\ X, mamy z | 2/, gdyz « € X oraz 2’ € Y, oraz o' | x, gdyz 2’ € X'
oraz x € Y'. Zatem x = z’, co stol w sprzecznoSci z zalozeniem, ze elementy
zbioru A sg parami rézne. Otrzymujemy, ze dla kazdej pary dobrych podziatéw
(X,Y) i (X', Y’) zbioru A, albo zachodzi X C X' 1Y DY’ albo X O X'
iy Cvy'.

Na mocy wyzej wysnutego wniosku mozemy oznaczy¢ dobre podzialy zbio-
ru A jako

(X1, Y1), (X2, Y2),...,(X2015, Y2015),

gdzie X; € X; 1Y; 2 Y; dla dowolnych 1 < ¢ < j < 2015. Oznaczajac
dodatkowo (X(),YQ) = (@,A) oraz (X20167Y2016) = (A,@), moZemy I‘OZSZGI‘Zyé
powyzsza wlasnodé rowniez na indeksy 0 i 2016. Bedziemy réwniez oznaczaé
NWW (0) = NWD(A) oraz NWD(0)) = NWW(A) tak, by powyzsze podziaty
spelniaty réwniez warunek wymagany od dobrych podziatéw.

Wykazemy teraz, ze dla dowolnego 1 < ¢ < 2015 zachodzi:

[ Xi \ Xioa| + [ Xipa \ Xi| > 3. (7)

W przeciwnym razie mielibySmy X; \ X;_1 = {z} oraz X, ; \ X; = {y} dla
pewnych liczb z,y. Poniewaz (X;_1,Y;_1) spelnia warunek dobrego podzialu,
na mocy (6) mamy, ze dla kazdego 2’ € X;_ zachodzi 2’ | . Wynika stad, ze
NWW(X;) = z. Podobnie, poniewaz (X1, Y;+1) spelnia warunek dobrego po-
dzialu, otrzymujemy NWD(Y;) = y. Ale skoro (X;,Y;) jest dobrym podzialem,
to

= NWW(X,) = NWD(Y;) = y,
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co stoi w sprzecznosci z zalozeniem, ze liczby w zbiorze A sg parami rézne.
Na mocy otrzymujemy

2015
Al = [ Xao16\ Xol = D [Xip1 \ Xu| =
=0
1008
= > [Xaio1 \ Xaia| + [ Xai \ Xai1] >3- 1008 = 3024.
=1

Pozostatlo nam wskazaé¢ przyklad zbioru 3024-elementowego, ktéry ma do-
ktadnie 2015 dobrych podziatéw. W tym celu rozwazmy

1008
A= U A; gdzie A; = {21137 213071 213y,

i=1

Wéwezas |A| = 3024. Na mocy @ otrzymujemy, ze jesli (X,Y) jest dobrym
podzialem A, to nie istnieja takie indeksy 1 < i < j < 1008, ze X N A; # 0
1Y NA; #0. Stad juz tatwo sprawdzié, ze dobre podzialy zbioru A to

(UAJ.,UAZ) dla j=1,2,...,1007
j<i j>i
oraz
({2“3”,?3“} ulJ4;. {23} ul Ai> dlaj=0,1,...,1007.
i<t >t

Tych dobrych podzialéw istotnie jest doktadnie 2015.

24. Liczby a, b, ¢ naleza do przedziatu (0,2) i spelniaja warunek
a+b+c=ab+ bc+ ca.

Wykazaé, ze

a? b2 2 <
a2—a+1+b2—b—|—1+02—c—|—1 <3
Rozwiazanie:
Niech
1 1 1
a:g, :y, C:g.

Woéwezas a’, b, ¢’ > % oraz a’ +b +c =d'b + b + dd’, zag dana nier6wnosé
przyjmuje postac
1 1 1 <
a’2—a’+1+b’2—b’—|—1+c’2—c’+1 S 3
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Niech teraz a’ = z+ %, b =y+ %, d=z+ % Wtedy liczby z, y, z sa dodatnie
i spelniaja warunek zy + yz + 2t = %. Lewa strone powyzszej nieréwnosci

mozemy przepisa¢ w postaci

1 1 1
a’g—a’—i—l+b’2—b’+1+c’2—c’+17
_ 1 n 1 n 1 _
o 1\2 3 1\2 | 3 1\2 3
(@—=3)7"+3 =37+ (¢—3) +1
1 1 1
22+aytyzt+ze Y2 taytyztzz 22+aytyz+zx
1 1 1
@+y)lz+z) W+a)y+z) (z+z)(z+y)
B 2 +y+2) B
(@+y)(y+2)(z+a)
B 2z +y+2)
(x+y+2)(zy +yz + 22) — 2yz
8(x+y+2)

C 3(xty+z) —dayz’

Z nieréwnos$ci miedzy Srednia arytmetyczna i geometryczng mamy

3
1(x+y+z):(zy+yz—|—zx)(x—|—y+z)>9xyz.

Stad
r+y+z 2> 122yz,
czyli
8(x+y+2)
3(x+y+2) —dayz

co chcieliSmy otrzymac.

25. Ustawienie 2016 skoczkéw na szachownicy 2016 x 2016 nazwiemy ukla-
dem, jesli w kazdym wierszu i w kazdej kolumnie szachownicy znajduje si¢
dokltadnie jeden skoczek. Natomiast dobrg zmiang nazwiemy réwnoczesne wy-
konanie pojedynczego ruchu kazdym skoczkiem. Udowodnié¢, ze dla kazdego
uktadu istnieje taka dobra zmiana, ze po jej wykonaniu dalej jest uktad.

(Uwaga: Ruch skoczka polega na przestawieniu go o dwa pola w poziomie i jed-
no w pionie, lub o dwa pola w pionie i jedno w poziomie.)

Rozwiazanie:

Ponumerujmy wiersze i kolumny szachownicy kolejno 1,2 ...,2016. Prze-
stawmy skoczkéw z wierszy o numerach nieparzystych na wiersze o numerach
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wiekszych o 1, a z wierszy o numerach parzystych na wiersze o numerach mniej-
szych o 1. Podobnie, skoczkéw z kolumn o numerach postaci 4n+114n+ 2 na
kolumny o numerach wigkszych o 2, a skoczkéw z kolumn o numerach postaci
4n+3 i 4n na kolumny o numerach mniejszych o 2. W ten sposob kazdy skoczek
wykonal prawidtowy ruch, wiec zrobiliémy dobra zmiane, a wciaz jest uktad.

26. Dane sa parami rézne, niezerowe liczby rzeczywiste a,b,c. Wiadomo,
ze wielomiany ax® + bz + ¢, bx® + cx + a i ca® + ax + b maja wspdlny pierwia-
stek rzeczywisty. Wykazaé¢, ze co najmniej jeden z tych wielomianéw ma trzy
(niekoniecznie rézne) pierwiastki rzeczywiste.

Rozwiazanie:

Oznaczmy wspolny pierwiastek naszych wielomianéw przez £. Sumujac na-
sze réwnosci stronami otrzymujemy (a+b+c¢)(€3 +£+1) = 0. Rozwazmy dwa
przypadki a +b+4c =0 oraz &3 + £+ 1 =0.

W pierwszym przypadku, pewne dwie liczby spoéréd a, b, ¢ sa tego samego
znaku, mozemy zalozy¢, ze sa to b i c. Udowodnimy, ze wéwczas wielomian
W(z) = ca® +ar +b = cx® — (b+ ¢)x + b ma trzy pierwiastki rzeczywiste.
Bez straty ogdélnosci mozemy przyjaé, ze b i ¢ sa dodatnie. Wowcezas zachodzi
nieréwnos$é¢ W(0) = b > 0, ponadto W (1) = 0. Z wlasnosci Darboux wynika,
ze W ma pierwiastek rzeczywisty w przedziale (—oo,0). Oznacza to, ze W ma
co najmniej dwa pierwiastki rzeczywiste: jeden ujemny, a drugi réwny 1. Ze
wzoréow Viete’a wynika, ze wszystkie pierwiastki sa rzeczywiste.

W drugim przypadku z réwnoéci a&® + b€ + ¢ = 0 oraz 3+ £+ 1 = 0

wnioskujemy, ze b€ + ¢ = a§ + a. Co jest réwnowazne { = 7=-. Analogicznie
otrzymujemy & = Z—f‘é oraz £ = Z:IZ. Mnozac powyzsze réwnosci stronami

dostajemy &3 = 1 i w konsekwencji & = 1. Poniewaz w takim przypadku &3 +
£+ 1=3#0, to uzyskujemy sprzecznosc.

27. Punkt [ jest $rodkiem okregu wpisanego w tréjkat ABC, zas$ w jest
okregiem opisanym na tym tréjkacie. Okrag styczny do odcinkéw AC, BC jest
styczny do okregu w w punkcie P, a S jest érodkiem tego tuku AB okregu w,
na ktérym lezy punkt C. Wykazaé, ze punkty P, I,S sa wspélliniowe.

Rozwiazanie:

Sposob 1

Jesli AC = BC, to punkty C i S pokrywaja sie¢ i punkty P, I, S lezg na
dwusiecznej C'1.

Zalézmy teraz, ze AC' # BC. Woéwczas punkty C i S sg rézne, za$ proste
C'S i AB nie sa réwnolegle. Niech o bedzie drugim rozwazanym w tresci zada-
nia okregiem. Rozwazmy przeksztalcenie ¢ bedace zlozeniem inwersji o sSrodku
C i promieniu vV AC - BC z symetria wzgledem dwusiecznej kata ACB. Prze-
ksztalcenie ¢, podobnie jak inwersja, jest inwolucja, tzn. zlozenie ¢ o ¢ jest
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identycznos$cia. Przeksztalcenie to zamienia punkty A i B, wiec takze zamienia
proste C'A i C'B oraz prosta AB z okregiem w. Obrazem okregu o jest okrag do-
pisany do tréjkata ABC styczny do boku AB w punkcie P/, ktéry jest obrazem
punktu P w tym przeksztalceniu. Poniewaz proste C'S i CI sa prostopadle, to
obrazem punktu S jest punkt S’ przeciecia prostej C'S z prosta AB. Niech I’
bedzie obrazem punktu I. Wtedy

CI-CI'=CA-CB,
czyli
CI CB
CA~ CI”
Stad i z réwnosci $ACT = 4I'C'B wnosimy, ze tréjkaty ACI i I'C'B sa po-
dobne, zatem ¥ AIC = 4I'BC. Skoro $AIC = 90° + 4 ABC, to mamy

90° + %<IABC = YABC + 4ABI',

skad YABI' = 90° — 14 ABC. W takim razie BI' jest dwusieczng kata ze-
wnetrznego ABC, wiec punkt I’ jest $rodkiem okregu dopisanego do tréjkata
ABC. W takim razie $S'P'I’ = 90°, co wraz z réwnoscig 45'CI’ = 90° (bo
CS1CT) prowadzi do wniosku, ze punkty P’, I’, S" i C leza na jednym okregu.
To jest jednak rownowazne z tym, ze punkty P, I, S sa wspotliniowe.

Sposob 11

Niech o bedzie drugim rozwazanym w tresci zadania okregiem, a D i E
punktami jego stycznosci odpowiednio z odcinkami AC i BC'. Niech ponad-
to K bedzie srodkiem tuku AC niezawierajacego punktu B, zas L $rodkiem
tuku BC' niezawierajacego punktu A. Styczna do okregu w w punkcie K jest
rownolegta do AC. Rozwazajac jednokladno$é¢ o srodku P przeksztalcajaca
okrag o na okrag w stwierdzamy wiec, ze punkty P, D, K lezg na jednej pro-
stej. Analogicznie zauwazamy, ze punkty P, E, L sa wspdlliniowe. Stosujac
teraz twierdzenie Pascala dla sze$ciokata ACBK PL otrzymujemy, ze punkty
D=ACNKP,E=CBNPL, I =BKnNLA leza na jednej prostej. Poniewaz
C1 jest dwusieczna w tréjkacie réwnoramiennym CDE, wiec DI = IE.

Skoro C jest punktem przeciecia stycznych do okregu o w punktach D i F, to
prosta PC' jest symediana w trojkacie PDE. Stad i z tego, ze PI jest Srodkowa
w tym tréojkacie wynika, ze

JLPI = YEPI = XCPD = 4CPK.

7 drugiej strony
JLPS=94BPS ~ $BPL = j3APB - ¥BPL =

1 1 1
= §<)APC + §<)BPC — IBPL = §<IAPC = JCPK.
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To za$ oznacza, ze punkty P, I,S sa wspélliniowe.

28. Ciagi dodatnich liczb calkowitych ai, as, asz, ... oraz by, ba, b3, ...
spelniaja réwnosci

an+1 = NWD(ay,b,) + 1 oraz bpt1 = NWW(ay,,b,) — 1

dla wszystkich dodatnich liczb catkowitych n. Wykazaé, ze ciag a1, as, as, ...
jest od pewnego miejsca okresowy, tj. istnieja takie dodatnie liczby calkowite
N it, ze an4t = a, dla kazdej liczby calkowitej n > N.

Rozwigzanie:

Definiujemy

W, ={me€Zy|m>a, oraz m{(a, +b,)} oraz w,=minW,.

Udowodnimy, ze tak okreslony ciag (wp)n>1 jest nierosnacy. W tym celu roz-
wazymy dwa przypadki: a, | b, oraz a, t by,.

W pierwszym przypadku a,4+1 = a, + 1 oraz b,41 = b, — 1 i wobec tego
ap, + by, = apt1 + bypyi1. Ponadto ay, | apn, + by, wiec a, € W,. Oznacza to, ze
W, = W41 1 w konsekwencji w, = wy41.

W drugim przypadku a,, 1 a, + b,, skad a, € W,, oraz w, = a,. Udo-
wodnimy, ze a, € W, 1. Poniewaz a,, 1 b, to a,+1 = NWD(a,,b,) +1 < a,.
Ponadto a,, | NWW (a,,b,), a, t NWD(a,, b,) oraz

an+t1 + b1 = NWD(ay,, b,) + NWW(a,, b,).

Wynika stad, ze a, t ant1 + bny1. Oznacza to, Ze istotnie a,, € Wy,41 i w kon-
sekwencji wp+1 < Wy,

Wykazali$my, ze ciag (wy)n>1 jest nierosnacy, ponadto dla dowolnej liczby
naturalnej n zachodzi nieréwnosé¢ a,, < w,. Oznacza to, ze wy; > a, dla dowol-
nego n i w konsekwencji ciag (an)n>1 jest ograniczony. Zapiszmy M = wy + 1
jako ograniczenie ciagu (an)n>1-

Udowodnimy, ze wartoéci a,11 oraz b,41 (mod M!) zaleza jedynie od a,
i reszty z dzielenia b, przez M!. Istotnie, poniewaz a, | M! dla dowolnego n,
to dla dowolnej liczby catkowitej k zachodzi réwnosé

an+1 = NWD(ay,b,) + 1 = NWD(ay, b, + kM!) + 1.

Podobnie
an
bpi1 =N b)) —1= —rn-——b,— 1=
+1.= NWW(an, bn) NWD(a,, bn,)
Qn,

= " M) -1 M)).
NWD(a, b, + oarn On T RMY =1 (mod M)
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Poniewaz liczba par postaci (ay, b, (mod M!)) jest skoficzona oraz kazda para
(an, by, (mod M!")) wyznacza jednoznacznie pare (an,b,+1 (mod M!)), to ciag
par (an,b, (mod M!)),>1 jest od pewnego miejsca okresowy. Wynika stad, ze
réwniez ciag (an)n>1 jest od pewnego miejsca okresowy.

29. Na plaszczyznie znajduje sie n > 1 odcinkéw o sumie dlugoéci nie mniej-
szej niz 2/n, przy czym wszystkie te odcinki sg zawarte w kole o promieniu 1
i Srodku w punkcie O. Wykazaé, ze istnieje okrag o srodku w punkcie O, ktéry
przecina co najmniej dwa z tych odcinkow.

Rozwigzanie:

Ponumerujmy odcinki liczbami od 1 do n. Niech x; oznacza minimalng a y;
maksymalng odleglo$é punktu na i-tym odcinku od O. Z zalozen zadania wy-
nika, ze [x;,y;] C [0, 1]. Zaldézmy nie wprost, ze zaden okrag nie przecina wiecej
niz jednego odcinka. Wéwezas przedzialy [x;,y;] sa parami rozlaczne. Wobec
tego takze przedzialy [z?,y?] sa parami rozlaczne. Zatem skoro zawieraja sie
w przedziale o dlugosci 1 to suma ich dlugosci jest mniejsza od 1.

Dla dowolnego ¢ = 1,2, ..., n i-ty odcinek zawiera si¢ w pierécieniu o $rodku
w O, promieniu zewnetrznym y; i wewnetrznym x;. Najdhuzszym odcinkiem
zawartym w takim pierScieniu jest odcinek o koncach na zewnetrznym okregu
styczny do wewnetrznego okregu. Mozemy wiec bez straty ogdlnosci zatozyé,
ze kazdy odcinek jest tak polozony.

Oznaczmy przez X;,Y; konce i-tego odcinka, a przez M; punkt stycznosci
do okregu o érodku O i promieniu z;. Wéwczas SOMX = SOMY = 90°, bo
odcinek X;Y; jest styczny w punkcie M; do okregu o promieniu OM;. Zatem
na mocy twierdzenia Pitagorasa M;X; = M,;Y; = \/OX? — OM? = \/y? — a2,
Przeto X;Y; = 24/y? — x2. Korzystajac z nieréwnoéci miedzy S$rednimi osza-
cujmy sume dlugoéci wszystkich odcinkéw:

Otrzymali$my sprzecznosé¢ z zatozeniem, konczy to dowdd nie wprost.

30. Liczba calkowita dodatnia jest gorszego sortu, jezeli kazdy jej dzielnik
pierwszy wystepuje w rozkladzie na czynniki pierwsze w co najmniej dwuna-
stej potedze. Liczba catkowita dodatnia jest najlepszego sortu, jezeli nie jest
gorszego sortu, ani nie jest suma dwdch liczb gorszego sortu. Udowodnié, ze
istnieje 2016! kolejnych liczb najlepszego sortu.

Rozwiazanie:
Udowodnimy, ze jezeli liczba n jest gorszego sortu, to da sie ja przedstawic
w postaci a*b® dla pewnych dodatnich liczb catkowitych a,b. Zauwazmy, ze
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kazda liczbe naturalna nie mniejsza od 12 da si¢ przedstawi¢ w postaci 4k + 51,
gdzie k, [ sa calkowite nieujemne. Mozna to udowodnié¢ przez indukcje lub sko-
rzystacé z ogélnego twierdzenia moéwiacego, ze kazda liczbe naturalng wieksza od
ab—a—"b da si¢ przedstawi¢ w postaci ak+bl gdzie k,l € Ny (5-4—5—-4 = 11).
Oznacza to, ze jezeli n = p'ps? -+ pS to dla dowolnego i = 1,2,..., s zacho-
dzi réwnos¢ postaci e; = 4k; + 5l; dla pewnych k;,l; calkowitych nieujemnych.
W konsekwencji

4 5
ki, k Ll
n = pilpgz .. .pis _ <p11p22 . 'pfs> (p11p22 .. pis) )
Istotnie przedstawiliémy n w postaci a*b°.
Niech N bedzie liczba naturalna. Zauwazmy, ze z powyzszych rozwazan
wynika, ze w przedziale [1, N| znajduje sie co najwyzej

(N1/4 . N1/5)2 + (N1/4 . N1/5) < 2N9/10

liczb, ktére sg gorszego sortu lub sa suma dwdéch liczb gorszego sortu. Dobie-

ramy liczbe naturalng N tak, aby 2N9/10 < 25\{6! oraz 2016! | N. Woéwczas

z zasady szufladkowej Dirichleta wynika, ze w pewnym przedziale postaci

N

(t(2016)1, (t +1)20161], gdzie t=0,1,..., 555

znajduja sie wyltacznie liczby najlepszego sortu.

31. Rozwazmy zbiér S wielomianéw postaci z¥y! — 1 dla pewnych liczb
catkowitych dodatnich k,l. Niech p bedzie nieparzysta liczba pierwsza oraz
S51,59,...,5, € S. Dowies¢, ze jeSlin > 2p — 1, to

S1-8y...-Sy=p-Plx,y)+ (2P — 1) - Q(z,y) + W’ — 1) - R(z,y)

dla pewnych wielomianéw P, @, R o wspotczynnikach catkowitych.

Rozwiazanie:
Zauwazmy, ze

(x—l)p—a:p—l—i-Z() Pk

Dlak=1,2,...,p—1 liczba (i) = ﬁik)! jest podzielna przez p, gdyz jej licz-
nik dzieli si¢ przez D, a mianownik nie. Wobec tego (x—1)P = 2P —1+p- A(z,y),
gdzie A(z,y) = Z ( )(—1)P~*z* jest wielomianem o wspélczynnikach cal-
kowitych. Podobme dowodzuny, ze (y— )P =y? — 1+ p- B(x,y) dla pewnego
wielomianu B o wspélczynnikach catkowitych.
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Zauwazmy tez, ze

J)kyl—lzxk(yl—l)—ka—l:
=@y-Dz*A+... .+ H+@-DA+...+2H =
=(y—1)-Clz,y) + (x — 1) D(,y),

gdzie C(z,y) = 2*(14...+y' =) oraz D(z,y) = 1+...+ 2" sa wielomianami
o wspdélczynnikach catkowitych.

Rozwazmy teraz wielomiany Si,...,5, € S. Zapiszmy kazdy z wielomia-
néw S w postaci (y — 1)Ck(z,y) + (z — 1)Dg(z,y), gdzie Ck, Dy sa pewnymi
wielomianami o wspolczynnikach catkowitych. Wéowcezas

s -
k=1

((y = DCr(z,y) + (x — 1) Dg(z,y))

=

=
I
—

(. — 1)y — D" "Bz, y),

I
NE

Il
o

przy czym wielomian

Ez,y)= ) (H Dm(%y)) : II Cu@w

MC{12,...n} \meM me{1,2,..,n\M
|M|=t

ma wspolczynniki catkowite.
Dlal=0,1,....p—1mamyn—1l—p>2p—1—1—p > 01 wobec tego
spelniona jest rownosé

(@ = D'y = )" "Ei(z,y) = (y = V)" Fila,y) =
=" —1+p-Bz,y)Fi(z,y) =
= (yp - 1)E(l',y) +p- Gl(xay)a
gdzie Fi(z,y) = (x — D)'(y — )" "PE(z,y) i Gi(z,y) = B(z,y)Fi(z,y) sa
wielomianami o wspétczynnikach catkowitych. Podobnie, dlal =p,p+1,...,n
zapisujemy
(z =Dy — )" " Ei(z,y) = (& = 1)P - Fi(z,y) =
=@’ —1+p-Az,y))Fi(z,y) =
= (]"p - l)Fl(ﬂj,y) +p- Gl(xay)7

przy czym Fi(z,y) = (x — 1)'P(y = 1)" ' Ei(2,y) i Gi(z,y) = Az, y)Fi(,y)
sg wielomianami o wspolczynnikach catkowitych.

45



Ostatecznie dostajemy zadana postac:

n

H = @-D'y-1)" " Ei(z,y) =
k=1 =0

=p-Plz,y)+ (@ —1) - Qz,y) + (¥ — 1) - R(z,y),
gdzie wielomiany P, @, R dane sa wzorami

n

z,y) = Gi(z,y), Qz,y) = > Fi(x,y) oraz R(z,y) = Zszy
=0

l=p

32. Punkt O jest srodkiem okregu w opisanego na trdjkacie ABC, punkt K
jest spodkiem wysoko$ci opuszczonej z wierzcholka A, a X punktem na poélpro-
stej AK . Dwusieczna kata BAC przecina okrag w w punkcie D réznym od A.
Punkt M jest srodkiem odcinka DX . Prosta przechodzaca przez O réwnolegta
do AD przecina prostag DX w punkcie N. Udowodnié, ze SBAM = SCAN.

Rozwiazanie:

Niech Y bedzie takim punktem, ze czworokat AONY jest rownoleglobo-
kiem. Poniewaz AD || ON, wiec Y lezy na prostej AD.

Przypomnijmy, ze ortocentrum i $rodek okregu opisanego sg punktami izo-
gonalnie sprzezonymi w kazdym tréjkacie. Wynika stad w szczegdlnosci, ze
dwusieczne katéw BAC i OAK pokrywaja sie. Ponadto odpowiednie boki tréj-
katow OND i ADX sa réwnolegle, wobec tego trdjkaty te sa podobne. Zatem

ON _ 4D

OD AX'
Poniewaz OD = OA i ON = AY, wiec

AY AD

A0  AXT

Skoro za$ katy OAY, DAX sa réwne, to trojkaty AOY, AX D sa podobne.

Poniewaz prosta AN potowi odcinek OY, a prosta AM potowi odcinek DX,
wiec z podobiefistwa trojkatéw AQY, AXD wynika, ze SOAN = SMAX.
Stad latwo otrzymujemy teze zadania.

33. Punkt H jest ortocentrum tréjkata ostrokatnego ABC. Niech D be-
dzie takim punktem, ze czworokat HABD jest réwnoleglobokiem (to znaczy
AB || HD oraz AH || BD). Niech E bedzie takim punktem na prostej DH, ze
prosta AC przechodzi przez $rodek odcinka HFE. Punkt F jest drugim punk-
tem przecigcia prostej AC' z okregiem opisanym na tréjkacie DC'E. Udowodnié,
ze EF = AH.
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Rozwiazanie:

Poniewaz HD || ABiBD || AH, wigc BD 1. BC'i CH 1 DH. Wobec tego
czworokat BDCH jest wpisany w okrag o érednicy C'D. Poniewaz H jest orto-
centrum tréjkata ABC, wiec YHAC = 90° — YACB = SCBH. Korzystajac
z tego, ze czworokaty BDCH i CDFFE sa wpisywalne w okrag otrzymujemy

JCFE = 4CDH = 4CBH = YHAC.

Niech M bedzie punktem przeciecia prostych AC'i DH, a G # A takim punk-
tem na prostej AC, ze AH = HG. Wéwczas IMFE = <HAC = SMGH.
7 réwnosci

IMFE =9YMGH, YEMF =<HMG, EM = MH

wynika, ze tréjkaty EMF i HMG sa przystajace (kat—-bok—kat). Wobec tego
EF =HG = AH.

34. Ciag a1, as, ... dodatnich liczb rzeczywistych spelnia nieréwnosé
kak
a
k+1 Z z Tk—1

dla kazdej dodatniej liczby catkowitej k. Wykazaé, ze
ap+as+...+a, =>2n

dla kazdego n > 2.

Rozwiazanie:
Udowodnimy, ze dla dowolnego k£ > 1 spelniona jest nieréwnosé
k k—1

ar 2 — .
ag+1 ag

Istotnie, korzystajac z warunku danego w zadaniu otrzymujemy

ko k-1 _ k 7k—17ai+k—1—(k—1)7a
Ap41 Qg = L Qg o Qg - Tk
al +k—1

Przejdzmy do dowodu tezy zadania. Zastosujemy indukcje ze wzgledu na n.

Niech n = 2. Warunek dany w zadaniu sprowadza sie do postaci a; > é
Z nieréwnosci miedzy $rednia arytmetyczna i Srednia geometryczna wynika, ze
ay +az > 2,/araz > 2.
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Niech teraz n > 2. Jezeli a,, > 1, to teza wynika wprost z zalozenia induk-
cyjnego. Jezeli a,, < 1, to otrzymujemy

1 0 2 1 n—1 n—2
am+..vap,2|———— )| —-|——— | +...+ — +a, =
a2 a1 asz a2 QA An—1

n—1
= + ap.-
an

Wykazemy najpierw, ze dla dowolnej dodatniej liczby rzeczywistej ¢ mniej-
szej od 1 spelniona jest nieréwnosé
n—1
t

+t>n.

Istotnie, po przeksztalceniach otrzymujemy nieréwnosé réwnowazng w postaci
(t—1)(t—(n—1)) > 0, ktéra jest prawdziwa dla t € (0, 1).
Stosujac teraz udowodniona przed chwila nieréwnosc dla ¢t = a,, dostajemy

n—1

+a, = n.

an
Oznacza to, ze i w tym przypadku teza indukcyjna jest spelniona. Konczy to
dowo6d kroku indukcyjnego i tezy zadania.

35. Niech A bedzie zbiorem pewnych dodatnich liczb catkowitych. Powie-
my, ze dodatnia liczba calkowita n jest specjalna, jesli istnieje doktadnie jeden
podzbidér B zbioru A spelniajacy nastepujace warunki:

(i) liczba elementéw zbioru B jest nieparzysta;
(ii) suma wszystkich elementéw zbioru B wynosi n.

Udowodnié, ze istnieje nieskonczenie wiele dodatnich liczb calkowitych, ktore
nie sa specjalne.

Rozwigzanie:

Zal6zmy przeciwnie, ze taki zbiér A istnieje. Dla dodatniej liczby catkowi-
tej n, przez reprezentacje bedziemy rozumieé¢ podzbiér X C A, ktérego suma
elementéw wynosi n. Reprezentacja jest parzysta jesli posiada parzysta liczbe
elementéw, oraz mieparzysta w przeciwnym przypadku. ZalozyliSmy, ze istnie-
je tylko skoniczenie wiele dodatnich liczb catkowitych niemajacych dokladnie
jednej nieparzystej reprezentacji. Zatem istnieje taka dodatnia liczba catkowita
N, ze dla kazdej dodatniej liczby catkowitej n > N, n ma dokladnie jedna
reprezentacje nieparzysta. Zauwazmy, ze zbiér A musi by¢ nieskonczony, gdyz
W przeciwnym razie sumy jego elementow bylyby ograniczone.

Wykazemy teraz serie strukturalnych lematow opisujacych wtasnosci parzy-
stych i nieparzystych reprezentacji.
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Lemat 1. Kazda dodatnia liczba calkowita n ma co najwyzej jedng parzystq
1 co najwyziej jednq nieparzystq reprezentacje.

Dowdéd. Przypusémy wpierw, ze n ma dwie rézne reprezentacje parzyste X,
Xs. Skoro A jest nieskonczony, mozemy dobraé liczbe s € A spelniajgcg wa-
runek s > max(n, N). Wowczas s ¢ X; oraz s ¢ Xo, a zatem X; U {s} oraz
Xo U {s} sa dwiema réznymi nieparzystymi reprezentacjami liczby s 4+ n. Ale
s+n > s > N, co przeczy zalozeniu, ze kazda liczba wigksza od N ma doktadnie
jedna reprezentacja nieparzysta.

Przypu$émy teraz, ze n ma dwie rézne reprezentacje nieparzyste X, Xs.
Podobnie jak poprzednio, mozemy dobraé takie liczby s1,s2 € A, s1 # 83, Ze
s1,82 > max(n, N), a wiec s1, s2 ¢ X1 UX,. Dostajemy wtedy, ze X1 U{s1, s2}
oraz Xo U {s1,s2} sa dwiema réznymi nieparzystymi reprezentacjami liczby
s1 + s2 + n, co daje sprzecznosé analogicznie jak w poprzednim przypadku. [

Lemat 2. Ustalmy dowolng liczbe s € A. Jesli dodatnia liczba catkowitan > N
nie ma parzystej reprezentacyi, to dla kazdego a € ZT liczba n+2as ma parzystg
reprezentacje.

Dowdd. Wpierw wykazemy nastepujaca implikacje: jesli liczba m > N nie po-
siada parzystej reprezentacji niezawierajacej s, to m + 2s ma parzysta repre-
zentacje zawierajaca s. Rozwazmy liczbe m + s. Skoro jest ona wigksza niz
N, to posiada pewna nieparzysta reprezentacje X. Zauwazmy, ze s ¢ X, gdyz
w przeciwnym razie X \ {s} byloby parzysta reprezentacja m niezawierajaca s.
Zatem X U {s} jest parzysta reprezentacja liczby m + 2s, zawierajaca s.
Przejdzmy teraz do dowodu lematu. Skoro n nie ma zadnej parzystej re-
prezentacji, to na mocy powyzszej implikacji, liczba n + 2s ma parzysta repre-
zentacje zawierajaca s. Na mocy Lematu [l| mamy, ze jest to jedyna parzysta
reprezentacja liczby n + 2s, a zatem n + 2s nie posiada parzystej reprezen-
tacji niezawierajacej s. Uzywajac znow powyzsze] implikacji wnioskujemy, ze
n + 4s ma parzysta reprezentacje zawierajaca s. Postepujac dalej analogicznie
dostajemy, ze wszystkie liczby n + 2s,n + 4s,n + 6s,... posiadaja parzyste
reprezentacje zawierajace s. O

Lemat 3. Istnieje tylko skonczenie wiele dodatnich liczb caltkowitych nie po-
stadajgcych parzystej reprezentacyi.

Dowdd. Zalézmy przeciwnie. Ustalmy dowolna liczbe s € A. Skoro liczb nie
posiadajacych parzystej reprezentacji jest nieskonczenie wiele, to istnieje licz-
ba r € {0,1,...,2s — 1} taka, ze istnieje nieskonczenie wiele liczb dajacych
reszte r z dzielenia przez 2s, ktore nie posiadaja parzystej reprezentacji. Wy-
bierzmy dwie takie liczby n,n’ tak, by N < n < n'. Wéwczas n’ = n + 2as dla
pewnej dodatniej liczby catkowitej a, wigc na mocy Lematu [2| otrzymujemy,
ze n’ jednak posiada parzysta reprezentacje, co stoi w sprzecznosci z wyborem
n'. O
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Na mocy Lematu istnieje takie N’, ze dla kazda dodatnia liczba calkowita
n > N’ ma parzysta reprezentacje. Zamieniajac warto$¢ N na max(N, N')
mozemy od teraz zaklada¢, ze kazda dodatnia liczba catkowita n > N ma
dokladnie jedna parzysta i doktadnie jedna nieparzysta reprezentacje. Jedynosé
reprezentacji wynika bowiem z Lematu [T}

Lemat 4. Przypusémy, Ze liczby s,t € A spelniajg N < s < t. Wowczas
parzysta reprezentacja t zawiera S.

Dowdd. Niech X bedzie parzysta reprezentacja liczby s, zas Y bedzie parzysta
reprezentacja liczby t. Zalézmy, wbrew tezie, ze Y nie zawiera s. Zauwazmy, ze
skoro s < t, to X nie zawiera t. Zatem X U {t} jest nieparzysta reprezentacja
liczby s+t. Podobnie, skoro Y nie zawiera s, to Y U{s} réwniez jest nieparzysta
reprezentacja liczby s + t. Reprezentacja X U {t} zawiera ¢, za$ reprezentacja
Y U {s} nie zawiera t, w zwiazku z czym te reprezentacje sa rézne. Uzyskali-
Smy dwie rézne nieparzyste reprezentacje liczby s + ¢, co stoi w sprzecznosci
z Lematem [I O

Oznaczmy A = {s1, 52,83, ...}, gdzie 51 < $3 < 83 < ...

Niech k bedzie najmniejszym takim indeksem, ze sy > N. Z Lematu [4]
otrzymujemy, ze dla wszystkich indekséw ¢, j spelniajacych k < ¢ < 7 mamy,
ze parzysta reprezentacja liczby s; zawiera liczbe s;. W zwigzku z tym mamy,
ze

Sj =8j—1+Sj—2+ ...+ s+, (8)

gdzie r; jest suma elementéw pewnego podzbioru {sy_1,Sg—2,...,51}. Skoro
liczby 7; sa nieujemne, mozemy dobraé takie j, Ze spelnione sa warunki:

(i) rj41 > r; oraz

(ll) Sj > Sg—1+ Sg—2+ ...+ 51.
Z warunku (i) wynika, ze

8j+1 = Sj +Sj,1 +Sj,2+...+8k+7"j+1 =
= 28j + Tj+1 — Ty > 28j

Niech X bedzie parzysta reprezentacja liczby 2s;. Oczywiscie X nie zawiera
5j+1, gdyz albo s;41 > 2s;, albo s;41 = 2s; i liczba s;41 musialaby by¢ jedyna
liczba w reprezentacji X.

Przypusémy, ze X nie zawiera liczby s;. Wéwczas X C {sj_1,5j-2,...,51},
a wiec na mocy réwnosci i warunku (ii) otrzymujemy

28j = ngSj_1+$j_2+...+51<
reX
< (Sj,1+Sj,2+...+8k)+(Sk,1+8k,2+...+81)<

< Sj+8j:28j
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Otrzymalisémy sprzeczno$é¢, co wykazuje, ze X zawiera liczbe s;. W zwigzku
z tym, X \ {s;} jest nieparzysta reprezentacja liczby s;. Ale {s;} jest réwniez
nieparzystg reprezentacja liczby s;, i te reprezentacje sg rézne, gdyz jedna za-
wiera liczbe s;, a druga nie. Otrzymalismy sprzecznos¢ z Lematem [1} a wigc
poczatkowe zalozenie o tym, ze tylko skoniczenie wiele liczb nie posiada doktad-
nie jednej nieparzystej reprezentacji, musiato byé¢ bledne.
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Zawody druzynowe

1. Dany jest graf planarny G i dodatnia liczba catkowita d. Podzbiér X
wierzchotkéw grafu G nazwiemy d-rozproszonym, jesli dla kazdych dwoch roz-
nych wierzcholtkéw u, v ze zbioru X nie istnieje $ciezka skladajaca sie z co naj-
wyzej d krawedzi, prowadzaca z u do v. Podzbiér d-rozproszony X nazwiemy
lokalnie maksymalnym, jesli nie istnieje podzbidr d-rozproszony X' spelniajacy
warunki | X'| > |X| oraz | X \ X’| < 2. Udowodnié, ze kazdy lokalnie maksymal-
ny podzbiér d-rozproszony jest co najwyzej 100 razy mniejszy od najwickszego
podzbioru d-rozproszonego.

(Uwaga: Graf planarny to taki, ktéry mozna narysowaé na plaszczyznie bez
przecieé¢ krawedzi.)

Rozwigzanie:

Przez V bedziemy oznaczaé zbiér wierzchotkow grafu G, zas dla Sciezki P
w G, przez |P| bedziemy oznaczaé jej dtugosé, czyli liczbe krawedzi odwiedzo-
nych przez P. Wystarczy wykazaé, ze jesli X, Z C V sa dowolnymi podzbiorami
d-rozproszonymi, za$ X jest lokalnie maksymalny, to |Z] < 100/X|. Wykazemy
silniejsze oszacowanie, mianowicie, |Z| < 9| X].

Skonstruujmy pomocniczy graf H w nastepujacy sposéb. Wierzchotkami
H sa wierzcholki ze zbiorow X i Z, przy czym kazdy wierzcholek z X N Z
dostaje w H dwie kopie: jedna pochodzaca z X i druga z Z. W ten sposéb H
ma |X|+ |Z| wierzchotkéw. Ponadto, dla kazdego x € X i z € Z kladziemy
krawedz xz w grafie H wtedy i tylko wtedy, gdy odleglto$é miedzy z iz w G
jest nie wieksza niz d. Zauwazmy, ze graf H jest dwudzielny, gdzie X stanowi
jedna strone podziatu a Z druga.

Lemat 1. Graf H jest planarny.

Dowdd. Dla kazdej krawedzi xz grafu H, gdzie x € X i z € Z, wybierzmy
najkrotsza Sciezke P, prowadzaca z x do z w G; wowczas P, na dlugos¢ nie
wieksza niz d. Tego wyboru mozemy tak dokonaé, by Sciezki wychodzace z jed-
nego wierzchotka x tworzyly drzewo, gdyz jesli dwie takie $ciezki, po wyjéciu
z x© wpierw sie rozchodza, a potem spotykaja ponownie, to fragment pomie-
dzy pierwszym rozej$ciem a ostatnim punktem ponownego przeciecia na jednej
z nich mozemy podmieni¢ na odpowiadajacy fragment na drugie;j.

Twierdzimy, ze jesli zz i 2’2’ sg krawedziami w H, gdzie z, 2’ € X, 2,2' € Z,
x# 2 1z+#2, tosciezki Py, i Py, sie nie przecinajg. Przypus$émy przeciwnie,
ze pewien wierzchotek w nalezy zaréwno do P, jak i do P,/,s. Niech Pry, Pow,
Py, P,y beda fragmentami Sciezek P, i P/, pomiedzy w a odpowiednio
wierzchotkami x, z, o/, z’. Jako, ze |Py.|, | Py .| < d, to

‘wa‘ + |Pzw| + |Pac'w| =+ ‘Pz/w| <2
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Zatem |Pyy| + |Pyrw| < d lub |Pyy| + |Pyw| < d. W pierwszym przypadku
otrzymujemy, ze = i ' s w odlegloéci nie wickszej niz d, co stoi w sprzecz-
nosci z zatozeniem, ze X jest d-rozproszony. Podobnie, drugi przypadek stoi
w sprzecznosci z zalozeniem, ze Z jest d-rozproszony.

Zauwazmy ponadto, ze dla kazdego wierzchotka u ze zbioru X NZ, w grafie
H jego dwie kopie sa polaczone krawedzia oraz nie sg polaczone krawedziami
z zadnymi innymi wierzchotkami. Istotnie, istnienie takiej krawedzi przeczytoby
albo d-rozproszonosci X albo d-rozproszonosci Z.

Widzimy wiec, ze na podstawie planarnego rysunku grafu G mozemy uzy-
ska¢ planarny rysunek grafu H w nastepujacy sposob. Wierzchotki H rysujemy
tak samo jak w G, pokrywajace si¢ wierzchotki z X N Z odrobine rozsuwamy
i od razu taczymy krawedzia. Nastepnie, dla kazdej krawedzi zz grafu H, rysu-
jemy ja wzdtuz éciezki P,,. Poniewaz $ciezki wychodzace z kazdego wierzchotka
x tworza drzewo, tatwo zobaczy¢, ze mozemy je tak odrobine rozsunaé, by sie
nie przecinaly poza x. O

Podzielmy wierzcholki Z na cztery zbiory w zalezno$ci od liczby sasiadéw
w grafie H:
(a) Zy obejmuje wierzchotki Z nie majace zadnego sasiada w X.
(b) Z; obejmuje wierzcholki Z majace dokladnie jednego sasiada w X.

)
(¢) Z3 obejmuje wierzcholki Z majace doktadnie dwdch sasiadéw w X.
(d) Zs3 obejmuje wierzcholki Z majace trzech lub wigcej sasiadéw w X.
Bedziemy teraz po kolei szacowali wielko$¢ kazdego z powyzszych zbiorow.
Lemat 2. Z; = 0.

Dowdd. Jesli istnialby z € Zy, to zbiér X U {z} bylby réwniez d-rozproszony.
Przeczyloby to lokalnej maksymalnosci zbioru X. O

Lemat 3. |Z;] < |X].

Dowdd. Zalézmy przeciwnie, wowczas istniejq takie z, 2’ € Z, z # 2/, ze jedyny
sasiad zaréwno z jak i 2/ w X jest ten sam; nazwijmy go x. Wowczas zbidr
(X \ {z}) U{z, 2’} bylby réwniez d-rozproszony, co znéw przeczyloby lokalnej
maksymalnoéci zbioru X. O

Lemat 4. |Z3] < 6|X]|.

Dowdd. Powiemy, ze dwa wierzcholki z, 2" € Z5 sa blizniakami jeSli maja do-
ktadnie tych samych dwoch sasiadow w X . Oczywiscie, bycie blizniakami jest re-
lacja réwnowaznosci. Twierdzimy, ze nie moga, istnie¢ trzy wierzcholki z1, zo, 23,
ktore wszystkie sg blizniakami. Istotnie, jesli x1, z2 bylyby ich dwoma sasiada-
miw X, to zbiér (X \{z1,x2})U{z1, 22, 23} bylby d-rozproszony, co przeczyloby
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lokalnej maksymalnosci zbioru X. Wystarczy wiec pokazaé, ze klas abstrakcji
relacji bycia bliZzniakiem jest co najwyzej 3| X]|.

Rozwazmy graf H' o zbiorze wierzchotkéw | X |, gdzie wierzcholki z, 2’ € X
sa polaczone wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje z € Zs sagsiadujacy z z i 2’. Kazda
krawedz H' odpowiada jednej klasie abstrakcji relacji bycia blizniakiem, wiec
wystarczy pokazaé, ze H ma co najwyzej 3| X| krawedzi. Zauwazmy jednak, ze
graf H' jest planarny, gdyz jego planarny rysunek mozemy uzyskaé¢ z planar-
nego rysunku grafu H poprzez narysowanie kazdej krawedzi zz’ wzdtuz pary
krawedzi xz i 7'z, gdzie z € Zs jest wierzcholkiem sgsiadujacym z z i z’. Teraz
wystarczy jedynie uzy¢ znanego faktu, wynikajacego z wzoru Eulera, ze graf
planarny bez wielokrotnych krawedzi o n wierzchotkach ma co najwyzej 3n
krawedzi. O

Aby oszacowaé wielko§¢é Z>3 bedziemy potrzebowali pomocniczego lematu.

Lemat 5. Graf R jest planarny i dwudzielny, przy czym A i B to strony podzia-
tu, oraz nie ma wielokrotnych krawedzi. Zalozmy ponadto, zZe kazZdy wierzcholek
B ma co najmniej 3 sgsiadéw w A. Wowczas |B| < 2|A|.

Dowdd. Bez utraty ogélnosci zaktadamy, ze R jest spéjny, gdyz mozemy zasto-
sowaé rozumowanie do kazdej spojnej sktadowej R, po czym dodaé stronami
uzyskane oszacowania. Przez V(R), E(R) oraz F(R) bedziemy oznaczaé zbiory
wierzchotkéw, krawedzi i $cian R (w dowolnym planarnym rysunku tego grafu).
Poniewaz R jest planarny i spdjny, ze wzoru Eulera otrzymujemy, ze

[V(R)| - [E(R)| + |[F(R)| = 2. (9)

Poniewaz kazdy wierzcholek z B ma co najmniej trzech sasiadéw w A, mamy
réwniez

|E(R)| > 3|B|. (10)

Ponadto, skoro R jest dwudzielny, to kazda $ciana grafu R ma obwdd co naj-
mniej 4. Sumujac obwody Scian grafu R zliczamy kazda krawedz R dwukrotnie,
a zatem

4|F(R)| < 2|E(R)|. (11)
Laczac ze soba @D, , otrzymujemy

0 < V(R) - IB(R)+|F(R)| < [V(R)| - |E(R) + 3 |E(R)| =
= V(R - JIB(R) < |A|+|B| - 5|B| = |4] - |B]|

a zatem istotnie |B| < 2|A|. O

Lemat 6. |Z>3| < 2|X].
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Dowdd. Rozwazmy graf H” uzyskany z H poprzez usuniecie wszystkich wierz-
cholkéw z Z poza Z>3. Wéwcezas H' jest nadal planarny i dwudzielny, i ponadto
spelnia zalozenia Lematu [ gdzie X odpowiada stronie A a Z>3 odpowiada
stronie B. Z lematu otrzymujemy zatem, ze |Zx3| < 2|X|. O

Na mocy lematéw [2] B [ [6] dostajemy
|Z‘ = |Zo| + |Zl| + |ZQ| + |Z>3| <0+ ‘Xl +6|X| +2|X| = 9|X|,

co konczy dowdd.

2. Dana jest liczba caltkowita k > 1 oraz ciag parami réznych liczb catko-
witych dodatnich a1, as, ..., asr, ;. Udowodnié, ze liczba

I[I (ai+ay)

1<i<j<2k+1

ma co najmniej k + 1 réznych czynnikéw pierwszych.

Rozwiazanie:

Zauwazmy, ze poniewaz 2 + 1 > 3, to pewne dwie liczby w naszym ciagu
daja te sama reszte z dzielenia przez dwa, co oznacza, ze dwojka jest czynnikiem
pierwszym naszej liczby.

Przypus$émy, ze nasza teza nie jest spelniona i ustalmy czynniki pierwsze
2 = p1,pa,...,p; naszej liczby. Przy czym zakladamy, ze [ < k. Dla niepa-
rzystej liczby pierwszej p liczbe n nazwiemy p-malg, gdy n = p*(ap + r) dla
pewnych liczb naturalnych s, a, r spetniajacych warunek 0 < 2r < p oraz p-duzg
w przeciwnym przypadku.

Udowodnimy, ze mozemy tak wybraé trzy liczby a;, , a;,, @i, z naszego ciagu,
ze dla dowolnego p;, gdzie ¢ > 2, liczby a;,, ai,, a;, sa albo wszystkie jednocze-
$nie p;-male, albo wszystkie jednocze$nie p;-duze. Istotnie, kazdej liczbie a;
dla j = 1,2,...,2% + 1 przypisujemy (I — 1)-elementowy ciag zer i jedynek
(zi(a;)) _y W ten sposéb, ze z;(a;) = 0, gdy a; jest p;-mala oraz z(a;) = 1,
gdy a; jest pi-duza. Poniewaz 2F +1 > 2 2!=1 to 7 zasady szufladkowej Di-
richleta wynika, ze mozemy wybraé trzy liczby a;,, a;,, ai,, ktérym przypisano
ten sam ciag zer i jedynek. Wskazane liczby spelniaja nasze warunki.

Bez straty ogdlnosci przyjmijmy, ze nasze liczby to a1, as, as. Mamy

l l l

a1+a2=2erfi, G1+a3=2prfi7 a2+a3:29Hp§i-
i=2 i=2 i=2

Rozwazmy pierwsza rownosé¢. Zauwazmy, ze poniewaz liczby aq i as sa jednocze-
$nie p;-matle lub jednoczesnie p;-duze, to vy, (a1 + a2) = min{v,, (a1), vp, (a2) }.
W konsekwencji p;’ | a1 oraz p,’ | ag dla dowolnego i > 2.
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Zauwazmy réwniez, ze va(aq) = vz(az). Istotnie, gdyby va(a1) > va(ag) =1t

to liczba l l
aj - 9—t. (Hpi”> +as - 9=t (len> — ge—t
=2 1=2

bytaby nieparzysta i wieksza od jedynki, co jest oczywista sprzecznoscia. Ana-
logicznie v (a2) = v2(as). Oznaczmy t = va(a1) = va(az) = vo(as). Mamy

l
a12_t + a22_t =gt I_Ip?7
1=2
l
(112_t + 0,32_t =of-t ]‘_[p?i7
1=2
l
a22_t + a32_t =997t prl

=2

Udowodnimy, ze e — t > 2. Istotnie, liczby

l l
a;-27"- (Hm‘”) , az-27t <Hp2”>
=2 =2

sg rézne i nieparzyste, wiec ich suma wynosi co najmniej 4. Analogicznie
f—1t > 2oraz g —t > 2. OtrzymaliSmy wiec trzy takie liczby nieparzyste
a127%, a227%, a327t, ze suma dowolnych dwdéch jest podzielna przez cztery. Jest
to niemozliwe. Otrzymana sprzecznosé konczy dowdd.

3. Wyznaczy¢ wszystkie Scisle rosnace ciagi dodatnich liczb calkowitych
a; < as < as < ... spelniajace nastepujace warunki:

(i) Dla kazdej tréjki (niekoniecznie réznych) dodatnich liczb calkowitych
1,7, k, zachodzi a; + a; # ax.

(ii) Istnieje nieskonczenie wiele dodatnich liczb calkowitych k, dla ktérych
ap = 2k — 1.

Rozwigzanie:

Odpowiedz: Jedyny ciag spelniajacy warunki zadania to a, = 2n — 1 dla
dowolnej dodatniej liczby catkowitej n.

Niech a; = m. Przypusémy, ze istnieje taka dodatnia liczba calkowita k,
ze zachodzi nieréwnosé ax+m — ar < 2m. Wéwcezas liczby ak, ag+1,- - -, Qk+m
naleza do zbioru S = {ag,ar +1,...,ar +2m — 1}. Podzielmy S na m dwu-
elementowych zbioréw postaci {b,b+ m}. Z zasady szufladkowej Dirichleta
wsrdd tych zbioréow istnieje taki, ze oba jego elementy wystepuja w ciagu, czyli
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a;, + a1 = a;; +m = a;, dla pewnych k < 41,72 < k + m. Otrzymana sprzecz-
noé¢ dowodzi, ze ag4+m — ar = 2m dla dowolnej dodatniej liczby catkowitej k.

Przypusémy teraz, ze istnieje taka dodatnia liczba catkowita j, ze zachodzi
nier6wnoé¢ ay > 2k—1dlak = j,j+1,..., j+m—1. Skoro istnieje nieskoniczenie
wiele dodatnich liczb catkowitych k takich, ze ap = 2k — 1, to istnieje dodatnia
liczba catkowita ¢ > j taka, ze a; = 2¢ — 1. Niech ¢ — j = gm + r dla liczb
caltkowitych nieujemnych ¢, r takich, ze r < m. Stad

2i—1=a;22m-+ai—m > ... 2 2qgm + Qj_gm =
=2gm+ aj4r >2gm+2(j +7) —1=2i — 1.

Otrzymana sprzecznos¢ dowodzi, ze wsréd dowolnych m kolejnych elementéw
ciagu istnieje taki, ze ap < 2k — 1.

Skoro ciag jest Scisle rosnacy, to ar > m + k — 1 dla dowolnej dodatniej
liczby catkowitej k. Stad a; > m+i—1>2i—1dlai=1,2,...,m — 1 oraz
am = 2m — 1. Poniewaz ap < 2k — 1 dla pewnej dodatniej liczby catkowitej
k < m, to a,, =2m — 1, a skoro ciag jest $ciéle rosnacy, to a; = m +1¢—1 dla
i=1,2,...,m.

Podobnie, apy; > 2m +a; > 2(m+4i) —1dlai = 1,2,...,m — 1 oraz
agm 2 2m + a;y, = 4m — 1. Skoro amik < 2(m + k) — 1 dla pewnej dodatniej
liczby catkowitej k < m, to as,, = 4m — 1, a skoro ciag jest $cisle rosnacy, to
Umii =3m+i—1dlat=1,2,... ,m.

Przypusémy teraz, ze m > 1. Wtedy

A2m—1 = Qg (m—1) =M+ (M —1) =1 =4m — 2 = ap, + ap,

co stoi w sprzecznosci z zalozeniem zadania. Stad a; = m = 1.

Dla dowolnej dodatniej liczby catkowitej £ mamy wiec ar < 2k—1. Ponadto,
ag+1 — ap > 2. Stad ag > 2(k — 1) + a; = 2k — 1. Mamy wiec ax = 2k — 1 dla
dowolnej dodatniej liczby caltkowitej k. Pozostalo sprawdzié, ze otrzymany ciag
spelnia warunki zadania. Istotnie, jest on w oczywisty sposéb Scisle rosnacy oraz
istnieje nieskonczenie wiele dodatnich liczb catkowitych k takich, ze ar = 2k—1.
Ponadto 2 | a; + a;, 2 { aj, dla dowolnych dodatnich liczb catkowitych i, j, k,
skad a; + a; # ay, co konczy rozwiazanie zadania.

4. Niech ABCD bedzie czworokatem wypuklym, zas P, @, R, S punktami
lezacymi odpowiednio na bokach AB, BC', CD, DA. Odcinki PR i QS przeci-
naja sie w punkcie O. W kazdy z czworokatéw APOS, BQOP, CROQ, DSOR
mozna wpisaé okrag. Wykazaé, ze proste AC, PQ i RS maja punkt wspdlny
lub sa réwnolegte.

Rozwiazanie:

Zapisujac twierdzenie Menelaosa w tréjkatach ABC, ADC dla odpowiednio
prostych PQ i RS otrzymujemy, ze proste PQ, RS, AC przecinaja sie w jednym
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punkcie (by¢ moze w punkcie w nieskonczonosci — wtedy te trzy proste sa
réwnolegle) wtedy i tylko wtedy, gdy

AP BQ CR DS _
PB QC RD SA
Lemat. Czworoket EFGH jest opisany na okregu o Srodku M. Wowczas

EF-FG _ FM?
GH-HE HM?
Dowéd. Zachodza réwnoséci SEMH + SGMF = SFME + <HMG = 180°,

JFGM = <MGH oraz SHEM = SMEF. Korzystajac z twierdzenia sinu-
sOw otrzymujemy

EF FG  sin IFME -sin SGMF B
FM FM sinSMEF -sin<FGM
B sSin YHMG -sinSEMH B
 sindMGH -sin SHEM
GH HE
HM HM’
Wynika stad teza lematu. O

PrzejdZzmy do rozwiazania zadania. Oznaczmy przez I, J, K, L odpowied-
nio srodki okregdéw wpisanych w czworokaty APOS, BQOP, CROQ, DSOR.
Stosujac lemat do kazdego z tych czworokatéw i mnozac otrzymane réwnosci
stronami otrzymujemy

AP-PO BQ-QO CR-RO DS-SO _PI* QJ® RK®> SL?
OS-SA OP-PB 0Q-QC OR-RD SI? PJ?2 QK2 RL?

co po skroceniu utamkéw przyjmuje postac

AP BQ CR DS _PI* QJ* RK® SL?
PB QC RD SA SIZ PJ? QK? RL*

Zachodza réwnoéci <1PJ = <JOI = 90°. Wobec tego czworokat I PJO mozna
wpisa¢ w okrag. Podobnie uzasadniamy, ze czworokat JQKO mozna wpisaé
w okrag i ponadto LJQK = 90°. Stad YQKJ = 4QOJ = 4JOP = 4JIP.

Wobec tego tréjkaty prostokatne IPJ, KQJ sa podobne. Stad % = %—Ij
RK

Analogicznie uzasadniamy, ze 57~ = % 7 réwnosci tych wynika, ze

AP BQ CR DS PI> QJ?> RK?> SI?

i e . . =1
PB QC RD SA SI?2 PJ? QK? RL? ’

co konczy dowdd.

58



Pierwszy Mecz Matematyczny

1. Dana jest liczba catkowita dodatnia n. Udowodnié, ze réwnanie
24y 422 =n-(zyz+1)

ma rozwiazanie w liczbach calkowitych dodatnich wtedy i tylko wtedy, gdy
n = a® + b? dla pewnych catkowitych dodatnich a, b.

Rozwiazanie:
Zalézmy wpierw, ze n = a? + b? dla pewnych a, b calkowitych dodatnich.
Podstawiajac y = a, z = b i = ab(a® + b?) otrzymujemy

a®b*(a® +0*)? +a®> + 0% = (a® + %) - (ab(a®> + V%) -a-b+1) =n- (zyz + 1).

Zalézmy teraz, ze jaka$ czworka liczb (z,vy, z,n) spelnia to réwnanie. Bez
straty ogélnosci zalézmy, ze > y > z (réwnanie jest wszakze symetryczne).
WeZmy teraz takg czworke liczb (z9,y, z,n), ze 2o jest najmniejsze. Niech

f(z)=2% —anyz +9y° + 22 —n.

Oczywiscie funkcja f jest funkcja kwadratowa zmiennej x. Ponadto f(xg) = 0.
Niech z; bedzie drugim pierwiastkiem funkcji f. Ze wzoréow Viete’a mamy, ze

1 = NYyz — To.

7 tego wynika, ze x; jest liczba calkowita. Jezeli 1 < 0 to dla ;3 < —1 < zg
mamy
0> f(-)=1+nyz+9°+22—n>14+9y>+22>1.

Otrzymana sprzecznos¢ dowodzi, ze x1 > 0. Gdy 21 = 0 to
0:f(0)=y2+z2—n,

czyli n = y? + 22, co spetnia warunki zadania. Gdy z; > 0 to z; > o
(x1 = x0, bo xo jest najmniejsza liczba catkowita dodatnia taka, ze f(x)
za$ xo > y z zalozenia). Wowczas

I\

Y
0

)

0< fly) =y* —ny’z+y° + 2> —n,

czyli

2 —n>y* (nz-2).

Dla nz > 3 mamy



co daje sprzecznoé¢. Gdy n = 2 to teza zachodzi. W przeciwnym wypadku
(z,n) = (1,1) lub (z,n) = (2,1).
W pierwszym przypadku otrzymujemy z2 — zy + 32 = 0, czyli

fyf 3.2
(+-3) +3v° =0

skad z = y = 0. Otrzymalismy sprzeczno$¢, gdyz liczby x, y mialy by¢ dodatnie.
W drugim przypadku otrzymujemy 2 +y% +4 = 2zy+1, czyli réwnowaznie

(l'_y>2+3:0,

co daje sprzecznosc.
Zatem szukane liczby n to takie, dla ktorych istnieja a, b caltkowite dodatnie
spelniajace réwnosé n = a® + b2.

2. Dana jest liczba n podzielna przez kwadrat liczby pierwszej. Liczbe catko-
wita dodatnia a nazwiemy @-kusng, gdy n | a® ! — 1. Udowodnié, ze w zbiorze
{1,2,...,n} jest co najwyzej @ liczb @-kusnych.

Rozwiazanie:

Niech M C {1,2,...,n} bedzie zbiorem wszystkich liczb wzglednie pierw-
szych z n i mniejszych od n. Liczba elementéw tego zbioru jest réwna ¢(n),
ponadto kazda liczba p-kusna nalezy do zbioru M.

Niech p bedzie liczba pierwsza dzielaca n w co najmniej drugiej potedze,
o ktérej mowa w treéci zadania. Zapiszmy n = pFt, gdzie t jest liczba wzglednie
pierwsza z p i rozwazmy generator g modulo p*. Na mocy chinskiego twierdzenia

o resztach istnieje liczba x ze zbioru {1, 2,...,n} spelniajaca uklad kongruencji
_ k
z=g (modp"),
x=1 (modt).

Jest jasne, ze liczba x jest wzglednie pierwsza z n. Gdyby x byta liczba ¢-kuéna,
to mielibySmy
" '=1 (mod n),

a wiec tez
2" '=1 (mod p*).

Z drugiej strony liczba z jest takze generatorem modulo p*, co w polaczeniu
z twierdzeniem Eulera prowadzi do wniosku, ze liczba n — 1 dzieli si¢ przez
o(pF) = p*~1(p — 1), a wiec przez tez p (bo k > 2). To jest jednak niemozliwe,
wiec liczba x nie moze by¢ p-kusna.

Niech S = {s1, $2,..., S} bedzie zbiorem wszystkich liczb -kusnych nale-
zacych do zbioru {1,2,...,n} (a wiec takze do zbioru M). Rozwazmy liczby
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xS1,xS2,...,xs,. Liczby te daja parami rézne reszty z dzielenia przez n, gdyz
podzielnosé n | xs; — xs; = x(s; — s;) pociaga za soba n | s; — s, czyli s; = s;.
Ponadto dla kazdego ¢ mamy

(zs;)" P=2""1#1 (modn).

W takim razie zadna z r liczb xs; (mod n),xss (mod n),...,zs, (mod n) (na-
lezacych do zbioru M) nie jest p-kusna, wiec r < @, co konczy dowdd.

3. Niech m i n beda takimi liczbami calkowitymi dodatnimi, ze m > n.

Niech
m-+k

T = s dla k=1,2,...,n+ 1.
Wykazaé, ze jesli liczby x1,xa, ..., 2,41 sa calkowite, to 1 - 22 - ... - Tpyp1 — 1
jest liczba podzielng przez nieparzysta liczbe pierwsza.
Rozwiazanie:
Niech z1,x9,...,Z,4+1 beda liczbami catkowitymi. Oznaczmy
m+k m—n
ap =2 —1l=—— 1= > 0.
B n+k n+k
dla k=1,2,...,n+ 1. Wowczas a1, as,...,0,+1 53 liczbami catkowitymi.

Niech P = z129 ...z 41 — 1. Musimy wykazad, ze istnieje nieparzysta liczba
pierwsza, ktéra dzieli P, czyli ze P nie jest potega liczby 2.

Niech d bedzie najwieksza dodatnia liczba calkowita taka, ze 2 dzieli m —n
oraz niech ¢ bedzie najwieksza dodatnig liczba catkowita taka, ze 2¢ < 2n + 1.
Wéwezas 2n + 1 < 271 — 1) czyli n + 1 < 2° Stad 2° nalezy do zbioru
{n+1,n+2,...,2n+ 1} i jest jednoczesnie jedyna wielokrotnoscia liczby 2¢
nalezaca do tego zbioru. Niech wigc 2° = n+{. Skoro =7 jest liczba catkowita,

to d > c. Stad 297! f ay = =2 oraz 277t | qy, dla kazdej liczby k nalezacej
do zbioru {1,2,...,n+ 1} \ {¢}.

Zauwazmy, ze

P=(a1+1)(az+1)... (any1+1)—1= (ag+1)-1"=1=a; #0 (mod 2¢7°1),

Stad 24-<t1} P.

Z drugiej strony dla dowolnej liczby k ze zbioru {1,2,...,n + 1} \ {¢} mamy
20=ctl | q;. Stad P > ap > 2971 a wiec P nie jest potega liczby 2, co
chcieliSmy wykazaé.

4. Dana jest liczba calkowita dodatnia n. Karolek i Lesio graja w gre.
W kazdej turze gracz wybiera liczbe calkowita dodatnia k£ < n. Zasady gry sa

61



nastepujace:
e Gracz nie moze wybraé liczby wybranej wczesniej przez pewnego z graczy.
e Gracz nie moze wybraé liczby rézniacej sie o 1 od liczby, ktora wybrat w kto-
rymkolwiek poprzednim ruchu.
e Gra konczy sie remisem, jesli wszystkie liczby zostaly wybrane; w przeciw-
nym wypadku gracz, ktéry nie moze wybraé¢ zadnej liczby, przegrywa gre.
Karolek rozpoczyna gre. Wyznaczy¢ w zaleznosci od n wynik gry, zakladajac,
ze gracze graja optymalnie.

Rozwiazanie:

Odpowiedz: Gra konczy sie remisem, gdy n = 1,2,4,6; w przeciwnym wy-
padku Lesio ma strategie wygrywajaca.

Udowodnimy najpierw nastepujacy fakt.

Lemat. Jezeli w pierwszym ruchu Lesio wybral liczbe n oraz Karolek wykonal
k-ty ruch, gdzie k > 2, to Lesio rowniez moze wykonaé k-ty ruch.

Dowdd. Odcinkiem bedziemy nazywaé niepusty zbiér nastepujacych po sobie
liczb calkowitych. Dwa odcinki beda niezalezne, jedli sa rozlaczne i istnieje
calkowita liczba, ktéra jest wieksza od wszystkich liczb nalezacych do jednego
z odcinkow oraz jest mniejsza od wszystkich liczb nalezacych do drugiego z nich.

Niech S bedzie zbiorem pierwszych k liczb wybranych przez Karolka. Skoro
S nie zawiera nastepujacych po sobie liczb catkowitych, to zbiér {1,2,...,n}\S
sktada sie z k parami niezaleznych odcinkéw, jesli 1 € S, lub k 4+ 1 parami
niezaleznych odcinkéw w przeciwnym wypadku. Skoro Lesio wybratl tylko k—1
liczb, to istnieje co najmniej jeden odcinek sktadajacy sie z liczb, ktérych Lesio
jeszcze nie wybral. Stad Lesio moze wybraé liczbe nalezaca do tego odcinka. [

Opiszemy teraz strategie wygrywajaca dla Lesia, gdy n # 1,2,4,6. Dzieki
symetrii mozemy zalozy¢, ze pierwsza liczba wybrana przez Karolka nie prze-
kracza "7“ Wtedy Lesio wybiera liczbe n w swoim pierwszym ruchu. Rozwaz-
my teraz dwa przypadki.

Przypadek 1. n > 3 jest liczbg nieparzystq. Jedyna mozliwoéé, by gra zakon-
czyla sie remisem to sytuacja, w ktorej Karolek wybiera wszystkie nieparzyste
liczby ze zbioru {1,2,...,n}, co nie moze si¢ zdarzyé, bo Lesio wybral liczbe
nieparzysta n. Stad na podstawie lematu wnioskujemy, ze Lesio moze wybieraé
liczby az do momentu, gdy Karolek nie bedzie mégt wykonaé¢ ruchu.

Przypadek 2. n > 8 jest liczbg parzystq. Skoro Lesio wybral liczbe n, to gra
moze zakonczy¢ sie remisem tylko wtedy, gdy Karolek wybierze wszystkie nie-
parzyste liczby ze zbioru {1,2,...,n — 1}. Niech wiec Lesio w swoim drugim
ruchu wybierze liczbe ze zbioru {1,3,5,...,n — 3}, niewybrana przez Karolka
w jego pierwszych dwoch ruchach. Jest to oczywiscie mozliwe, poniewaz zbior
ten sklada sie z 252 > 3 liczb. Stad Lesio moze stosowaé lemat az do momentu,

2
gdy Karolek nie bedzie moglt wykonaé ruchu.
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Pozostato rozwazy¢ przypadkin = 1, 2,4, 6. Gra w oczywisty sposéb konczy
sie remisem, gdy n = 1,2. Gdy n = 4, Karolek musi wybra¢ 1, by nie przegrac.
Podobnie, Lesio musi wybra¢ 4. Stad gra w tym wypadku zakonczy sie remisem.

W przypadku gdy n = 6, Lesio moze uzyska¢ co najmniej remis wykonu-
jac stale ruchy symetryczne do ruchow Karolka wzgledem $rodka przedziatu
{1,2,...,6}. Podobnie, Karolek moze uzyska¢ remis grajac w nastepujacy spo-
sob: w pierwszym ruchu Karolek wybiera 1. Po wybraniu przez Lesia liczby b
w pierwszym ruchu, Karolek rezerwuje liczbe ¢ # 1 sasiadujaca z b, nie wieksza
niz 6, na wykonanie trzeciego ruchu. W drugim ruchu wybiera on liczbe rézna
od 1,2,¢c—1,¢c,c+ 1. Jest to oczywiscie mozliwe, a skoro Lesio nie moze wybraé
liczby ¢ oraz Karolek nie wybral wczesniej zadnej z liczb ¢ — 1,¢+ 1, to moze
wykonaé trzeci ruch, czyli nie przegra gry.

5. Wykazaé, ze wierzcholki grafu mozna pokolorowaé k kolorami bez two-
rzenia monochromatycznej krawedzi wtedy i tylko wtedy, gdy krawedzie tego
grafu da sie¢ tak skierowaé, aby nie istniata skierowana Sciezka skladajaca sie
z k + 1 réznych wierzchotkéw.

Rozwigzanie:

Zal6zmy, ze dany graf da sie tak pokolorowaé kolorami od 1 do k. Dla kazdej
pary wierzchotkéw potaczonych krawedzia, pomalowanych kolorami 4, j, gdzie
1 <i < j <k, skierujmy krawedZ pomiedzy nimi z wierzchotka o kolorze i do
wierzchotka o kolorze j. Latwo zauwazy¢, ze takie skierowanie spelnia warunki
zadania.

Teraz zalézmy, ze graf skierowany G = (V, E) nie zawiera $ciezki o k + 1
wierzchotkach.

Najpierw dodatkowo zalézmy, ze graf ten jest acykliczny. Dla kazdego wierz-
chotka v z V niech f(v) oznacza dlugosé najdtuzszej Sciezki konczacej sie w tym
wierzchotku. Udowodnimy, ze dla kazdych dwéch wierzchotkow v, w € V pola-
czonych krawedzia zachodzi f(v) # f(w), a wtedy juz wystarczy kazdy wierz-
chotek v pokolorowa¢ na kolor f(v), aby otrzymaé¢ k-kolorowanie tego grafu
(f przyjmuje wartosci calkowite od 0 do k — 1 z zalozenia o najwiekszej moz-
liwej dlugosci $ciezki w tym grafie).

Zalézmy nie wprost, ze f(v) = f(w). Bez straty ogdlnosci zaldézmy, ze kra-
wedz miedzy tymi wierzchotkami jest skierowana z v do w. Wtedy albo istnieje
cykl zawierajacy v i w, co wykluczyliémy, albo najdluzsza éciezka konczaca sig
w v przedluzona o krawedz z v do w ma dlugosé f(v) +1 = f(w) +1 > f(w),
co daje sprzeczno$¢ z wyborem f(w).

Wreszcie przejdzmy do ogdlnego przypadku. Wybierzmy maksymalny pod-
graf acykliczny A grafu G. Pokolorujmy A tak jak wyzej. Udowodnimy, zZe jest
to poprawne kolorowanie G.

WeZmy v, w € V, (v,w) € E izalézmy nie wprost, ze f(v) = f(w). Zatem A
po dodaniu krawedzi (v, w) zawiera cykl, wiec istnieje $ciezka z w do v zawarta
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w A, jednak najdtuzsza $ciezka wchodzaca do w przedtuzona o $ciezke z w do v
ma dhugosé wieksza niz najdtuzsza $ciezka wchodzaca do v, co daje sprzecznosé
z definicja f.

6. Wyznaczy¢ wartosé ilorazu

2
it Vit VE
o V=V
dla kazdej liczby naturalnej n > 2.

Rozwigzanie:
Zauwazmy najpierw, ze dla x € (0

™
» 4

V1+cos2z =1+42cos?z —1=+2cosu,
V1—cos2z=V1—1+2sin’z =+2sinz,

V1 +sin2z = /1 + 2sinzcosx = \/(sinz + cos )2 = sinx + cos z,

) zachodza réwnosci

V1 —sin2z =+/1—2sinzcosz = \/(Sinx —cosz)? = cosx — sinz.

Niech k € {1,2,3, coon? - 1}. Woéwezas istnieje taka liczba 0 < ¢t < 7, ze
k = n?sin® 2t.
Stad

\/n+\/E—|—\/n+\/n2—k B n+Vn25in22t+\/n+ n2—n251n22t_
\/n—\/%—i-\/n—vn?—k n—Vn251n22t+\/n—\/nQ—HQSiHZQt

14+ Vsin22t +1/1+ /1 — sin? 2¢
1—Vsin22t +1/1— /1 —sin? 2¢

~ V1+sin2t++/1+cos2t

V1 —sin2t++1—cos2t

_sint+(ﬁ+1)cost_

N (ﬂfl)sint+cost7

B (1+\/§) ' sint—i—(\/i—i—l)cost _
sint+(\/§+1) cost

=1+V2.

Zauwazmy teraz, ze jesli a, b, ¢, d sa liczbami rzeczywistymi dodatnimi oraz

_a _ ¢ __ a+b
k—b—d,tok—c+d.
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Stad ostatecznie

22:;1 n+\/E:2-ZZiII\/n+\/E:

Vv 2 Ve - Vi
_ZZi]l(\/nwL\/EJr\/nJr\/nQ—k)_
- Zi;1<\/nf\/é+\/n—\/n2—k)i

=1+V2.

7. Wyznaczy¢é wszystkie wielomiany W o wspélczynnikach rzeczywistych

takie, ze
W (sinz) = sin(W(x))

dla kazdej liczby rzeczywistej x.

Rozwiazanie:

Odpowied?: Jedyne wielomiany spelniajace warunki zadania to W(z) = z,
W(zx) = —x, W(z) =0.

Oznaczmy

W(z)=ao+ a1z + ...+ apa".

Wykazemy, ze degW = n < 2. Zaldézmy nie wprost, ze n > 2 . Niech

™
H(z)=W(z+ 5) - W(x).
Wowczas deg H = n — 1 > 1 bowiem wspdlczynniki przy n-tych potegach
redukujg sie, za$ przy ="' stoi na, - 5 # 0. Zatem H jest wielomianem co
najmniej pierwszego stopnia. Wobec tego dla dostatecznie duzych t zachodzi
nieré6wnosc
|H(t)] > 2m(n+1).
W szezegblnodei, istnieje taka liczba catkowita k, ze |H(27k)| > 2m(n + 1).
Zal6ézmy bez straty ogélnosci, ze H(2wk) > 0. Z ciaglodci wielomianu W wnio-
skujemy, ze istnieja takie liczby xq,w1,..., 2,41 2z przedziatu 27k, 27k + T,
ze
xo =2nk oraz W(z;) = W(xo)+2mi dla i=1,2,...,n+ 1.

Woéwezas dla dowolnego ¢ = 0,1,...,n + 1 zachodzi ciag réwnosci
W (sin(z;)) = sin(W (z;)) = sin(W (xg) + 27i) = sin(W (z)).

Skoro za$ na przedziale 27k, 27k + 5] funkcja sin jest réznowartosciowa, to
oznacza, ze wielomian W przyjmuje jaka$ warto$é co najmniej (n + 1) razy, co
jest sprzeczne z tym, ze deg W = n. Zatem n < 1.
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Zauwazmy, ze podstawiajac z = 0 w wyj$ciowym réwnaniu, otrzymujemy
ag = sin(ag).

Stad wynika, ze ag = 0. Jezeli a; # 0, to wyrazenie a;x moze przyjaé¢ kazdg
warto$¢ rzeczywista, zatem sin(ai2) przyjmuje wszystkie wartosci z przedzialu
[—1,1]. Jezeli |a1| > 1, to podstawiajac = = 27l + & otrzyrm}rjemy sprzeczno$é,
2nity Stad a; = —1,

za$ dla 0 < |a1| < 1 dostajemy sprzecznos¢ dla z = =_—=.

a; =01uba; =1.
Bezposrednio sprawdzamy, ze wszystkie trzy otrzymane wielomiany spel-
niaja zadang réwnosc.

8. Rozstrzygnaé, czy istnieje taki podzbiér przestrzeni euklidesowej, ze kaz-
da plaszczyzna przecina ten podzbiér w skoniczonej, dodatniej liczbie punktow?

Rozwiazanie:

Wykazemy, ze zbiér A = {(¢,¢3,t°) | t € R} spelnia warunki zadania.

Ustalmy ptaszczyzne I o réwnaniu ax + by + cz + d = 0. Wéwcezas ktéras
z liczb a, b, ¢ jest niezerowa. Wtedy A N1l to zbiér punktéw postaci (¢,t3,t5)
takich, ze at® 4+ bt> + ct + d = 0, czyli zbiér rzeczywistych pierwiastkéw wie-
lomianu P(x) = ax® + ba® + cx + d. Skoro P jest wielomianem nieparzystego
stopnia, to ma skonczona, niezerowa liczbe pierwiastkow rzeczywistych. Stad
kazda plaszczyzna przecina zbiér A w skonczonej dodatniej liczbie punktéw, co
chcieli$émy otrzymac.

9. W tréjkacie ABC punkt H jest ortocentrum, O $rodkiem okregu opisa-
nego, zas R promieniem tego okregu. Punkt D jest symetryczny do punktu A
wzgledem BC, punkt F jest symetryczny do B wzgledem CA, za$ punkt F jest
symetryczny do C wzgledem AB. Wykazaé, ze punkty D, E, F' leza na jednej
prostej wtedy i tylko wtedy, gdy OH = 2R.

Rozwigzanie:

Niech G bedzie srodkiem ciezkosci tréjkata ABC, zas K, L, M obrazami
odpowiednio punktéw A, B, C' w jednokladnosci o érodku G i skali 4. Wowcezas
punkt D lezy na prostej LM, punkt E lezy na prostej M K, za$ punkt F lezy
na prostej K L. Warunek OH = 2R jest rownowazny stwierdzeniu, ze sSrodek X
odcinka OH lezy na okregu opisanym na tréjkacie ABC. Punkty O, G, H le-
za w tej wlasnie kolejnosci na jednej prostej oraz GH = 20G (prosta Eulera).
Skoro X jest érodkiem odcinka OH, to GH = 4G X, wigc punkt H jest obrazem
punktu X w rozwazanej jednoktadnosci. Teza zadania jest zatem réwnowazna
stwierdzeniu, ze punkt H lezy na okregu opisanym na tréjkacie K LM . Zauwaz-
my teraz, ze punkty D, E, F sa rzutami prostokatnymi punktu H na proste za-
wierajace boki trojkata K LM . Z twierdzenia o prostej Simsona wnosimy wiec,
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ze warunek lezenia punktow K, L, M, H na jednym okregu jest réwnowazny
wspotliniowosci punktéw D, E, F, co koniczy rozwiazanie zadania.

10. Przekatne AC i BD czworokata wypuklego ABCD sa prostopadle
i przecinaja si¢ w punkcie P. Punkt ) lezy wewnatrz tego czworokata, przy
czym $CDQ = SADB oraz $CBQ = S ABD. Wykazadé, ze rzuty prostokatne
punktu @ na proste BC', CD, DB oraz punkt P leza na jednym okregu.

Rozwigzanie:

Niech K, L, M beda rzutami prostokatnymi punktu ¢ odpowiednio na
proste BC, CD, DB. Skoro $APB+<CPD = 180°, to istnieje elipsa wpisana
w czworokat ABC D, ktérej jednym z ognisk jest punkt P. Z réwnosci

ICDQ = YADB = SADP oraz JSCBQ = YABD = SABP
wnosimy za$, ze drugim ogniskiem tej elipsy jest punkt Q. W takim razie
JKCP =<BCP =<3DCQ = JLCQ.

Skoro YCKQ = JCLQ = 90°, to na czworokacie CLQK mozna opisaé
okrag. Stad wniosek, ze

IKCP =ILOQ = ILKQ = 90° — SCKL,

zatem prosta K L jest prostopadia do prostej C'P i réwnolegta do prostej BD.
Srodek odcinka C'Q lezy na symetralnej odcinka KL, ktéra jest réwnolegla
do prostej C'P, wiec punkty P i @) sa jednakowo oddalone od tej symetralne;j.
W takim razie rzut prostokatny M punktu @) na prosta BD i punkt P sa
symetryczne wzgledem symetralnej odcinka KL, skad wniosek, ze czworokat
KLMP jest trapezem réwnoramiennym, a wiec mozna na nim opisaé¢ okrag.

11. Dane sa okregi Wi, Wy przecinajace sie w punktach P i K. Niech XY
bedzie wspdélna styczna do obu okregdéw blizsza punktowi P taka, ze X lezy na
W1, zas Y lezy na Ws. X P przecina Wy drugi raz w punkcie C, zas Y P przecina
Wy drugi raz w punkcie B. Niech A bedzie punktem przecigcia BX oraz CY'.
Udowodnié, ze jesli @ jest drugim punktem przeciecia okregdéw opisanych na
AABC i AAXY, to QXA = JQKP.

Rozwigzanie:

Niech A\ = g—%, a o = YBQX. Rozwazmy przeksztalcenie ¢ bedace zlo-
zeniem jednokladnosci o $rodku @ i skali A z obrotem o tym samym Srodku
o kat o — tak, aby prosta X (@ przeszla na prosta BQ (takie przeksztalcenie
nazywamy podobiefistwem spiralnym). Zauwazmy, ze LABQ = $ACQ oraz

IBXQ =180° — JAXQ = 180° — JAYQ = 4CYQ,
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skad wniosek, ze tréjkaty BX@Q i CY @ sa podobne i jednakowo zorientowane.
Zatem %(YQC IXQB = a'i }0,—8 X—g = A. Punkt C jest wigc obrazem
punktu Y przeksztalceniu .

Niech L bedzie obrazem punktu K w przeksztalceniu ¢. Trojkat XY K prze-
chodzi na trojkat BC'L w tym przeksztalceniu. Stad i z twierdzenia o stycznej
i cieciwie otrzymujemy

JCLB=<9YKX =34YKP+4PKX = XPYX + ¥PXY = 4BPX,

zatem punkty B, P,C, L leza wiec na jednym okregu. Stad i jeszcze raz z po-
dobienstwa trojkatéw XY K i BC'L dostajemy

YBPL =<4BCL=9XYK = 4YCK = {BPK.

W takim razie punkty P, K, L sa wspoélliniowe i w konsekwencji z réwnosci
JLKQ = $BX(Q wynika teza zadania.
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Drugi Mecz Matematyczny

1. Liczby rzeczywiste a, b, ¢, d spelniaja warunek |al, b, |¢|, |d| > 1. Ponadto
abc +bed + cda+dab+a+b+c+d=0.

Wykazaé, ze

Rozwiazanie:

Zapiszmy x = Z"'%, Yy = b+1, z = gﬂ oraz t = Zl“'l 7 warunku zadania
wynika, ze liczby z,y, z,t sa dodatnie i rozne od 1. Rowno$é z tresci zadania
mozna przepisaé jako

(a—1)(b-1(c—1)(d—1)=(a+1)(b+1)(c+ 1)(d+1)

lub réwnowaznie xyzt = 1. Poniewaz ﬁ = %*1, to mamy do okazania

1 N 1 N 1 N 1 7x+y+z+t—4>0
a—1 b—1 ¢—1 d—1 2 ‘

7 nieréwnoéci miedzy Srednia arytmetyczna i geometryczng dostajemy, ze

t
% > vryzt = 1. (12)

Poniewaz x,y,z,t # 1, to réwno§é¢ w nieréwnosci (12)) nie moze zachodzié.
.. t—4 . . .
W konsekwencji % > 01 teza jest spelniona.

2. Wyznaczy¢ wszystkie takie funkcje f: R — R, ze dla dowolnych liczb
rzeczywistych x, y zachodzi réwnosé

f@@+y+fy) =2y + fx).

Rozwiazanie:

Udowodnimy, ze jedyna funkcja spelniajaca warunki zadania jest f(x) = .

t=f(z)?
2

Podstawiajac y := w wyjsciowym réwnaniu otrzymujemy

f@®+y+fy) =t

i stad zbiorem warto$ci funkcji f jest zbidr liczb rzeczywistych. W szczegélnoéci
istnieje liczba a spelniajaca warunek f(a) = 0. Kladac  := 0 oraz y := a

otrzymujemy 0 = 2a + f(0)2, czyli a = —M Liczba a jest wiec jedynym
miejscem zerowym funkcji f.
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Dla dowolnych x, y mamy tez

f@?=f@®+y+f)—-2y=Ff((-2)*+y+ fly) —2y = f(—2)>.

W szczegdlnosci f(—a)? = f(a)? = 0, czyli f(—a) = 0. Poniewaz a jest jedynym
miejscem zerowym f, wiec musi zachodzi¢ réwnos¢ —a = a, co oznacza, ze
a = 0. W szczegdlnosci f(0) = 0.

Podstawiajac  := 0 w réwnosci danej w tresci zadania otrzymujemy, ze dla
dowolnej liczby y

fly+f) =2y, (13)

za$ podstawienie y := 0 w wyjéciowej réwnosci prowadzi do f(z)? = f (J:Q)
(stusznej dla wszelkich z € R).

Podstawiajac y := #"”)2 dostajemy f (x2 +y+ f(y)) = 0 i stad mamy

2?2+ y+ f(y) =0 (bo 0 jest jedynym miejscem zerowym f). W takim razie

oI (—f;xf) | )

Przyktadajac f do obu stron powyzszej rownosci i korzystajac z otrzymu-

sy = 1 (L () ) 2 Ly

jemy
2

Dla dowolnego ¢t > 0 mamy wiec

s =1 ((V)) =1 (i) = =1 (- (V1)) = =50

Funkcja f jest wiec nieparzysta.

Dla x # 0 mamy f (2?) = f(x)? > 0, wiec f przyjmuje wartosci dodatnie
dla dodatnich argumentéw. Yaczac to z nieparzystoscia f wnioskujemy, ze f
przyjmuje wartosci ujemne dla argumentéw ujemnych. Innymi stowy, dla do-
wolnego x liczby z, f(x) sa tego samego znaku.

Jesli f(b) = f(c¢), to z réwnosei wynika, ze b2 = . Wnioskujemy
stad, ze b = ¢, gdyz zaréwno b jak i ¢ maja ten sam znak co f(b) = f(c).
Udowodnilismy wiec, ze funkcja f jest réznowartosciowa.

Funkcja f jest wiec bijekcja. To, wraz z réwnoscia f (y + f(y)) = 2y praw-
dziwa dla dowolnego y € R pozwala wnioskowaé, ze zbiorem wartosci funkcji
t—t+ f(t) jest R.

Udowodnimy teraz, ze funkcja f jest addytywna, tj. dla wszelkich z,y za-
chodzi réwnosé f(x+y) = f(z)+ f(y). Rozwazymy dwa przypadki: « > 0 oraz
z < 0. Jedli z > 0, to x = b? dla pewnego b € R. Istnieje tez takie c € R, ze
y = c+ f(c). Wobec tego

flaty)=f (6 +c+ flo) = f(b)* +2c = f (°) + f (c+ f(c) = f(a)+ f().
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W drugim przypadku (gdy = < 0) mamy —zx > 0. Korzystajac z nieparzystosci
f iz przypadku pierwszego otrzymujemy

f@+y)=—fl-z—y) = =(f(=2) + f(=y)) = f(z) + f(y)-

W szczegblnosei f(x) + f (f(x)) = f (x + f(z)) = 2z dla dowolnego x.
Niech f™ oznacza n-ta iteracje f, tzn. fO(z) = x oraz f"(z) = f (f”fl(x))
dlan=1,2,... oraz x € R. Wowczas

() + " 2) =2 z) dla n=1,2,...
Udowodnimy przez indukcje, ze

%4 f(a) o f(@)

f(x) 3 + (—2)" 3 dla n=0,1,2,...

Dla n = 01 n = 1 bezposrednio sprawdzamy, ze réwnos¢ jest spelniona. Krok
indukcyjny:

@) = =) + 2" (z) =

3 3 3 3
2z + f(x) . x— f(z)
7f+(72) . 3

Jezeli @ # f(x) dla pewnego z € R, to z powyzszej zaleznosci wynika, ze
dla dostatecznie duzej liczby calkowitej n liczby f**1(z), f™(z) maja prze-
ciwne znaki, co daje sprzeczno$é¢. Wobec tego f(x) = x dla dowolnej liczby
rzeczywistej .

Bezposrednio sprawdzamy, ze funkcja f dana wzorem f(z) = x spelnia
rownanie dane w tresci zadania.

Uwaga

Liniowos¢ funkcji f mozna uzyskaé inaczej. Z addytywnosci f oraz z wa-
runku f(z) > 0 dla > 0 wynika, ze f jest funkcja rosnaca (gdyz jesli a > b,
to f(a) = f(b) + f(a —b) > f(b)). Przez prosta indukcje mozna udowodnid,
ze f(nxz) = nf(z) dla n naturalnych. Korzystajac z nieparzystosci f mozna
uzyskaé, ze f(nz) =nf(x) dla n calkowitych. Wobec tego

m

P =mpCy =" gy =" 5)

dla dowolnych m,n catkowitych, n # 0. Ustalmy teraz xz € R. Ustalmy ciagi
liczb wymiernych a; < as < ... oraz by > by > ... zbiezne do x. Poniewaz f
jest funkcja rosnaca i f(1) > 0, to

anf(1) = flan) < f(x) < f(by) =bpf(1) dlan=12,...

71



Poniewaz lim,, o a, = x = lim,_, b,, wiec z twierdzenia o trzech ciagach
otrzymujemy f(z) =x - f(1).

3. Niech k bedzie dodatnig liczba catkowita dajaca reszte 1 z dzielenia
1+Vk

przez 4, za$ a = 7 Udowodnié¢, ze jesli k£ nie jest kwadratem liczby

catkowitej, to

{la®n] - lalan]] |n=1,2,3,...} ={1,2,...,|a) }.

Rozwiazanie:
Oznaczmy K = ¥21. Zauwazmy, ze a®> = a+ %72 = a+ K. Niech &, = {an}.
Mamy ciag réwnosci

la®n] — lalan]| = [an + Kn| — |a(an — &,)] =
:Kn+an—5n—La2n—aan =
=Kn+an—¢, — |lan+ Kn—¢, + &, —ag, | =

=—|(1—-a)e,].

Poniewaz a jest liczba niewymierna, to z twierdzenia Weyla zbiér {e,: n € N}
jest gesty w [0, 1]. W szczegdlnosci, oznacza to, ze zbiér {(1—a)e,: n € N} jest
gesty w [(1—a),0]. W konsekwencji wyrazenie |(1— a)e,]| przayjmuje wszystkie
wartosci calkowite z przedziatu [|(1—a) |, —1]. Poniewaz |(1—a)| = —|a], wiec
otrzymujemy teze.

4. Na plaszczyznie dane sa parami rézne punkty Py, Ps, ..., P,, przy czym

n > 2. Niech M = | Jnax |P; P;|. Udowodnié, ze istnieje co najwyzej n takich
<i<j<n

par indekséw i < j, ze |PP;| = M.

Rozwigzanie:

Dla dowodu nie wprost zalézmy, ze teza nie jest spelniona. Wezmy taki
zbior P = {Py, Ps,...,P,}, ktéry nie spelnia tezy oraz |P| jest minimalne
mozliwe. Zauwazmy, ze jezeli dla pewnego punktu P; istnieje doktadnie jeden
taki punkt P}, ze |P;P;| = M, to zbiér P\ {P;} nie spelnia tezy i ma mniejsza
moc, whrew naszemu wyborowi P.

Ponadto, jezeli dla dowolnego punktu P; istnieja dokladnie dwa punkty
P;, Py, ze |P;P;| = |P;Py| = M, to z lematu o podawaniu dtoni mamy dokladnie
n takich par i < j, ze |PP;| = M.

Oznacza to, ze musi istnie¢ taki punkt P;, ze dla co najmniej trzech pozo-
stalych P;, Py, Py zachodzi |P;Pj| = |P;Py| = |P;Py| = M. Mozemy zalozy¢, ze
punkty P;, Py, P; leza w tej wtaénie kolejnosci na okregu o $rodku w P; i pro-
mieniu M, przy czym miara kata < P;P; P, jest nie wigksza od 60°. Zauwazmy,
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ze dowolne dwa odcinki dlugoéci M o koncach w naszych punktach musza mieé
punkt wspélny (w przeciwnym razie pewne cztery punkty tworzylyby czwo-
rokat wypukly ABCD, w ktorym AB = CD = M. Jedli przez E oznaczymy
punkt przeciecia odcinkéw AC i BD, to z nieréwnosci trojkata mieliby$my
AC+ BD = AE+ EC+ BE+ ED > AB+ CD = 2M, skad AC > M lub
BD > M). Jezeli istnieje taki punkt Py, ze |PyP,,| = M, to to odcinek PP,
musi przecina¢ zaréwno P; P; jak i P; P, stad P, = P;. Oznacza to, ze dla punk-
tu Py istnieje dokladnie jedna taka liczba s, ze | Py Ps| = M, przeczy to naszej
wczesniejszej obserwacji. Uzyskana sprzecznosé konczy dowdd tezy zadania.

5. Na plaszczyznie danych jest 2016 parami réznych okregdw o promieniu 1.
Udowodnié, ze mozna z nich wybraé takie 27 okregéw, ze albo kazde dwa z nich
sie przecinaja, albo kazde dwa z nich sa roztaczne.

Rozwiazanie:

Zalbézmy, ze nie istnieje 27 sposréd danych okregdw, ktére przecinaja sie
wzajemnie. Rozwazmy dane okregi w ukladzie wspoélrzednych. Wybierzmy ten
z okregéw, ktorego érodek ma najwieksza mozliwg wspdlrzedna x.

Udowodnimy, ze ten okrag przecina co najwyzej 3 - 25 pozostalych okre-
géw. Dla dowodu nie wprost przypuéémy, ze nasz okrag jest przecinany przez
co najmniej 3 - 25 4+ 1 pozostaltych okregéow. Oznaczmy przez P érodek nasze-
go okregu. Srodki 3 - 25 4+ 1 okregéw przecinajacych nasz okrag leza w kole
srodku w P i promieniu 2, na lewo od P. Obszar ten mozemy podzieli¢ na
trzy katy o mierze 60° i Srodku w P. Z zasady szufladkowej Dirichleta wynika,
ze w pewnym z tych obszardéw znajduje sie¢ co najmniej 26 $rodkéw pozosta-
tych okregéw. Poniewaz Srednica tego obszaru wynosi 2, to kazde dwa sposréd
wybranych okregéw przecinaja sie. Otrzymana sprzeczno$é¢ konczy dowdd nie
wprost.

Dostajemy, ze nasz okrag przecina co najwyzej 3 - 25 danych okregéw. Dla
pozostalych 2016 — 3 - 25 — 1 = 2016 — 76 stosujemy analogiczne rozumowanie.
W ten sposéb skonstruujemy ciag %] = 27 parami nieprzecinajacych sie
okregéw. Oznacza to, ze teza zadania jest spelniona.

6. Dane sg dodatnie liczby catkowite a, n. Udowodnié, ze liczba

Z (NWD(k,n)

k=1

n

jest podzielna przez n.

Rozwiazanie:

Sposcb 1
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Dla n = 1 teza zachodzi w oczywisty sposéb. W dalszej czedci rozwiagzania
zalozymy, ze n > 1.
Zauwazmy najpierw, ze spelniona jest réwnosé

Z aNWD(k,n) — Z Lp(n/d)ad
d|n

k=1

Istotnie, jest to konsekwencja faktu, ze liczba tych liczb 1 < k < n, dla ktérych
NWD(k,n) = d wynosi ¢(n/d).

Udowodnimy najpierw, ze teza zadania jest spelniona jezeli n = p*® dla
pewnej liczby pierwszej p oraz liczby calkowitej nieujemnej s. Istotnie, mamy
ciag réwnosci

n s—1 ‘
ZaNWD(k’”) _ ZSD (p°/d) ad — Z (ps—z' 7psfi71) @ b =
k=1 d|p® i=0

=pa + Zpsfi (a”i — api_l) =0 (mod p%).
i=1

Udowodnimy teraz, ze jezeli teza zadania zachodzi dla wzglednie pierwszych
liczb catkowitych ni,no, to zachodzi réwniez dla n = nins. Istotnie, mamy

ZG‘NWD kn)_zwn/d Z Z nl/dl n2/d2)ad1d2=

dln di|ny da|ng
d
= (/i) | Y @na/dy) (a™)™
d1|n1 d2|n2

Zauwazmy, ze z tego, ze teza zachodzi dla ne wynika, ze ny dzieli wyraze-
nie w nawiasie. Oznacza to, ze cale nasze wyrazenie jest podzielne przez ns.
Analogicznie wykazujemy, ze jest ono podzielne przez n; i w koncu korzystajac
ze wzglednej pierwszosci liczb ni,no dostajemy, ze jest ona podzielna przez
n=mnins.

Ostatecznie zauwazamy, ze na mocy naszych rozwazan teza zadania jest
spetniona dla dowolnego n, co wynika z zasadniczego twierdzenia arytmetyki.

Sposob 11

Rozwazmy kolorowania wierzchotkéw n-kata foremnego a kolorami. Policz-
my kolorowania, ktére przechodza same na siebie w obrocie tego wielokata
o £.360°.

Dla dowolnego i wierzcholki ¢,i+k&,i+2k, ... (mod n) musza mieé ten sam
kolor. Za pomoca rozszerzonego algorytmu Euklidesa mozemy znalezé¢ takie
liczby catkowite = i y, ze kx + ny = NWD(k,n). Wowczas, dla dowolnego i
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wierzcholki ¢ oraz i + kx = i +NWD(k,n) (mod n) muszg mieé ten sam kolor.
Stad, jeslii = j (mod NWD(k,n)), to wierzcholki ¢ oraz j musza mieé¢ ten sam
kolor.

Z drugiej strony NWD(k, n) | k, wiec jesli kazde dwa wierzcholki o nume-
rach dajacych ta sama reszte modulo NWD(k,n) maja ten sam kolor, to cale
kolorowanie przechodzi samo na siebie w obrocie o % - 360°.

Reszt modulo NWD(k, n) jest NWD(k, n), a kazdej reszcie mozemy przypo-
rzadkowaé niezaleznie jeden z a koloréw, wiec takich kolorowan jest aNWP(*.n),
Rozwazmy kolorowania z utozsamieniem kolorowan rézniacych sie jedynie o ob-

n
rét. Na mocy lematu Burnside’a ich liczba jest réwna % > aNWDP(k:n) - Ale
k=1
NWD(k,n)_

n
liczba kolorowan jest calkowita, wiec n | > a
k=1

7. Dana jest liczba catkowita k > 2. Niech D(n) oznacza liczbe tych dzielni-
kéw d liczby (Z), ktoére spelniaja nieréwnosci n — k + 1 < d < n. Wyznaczy¢
max D(n).

Rozwiazanie:

Odpowiedz: k — 1.

Udowodnimy najpierw, ze D(k!) > k — 1.

Niech n = k!, wowczas

(Z) _ k!(k!—l)....]%!(k!—(k—l)) LR 1) (R = (k= 1),

Oznacza to, ze kazda liczba d spelniajaca nier6wnosé k! — (k —1) < d < k! —1

Z . W konsekwencji D(k!) > k — 1.

Udowodnimy, ze D(n) < k — 1 dla dowolnej liczby catkowitej n > k. Dla
dowodu nie wprost zalézmy, ze istnieje taka liczba naturalna n, ze D(n) = k.

1

(") dla j =0,1,....k—1 sa
—ji\k
catkowite. Rozwazmy kombinacje liniowa o wspoélczynnikach catkowitych tych

jest dzielnikiem

Oznacza to, ze wszystkie liczby postaci
n

liczb
= k-1 n—i
—1)k—i-t ) 15
Z< ) (j > ”]() ZHJ*Z 1
7=0 =0 i#£j
Sy
Rozwazmy wielomian W (x) = Z H ——. Przyjmuje on wartosé¢ 1 dla argu-
— ) 1
1=0 i#£j

mentéw 0,1, ..., k—11ima stopien nie wiekszy niz k—1. Wobec tego W(z) =1
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W konsekwencji W(n) = 1 i wyrazenie Wynosi % Poniewaz liczba % nie
jest catkowita, to otrzymujemy sprzecznosc.

8. Ciag ag, a1, asg, ... spelnia warunki
n—1 n
apg = 1 oraz a, = g (k)ak dla n>1.

Niech m bedzie dodatnia liczba catkowita, p liczba pierwsza, zas ¢ i r liczbami
calkowitymi nieujemnymi. Udowodnié, ze liczba
ap’”q+7’ — (me—lq+r

jest podzielna przez p™

Rozwiazanie:

Lemat 1. Zaldimy, ze W € Q[t] ma te wlasnosé, ze W(n) € Z dla dowolnego
n € Z. Wowczas W mozina zapisaé w postaci

N[t
"0-3a(i)
=0
dla pewnej nieujemnej liczby catkowitej m oraz liczb calkowitych co,ci,...,Cp.

Dowdd. Stosujemy indukcje ze wzgledu na stopien wielomianu W. Jezeli W jest
staly to teza jest oczywista. Przyjmijmy, ze deg W > 1. Z zalozenia indukcyj-
nego zastosowanego do wielomianu Q(t) = W(t + 1) — W(t) dostajemy, ze

t):gdiC),

dla pewnej nieujemnej liczby catkowitej m oraz liczb catkowitych dy, do, . .., d.,.
Zauwazmy, ze dla dowolnej liczby calkowitej dodatniej n zachodzi réwnosé
Wi(n) =W(0)+ Q(0) + ...+ Q(n —1). W konsekwencji

Wn) — +§§:dl(>
w33 () -

= WO+ d; ZL)

=0

[
_|_

3
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Poniewaz, rownosé¢ wielomianéw
= t
Wi(t) = d; W (0
0= (1) +wo)

zachodzi dla nieskoniczenie wielu liczb rzeczywistych, to jest tozsamoscia. Otrzy-
malidémy zadany zapis wielomianu W. Oznacza to, ze teza indukcyjna jest spel-
niona. L

Rozwazmy funkcje F' okreslona na zbiorze wielomianéw o wspoélczynnikach
rzeczywistych, ktéra dowolnemu wielomianowi W (t) = ¢ t™ + ... + c1t + ¢
przypisuje liczbe rzeczywista dang wzorem

F(cpt™ + ...+t +co) = cpan + ... + cra1 + coag.

Zauwazmy, ze

n

F(t+1)m =Y <7Z>a = 2a, = 2F (t").

=0

W konsekwencji, poniewaz funkcja F' jest liniowa, to dla dowolnego wielomianu
W zachodzi réwnosé

F(W(t+1)) = 2F (W(t)) — W(0).

t
Udowodnimy, ze dla dowolnego k > 1 spelniona jest rownosé F' (( k>) =1.

Zastosujemy indukcje ze wzgledu na k. Dla k = 1 zachodza réwnosci

t
F((1)) P -o -1
Jezeli k > 2, to

()= (0) e (Go)) = 2m () -2 (5)

t t
W konsekwencji F' ((k)) =F ((k 1)) = 1 i teza indukcyjna jest spet-

niona.

Z Lematu[I] wynika, ze jesli wielomian przyjmuje wartosci catkowite w punk-
tach catkowitych to jest kombinacjg liniowa wielomianéw postaci (;) Korzysta-
jac ponownie z liniowoéci F', otrzymujemy ze wartos¢ funkcji F' na wielomianach
o tej wlasnosci jest calkowita.
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Rozwazmy wielomian

W(t) = 1 ( pratr tp’”flq+7') — itp’”’lq-&-v' (t(pm—pmfl)q _ 1)
pm pm !
Poniewaz o(p™) = p™ — p™ 1, to z twierdzenia Eulera wynika, ze W przyjmu-
je wartosci catkowite w punktach catkowitych. Wobec naszych wczesniejszych
rozwazan liczba 1
F(W(t)) = pim (Clpmq_;,_r - a’p"”*lq-‘rr)
jest calkowita, co konczy dowdd.

9. Dany jest tréjkat ABC wpisany w okrag w. Punkt [ jest érodkiem okregu
wpisanego, a punkt J jest érodkiem okregu dopisanego do boku BC w tym
tréjkacie. Punkty D, E sa rzutami odpowiednio punktéw I, J na bok BC.
Punkt M jest srodkiem odcinka I.J. Rozwazmy okrag styczny do prostej BC
w punkcie D oraz do tuku BAC okregu w w punkcie T'. Prosta IT przecina
w ponownie w punkcie S. Udowodnié, ze proste ME i SJ przecinaja si¢ na
okregu w.

Rozwigzanie:

Poniewaz JJBI = JJCI = 90°, wiec punkty B,C,I,J leza na okre-
gu o Srednicy JI. Z lematu o tréjliSciu wynika, ze $rodek tego okregu, czyli
punkt M, jest srodkiem tuku BC' okregu w.

Rozwazmy jednokladnosé o srodku w punkcie T', ktora przeksztalca okrag w
na okrag wy styczny do prostej BC'. Z tresci zadania wynika, ze punktem stycz-
nosci wy z prosta BC' jest D. Prosta ¢ styczna do w w punkcie M przejdzie
przy tej jednoktadnosci na styczna ¢ do wi, réwnoleglta do £. Prosta ta musi
by¢ prosta BC, bowiem M jest srodkiem tuku BC. Oznacza to, ze obrazem
punktu M w tej jednokladnosci jest D. Stad punkty T, D, M leza na jednej
proste;j.

Niech T" # M bedzie punktem przeciecia prostej M E z okregiem w. Ponie-
vl AB + BC - CA

BD = % =CE,
wiec punkty D i E sa symetryczne wzgledem symetralnej ¢o odcinka BC. Po-
niewaz M € {5, wiec proste M D i M E sa symetryczne wzgledem (5. Ponadto
U5 jest osig symetrii okregu w. Wynika stad, ze punkty T i T” sa symetryczne
wzgledem f5. Odnotujmy tez, ze punkty B i C' sa symetryczne wzgledem ¢s.
7 powyzszych obserwacji wynika w szczegélnosci, ze BE = CD i DT = ET'.

Mamy SMBD = ¥BTM, gdyz katy te s oparte na réwnych tukach okre-
gu w. Wobec tego z cechy podobienstwa kat-kat wynika, ze tréjkaty M BD
i MTB sa podobne. Stad

MB MT
MD MB’
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Skoro M B = M1, to
MI MT

MD  MI’
Z cechy podobienstwa bok—kat-bok wynika, ze tréjkaty MID i MTI sa po-
dobne.

Poniewaz

180° — SCBA

YJBE = =90° — ¥DBI = 4BID,

wiec trojkaty BDI, JEB sa podobne. Wobec tego
BD JE
DI  EB’
Zapisujac potege punktu D wzgledem okregu w na dwa sposoby otrzymu-
jemy DM - DT = DB - DC. Zatem DM - ET' = DB - EB = JE - DI. Stad
DM JE
DI ET"

Ponadto <M DI = 180° — ¥IDT = 180° — <MEJ = JJET'. Wnioskujemy,
ze trojkaty M DI, JET' sa podobne (bok—kat-bok). Zatem

zatem DB-EB=JFE-DI.

SET'J = <DIM = $MTI = SMT'S.

Powyzsza réwno$é oznacza, ze punkty 17, S, J sa wspolliniowe. Zatem proste
ME i JS przecinaja sie¢ w punkcie 7" lezgcym na okregu w.

10. Dany jest czworokat ABCD, w ktérym SABC = JCDA = 90°.
Punkt P lezy wewnatrz tego czworokata, a jego rzuty na boki leza na okre-
gu o érodku S. Wykazaé, ze BS = DS.

Rozwigzanie:

Niech @ bedzie obrazem punktu P w symetrii wzgledem punktu S. Niech
X bedzie rzutem punktu P na bok AB. Oznaczmy odbicie P wzgledem AB
przez Y. Wowczas QY || SX oraz QY = 25X, gdyz SX jest linia $rodkowa
w trojkacie PQY .

Oznaczmy punkt przecigcia odcinkéw AB, QY przez Z. Wowczas

PZ+2Q=YZ+7ZQ = QY = 25X,

zatem Z lezy na elipsie £ o ogniskach P, @) i osi wielkiej rownej $rednicy okregu
przechodzacego przez rzuty punktu P na boki czworokata ABC D. Ponadto, dla
dowolnego punktu T # Z na prostej AB mamy PT = YT. Stad i z nier6wnosci
trojkata wynika, ze

PT+TQ=YT+TQ >YQ =25X.
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Oznacza to, ze prosta AB ma dokladnie jeden punkt wspélny z elipsa €. Stad
odcinek AB jest styczny do £ w punkcie X.

Analogicznie uzasadniamy, ze elipsa £ jest styczna do pozostalych bokéw
czworokata ABCD. Innymi stowy, £ jest wpisana w czworokat ABCD.

Oznaczmy srodki odcinkéw AC, BD przez M, N i zalézmy, ze M # N.
Z twierdzenia Newtona wynika, ze punkty M, N, S sa wspoétliniowe. Skoro
JABC = <CDA = 90°, to BM = %AC = DM. Ponadto BN = DN. Prosta
M N jest wiec symetralng odcinka BD i wobec tego BS = D.S.

Jezeli za$ punkty M i N sie pokrywaja, to czworokat ABCD jest prosto-
katem. Oznaczmy rzuty prostokatne punktu P odpowiednio na boki BC, C'D,
DA przez K, L, M. Symetralna odcinka X L pokrywa si¢ z symetralna ¢; od-
cinka BC', a symetralna odcinka KM pokrywa sie z symetralna ¢5 odcinka
AB. Wobec tego punkt S bedacy przecieciem prostych ¢; i 5 jest srodkiem
prostokata ABCD, skad BS = DS.

11. Dany jest okrag w o srodku O oraz punkt S rézny od O lezacy wewnatrz
niego. Rozwazamy okregi o1, 02 styczne zewnetrznie w punkcie S i styczne
wewnetrznie do w. Punkt X jest Srodkiem jednoktadnosci o skali dodatniej
przeksztalcajacej o1 na os. Przy ustalonym okregu w oraz ustalonym punkcie
S wyznaczy¢ zbiér wszystkich takich punktéw X.

Rozwiazanie:

Sposob 1

Oznaczmy przez k i ¢ wspdélne styczne zewnetrzne do okregéw o1 i oa.
Punkt X jest srodkiem jednokladnosci o skali dodatniej przeksztalcajacej oq
na og, wiec k i ¢ przechodza przez X. Rozwazmy inwersje wzgledem okregu
o3 o $rodku X i promieniu X.S. Obrazami prostych k, ¢ sa one same, gdyz
przechodza one przez $rodek okregu oz. Ponadto punkt S jest punktem sta-
lym tej inwersji. Obrazami okregéw o1, 0o sa okregi styczne do prostych k, £
styczne w punkcie S. Jeden z nich lezy wewnatrz okregu os, a drugi na ze-
wnatrz. Oznacza to, ze obrazem o; jest 0o a obrazem os jest 0;. Rozwazana
inwersja przeksztalca okrag w na okrag styczny do obrazéw o1 i 0g, (czyli do
02 1 01) oraz lezacy w kacie wyznaczonym przez styczne poprowadzone z punk-
tu X do w. Stad wniosek, ze obrazem okregu w jest on sam. Oznacza to, ze
Pot(X,w) = | X S|?, czyli X lezy na osi potegowej m okregu w i okregu o §rod-
ku S i promieniu 0. Zatem szukany zbiér punktéw jest zawarty w prostej m.

Obierzmy dowolny punkt X na prostej m. Rozwazmy prosta n prostopadla
do XS przechodzaca przez S. Rozwazmy okregi o1, 02 styczne do prostej n
w punkcie S i do okregu w. Wéwcezas okregi 01 1 02 sa styczne w punkcie S,
a srodek jednokladnosci o skali dodatniej przeksztalcajacej o1 na oy lezy na
prostej SX oraz na prostej m. Pokrywa sie on zatem z punktem X . Z dowolnosci
wyboru punktu X wynika, ze szukany zbiér punktéw zawiera prosta m.
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Zatem zbior punktéw X spelniajacych warunki zadania jest osia potegowa
okregu w i okregu zdegenerowanego do punktu S.

Sposdb 11

Oznaczmy przez O, Oy érodki odpowiednio okregdéw o1, 09, przez r, rq
odpowiednio promienie okregdéw w, o1. Okrag o; jest styczny wewnetrznie do
okregu w, wiec |010| = r — ry. Zatem SO; + 010 = r1 + 7 — 11 = r, czyli
punkt O; lezy na elipsie £ o ogniskach S, O i osi wielkiej r. Podobnie dowo-
dzimy, ze O lezy na tej elipsie. Punkt S jest $rodkiem jednokladnosci o skali
ujemnej przeksztalcajacej o1 na o9, a punkt X jest srodkiem jednokladnosci
o skali dodatniej przeksztalcajacej o1 na oy. Wobec tego (X,5;01,02) = —1.
Zatem X lezy na biegunowej punktu S wzgledem £.

Na odwrét, rozwazmy dowolny punkt X lezacy na biegunowej punktu S
wzgledem elipsy £. Niech prosta XS przecina elipse £ w punktach O; i Os.
Rozwazmy okregi 01, 02 0 srodkach O1, Oy przechodzace przez S. Sa one stycz-
ne zewnetrznie, gdyz punkt S lezy pomiedzy punktami O;, Os. Poniewaz o8
wielka elipsy € wynosi r, wigc OO1+ 015 = r. Stad OO; = r—015. Poniewaz
odleglo$¢ miedzy $rodkami okregdéw w, 01 jest réwna réznicy diugosci ich pro-
mieni, wiec okregi te sa styczne wewnetrznie. Podobnie uzasadniamy, ze okregi
w, 02 84 styczne wewnetrznie. Z dowolnosci wyboru punktu X wynika, ze kazdy
punkt na biegunowej punktu S wzgledem £ ma zadane wlasnoéci.

Zatem szukanym zbiorem jest biegunowa punktu S wzgledem &.
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Regulamin Meczu Matematycznego

Ustalenia wstepne

. W Meczu biora udzial dwie druzyny. Kazda z druzyn wybiera ze swojego

grona Kapitana.

. W pierwszej fazie Meczu obie druzyny rozwiazuja 11 zadan dostarczonych

przez Jury i przygotowuja sie do zreferowania rozwigzan przy tablicy.
Drugg faza Meczu jest rozgrywka.

Rozgrywka

. Ekipy na przemian wywotuja druzyne przeciwng do zreferowania przy

tablicy rozwigzania jednego z niewybranych dotad zadan. Numer zada-
nia jest wybierany przez druzyne wywotujaca. Wywotywanie rozpoczyna
druzyna wylosowana tuz przed rozgrywka.

. Druzyna wywotana do rozwiazania zadania deklaruje, czy przyjmuje za-

danie. Dalszy przebieg rozgrywki zalezy od decyzji druzyny wywotanej.

Jesli druzyna wywolana przyjmuje zadanie...

5. Druzyna wywolana staje si¢ druzyna referujaca.

10.

. Zawodnika druzyny referujacej, ktéry przedstawia rozwiazanie przy ta-

blicy, wyznacza Kapitan druzyny przeciwnej.

. Zawodnik moze by¢ wyznaczony jedynie wtedy, gdy kazdy zawodnik z je-

go druzyny zakonczyl referowanie zadania nie mniej razy niz on. Nie
mozna wyznaczy¢ zawodnika po raz drugi do tego samego zadania. Jezeli
do referowania wyznaczono Kapitana, wskazuje on na czas pobytu pod
tablica swego zastepce.

. Osoba referujaca nie moze korzystac¢ z notatek, ani konsultowaé sie ze swo-

ja druzyna. Druzyna przeciwna nie moze przeszkadzaé¢ lub przerywaé re-
ferujacemu.

. Kapitan druzyny referujacej moze odwolywaé osoby referujace dowolna

liczbe razy. Takze osoba referujaca moze zrezygnowacé z referowania. Wow-
czas Kapitan druzyny przeciwnej wskazuje kolejna osobe druzyny referu-
jacej do kontynuowania rozwigzania przy tablicy na zasadach opisanych
w punktach 7 i 8. Druzyna zmieniajaca referujacego traci N punktéw
przy swojej N-tej zmianie w czasie Meczu.

FLaczny czas na zreferowanie rozwiazania przez druzyne referujaca wy-
nosi 10 minut. Po uplywie tego czasu Jury moze przerwaé referowanie,
poprosi¢ o streszczenie dalszej czesci rozwiazania lub pozwolié¢ na dalsze
referowanie, w zaleznosci od tego, czy rozwiazanie zdaniem Jury rokuje
nadzieje na poprawno$c¢ i zbliza sie do konca.
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11.

12.

13.

14.

15.

16.

17.

18.

Po oznajmieniu przez referujacego, ze referowanie rozwiazania zostalo
zakonczone, druzyna przeciwna moze zglosi¢ zastrzezenia co do popraw-
nosci lub kompletno$ci rozwigzania, a nastepnie referujacy odpowiada na
te zastrzezenia.

Jezeli podczas dyskusji druzyna wywolujaca zwrécila uwage na bledy lub
luki dyskwalifikujace rozwiazanie, ma ona prawo do zreferowania braku-
jacych czesci rozwiazania na zasadach okreslonych w punktach 6—-11.

Ostatecznie Jury ocenia zaprezentowane referaty oraz dyskusje i przyzna-
je obu druzynom nieujemne liczby punktéw o sumie nie przekraczajacej
10 punktéow. Druzyna, ktéra przedstawita poprawne rozwiazanie, otrzy-
muje co najmniej 7 punktéw. Jury ma prawo zada¢ pytania referujacemu
w celu ustalenia oceny.

Jesli druzyna wywotana nie przyjmuje zadania...
Druzyna wywolujaca staje sie druzyna referujaca i prezentuje rozwiazanie
zgodnie z zasadami okre$lonymi w punktach 6-11.

Ostatecznie Jury przyznaje druzynie referujacej od 7 do 10 punktow, je-
zeli zaprezentowane rozwiazanie jest poprawne, albo —10 (minus dziesied)
punktéw w przeciwnym przypadku. Jury moze réwniez przydzieli¢ dru-
zynie przeciwnej punkty za wskazanie luk lub btedéw w przedstawionym
rozwiazaniu. Jury ma prawo zadaé¢ pytania referujagcemu w celu ustalenia
oceny.

Ustalenia koncowe

Rozgrywka konczy sie po wywotaniu 8 zadan. W przypadku remisu wy-
woluje sie dodatkowo 2 zadania.

Przewodniczacy Jury moze naltozy¢ kare punktowa na druzyne za nie-
zgodne z niniejszym regulaminem zachowania jej zawodnikéw.

Interpretacja niniejszego regulaminu nalezy do przewodniczacego Jury.
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