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Wstep

Obdz Naukowy Olimpiady Matematycznej odbyl sie w dniach 4-18 czerw-
ca 2017 w Mszanie Dolnej, w Osrodku Sportowo-Rekreacyjnym ,,Stoneczny”.
Kadre obozu stanowili: Piotr Ambroszczyk, Dominik Burek, Tomasz Cieéla,
Maciej Gawron, Andrzej Grzesik, Teodor Jerzak, Michal Kieza, Mateusz Ko-
bak, Mikotaj Leonarski, Michat Pilipczuk i Dominika Regiec.

W dniach 5, 6, 7, 8,9, 12, 13, 14 i 16 czerwca odbyly sie zawody indywidu-
alne, 15 czerwca mialy miejsce zawody druzynowe, a 10 i 17 czerwca rozegrane
zostaly mecze matematyczne (regulamin meczu znajduje sie na koncu tego ze-
szytu).

Podczas kazdego dnia zawodéw indywidualnych uczestnicy mieli cztery i p6t
godziny na rozwiazanie czterech zadan. Zawody druzynowe polegaly na rozwia-
zywaniu przez kilkuosobowe druzyny czterech zadan i trwaly od rana do wie-
czora, a mecz matematyczny — od wieczora dnia poprzedniego do popoludnia.

W ramach zawodéw indywidualnych mozna byto uzyska¢ 216 punktéw. Trzy
najlepsze wyniki to 177, 147 i 134 punktéw. Punkty uzyskane za poszczegdlne
zadania przedstawia tabela na nastepnej stronie. W tym miejscu wypada nad-
mienié, ze nie wszyscy uczestnicy byli na calym obozie, co powoduje, ze sumy
liczb w poszczegdlnych wierszach moga sie réznié.

W czasie obozu odbytly sie dwie wycieczki: 11 czerwca na Cwilin, a 15 czerw-
ca do Rabki-Zdroju.

Niniejszy zeszyt zawiera wszystkie zadania z Obozu wraz z rozwiazaniami.
Zeszyty z poprzednich Obozéw Naukowych znajduja sie na stronie internetowe;j
Olimpiady Matematycznej: www.om.edu.pl.



Liczba prac

Liczba prac

Liczba prac

Liczba prac

Zadanie na 6 punktéw | na 5 punktéw | na 2 punkty | na 0 punktéw
1. 17 1 0 0
2. 9 4 2 3
3. 14 1 2 L
1 = 0 0 11
5. 17 0 0 2
6. 2 7 0 10
7. 5 3 1 10
g 6 0 0 13
9. 9 0 1 9
10. 1 2 0 16
1. 11 0 0 8
12. 0 1 0 18
13. 7 4 0 8
14, 8 0 0 11
15. 2 0 0 17
16. 1 0 0 .
17. 13 0 0 7
18. 14 0 1 o
19. 7 0 1 12
20. 0 0 0 20
21. 14 2 0 4
2. 8 1 1 10
23. 3 1 0 16
21, 1 0 2 17
25. 12 0 0 8
26. 18 2 0 0
27, 3 0 0 17
28. 1 0 0 19
29. 16 1 0 4
30, 2 0 0 19
31 7 1 0 13
32. 1 0 0 20
33. 11 0 0 6
34. 5 0 0 12
35. 3 3 0 11
36. 2 0 0 15




TresSci zadan

Zawody indywidualne

1. Czworokat ABCD jest prostokatem. Tréjkaty BCX oraz DCY sa row-
noboczne oraz wnetrze kazdego z tych dwéch trojkatéw ma niepuste przeciecie
z wnetrzem prostokata. Prosta AX przecina prosta C'D w punkcie P, a pro-
sta AY przecina prostg BC w punkcie Q. Udowodnié, ze tréjkat APQ jest
réwnoboczny.

2. Rozstrzygnad, czy istnieje nieskonczony zbidr liczb catkowitych dodatnich
A o nastepujacej wlasnoéci: suma elementéw dowolnego skonczonego podzbioru
A nie jest potega liczby catkowitej o wykladniku wiekszym od 1.

3. W turnieju rozgrywanym systemem ,kazdy z kazdym” (bez remiséw)
kazdy zawodnik, ktory kazdego innego pokonal bezposrednio lub posrednio,
otrzymal nagrode (gracz A pokonal gracza C posrednio, jesli pokonal pewnego
zawodnika B, ktéry wygral z C). Dowiesé, ze jezeli przyznana zostala tylko
jedna nagroda, to otrzymal ja zawodnik, ktéry wszystkich innych pokonal bez-
poérednio.

4. Wykazaé, ze dla dowolnych dodatnich liczb rzeczywistych a, b, ¢, d takich,
ze a + b+ ¢+ d = 4 zachodzi nieréwnos¢

a n b n c n d <
ad+4 B+4 A+4 PB+4 05

e

5. Znalez¢ wszystkie funkcje f : R — R takie, ze dla kazdej pary liczb
rzeczywistych x,y zachodzi réwnosé

f(z +y) = max(f(x),y) + min(f(y),z).

6. Punkt O jest srodkiem okregu opisanego na tréjkacie ostrokatnym ABC),
za$ odcinki AH 4, BHp i CH¢ sa jego wysoko$ciami. Punkty O 4, Op i O¢ sa
srodkami okregéw opisanych odpowiednio na tréjkatach BOC, COA i AOB.
Wykazaé, ze proste OaHa, OpHp i Oc Ho majg punkt wspdlny.



7. Wyznaczy¢ wszystkie liczby catkowite dodatnie m, dla ktorych istnieja
liczby catkowite z, y, niepodzielne przez 7, spelniajace rownosé

T = 2%+ ay 492

8. Na jednym polu nieskonczonej szachownicy (wypelniajacej cala plaszczy-
zne) stoi pionek, pozostale pola sa wolne. Wykonujemy ciag ruchéw. W kazdym
ruchu wybieramy pole zajete przez pionek i sasiadujace (majace boki wspol-
ne) z co najmniej dwoma polami wolnymi, usuwamy pionek z wybranego pola
i stawiamy pionki na dowolnych dwéch wolnych polach sasiednich. Wykazaé,
ze istnieje taki skonczony zbiér pél Z, ze niezaleznie od wykonywanych ruchéw
zawsze co najmniej jedno z pol zbioru Z bedzie zajete.

9. Rozstrzygnaé, czy mozna wpisa¢ w pola nieskoniczonej szachownicy liczby
catkowite dodatnie tak, aby suma liczb wpisanych w kazdy prostokat m x n,
gdzie m,n > 2017, byla podzielna przez m + n.

10. Niech f bedzie unormowanym wielomianem stopnia n > 1 o wspol-
czynnikach rzeczywistych. Udowodnié, ze istnieja takie unormowane wielomia-
ny g i h o wspélczynnikach rzeczywistych, ze tozsamosé

g(x) + h(z)

fla) = T2

zachodzi dla kazdej liczby rzeczywistej x, oraz wielomiany ¢ i h maja komplet
pierwiastkéw rzeczywistych.

Uwaga I: Wielomian nazywamy unormowanym, jesli jego wspotczynnik przy
najwyzszej potedze wynosi 1.

Uwaga 1I: Wielomian ma komplet pierwiastkow rzeczywistych, jesli mozna
go zapisaé w postaci c(x —aq) - ... (x — ay) dla ¢c,aq, ..., ayp rzeczywistych.

11. Dane sa okregi O1, Oy styczne wewnetrznie w punkcie M. Na okregu
0O, wybieramy punkt A rézny od M taki, ze odcinek M A nie jest $rednicg O .
Rézne punkty B, C leza na okregu O tak, ze proste AB, AC sa styczne do
Os. Proste BM, CM przecinajg Oy odpowiednio w punktach F, F. Prosta
styczna do O; w punkcie A przecina prosta EF w punkcie X. Wykazaé, ze
niezaleznie od wyboru punktu A tak skonstruowane punkty X leza na jednej
proste;j.

12. Ciag (a,,) jest zdefiniowany rekurencyjnie:

2
ao =4, apy1 =a, —2.



Udowodnié, ze jesli liczba pierwsza p > 2 dzieli a,,, to 2"+2 | p? — 1.

13. Znalez¢é wszystkie liczby calkowite dodatnie n, dla ktérych istniejg licz-
by calkowite dodatnie n; < no < ... < ng spelniajace rownanie

LS SR B
10" nyl  ongl T gl

14. Funkcje g : Z — Q nazwiemy gestq jezeli dla dowolnej liczby wymiernej
c takiej, ze f(x) < ¢ < f(y), dla pewnych catkowitych z, y, istnieje taka liczba
calkowita z, ze f(z) = c.

Zmalez¢ wszystkie funkcje geste f spelniajace réwnanie

f@) + ) + f(z) = f(2)f(y) f(2)

dla wszystkich liczb catkowitych takich, ze x +y + 2z = 0.

15. Dana jest liczba catkowita n > 1. Na plaszczyznie rysujemy 3n — 1
punktéw tak, ze zadne 3 nie leza na jednej prostej. Wykazaé, ze istnieje 2n
punktéw ktorych otoczka wypukla nie jest tréjkatem.

Uwaga: Otoczka wypukla punktow to wielokgt wypukly o najmniejszym polu
zawierajgcey te punkty.

16. Dany jest tréjkat ostrokatny ABC, ktérego wysokosci przecinaja sie
w punkcie H. Okrag w jest opisany na tréjkacie ABC. Okregi o Srednicach
AH, BH i CH przecinaja okrag w odpowiednio w punktach Ay, By i C1, r6z-
nych od wierzchotkéw tréjkata ABC'. Prosta styczna do okregu w w punkcie A
przecina prosta B1C7 w punkcie As. Analogicznie definiujemy punkty By, Co.
Wykazaé, ze punkty Ao, Bs, Cs leza na jednej prostej.

17. W grupie oséb kazdy zna co najmniej jedng osobe (jesli osoba A zna
osobe B, to osoba B zna osobe A). Udowodnié, Ze istnieje osoba, dla ktérej
$rednia liczba znajomych jej znajomych jest nie mniejsza od Sredniej liczby
znajomych wszystkich oséb.

18. Dla liczby catkowitej n > 1 przyjmijmy F,, = 22" + 1. Wykazadé, ze jesli
liczba
Fp—1

377 +1
dzieli sie przez F),, to F,, jest liczba pierwsza.



19. Okrag w jest wpisany w réznoboczny tréjkat ABC. Punkty Ay, By, Cy
sa $rodkami odpowiednio bokéw BC,C' A, AB. Prosta przechodzaca przez Ay
irézna od BC jest styczna do okregu w w punkcie As. Analogicznie definiujemy
punkty By, C5. Udowodnié, ze proste AAs, BBy, CCy przecinaja sie w jednym
punkcie.

20. Dowiesé, ze dla dowolnych liczb nieujemnych 1, zo, . . . x,, zachodzi nie-

réwnoéé
n

> o < +/n.

—ltaft+ad+... o}

21. Wyznaczy¢ wszystkie takie dodatnie liczby catkowite k, dla ktoérych
rownanie

NWW (m,n) — NWD(m,n) = k(m —n)

nie ma rozwiazan w dodatnich liczbach catkowitych m, n spetniajacych warunek
m # n.

22. Okrag wpisany w czworokat ABCD jest styczny do bokéw AB, BC,
CD, DA odpowiednio w punktach K, L, M, N. Odcinki KM i LN przecinaja
sie w punkcie S. Wykazaé, ze

KS AK-BK-CD
MS  AB-CM-DM’

23. Wyznaczy¢ wszystkie liczby rzeczywiste C' spelniajace nastepujacy wa-
runek: dla dowolnych (niekoniecznie réznych) dodatnich liczb rzeczywistych
a1, as, as, ayq, as istnieja takie parami rézne indeksy i, 7, k,l € {1,2,3,4,5}, ze

a; Q.
— - =|<C.
Q. a;

24. Dany jest n-kat wypukly, ktérego zadne cztery wierzchotki nie leza na
jednym okregu. Trojke jego wierzchotkow nazwiemy puszystq, jesli koto opisane
na tréojkacie o tych wierzchotkach przykrywa caly ten wielokat. Udowodnié, ze
istnieja doktadnie n — 2 tréjki puszyste.

25. Wykazaé, ze dla liczb dodatnich a, b, ¢, d zachodzi nieréwnos¢

b—a+c—b+d—c+a—d>o
d+a a+b b4+c c+d”




26. Na tablicy napisano iloczyn
1-2-3-...-(n—1) -n,

gdzie n jest dodatnia liczbg catkowita. Wyznaczyé wszystkie takie n, ze do
niektorych wyrazoéw tego iloczynu mozna dopisa¢ symbol | tak, by wartosé
uzyskanego iloczynu byta kwadratem liczby calkowitej. Dopisanie symbolu ! do
wyrazu k zamienia go na wyraz k!.

27. Danych jest 2n — 1 dwuelementowych podzbioréw zbioru {1,2,...,n},
gdzie n jest dodatnia liczba calkowita. Udowodnié, ze mozna tak wybraé pewne
n z tych zbioréw, aby ich suma miata co najwyzej %n + 1 elementow.

28. Okrag wpisany w trojkat ABC ma srodek w punkcie I oraz jest styczny
do boku BC' w punkcie D. Punkt M jest érodkiem boku BC'. Prosta prze-
chodzaca przez I i prostopadia do Al przecina boki AB, AC odpowiednio w
punktach F', E. Okrag opisany na trojkacie AEF przecina okrag opisany na
tréjkacie ABC w punkcie X réznym od A. Wykazaé, ze proste XD i AM
przecinaja sie na okregu opisanym na tréjkacie ABC.

29. Tréjkat rownoboczny o boku dlugosci n podzielono odcinkami réw-
noleglymi do jego bokéw na n? tréjkatéw réwnobocznych o boku diugoéci 1.
Wyznaczy¢ najwieksza mozliwg dlugos$é takiego ciagu tych tréjkatéw, ze kaz-
dy trojkat wystepuje w ciagu co najwyzej raz oraz kazde dwa kolejne tréjkaty
w ciaggu maja wspolny bok.

30. Liczby rzeczywiste z1, s, ..., T, spelniaja warunek x; > 1 dla wszyst-
kich i =1,2,...,n. Wykazaé, ze

n 1

1 n
IT(1+ +]](1- <n+ 1
r1+x2+ ...+ x; 1’1+I1+1++In

i=1 i=1

31. Punkt 7 jest srodkiem okregu wpisanego w tréjkat réznoboczny ABC.
Okrag w4 przechodzi przez I, jest styczny do bokéw AB i AC oraz jego $rodek
lezy na odcinku AI; analogicznie definiujemy okregi wg i we. Punkty P, Q, R
rézne od I sa punktami przeciecia odpowiednio par okregéw (wp,we), (we,wa),
(wa,wp). Dowiesé, ze $rodki okregéw opisanych na trojkatach AIP, BIQ, CIR
sg wspoéliliniowe.



32. Dany jest ciag dodatnich liczb catkowitych ay, as, ..., ag207, przy czym
dla wszystkich n = 1,2,...,22017 spelnione sg warunki:

an, <2017 oraz ajag...a, + 1 jest kwadratem liczby catkowitej.

Udowodnié, ze przynajmniej jedna z liczb a1, as, ..., ag2017 jest réwna 1.

33. Punkt I jest érodkiem okregu wpisanego w trojkat ABC, za$ punkt
J jest srodkiem okregu dopisanego do tego tréjkata, stycznego do boku BC.
Punkt S lezy na okregu opisanym na trojkacie ABC, przy czym AS jest sred-
nica tego okregu. Punkt D jest rzutem prostokatnym punktu A na prosta BC.
Wykazaé, ze $I1SJ = SID.J.

34. Wykazaé, ze dla kazdych dodatnich liczb catkowitych a1 < as < ... < ay,
zachodzi nieréwnosc¢
! + = + ! +...+ !
a1 NWW(ar,az) NWW(ar,az2,a3) =~~~ NWW(ai,az,...,a,)

< 2.

35. Dana jest taka nieskoficzona rodzina F skladajaca si¢ z czteroelemen-
towych zbioréw, ze kazde dwa zbiory z F sa rézne i maja niepuste przeciecie.
Wykazaé, ze istnieje taki trzyelementowy zbiér X, ze kazdy zbior z F ma nie-
puste przeciecie z X.

36. Wykazaé, ze dla dowolnych dodatnich liczb ay,as,...,a, istnieja do-
datnie liczby b1, bo, . .., by, spelniajace nastepujace warunki:

e b, >a;dlat=1,2,...,n,

, - jest

J 2

E
S

e dla dowolnych i,5 = 1,2,...,n co najmniej jeden z ilorazéw

(=l

liczba catkowita,

[ ] blbgbn < 2%71041(12...@".
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Zawody druzynowe

1. Rozstrzygnad, czy istnieje taki rosnacy ciag dodatnich liczb calkowitych
(an)n>0, ze suma dowolnych dwéch réznych wyrazéw tego ciagu jest wzglednie
pierwsza z suma dowolnych trzech parami réznych wyrazéw tego ciagu.

2. W turnieju tenisowym wzigto udzial n zawodnikéw. Pomigdzy niektérymi
z nich rozegrano doktadnie jeden mecz, nie byto remiséw. Dla zawodnika v przez
NT(v) oznaczamy zbiér tych zawodnikéw, ktérych v pokonat. Niech

Ny ={ U N | \N*().
)

weNT (v

Wyznaczy¢ jak najwieksza stala c o tej wlasnosci, ze zawsze istnieje zawodnik
v, dla ktorego zachodzi nier6wnosé

INTT ()] > ¢ [NT(v)].

3. Wyznaczy¢ jak najmniejsza stala rzeczywista C € [0, 2], ze dla dowolnych
dodatnich liczb rzeczywistych a, b, ¢ spelniona jest nieréwnoscé

Z(a4b2 + a2+0b262—0) > Z(a4bc+ a?’b?’).

sym sym

Uwaga. Symbolem Z f(a,b, c) oznaczamy nastepujaca sume:

sym

fla,b,e) + fa,e,b) + f(b,a,c)+ f(b,e,a) + f(e,a,b) + f(c,b,a).

4. Dany jest czworokat ABCD opisany na okregu. Punkt P jest punk-
tem przeciecia przekatnych AC i BD. Wykazaé, ze $rodki okregéw wpisanych
w tréjkaty PAB, PBC, PCD, PDA leza na jednym okregu.

11



Pierwszy Mecz Matematyczny

1. Dana jest liczba catkowita dodatnia k oraz cyfry ai,as, ..., a;. Udowod-
nié, ze istnieje taka naturalna liczba n, ze ostatnie 2k cyfr liczby 2™ to (w tej
wlasnie kolejnosci) ay,as, ..., ag, b1, by, ..., by dla pewnych cyfr by, bo, ..., by.

2. Rozstrzygnadé, czy istnieja rézne liczby catkowite dodatnie a, b takie, ze
dla kazdej liczby catkowitej dodatniej n liczba 2 - n — 1 jest liczba pierwsza
wtedy i tylko wtedy, gdy liczba 2° - n — 1 jest pierwsza.

3. Rozstrzygnaé, czy istnieje wielomian P o wspdlczynnikach catkowitych,
ktory nie posiada pierwiastkéw wymiernych, a dla dowolnej liczby catkowitej
dodatniej n istnieje taka liczba catkowita m, ze n | P(m).

4. Slowem nazwiemy dowolny skonczony ciag zer i jedynek. Konkatena-
cjg stow wy = (e1,...,¢n) 1 we = (dy,...,dn) nazwiemy slowo wy - wy =
(c1y---yCn,di,y ... dpy). Zbior stéw S nazwiemy dokiadnym, gdy dla dowolnego
stowa w (niekoniecznie nalezacego do S) istnieje co najwyzej jeden ciag stéw
$1,-..,Sk z S spelniajacy réwnosé si-. . .- s = w. Udowodnié, ze dla dowolnego
skonczonego i doktadnego zbioru S zachodzi nieréwnosé

Z 2718l < 1,

ses

gdzie |s| oznacza dlugos$¢ stowa s.

5. Niech Ty, Ts, ..., T, beda takimi trzyelementowymi podzbiorami zbioru
n-elementowego X, ze dla réznych i, j zbiory T; i T; maja co najwyzej jeden
element wspolny. Dowieé¢, ze istnieje podzbior S zbioru X, zawierajacy co
najmniej |v/2n] elementéw i niezawierajacy zadnego ze zbioréw Tj.

6. W grupie n os6b niektore pary laczy nieprzyjemna wspolna przesztosc.
Wiemy jednak, ze dla pewnej liczby a > 1, wéréd dowolnych (a + 1) z nich
znajdziemy takie dwie, ktoérych nie laczy nieprzyjemna wspdlna przeszloscé.
Wykazaé, ze mozna posadzi¢ te osoby przy a okraglych stolikach w taki sposéb,
aby zadna para, ktora laczy nieprzyjemna wspolna przesztosé nie siedziala obok
siebie.

Uwaga: niektore stoliki mogq pozostac puste.

7. Wyznaczyé wszystkie funkcje f: [0,1] — [0, 1] spelniajace nastepujaca
wlasnosé: dla dowolnego x € [0, 1] zachodzi 2z — f(z) € [0,1]1 f(2z— f(x)) = =.

12



8. Udowodnié, ze dla kazdego wielomianu P(x) o wspoélczynnikach caltko-
witych istnieje wielomian Q(z) podzielny przez P(z) o nastepujacej wlasnosci:
wszystkie niezerowe wspélezynniki Q(z) stoja przy potegach x bedacych licz-
bami pierwszymi.

9. Punkt [ jest srodkiem okregu wpisanego w trojkat ABC, a 4 — $érod-
kiem okregu dopisanego, stycznego do boku BC'. Punkt I’ jest punktem syme-
trycznym do I wzgledem boku BC. Punkt O jest srodkiem okregu opisanego
na tréjkacie ABC. Punkt I’y lezy na pélprostej OI4 oraz spelnia warunek
OA? = Ol - OI'y. Wykazaé, 7e

IBAI' = JCAL,.

10. W tréjkacie ABC punkty X, Y, Z sa punktami stycznosci okregdw
dopisanych odpowiednio z bokami BC, C'A i AB. Udowodnié, ze z odcinkéw
AX, BY, CZ mozna zbudowaé trojkat.

11. Sfera wpisana w czworoscian ABC' D jest styczna do $cian BCD, CDA,
DAB, ABC odpowiednio w punktach K, L, M i N. Plaszczyzna w4 jest
réwnolegla do plaszczyzny LM N oraz znajduje sie w tej samej odleglosci
od punktu A, co od plaszczyzny LM N. Analogicznie definiujemy plaszczy-
zy g, To, Tp. Wykazaé, ze srodek sfery opisanej na czworoscianie ABC'D
pokrywa sie z srodkiem sfery opisanej na czworosScianie wyznaczonym przez
plaszczyzny ma, g, Tc 1 Tp.

13



Drugi Mecz Matematyczny

1. Wséréd 100 monet jest 70 falszywych i 30 prawdziwych. Wiadomo, ze
wszystkie prawdziwe monety waza tyle samo, zas wagi falszywych sg parami
rozne i wieksze od wagi prawdziwej monety. Ile co najmniej wazen nalezy wy-
konaé, aby znalezé co najmniej jedna prawdziwa monete?

2. Dana jest liczba nieparzysta n. Kolorujemy wierzchotki n-kata foremne-
go trzema kolorami w taki sposob, ze istnieje nieparzyscie wiele wierzchotkéw
kazdego koloru. Wykazaé, ze sposrod wierzchotkow tego n-kata mozna wybraé
takie trzy, ktore tworza tréjkat réwnoramienny, a kazdy z nich jest innego ko-
loru.

3. Podzbiér I wierzcholkéw nieskierowanego grafu G jest niezaleiny jesli
zadne dwa wierzchotki z I nie sasiaduja ze soba. Zbidr niezalezny I w grafie G
jest maksymalny jesli kazdy wierzchotek G spoza I ma sasiada w I. Wyznaczy¢
wszystkie dodatnie liczby rzeczywiste ¢ o nastepujacej wlasnosci: w kazdym
grafie o n wierzcholkach jest co najwyzej ¢" réznych maksymalnych zbioréw
niezaleznych.

la/p]
4. Dana jest liczba pierwsza p. Udowodnié, ze liczba Z kP~ jest podzielna
k=1
przez q tylko dla skonczenie wielu liczb pierwszych gq.

5. Dana jest dodatnia liczba catkowita n oraz liczba pierwsza p, przy czym

n<p< %n. Udowodnié, ze
n 4
Z n
k=0

6. Wyznaczy¢ wszystkie funkcje f: (0,00) — (0, 00) spelniajace dla kazdego
x > 0 réwnoéé

f(f (@) + f(x) = 6z

7. Wyznaczy¢ wszystkie takie wielomiany P o wspélczynnikach rzeczywi-
stych, ze dla pewnych wielomianéw F, G o wspé6tczynnikach rzeczywistych, row-
nosé

F(G(x)) - G(F()) = P(x)

jest spelniona dla kazdej liczby rzeczywistej x.
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8. Wykazaé, ze dla wszystkich dodatnich liczb rzeczywistych a, b, ¢ zachodzi
nieré6wnosc

a b c 3
+ + > =
2(024+¢2) ct+a a+b 2

9. Okrag w wpisany w trdojkat ABC jest styczny do boku BC' w punkcie D.
Punkt F' lezy wewnatrz okregu w na prostej AD. Odcinki BF', C'F' przecinaja
okrag w odpowiednio w punktach M, N. Udowodnié, ze proste AD, BN, CM
przecinaja sie w jednym punkcie.

10. Niech w bedzie okregiem wpisanym w trojkat ABC. Prosta styczna
do w i réwnolegla do BC' (rézna od BC) przecina boki AB i AC odpowiednio
w punktach S'iT. Niech w’ bedzie okregiem wpisanym w tréjkat AST. Dowiesé,
ze okrag przechodzacy przez punkty B, C i styczny do w jest styczny réwniez
do w'.

11. W czworoécianie ABC'D przeciwlegle krawedzie sa réownej diugosci.
Wykazaé, ze dla dowolnych punktéw P i @ lezacych w przestrzeni zachodzi
nieré6wnosc

AP-AQ+ BP-BQ+CP-CQ> DP-DQ.
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Rozwigzania

Zawody indywidualne

1. Czworokat ABCD jest prostokatem. Tréjkaty BC X oraz DCY sa réw-
noboczne oraz wnetrze kazdego z tych dwoch tréjkatéw ma niepuste przeciecie
z wnetrzem prostokata. Prosta AX przecina prosta CD w punkcie P, a pro-
sta AY przecina prosta BC w punkcie Q). Udowodnié¢, ze trojkat APQ jest
rownoboczny.

Rozwiazanie:

Punkty X 1Y sa srodkami odpowiednio odcinkéw AP i DQ. Wystarczy wiec
wykazaé, ze tréjkat AXY jest réwnoboczny. Skoro $XCY = SYCB = 30°, to
prosta C'Y jest symetralng odcinka BX. W takim razie AY = BY = XY. Skoro
DC =CY,CX =CBi4DCX = 30° = SYCB, to tréjkaty DCX i YCB
sa przystajace, wiec DX = BY. Zatem AX = DX = BY = AY = XY, czyli
tréjkat AXY jest rownoboczny, a w zwiazku z tym APQ réwniez.

2. Rozstrzygnaé, czy istnieje nieskoficzony zbior liczb catkowitych dodatnich
A o nastepujacej wlasnosci: suma elementéw dowolnego skonczonego podzbioru
A nie jest potega liczby caltkowitej o wykltadniku wiekszym od 1.

Rozwiazanie:

OdpowiedZ: Istnieje.

Wykazemy, ze zbiér A = {2"3"F1 : n > 2} spelnia warunki zadania. W isto-
cie, dla n; < ... < ng mozemy zapisaé

2n13n1+1 N 2nk3nk+1 _ 2n13n1—',-1337

gdzie liczba x jest wzglednie pierwsza z 6. Gdyby wiec ta suma bylta p-ta potega
liczby catkowitej, p musiatoby dzieli¢ jednoczesnie ny i ny+1, co jest niemozliwe
dla p > 1.

3. W turnieju rozgrywanym systemem ,kazdy z kazdym” (bez remiséw)
kazdy zawodnik, ktory kazdego innego pokonal bezposrednio lub posrednio,
otrzymal nagrode (gracz A pokonal gracza C posrednio, jesli pokonal pewnego
zawodnika B, ktéry wygral z C). Dowiesé, ze jezeli przyznana zostala tylko
jedna nagroda, to otrzymal ja zawodnik, ktéry wszystkich innych pokonal bez-
poérednio.
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Rozwiazanie:

Niech A bedzie jedynym zawodnikiem, ktory otrzymal nagrode. Niech U
bedzie zbiorem tych zawodnikéw, ktérzy wygrali z A, a V zbiorem tych za-
wodnikéw, ktérzy przegrali z A. Przypuéémy whrew tezie zadania, ze zbiér U
jest niepusty. Wezmy pod uwage gracza B € U, ktory bezposrednio pokonatl
najwieksza liczbe przeciwnikéw ze zbioru U.

Jezeli C' jest dowolnym graczem ze zbioru U, ktory wygral z B, to wérdd
zawodnikéw ze zbioru U, ktérzy przegrali z B, znajdzie sie co najmniej jeden
gracz, ktory wygral z C' (w przeciwnym razie gracz C miatby w zbiorze U wigce]j
przeciwnikéw pokonanych bezposrednio niz B). Zatem B pokonal bezposrednio
lub posrednio kazdego zawodnika ze zbioru U.

7 drugiej strony B pokonal bezposrednio zawodnika A, wiec pokonal po-
Srednio wszystkich zawodnikéw ze zbioru V. W takim razie takze powinien
on dostaé¢ nagrode, whrew zalozeniu, ze nagrode otrzymat tylko zawodnik A.
Sprzecznosé konczy dowdd.

4. Wykazaé, ze dla dowolnych dodatnich liczb rzeczywistych a, b, ¢, d takich,
ze a + b+ ¢+ d = 4 zachodzi nieréwno$é
a n b n c n d <
ad+4 B+4 S+4 dB+4 5

W

Rozwigzanie:
Sposdb 1.
Wykazemy najpierw, ze dla kazdej liczby dodatniej x zachodzi nieréwnosé
x 2z +3
(+) St
3+ 4 25

Przeksztalcajac réwnowaznie otrzymujemy kolejno
25z < (22 + 3) (2% + 4),

252 < 22 4 323 + 8z + 12,
17z < 2z* + 323 + 12.

Ostatnia nier6wno$¢ jest prawdziwa na mocy nieréwnosci miedzy srednia aryt-
metyczna a Sredniag geometryczna.
Wykorzystujac wezeéniej udowodniona nieréwnosé dostajemy

a . b L d <2a+3+2b+3+20+3+2d+37
ad+4 B +4 B+4 dB+4 25 25 25 25

2a+b+c+d) +12 4

25 5
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Uwaga.

Nieréwnosé () bierze sie z pomystu przeszacowania funkeji f(z) = P
przez styczna do tej funkcji w punkcie x = 1.

Sposéb 1.

7 nieréwnosci miedzy $rednig arytmetyczna i geometryczng otrzymujemy
dla kazdej liczby dodatniej

23 4+1+1> 3,

czyli po przeksztalceniu
x x
3+4 " 3x+2
Szacujac w ten sposob kazdy z utamkéw wnosimy, ze wystarczy dowie$é¢ nie-
rownosci

a n b n c n d <é
30+2  3b+2  3c+2 3d+2 5

Przeksztalcajac réownowaznie otrzymujemy kolejno

3a n 3b n 3c n 3d <L2
3a+2  3b+2  3¢+2 3d+2 5’
12 2 2 2 2

4< — 5
5 JrZ’)a-l—QJFSb—FQ+3c—|—2+3d—&-2

» 4_ 1 N 1 N 1 N 1
5 3a+2 3b+2  3¢+2  3d+2

Wykorzystujac nierownos$é Cauchy’ego-Schwarza dostajemy

LN SR SRR SR 42 4
3a+2 3b+2 3c+2 3d+27 3(a+btct+d)+8 5

co dowodzi nieréwnosci (*) i tym samym konczy rozwiazanie zadania.

5. Znalez¢ wszystkie funkcje f : R — R takie, ze dla kazdej pary liczb
rzeczywistych z,y zachodzi réwnosé

[z +y) = max(f(x),y) + min(f(y), ).
Rozwigzanie:
Oznaczmy a = f(0). Po podstawieniu y = 0 oraz = 0 dostajemy réwnosci:

f(z) = max(f(z),0) + min(a, x)
f(y) = max(a,y) + min(f(y), 0)
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dla dowolnych liczb rzeczywistych x,y. Podstawiajac do otrzymanego uktadu
réwnoéci x = y i sumujac stronami otrzymujemy

2f(x) = (max(f(x),0)+min(f(x),0))+ (max(a, ) + min(a, z)) = f(z)+z+a,

co implikuje f(z) = x + a. Podstawiajac teraz do wyjsciowej réwnosci x = a,
y = 2a dostajemy
4a = 2a 4+ min(3a, a),

co daje a = 0.
Bezposrednio sprawdzamy, ze funkcja f(z) = z spelnia warunki zadania.

6. Punkt O jest srodkiem okregu opisanego na tréjkacie ostrokatnym ABC,
zas odcinki AH4, BHp i CH¢ sa jego wysokosciami. Punkty O4, Op i O¢ sa
srodkami okregéw opisanych odpowiednio na tréjkatach BOC, COA i AOB.
Wykazaé, ze proste OaHa, OpHp i Oc Ho maja punkt wspdlny.

Rozwiazanie:

Z rownosci AOc = OO¢ i AOp = OOp wnosimy, ze punkty Opg i O¢ leza
na symetralnej odcinka AO, wiec OgO¢c L AO. Skoro

JOAB = SH,AC = 90° — <BCA =90° — SHpHcA,

to AO 1 HpH¢, skad wniosek, ze proste OpO¢ i Hpg H¢ sa rownolegle. Analo-
gicznie dowodzimy, ze proste O4O¢ i H o He sa rownolegle oraz proste O40p
i H o Hpg saréwnolegle. Tréjkaty O4OpOc i HoHpHe nie s przystajace, gdyz
okrag w o $rodku O i promieniu R/2 (gdzie R to promien okregu opisanego na
tréjkacie ABC) jest okregiem wpisanym w tréjkat O 4OpOg, za$ okrag opisany
na tréjkacie H Hp He to okrag dziewigciu punktéw i ma promien takze rowny
R/2, a wigc taki sam jak okrag w. Stad i z wezesniejszych réwnoleglosci wynika,
ze trojkaty O4OpO¢ i HaHpHe sa jednoktadne — srodek tej jednoktadnosci
(o skali dodatniej) to szukany punkt wspolny prostych O Hu, OpHp i OcHe.

7. Wyznaczy¢ wszystkie liczby catkowite dodatnie m, dla ktorych istnieja
liczby catkowite z, y, niepodzielne przez 7, spelniajace rownosé

T = 2% ay + 92

Rozwiazanie:
Odpowiedz: Wszystkie liczby calkowite dodatnie m spelniaja warunki zada-
nia.
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Na poczatku udowodnimy indukcyjnie, ze dla dowolnego catkowitego m > 1,
réwnanie
7" =a® + 3b°

ma rozwigzanie w liczbach catkowitych niepodzielnych przez 7.

Dla m = 1 wystarczy zauwazyé, ze 7 = 22 + 3 - 12.

Zalézmy teraz, ze T™ = a? + 3b2, gdzie zadna z liczb a, b nie jest podzielna
przez 7. Uzywajac tozsamosci

(a2 + 3b%)(c? + 3d?) = (ac + 3bd)? + 3(ad — be)?
prawdziwej dla dowolnych a, b, ¢, d, dostajemy nastepujace réwnosci:
T =77 = (a® + 3b%) (2% + 3 1%) = (2a + 3b)* + 3(a — 2D)?,

7L =77 = (a® + 30%) (22 + 3 (—1)?) = (2a — 3b)® + 3(a + 2b)2.

Zauwazmy teraz, ze liczby 2a 4 3b i 2a — 3b nie moga jednoczesnie dzieli¢ sie
przez 7. Gdyby tak bylo, ich suma réwna 4a réowniez dzielilaby sie przez 7, co
stoi w sprzecznosci z zalozeniem, ze a nie jest podzielna przez 7. Wynika z tego,
ze przynajmniej jedna z powyzszych rownosci daje nam zadane przedstawienie
7m+1 ] co koncezy dowdd indukeyjny.

Do zakonczenia rozwiagzania wystarczy skorzystaé z tozsamosci

a® 4+ 3b* = (a — b)* + (a — b)(2b) + (20)?,

oraz zauwazy¢, ze jesli a® + 3b% = 7™ i liczby a, b nie sa podzielne przez 7, to
liczby a — b, 2b réwniez nie sa podzielne przez 7.

8. Na jednym polu nieskonczonej szachownicy (wypelniajacej cala plaszczy-
zne) stoi pionek, pozostale pola sa wolne. Wykonujemy ciag ruchéw. W kazdym
ruchu wybieramy pole zajete przez pionek i sasiadujace (majace boki wspol-
ne) z co najmniej dwoma polami wolnymi, usuwamy pionek z wybranego pola
i stawiamy pionki na dowolnych dwéch wolnych polach sasiednich. Wykazaé,
ze istnieje taki skonczony zbiér pol Z, ze niezaleznie od wykonywanych ruchéw
zawsze co najmniej jedno z pdl zbioru Z bedzie zajete.

Rozwiazanie:

Numerujemy rzedy poziome oraz rzedy pionowe kolejnymi liczbami catko-
witymi. Kazde pole zostalo oznaczone para liczb catkowitych. Przyjmijmy, ze
pionek w pozycji startowej stoi na polu (0, 0).

Waga pola (i, ) nazwijmy liczbe 2-191-1l zag wagg zbioru pdl sume wag
wszystkich pdl w tym zbiorze. Zauwazmy teraz, ze waga zbioru pél zajetych
przez pionki nie zmniejsza sie przy wykonywaniu ruchéw opisanych w tresci
zadania, wiec jest rowna co najmniej 1.
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Waga rzedu poziomego, przechodzacego przez (0,0), wynosi

1 1 1
1+2-(2+4+8+...>_3.

Waga kazdego z rzedéw przylegltych do niego jest dwukrotnie mniejsza, waga
kolejnych dwoch czterokrotnie mniejsza, itd. Waga calej szachownicy wynosi
wiec
1 1 1
3+2-3-(=+-4+=+...)=9.
+ (2 +itgt )

Aby dokonczy¢ rozwiazanie zadania, wystarczy wskazaé zbiér Z o wadze
wiekszej niz 8. Na calej szachownicy mamy jedno pole o wadze 1, cztery pola
o wadze 1/2, osiem pol o wadze 1/4, dwanascie pdl o wadze 1/8, itd.; 4n pdl
o wadze 27" dla n > 1. Wezmy wszystkie pola o wagach réwnych co najmniej
% i sie.zdemnaécie pol o wadze é Wtedy suma wag wszystkich wybranych pol
wynosi

1+4 1+8 3+12 3+16 i+17 i—si
2 4 8 16 32 732

9. Rozstrzygnaé, czy mozna wpisa¢ w pola nieskoniczonej szachownicy liczby
catkowite dodatnie tak, aby suma liczb wpisanych w kazdy prostokat m x n,
gdzie m,n > 2017, byta podzielna przez m + n.

Rozwigzanie:

Odpowtedz: Nie mozna.

Wybierzmy dowolne pole szachownicy. Niech k& > 2017 bedzie dowolna licz-
ba catkowita i przyjmijmy N = 2k + 1. Dobierzmy kwadrat N x N tak, zeby
wybrane pole byto jego $érodkowym polem. Zauwazmy, ze kwadrat ten skla-
da si¢ z czterech prostokatéow k x (k + 1) oraz wlasnie tego Srodkowego pola.
7 zalozenia suma liczb w kwadracie N x N dzieli si¢ przez N oraz suma liczb
w kazdym prostokacie k x (k + 1) réwniez dzieli si¢ przez N = k + (k + 1).
W takim razie liczba wpisana w $rodkowe pole kwadratu N x N takze dzieli si¢
przez N. Poniewaz k bylo wybrane dowolnie, wiec dzieli sie ona przez dowol-
nie duza liczbe nieparzysta, zatem musi by¢ zerem wbrew zatozeniu w tresci
zadania.

10. Niech f bedzie unormowanym wielomianem stopnia n > 1 o wspot-
czynnikach rzeczywistych. Udowodnié, ze istnieja takie unormowane wielomia-
ny g i h o wspétczynnikach rzeczywistych, ze tozsamosé

_ ) +h@)
fla) = SO
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zachodzi dla kazdej liczby rzeczywistej x, oraz wielomiany ¢ i h maja komplet
pierwiastkéw rzeczywistych.

Uwaga I: Wielomian nazywamy unormowanym, jesli jego wspotczynnik przy
najwyzszej potedze wynosi 1.

Uwaga 1I: Wielomian ma komplet pierwiastkow rzeczywistych, jesli mozna

go zapisaé w postaci c(x —aq) - ... (x — ay) dla ¢c,aq, ..., ay Tzeczywistych.
Rozwiazanie:
Niech x1,22,...,2Zn,Y1,Y2,...,yn beda takimi liczbami rzeczywistymi, ze
dlai=1,2,...,n zachodzg warunki:
. T + Y; . ,
fli) = =~ sgn(a;) = (=1)", sgn(y:) = (=1)""".

2 )
Oczywiscie takie liczby mozna dobraé, poniewaz kazda liczba rzeczywista jest
sumgy liczby dodatniej i liczby ujemnej. Definiujemy ¢, jako wielomian stopnia
co najwyzej n — 1, spelniajacy warunki:
a()=21 1", g1(2) =22 — 2", ..., g1(n) =2, — N".

Taki wielomian istnieje i mozna go wyznaczy¢ za pomocg wzordéw interpo-
lacyjnych. Analogicznie definiujemy wielomian h; przy uzyciu ciagu wartosci
Y, Y2, -5 Yn-

Udowodnimy, ze wielomian g(z) = z™ + g;(x) ma komplet pierwiastkéw
rzeczywistych. Istotnie, dla k = 1,2,...,n mamy g(k) = k™ + g1(k) = zy.
Oznacza to, ze sgn(g(k)) = (—1). Poniewaz, dla k = 1,2,...,n — 1 ma-
my sgn(g(k)) = —sgn(g(k + 1)) to w kazdym z przedzialéw (1,2), (2,3), ...,
(n — 1,n) wielomian g ma pierwiastek. Oznacza to, ze g ma co najmniej n — 1
pierwiastkow rzeczywistych. Jednak jest jasne, ze wielomian stopnia n nie moze
mie¢ dokladnie n — 1 pierwiastkow rzeczywistych, wigc g ma n pierwiastkéw
rzeczywistych. Analogicznie dowodzimy, ze h ma n pierwiastkéw rzeczywistych.

Poniewaz wielomiany f(z)— ™ oraz M przyjmuja te same wartosci
w punktach 1,2,...,n i sa stopnia co najwyzej n — 1, wiec sg réwne. Stad
dostajemy, ze f(x) = M.

11. Dane sa okregi O1, Oy styczne wewnetrznie w punkcie M. Na okregu
O, wybieramy punkt A rézny od M taki, ze odcinek M A nie jest $rednicg O .
Rézne punkty B, C leza na okregu O tak, ze proste AB, AC sa styczne do
O. Proste BM, CM przecinajg Oy odpowiednio w punktach F, F. Prosta
styczna do O; w punkcie A przecina prosta EF w punkcie X. Wykazaé, ze
niezaleznie od wyboru punktu A tak skonstruowane punkty X leza na jednej
proste;j.

Rozwigzanie:

Sposdb 1.
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Udowodnimy, ze wszystkie mozliwe punkty X leza na wspdélnej stycznej do
01 i O4 przechodzacej przez punkt M.
W dowodzie wykorzystamy nastepujacy

Lemat

Czworokat ABCD jest wpisany w okrag. Wéowczas styczne do tego okregu
w punktach A i C przecinaja si¢ na prostej BD wtedy i tylko wtedy, gdy
AB-CD = AD - BC (taki czworokat nazywamy harmonicznym).

Dowdd lematu

Jesli rozwazane styczne przecinaja sie na prostej BD w punkcie P, to
z twierdzenia o kacie miedzy styczna a cigciwg wynika, ze trojkaty APD i BPA
sg podobne oraz trojkaty CPD i BPC' sg podobne. Zatem

AD _PD _PD _CD
AB AP CP BC’

czyli AB-CD = AD - BC.

Zalézmy teraz, ze prawdziwa jest réwnos$é¢ w tezie lematu. Niech P bedzie
punktem przeciecia prostej BD i stycznej w punkcie A do okregu opisanego
na czworokacie ABC D. Przypusémy, ze druga styczna poprowadzona z punktu
P do tego okregu jest styczna do niego w punkcie C" # C. Wtedy korzysta-
jac z zalozonej réwnosci i poprzednio udowodnionej implikacji dla czworokata
ABC’'D mamy

CD AD (C'D

BC ~AB  BC"
W takim razie trojkaty BCD i BC'D majace dodatkowo jednakowe katy przy
wierzcholkach C' i C’ s3 podobne. Poniewaz tréjkaty te maja wspélny bok BD,
wiec sa przystajace, czyli C = C’ wbrew uczynionemu przypuszczeniu. Dow6d
lematu jest wiec zakonczony.

Jednoktadnosé o érodku M przeksztalcajaca okrag O2 na okrag O; przepro-
wadza proste AB i AC na styczne do okregu O; w punktach F i F'. Stad wnio-
sek, ze styczne te maja punkt wspdlny lezacy na prostej AM (obraz punktu A).
Korzystajac dwukrotnie z lematu wnosimy, ze wowczas AE - FM = AF - EM,,
wiec styczne do okregu O w punktach A i M przecinaja sie na prostej EF.
Innymi stowy punkt X nalezy do stycznej do okregu O; w punkcie M.

Sposaéb 11
Tym razem skorzystamy z nastepujacego lematu:

Lemat

Styczne do pewnego okregu w punktach A i C przecinaja sie w punkcie P.
Pewna prosta przechodzaca przez punkt P przecina ten okrag w punktach B
i D, a odcinek AC' w punkcie Q). Wéwczas

DP _ DQ
BP  BQ

23



Dowdd lematu
Poniewaz < PAD = <PBA, to tréjkaty PAD i PBA s3 podobne, wiec

DP _ [PAD] _ (AD)2

BP ~ [PBA]  \4B

Skoro <ADC = 180° — SABC, to sin $ADC = sin SABC. Stad i z lematu
z poprzedniego sposobu otrzymujemy

DQ [ADC] _
BQ [ABC] iAB-BC-singABC  AB-BC

1AD-CD-sin$ADC  AD-CD (AD)2
AB )~

co konczy dowdd lematu.
Przyjmijmy, ze prosta AM przecina odcinki BC'i EF odpowiednio w punk-
tach P i R, a okrag O, ponownie w punkcie ). Wéwczas korzystajac z lematu

otrzymujemy
QP AQ
PM — AM’
Jednokladnosé o érodku M i skali k przeksztalcajaca okrag O; na okrag Oq

przeprowadza prostag BC na FF, a wiec punkt P na punkt R oraz przeprowadza
punkt @ na punkt A. W zwiazku z tym

AM =k-QM oraz RM =k-PM.
Wstawiajac te zaleznosci do wezedniejszej proporcji otrzymujemy

QP  AQ AM-QM (k—-1)-QM k-1

PM ~ AM ~ AM k- QM ko

skad
RP =RM—-PM = (k—1)-PM =k-QP = k-QM—k-PM = AM—RM = AR.

Prosta E'F jest réwnolegla do prostej BC, a skoro przechodzi przez srodek R
odcinka AP, to jest jednakowo odlegta od punktu A i prostej BC, w szczegdl-
noéci polowi odcinki AC' i AB. W zwiazku z tym prosta E'F jest osig potegowa
punktu A (czyli zdegenerowanego okregu o $rodku A i promieniu 0) i okre-
gu O;. Prosta AX jest osig potegowa punktu A i okregu Oo. W takim razie
punkt X ich przeciecia lezy na osi potegowej okregow Op i Os, czyli wspdlnej
ich stycznej przechodzacej przez punkt M.

12. Ciag (a,) jest zdefiniowany rekurencyjnie:

2
a0 =4, apy1 =a, —2.
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Udowodnié, ze jesli liczba pierwsza p > 2 dzieli a,,, to 2"+2 | p? — 1.
Rozwigzanie:
Zauwazmy, ze dla a = 2 4 /3 zachodzi réwnoéé a + a~! = 4. Stosujac
indukcje matematyczna dowodzimy, ze ciag (a,) ma wzér ogdlny

n _on
an:a2 + « 2",

Istotnie

gn+1 _on+ +1 _on+l

an+1:a%_2:(0‘2n+0‘72n)2—2:a +a "r2-2=0""+a
Ustalmy liczbe pierwsza p > 2. Jezeli istnieje taka liczba naturalna k, ze

k? =3 (mod p), to wyrazy ciagu modulo p dane sa wzorami
an=02+k)* +2+k)72  (mod p).

Jezeli p | an, to ’
2+k)* +(24+k)7% =0 (mod p),

2'n+l

czyli (2 + k)
stajemy, ze (2 + k)2"+2 = 1 (mod p). Niech g bedzie najmniejsza taka liczba
naturalnag, ze (2+k)? =1 (mod p). Jest jasne, ze (2+ k)™ =1 (mod p) wtedy
i tylko wtedy, gdy g | m. Mamy wiec g | 2772 oraz g 1 27", stad g = 272
Ponadto, z malego twierdzenia Fermata wynika, ze (2 + k)?P~! = 1 (mod p).
Stad dostajemy, ze 2"*2 =g | p— 1| p? — 1, czyli teze zadania.

Jezeli 3 nie jest reszta kwadratowa modulo p, to rozwazamy liczby postaci
a+bV/3, gdzie a,b € Z. Powiemy, ze a +bv/3 = ¢+ dv/3 (mod p) wtedy i tylko
wtedy, gdy a = ¢ (mod p) i b=d (mod p). Niech p | a,,. Wtedy

= —1 (mod p). Podnoszac te kongruencje do kwadratu do-

24+V3)2 +(2-v3)? =0 (mod p),

czyli
2+ \/§)2n+1 =-1 (mod p)

i podnoszac do kwadratu dostajemy
2+v3)¥7 =1 (mod p).

Udowodnimy teraz, ze (24 v3)?° =1 = 1 (mod p). W tym celu rozwazmy
zbior iloczynéw postaci (a+bv/3)(2++/3) po wszystkich a,b € {0,1,...,p — 1}
ia#0lub b # 0. Wszystkie te iloczyny sa parami rézne, wobec tego wymna-
zajac je dostajemy

(2+V3)P 1 H (a+bV3) = H (a+0v3) (mod p),

a+bv/3#£0 a+bv/3#£0
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wiec
2+v3)P"1=1 (mod p).

Wréémy do rozwiazania zadania. Niech g bedzie najmniejsza taka liczba
naturalna, ze (2 +1/3)9 = 1 (mod p). Jest jasne, ze (2 ++/3)™ = 1 (mod p)
wtedy i tylko wtedy, gdy g | m. Mamy wiec g | 272 oraz g 1 2"*!, stad
g =272 Ponadto (2+ v3)?°~1 =1 (mod p), zatem 2"+2 = g | p2 — 1.

13. Znalez¢ wszystkie liczby calkowite dodatnie n, dla ktérych istnieja licz-
by catkowite dodatnie ni; < no < ... < ni spelniajace rownanie
1 1 1 1

— =t — ..+ —.
10m n1! 77,2! nk'

Rozwiazanie:
OdpowiedZ: Nie ma takich liczb.
Przemnézmy dang réwnosé stronami przez 10" - ng!. Mamy

ng!  ng! ng!
nk'10"<’“,+’€,+...+ ’“|+1>
ny Nng: Ng—1-
Lewa strona réwnania jest podzielna przez M := ny(ny — 1). Poniewaz dla

{ < k —2 liczba Z—’Z,’ jest podzielna przez M, wiec

|
NWD(M, 5 4 D
! 77,2!

ni

ny!
S+ £ +1) = NWD(M, ny + 1) € {1,2}.
k—1
Oznacza to, ze M | 2-10", wiec liczba M ma w rozkladzie na czynniki pierwsze
tylko liczby 2 i 5. Zadanie sprowadza sie wiec do rozwiazania rownania

nk(nk - 1) =2%. 5b

w liczbach calkowitych dodatnich. Poniewaz NWD(ng, ny — 1) = 1, wiec otrzy-
mujemy ny = 2% iny —1 = 5° lub n, — 1 = 2% i n, = 5°. Oba przypadki
prowadza do zaleznoéci 2° — 5° = +1. Dla a = 1 jedynie b = 0 jest rozwia-
zaniem. Jezeli a > 2, to rozpatrujac reszty z dzielenia przez 4 dostaniemy, ze
réwnosé 2% — 5° = 1 nie jest mozliwa. Zatem 5° — 1 = 2%. Jezeli b jest liczba
nieparzysta, to 5* —1 =4 (mod 8) i w tym przypadku jedynie b = 1, a = 2 jest
rozwiazaniem. Jezeli b jest liczba parzysta, to 5°—1 =0 (mod 3), zatem w tym
przypadku nie ma rozwiazan. Ostatecznie jedynymi mozliwymi warto$ciami ny
sq 21 5.

Dla ny = 2 mamy n%, = % > %. Natomiast dla ni = 5 mamy é = ﬁ
oraz é + % = %. Nie mozemy braé¢ n; < 4, gdyz wéwczas n%, > 1—10. W takim
razie dane rownanie nie ma rozwiazan.
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14. Funkcje g : Z — Q nazwiemy gestq jezeli dla dowolnej liczby wymiernej
c takiej, ze f(z) < ¢ < f(y), dla pewnych catkowitych z, y, istnieje taka liczba
catkowita z, ze f(z) = c.

Zmalezé wszystkie funkcje geste f spelniajace réwnanie

f@) + ) + f(2) = f(2)f(y) f(2)
dla wszystkich liczb catkowitych takich, ze x +y + z = 0.

Rozwiazanie:

Podstawmy najpierw (z,y,2) = (0,0,0), dostajemy 3f(0) = f(0)3, co na
mocy wymiernoéci f(0) daje f(0) = 0. Wstawiajac (z,y, z) = (0,2, —z) dosta-
jemy

f(=z) = —f(z).
Podstawiajac (z,y, z) = (2z, —x, —x) i korzystajac z powyzszej réwnosci otrzy-
mujemy f(2z) — 2f(x) = f(z)? - f(22) co daje:

F22)(1 = f(2)?) = 2f(@).

Gdyby dla pewnego a € Z zachodzilo f(a) = %1, to podstawiajac x = a powy-
zej dostaliby$my f(a) = 0, co jest sprzecznoscia. Przypusémy teraz, ze istnieje
taka liczba catkowita b, ze f(b) > 1. Mamy f(b) > 1 > f(0), czyli na mocy ge-
stosci funkceji f istnieje taka liczba calkowita ¢, ze f(c¢) = 1. To jednak nie jest
mozliwe, gdyz ten przypadek przed chwila wykluczyliSmy. W zwiazku z tym
funkcja f nie przyjmuje warto$ci wiekszych niz 1. Analogicznie wykazujemy,
ze funkcja f nie przyjmuje warto$ci mniejszych niz —1. Podsumowujac, dla
kazdego catkowitego = zachodzi |f(z)| < 1.
Otrzymujemy wiec dla kazdej liczby catkowitej x nieréwnosé

[f(22)] > [f(22)(1 = f(2)*)] = [2f (2)| = 2|/ ()],

co przez indukcje daje nieréwnosci

|f(2" )] > 2%|f (=)

dla kazdej liczby calkowitej dodatniej k. To natomiast wobec ograniczenia
|f(x)] < 1 moze by¢ prawdziwe tylko jesli f(z) = 0. OtrzymaliSmy wiec, ze
dla kazdej liczby calkowitej x zachodzi réwnosé f(x) = 0. Besposrednio spraw-
dzamy, ze ta funkcja spelnia warunki zadania.

15. Dana jest liczba catkowita n > 1. Na plaszczyznie rysujemy 3n — 1
punktéw tak, ze zadne 3 nie leza na jednej prostej. Wykazaé, ze istnieje 2n
punktow ktorych otoczka wypukla nie jest tréjkatem.

Uwaga: Otoczka wypukla punktow to wielokgt wypukly o najmniejszym polu
zawierajgcy te punkty.
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Rozwiazanie:

Zalézmy nie wprost, ze otoczka wypukla kazdego zbioru zawierajacego 2n
punktéw jest tréjkatem. Poczynmy wpierw obserwacje:

Otoczka wypukla kazdego zbioru zawierajacego co najmniej 2n punktow
jest trojkatem.

Udowodnimy to indukcyjnie. Niech Z bedzie zbiorem, ktéry zawiera k > 2n
punktéw oraz dla kazdego zbioru Z' zawierajacego k — 1 punktéw otoczka
wypukla Z’ jest tréjkatem. Przypus$émy nie wprost, ze otoczka wypukla zbio-
ru Z nie jest trojkatem. Jezeli wewnatrz niej istnieje jakis punkt A, to zbidr
7' = Z \ {A} zawiera k — 1 punktéw, a jego otoczka wypukla jest taka sama
jak otoczka wypukla zbioru Z, a wiec nie jest tréjkatem — sprzecznosé z za-
lozeniem indukcyjnym. Jesli zas wewnatrz otoczki wypuklej Z nie ma zadnych
punktow, to otoczka wypukla Z jest k-katem wypuklym. Niech A bedzie do-
wolnym punktem ze zbioru Z. Wtedy otoczka wypukla zbioru Z' = Z \ {A}
jest (k — 1)-kat wypukly. Poniewaz k — 1 > 2n — 1 > 3, wiec otrzymujemy
sprzeczno$é — zalozenie indukcyjne glosi, ze otoczka wypukla zbioru Z’ jest
tréjkat. To konczy dowdd obserwacji.

Oznaczmy zbidr wszystkich punktéow przez X. Niech punkty A;, Bi, C
beda wierzchotkami otoczki wypuktej zbioru X. Korzystajac z wczesniej udo-
wodnionej obserwacji definiujemy rekurencyjnie cigg parami réznych punktéw
Ay, Ay, Az, ..., A, wnastepujacy sposéb: niech A; bedzie takim punktem na-
lezacym do zbioru R = X\{A;, Aa, ... A;—1}, ze A; B1C jest otoczka wypukla
zbioru R. Analogicznie definiujemy cigg Bs, Bs,..., B, oraz Cy, Cs,..., C,.
ZdefiniowaliSmy w ten sposob 3n punktow, wiec ktéres dwa z nich sie pokrywa-
ja. Bez straty ogélnoéci przyjmijmy, ze dla pewnych p, ¢ mamy A, = B,. We
wnetrzach tréjkatéw A; B,Cv, B1A,C jest odpowiednio 3n —3 —¢, 3n —3 —p
punktéw. Tréjkaty te maja rozlaczne wnetrza, wiec wszystkich punktéw (wli-
czajac w to punkty Aq, By, C1, Ap) jest co najmniej

n—-3—qg+3n—3—p+4=6m—2—p—q>26n—2—m—mm=4n—2>3n—1,

co daje sprzecznosé, gdyz wszystkich punktéw jest dokladnie 3n — 1.

16. Dany jest trojkat ostrokatny ABC, ktorego wysokosci przecinaja sie
w punkcie H. Okrag w jest opisany na tréjkacie ABC. Okregi o Srednicach
AH, BH i CH przecinaja okrag w odpowiednio w punktach Ay, By i C1, réz-
nych od wierzchotkéw tréjkata ABC. Prosta styczna do okregu w w punkcie A
przecina prosta B;C7 w punkcie A;. Analogicznie definiujemy punkty Ba, Cs.
Wykazaé, ze punkty As, Bs, Cs leza na jednej prostej.

Rozwiazanie:

Niech K, L, M beda érodkami odpowiednio bokow BC, C'A, AB tr6jkata
ABC, a BB’ érednica okregu w. Poniewaz AH || B'C' i CH || AB’, to czwo-
rokat AHCB’ jest réwnoleglobokiem. W takim razie punkt H jest obrazem
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symetrycznym punktu B’ wzgledem L, wiec te trzy punkty sa wspétliniowe.
Skoro ¥B'B1B = 90° = YHB,B, to punkty By, H, L i B’ leza na jednej
prostej. Analogicznie, jesli CC’ jest $rednicg okregu w, to punkty Cy, H, M
i C' leza na jednej prostej.

Korzystajac z potegi punktu i wnioskéw z poprzedniego akapitu dostajemy

1 1
LH -HB; = §B’H-HB1 = iC’H-HC& =MH - HCy,

czyli punkty By, Cy, L, M leza na jednym okregu. Okrag opisany na tréj-
kacie AML jest styczny do w w punkcie A, a wiec prosta styczna do okregu
w w punkcie A jest ich osia potegowa. Prosta B1C; jest osia potegowa okregu
opisanego na czworokacie B1C1 LM i okregu w, a wiec punkt As ich przeciecia
nalezy do osi potegowej okregu opisanego na trdjkacie ALM i na czworokacie
B1C1 LM, czyli prostej LM. W takim razie punkt As jest srodkiem potego-
wym okregdéw opisanych na tréjkatach ALM, KLM i w, czyli nalezy do osi
potegowej okregu w i okregu opisanego na trojkacie K LM.

Analogicznie uzasadniamy, ze punkty By i C3 naleza do osi potegowej okregu
w 1 okregu opisanego na tréjkacie K LM, co konczy rozwiazanie zadania.

17. W grupie oséb kazdy zna co najmniej jedng osobe (jesli osoba A zna
osobe B, to osoba B zna osobe A). Udowodnié, ze istnieje osoba, dla ktérej
Srednia liczba znajomych jej znajomych jest nie mniejsza od Sredniej liczby
znajomych wszystkich oséb.

Rozwigzanie:

Ponumerujmy osoby liczbami od 1 do n. Dla v = 1,2,...,n oznaczamy
przez N (v) zbidr 0séb, ktére znaja v. Ponadto niech M bedzie liczba wszystkich
znajomosci. Niech w; = “;/](V?‘. Mamy >"7 ; w; = 1. Rozwazmy $rednig wazona
z wagami (w;)1gi<n $redniej liczby znajomych znajomych kazdej osoby tzn.

Srednig wazona liczb ZjeN(i) %, dlai=1,2,...,n. Mamy

& N(j — [ IN(i N(j
Y > ok (w2 NG

i=1 JEN(i)

i=1 JEN(i) i=1jeN (i)

Zauwazmy, ze liczba |N(j)| wystepuje w powyzszej sumie dokladnie |N(j)|
razy. Wobec tego

i > |N<j>|—2;4;w@|2> (S, INOD? _ X0 INGI

et } 2Mn n
1=1jEN (i)
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WykazaliSmy, ze érednia wazona liczb Z]GN() ﬂ%é)‘ dla i =1,2,...,n jest

Z”l ()]

nie mniejsza niz =4=1——_ Oznacza to, ze przynajmniej jedna z tych liczba

IN@)|

jest nie mniejsza od z:’%, co byto do udowodnienia.

18. Dla liczby catkowitej n > 1 przyjmijmy F,, = 22" + 1. Wykazaé, ze jesli
liczba
F‘,L 1

377 +1
dzieli sie przez F),, to F,, jest liczba pierwsza.

Rozwiazanie:
7Z treéci zadania wynika, ze

n
22 —1

3 =-1 (mod F,) oraz 32" =1 (mod Fp,).

Niech d b@dzie najmniejsza taka liczba catkowita dodatnia, ze 3¢ = 1 (mod F,).
Jezeli 3° = 1 (mod F,), to d | . W szezegdlnosci d | 22" oraz d 22" 1, skad
wniosek, ze d = 22". Z drugiej strony z twierdzenia Eulera wynika, ze

3°F) =1 (mod F,),

wiec
22" [ p(Fn) = (2% +1) <27

W takim razie ¢(F,) = F,, — 1, co ma miejsce tylko wtedy, gdy F;, jest liczba
pierwsza.

19. Okrag w jest wpisany w réznoboczny tréjkat ABC. Punkty A, By, Cy
sg Srodkami odpowiednio bokéw BC,C'A, AB. Prosta przechodzaca przez A;
i rézna od BC jest styczna do okregu w w punkcie Ay. Analogicznie definiujemy
punkty Bs, Co. Udowodnié, ze proste AAs, BBy, CCs przecinaja sie w jednym
punkcie.

Rozwigzanie:

Zal6zmy, ze okrag wpisany w w trojkat ABC jest styczny do boku BC
w punkcie D. Niech S bedzie drugim koncem srednicy SD okregu w. Przez
T4 oznaczmy punkt stycznosci okregu dopisanego o do tréjkata ABC' z bo-
kiem BC'. Rozpatrujac jednoktadnosé o srodku w punkcie A, ktéra przeksztal-
ca okrag w na okrag o widzimy, ze obrazem punktu S jest punkt T4. Oznacz-
my przez W # S przecigcie odcinka STy z okregiem w. Poniewaz SD jest
érednicy okregu w, wiee IDW Ty = 90°. Skoro BD = T4C (znany fakt), to
A1D = ATy = AW, gdyz trojkat DW T4 jest prostokatny. Zatem prosta
AW jest styczna do okregu w, co oznacza, ze W = As. Jezeli przez Tp i T¢
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oznaczymy punkty stycznoéci okregéw dopisanych do tréjkata ABC odpowied-
nio z bokami CA i AB, to proste ATy, BTg, CT¢ przecinaja sie w punkcie
Nagela trojkata ABC (Czytelnik nieznajacy tego faktu latwo go udowodni
z twierdzenia Cevy i najmocniejszego twierdzenia geometrii), skad wniosek, ze
proste AAy, BBy, CCy takze majg punkt wspolny.

20. Dowiesé, ze dla dowolnych liczb nieujemnych 1, zo, . . . x,, zachodzi nie-
réwnosé

n

.
> — <.
1=

“1+af+a3+... +a7

Rozwigzanie:
Niech
ap=1 oraz a;=1+22+...+ 22

7 nieréwnoéci a;_1 < a; oraz nieréwnosci Cauchy’ego-Schwarza otrzymujemy

n n n

Y= e ek SNV
a;a;— a;—

i=1 =1 ili—1 i1 i—1

< nZ(l ) (1—a><f

i=1

<.

21. Wyznaczy¢ wszystkie takie dodatnie liczby calkowite k, dla ktorych
réwnanie

NWW(m,n) — NWD(m,n) = k(m —n)

nie ma rozwigzan w dodatnich liczbach catkowitych m, n spelniajacych warunek
m # n.

Rozwigzanie:

Odpowiedz: Jedyna liczba spelniajaca warunki zadania jest k = 2.

Wykazemy najpierw, ze dla k # 2 istniejg liczby m, n spelniajace réwnanie.
Dla k = 1 wystarczy wzia¢ n = 1 i dowolne m > 1. Wtedy bowiem

NWW(m,n) — NWD(m,n) =m — 1 = k(m —n).

Dla k > 2 rozwazmy m = k> —k — 1, n = k — 1. Wéwczas m, n s3 réznymi
dodatnimi liczbami catkowitymi oraz

NWD(m,n) = NWD(k(k — 1) = 1,k — 1) = NWD(-1,k— 1) = 1,
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skad NWW(m, n) = mn. Wobec tego

NWW(m,n) — NWD(m,n) = (k* —k — 1)(k —1) — 1 = k* — 2k?
= k((k* —k—1) = (k= 1)) = k(m —n),

wiec dla k > 2 rownanie ma rozwiazanie w réznych dodatnich liczbach catko-
witych m, n.
Przypusémy teraz, ze istnieja rézne dodatnie liczby catkowite m, n spelnia-
Jace
NWW(m,n) — NWD(m,n) = 2(m — n).

Niech d = NWD(m,n) oraz m = da,n = db. Wéwczas NWW(m,n) = dab,
zatem
dab —d = 2d(a —b). Stad

2b—2a+ab=1, wobecczego (b—2)(a+2)=-3.

Poniewaz a +2 > 2, to musi by¢ a+2=3ib—2=—1. Ale wtedy a =1 = b,
wiec réwniez m = d = n, co przeczy zatozeniu m # n. Otrzymana sprzeczno$é
dowodzi, ze dla k = 2 réwnanie nie ma rozwigzan w réznych dodatnich liczbach
catkowitych m, n.

22. Okrag wpisany w czworokat ABCD jest styczny do bokéow AB, BC,
CD, DA odpowiednio w punktach K, L, M, N. Odcinki KM i LN przecinaja
sie w punkcie S. Wykazaé, ze

KS AK-BK-CD
MS AB-CM-DM’
Rozwigzanie:
Sposob 1
Niech a, b, ¢, d beda dlugosciami odcinkéw stycznych do okregu wpisane-
go w czworokat ABC D poprowadzonych odpowiednio z punktéw A, B, C, D.
Umiesémy w tych punktach odpowiednio masy ma, mp, m¢c, mp, propor-
cjonalne do 1/a, 1/b, 1/¢, 1/d. Punkt K jest $rodkiem masy uktadu {4, B},
punkt M za§ — S$rodkiem masy uktadu {C, D}. Wobec tego srodek masy cale-
go ukladu {A, B,C, D} lezy na odcinku K M. Analogicznie dowodzimy, ze lezy
on na odcinku LN. W takim razie musi by¢ to punkt S. Jezeli teraz masy m 4
i mp przeniesiemy do punktu K, a masy m¢ i mp do punktu M, to érodek
masy calego uktadu {K, M} pozostanie w punkcie S. Stad
KS m¢+mp 1/c+1/d  ab c¢+d AK-BK-CD

MS ~ ma+mp 1/a+1/b a+b cd  AB-CM-DM’

Sposob IT
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7 twierdzenia Brianchona wynika, ze punkt S lezy na odcinkach AC oraz
BD. Niech K’, M’ beda takimi punktami na prostej BD, ze proste KK’', AC
oraz. MM’ sa réwnolegle. Wtedy z twierdzenia Talesa dostajemy

K'S KS AK K'S CD DS
M'S~ MS AB~ BS' CM M'S

Mnozac te zaleznosci stronami otrzymujemy

AK-CD KS-DS
AB-CM ~ MS BS

Wystarczy wiec wykazaé, ze
BS  BK
DS DM’

Zauwazmy teraz, ze YAKS = LDMS (jest to oczywiste, gdy AB || CD, gdyz
oba katy sa proste; w przeciwnym przypadku proste AB i C'D maja punkt
wspllny F, a trojkat K EM jest réwnoramienny). W takim razie mamy

IBKS =180° — 4DMS oraz IBSK = JDSM.

Stosujac twierdzenie sinuséw otrzymujemy

BS BK DS DM
= oraz = .
sin<BKS sind<BSK sinXDMS sinI<DSM

Dzielac obie réwnosci stronami i biorac pod uwage wczesniejsze réwnosci katéw
dostajemy rownosé

BS  BK

DS DM’
co konczy rozwiazanie zadania.

23. Wyznaczy¢ wszystkie liczby rzeczywiste C spelniajace nastepujacy wa-
runek: dla dowolnych (niekoniecznie réznych) dodatnich liczb rzeczywistych
a1, a2, as, aq, a5 istnieja takie parami rézne indeksy i, 5, k,1 € {1,2,3,4,5}, ze

Qa; ag

Qj a;

< C.

Rozwigzanie:

Odpowiedz: Wszystkie liczby spelniajace warunki zadania to liczby C' > %

Jezeli C' < %7 to rozwazmy (a1, ag,as,aq,a5) = (1,1,1,2,n), gdzie n jest ta-
ka liczba naturalna, dla ktorej % — % > C. Bez trudu sprawdzamy, ze wszystkie

. e an . ..
wyrazenia postaci ‘a—] — aT’ sa wieksze niz C.
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Udowodnimy teraz, ze C' = % spelnia warunki zadania; stad oczywiscie wy-
niknie, ze wszystkie liczby C' wicksze lub réwne % réwniez je spelniaja. Przy-
puéémy, ze dla pewnych dodatnich liczb rzeczywistych aq, as, a3, a4, as teza nie
jest spelniona. Bez straty ogdlnoéci przyjmijmy a1 < as < a3 < a4 < as. Ponie-
waz ¢k < 22 <1, wige ¢t < i< o2, gdyz w przeciwnym razie i> - >0

as
. s as 1 as . . ai  as .. s 1
Analogicznie 2 << e Skoro dodatnie liczby ors o> sy mniejsze niz 3, to

rowniez modut ich réznicy jest mniejszy niz %, skad uzyskujemy sprzecznosé.

24. Dany jest n-kat wypukly, ktérego zadne cztery wierzcholki nie leza na
jednym okregu. Trojke jego wierzchotkow nazwiemy puszystq, jesli koto opisane
na tréojkacie o tych wierzchotkach przykrywa caly ten wielokat. Udowodnié, ze
istnieja doktadnie n — 2 tréjki puszyste.

Rozwigzanie:

Niech P bedzie danym wielokatem. Teza zachodzi trywialnie dla n = 3;
odtad bedziemy wiec zaklada¢, ze P ma co najmniej 4 wierzcholki. Powiemy,
ze trojkat o wierzchotkach bedacych trojka puszysta jest puszysty, a kazda
przekatna wielokata P bedaca bokiem jakiegos tréjkata puszystego rowniez
nazwiemy puszystg. Wykazemy wpierw kilka lematéw opisujacych strukture
puszystych trojkatéw i przekatnych.

Lemat 1. Zadne dwie puszyste przekatne sie nie przecinaja.

Dowdd: Zatézmy wbrew tezie, ze przekatne AC i BD sa puszyste, gdzie
wierzchotki A, B,C, D sa parami rozne i leza w tej kolejnosci na obwodzie
wielokata P. Zauwazmy, ze $ABC + SCDA > 180°. Istotnie, gdyby su-
ma katéw ABC i CDA byla mniejsza niz 180°, to punkty B i D lezace
po przeciwnych stronach prostej AC' nie moglyby oba leze¢ wewnatrz jed-
nego kota o cieciwie AC, natomiast gdyby byla ona réwna 180°, to punkty
A, B, C, D lezalyby na jednym okregu, wbrew zalozeniom zadania. Podobnie
IDAB+ < BCD > 180°. Otrzymujemy, ze suma katéw w czworokacie ABC'D
jest wieksza niz 360°, sprzecznosc.

Lemat 2. Kazda puszysta przekatna jest bokiem dokladnie dwéch puszy-
stych tréjkatéw. Co wiecej, jesli ta przekatna dzieli P na wielokaty Py, Ps, to
jeden z tych puszystych tréjkatow jest zawarty w P a drugi w Ps.

Dowdd: Rozwazmy puszysta przekatna AB dzielaca P na wielokaty Py, Ps.
Zauwazmy, ze jesli C' jest wierzcholtkiem P; réznym od A, B, to wszystkie
wierzchotki P; sa zawarte w kole opisanym na tréjkacie ABC wtedy i tylko
wtedy, gdy C jest tak wybrany sposrod wierzchotkéow Py réznych od A, B by
miara kata < AC B byla najmniejsza. Poniewaz zadne cztery wierzchotki P nie
leza na jednym okregu, istnieje doktadnie jeden taki wierzchotek; nazwijmy go
C. Analogicznie znajdujemy wierzcholek Cy dla wielokata Ps.

Zauwazmy, ze jedyne tréjki zawierajace A, B, ktére moga byé puszyste, to
A, B, Cy oraz A, B, Cy, gdyz koto opisane na jakiejkolwiek innej takiej trojce
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wierzchotkéw nie pokrywa P; lub nie pokrywa Ps. Skoro przekatna AB jest
puszysta, to jedna z tych trdjek jest puszysta; zalézmy bez utraty ogdlnosci,
ze trojka A, B, C jest puszysta. Wtedy kolo opisane na tréjkacie ABCY przy-
krywa punkt Cs, skad <AC, B + <BCyA < 180°. Wobec tego kolo opisane na
trojkacie ABCs przykrywa punkt Cy. Z wyboru punktu C; wynika, ze to koto
przykrywa caly wielokat P, a zatem tréjka A, B, Cy rowniez jest puszysta.
Podsumowujac, sa doktadnie dwa puszyste tréjkaty, ktérych bokiem jest AB:
trojkat ABC, zawarty w Py oraz trojkat ABCy zawarty w Ps.

Lemat 3. Istnieje co najmniej jedna puszysta przekatna.

Dowdd: Wpierw zauwazmy, ze istnieje co najmniej jedna puszysta trojka
A, B, C. Mozna ja skonstruowaé¢ biorac dowolny bok AB wielokata P i dobie-
rajac taki wierzchotek C rézny od A, B, by miara kata AC' B byla najmniejsza.
Skoro P ma co najmniej 4 wierzcholki, to co najmniej jeden z bokéw tréjkata
ABC nie jest bokiem P, a wiec jest puszysta przekatna.

Przechodzimy teraz do kluczowej obserwacji strukturalnej. Triangulacjq
wielokata nazywamy dowolny jego podzial na trojkaty przy pomocy parami
nieprzecinajacych si¢ przekatnych.

Lemat 4. Puszyste tréjkaty tworza triangulacje P.

Dowdd: Z Lematu 1 wynika, ze puszyste przekatne parami si¢ nie prze-
cinaja, a wiec dziela P na pewna liczbe wielokatéw wypuklych. Wystarczy
wiec wykazaé, ze kazdy z tych wielokatéw jest tréjkatem. Rozwazmy dowolny
wielokat @) z opisanego wyzej podzialu. Skoro na mocy Lematu 3 w P jest
co najmniej jedna puszysta przekatna, to co najmniej jeden bok @, powiedz-
my AB, jest puszysta przekatng P. Na mocy Lematu 2 istnieje puszysty trojkat
T o boku AB lezacy po tej samej stronie prostej AB co Q. Skoro AB jest bo-
kiem @) oraz puszyste przekatne parami sie nie przecinaja, to T jest zawarty
w Q. Jednakze gdybyémy mieli T' # @, to jedna z przekatnych @ bylaby puszy-
sta, a zdefiniowaliémy @ jako jeden z wielokatow, na ktére wszystkie przekatne
puszyste dziela P. Zatem @ = T, czyli istotnie @ jest trojkatem.

Pozostaje wykazaé, ze triangulacje maja zawsze odpowiednia liczbe trojka-
tow.

Lemat 5. Kazda triangulacja wypuklego n-kata (n > 3) ma dokladnie n — 2
tréjkaty.

Dowdd: Stosujemy indukcje wzgledem n. Dla n = 3 teza jest oczywista.
Rozwazmy zatem dowolny wypukly n-kat P dla n > 3 oraz jego triangulacje
7T, rozumiana jako zbidr tréjkatéw, na ktére P zostal podzielony. Niech AB
bedzie dowolna przekatng uzyta w 7. Wéowcezas przekatna AB dzieli P na dwa
wielokaty Pp, P», majace odpowiednio k i n — k 4 2 wierzchotkéw dla pewnego
3 < k < n— 1. Jednoczeénie 7 jest rozlaczna suma pewnych triangulacji
Ty, To odpowiednio wielokatéw Py, Ps. Z zalozenia indukcyjnego wynika, ze
|71| = k — 2 oraz |T3| = n — k, a zatem |T| = n.
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Teza zadania wynika teraz wprost z Lematow 4 i 5.

25. Wykazaé, ze dla liczb dodatnich a, b, ¢, d zachodzi nieréwnosé

b—a+c—b+d—c+a—d>
d+a a+b bt+ec c+d”

Rozwiazanie:
Nier6wnosé z zadania jest réwnowazna nieréwnosci

b—a c—b d—c a—d
4< +1) 4+ (—+1)+ +1)+ +1
d+a a+b b+c c+d
_b+d cta d+b a+c
“d+a a+b b+ec c+d

(1)
7 nieréwnosci miedzy $rednimi arytmetyczng i harmoniczng otrzymujemy
b+d+d+b> 4 _ 4A(b+d)

Z d+ btc ’
d+a b+c ﬁ—f—ﬂ—; a+b+c+d

Analogicznie dowodzimy, ze

cta atc 4(a+c)
at+b c+d” a+b+c+d

Dodajac otrzymane dwie nieréwnodci stronami dostajemy nieréwnosé ([1)).

26. Na tablicy napisano iloczyn
1-2-3-...-(n—1)-n,

gdzie n jest dodatnia liczba caltkowita. Wyznaczyé wszystkie takie n, ze do
niektorych wyrazéw tego iloczynu mozna dopisa¢ symbol ! tak, by wartosé
uzyskanego iloczynu byla kwadratem liczby calkowitej. Dopisanie symbolu ! do
wyrazu k zamienia go na wyraz k!.

Rozwigzanie:

Odpowiedz: Zbior rozwiazan zagadnienia to liczby ztozone oraz liczba 1.

Jezeli n jest liczba pierwsza, to niezaleznie od dopisanych symboli ! dany
iloczyn bedzie podzielny przez p, ale niepodzielny przez p?. Oznacza to, ze
wartosé tego iloczynu nie bedzie kwadratem liczby catkowitej.

Dla n = 1 warunki zadania sa w oczywisty sposéb spelnione. Jezeli nato-
miast n jest liczba zlozona, to definiujemy a,4+1 = 1 oraz ar = ap41 - k!, jezeli
k — 1 = p jest liczba pierwsza i wykladnik przy p w rozkladzie na czynniki
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pierwsze liczby a1 jest jest parzysty, oraz ar = agt1 - kK w przeciwnym ra-
zie. Latwo zauwazy¢, ze zgodnie z naszag konstrukcja w rozkladzie na czynniki
pierwsze liczby a1, ktéra jest iloczynem zadanej postaci, kazda liczba pierwsza
wystepuje w parzystej potedze, czyli a; jest kwadratem liczby caltkowitej.

27. Danych jest 2n — 1 dwuelementowych podzbioréw zbioru {1,2,...,n},
gdzie n jest dodatnia liczba catkowita. Udowodnié, ze mozna tak wybraé pewne
n z tych zbioréw, aby ich suma miata co najwyzej %n + 1 elementéw.

Rozwiazanie:
2n —1

Udowodnimy indukcyjnie ogélniejsza teze: dla 0 < k < mozemny spo-

éréd 2n — 1 dwuelementowych podzbioréw zbioru {1,2,...,n} usunaé¢ 3k pod-

zbioréw w taki sposéb, ze suma mnogos$ciowa pozostatych podzbioréw ma moc

nieprzekraczajaca n — k. Dla k = %n — 1 bedzie to oznaczalo, iz mozemy wy-
1

bra¢ pewne (2n — 1) — 3 (gn — 1) = n + 2 zbioréw tak, aby ich suma miata co

najwyzej n — (%n — 1) = %n + 1 elementéw, co zakonczy rozwiagzanie zadania.

Przypadek k = 0 jest trywialny. Zalézmy dalej, ze k > 1 oraz, ze usune-
lismy 3(k — 1) podzbioréw w taki sposéb, ze suma mnogosciowa pozostalych
podzbioréw ma Si_1 elementéw, gdzie Sp_1 <n —k+ 1.

Jedli S,_1 < n—k + 1, to usuwajac dodatkowo dowolne trzy dotychczas
nieusunigte podzbiory usuniemy w sumie 3k podzbioréw w taki sposéb, ze suma
mnogosciowa pozostatych podzbioréw ma co najwyzej n — k elementéw.

Jesli natomiast Sy_1 = n —k+ 1, to poniewaz liczba nieusunietych dwuele-
mentowych podzbioréw wynosi

m—1-3(k—-1)<2(n—k+1),

wiec istnieje element xp z tej sumy, ktéry jest zawarty w co najwyzej trzech
podzbiorach. Mozemy zatem usunaé takie trzy podzbiory, ze suma mnogo-
Sciowa pozostalych 2n — 1 — 3k podzbioréw nie zawiera zy, co konczy dowod
indukcyjny.

28. Okrag wpisany w tréjkat ABC ma srodek w punkcie I oraz jest styczny
do boku BC w punkcie D. Punkt M jest srodkiem boku BC. Prosta prze-
chodzaca przez I i prostopadla do Al przecina boki AB, AC odpowiednio w
punktach F, E. Okrag opisany na trdjkacie AEF przecina okrag opisany na
tréjkacie ABC w punkcie X réznym od A. Wykazaé, ze proste XD i AM
przecinaja sie¢ na okregu opisanym na tréjkacie ABC.

Rozwigzanie:

Sposob 1
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Oznaczmy okrag opisany na tréjkacie ABC przez w. Niech Y bedzie drugim
punktem przeciecia prostej X D z okregiem w, a Z — drugim punktem prze-
ciecia prostej AM z w. Wpierw zauwazmy, ze punkty Y, Z leza na tuku BC
okregu w, na ktérym nie lezy punkt A. Dla punktu Z jest to oczywiste, na-
tomiast dla punktu Y wystarczy uzasadni¢, ze punkt X lezy na tym samym
luku BC' okregu w, co punkt A. Skoro punkty F, F' leza odpowiednio na od-
cinkach C' A, AB, to dla dowolnego punktu X' lezacego na tuku BC okregu w,
na ktérym nie lezy punkt A, zachodzi

IEX'F < ¥CX'B = 180° — SFAF,

a skoro punkty A, X’ leza po przeciwnych stronach prostej EF, to punkt X’
nie lezy na okregu opisanym na tréjkacie AEF. Wobec tego punkt X lezy na
tym samym tuku BC okregu w, co punkt A.

Teza zadania wyniknie wiec z rownosci

BY BZ
YC  ZC
Korzystajac z twierdzenia sinuséw przeksztalcamy prawsa strone:

BZ sn¥BCZ sindBAM _ sin{BAM MC
ZC ~ sindZBC  sinIMAC ~ MB  sindIMAC
sin YMBA AM _AC

AM  sinJACM AB’

Analogicznie postepujemy z lewa strona:

BY  sin IBCY __sin IBXD __sin IBXD CD BD
YC sin¥YBC  sin<DXC BD ' sin ¥DXC CD
sin < XDB XC BD XC BD

XB  sindCDX CD XB CD°

Katy FBX i ECX sa oparte na tej samej cieciwie okregu w. Ponadto mamy
IXFB =180° — YAFX = 180° — SAEX = SXEC. Z cechy podobiefistwa
kat—kat—kat wynika, ze tréjkaty X BF i XCFE sa podobne. Wobec tego

XC EC
XB  BF’
Wystarczy wiec udowodni¢ rownosé

EC BD AC
BF CD  AB’
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Skoro AI jest dwusieczng kata EAF oraz AI 1 EF, to trojkat AEF jest
réwnoramienny. Bezposéredni rachunek na katach prowadzi wiec do podobien-
stwa tréjkatéw BFI, IEC, BIC'. Stad oraz z rownosci odcinkéw EI, F'I otrzy-
mujemy

EC EC FI _[(CI\®

BF EI'BF‘(BI) '
Stosujac twierdzenie sinuséw w trojkacie ABI oraz korzystajac z réwnosci
YAIB = 90° + <ICB otrzymujemy

BI  sin<BAI _sin JBAI

AB ~ sinJAIB  cos<JICB’

Analogicznie dostajemy

CI sin S TAC

AC ~ cos JCBI’

Ponadto BD = BIcos SCBI oraz CD = CIcos XICB. Wobec powyzszego
oraz na mocy réwnosci katéw BAI, I AC otrzymujemy réwnosé

AC  CI cos$CBI sin¥BAI CI 52 <CI>2 BD EC BD

E_E'sin%IAC"cosiIC’B_E.%_ BI) CD BF CD’

do ktérej zostala sprowadzona teza zadania.

Sposob 1T

Przyjmijmy, ze prosta AM przecina okrag opisany na tréjkacie ABC w punk-
cie S. Wystarczy wykaza¢, ze punkty S, D, X sa wspolliniowe. Poniewaz
X # A, to AB # AC. Przyjmijmy dla ustalenia uwagi, ze AB > AC.

Zastosujmy przeksztalcenie f bedace zloZzeniem inwersji o srodku A i pro-
mieniu VAB - AC' i symetrii wzgledem dwusiecznej kata BAC. Przeksztalce-
nie to wymienia punkty B i C, pélproste AB™ i AC™ oraz okrag opisany na
trojkacie ABC' i prosta BC. Obraz S’ punktu S lezy wiec na odcinku BC,
a prosta AS’ jest izogonalna do $rodkowej AM trojkata ABC, czyli jest sy-
mediang w tym tréjkacie. Obrazem punktu I jest srodek J okregu dopisanego
do tréjkata ABC stycznego do boku BC (znany fakt wynikajacy natychmiast
z réwnoséci Al - AJ = AB - AC nietrudnej do udowodnienia). W takim razie
prosta E'F'| prostopadta do dwusiecznej kata BAC' przejdzie na okrag o sredni-
cy AJ, wskutek czego punkty E, F przejda na punkty stycznosci £/, F' okregu
dopisanego o érodku J odpowiednio do prostych AB, AC. Obrazem okregu
opisanego na tréjkacie AEF jest wiec prosta E'F’, a obrazem punktu X —
punkt X’ przecigcia prostej E'F’ z prostag BC. Ponadto obraz D’ punktu D
leZy na okregu opisanym na tréjkacie ABC, a prosta AD’ jest izogonalna do
prostej AD. Zadanie sprowadza si¢ do udowodnienia, ze punkty X', D', 8’1 A
leza na jednym okregu.
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Niech T bedzie punktem przeciecia odcinkéw X’S" 1 AD’. Mamy udowodnid,
ze X'T-TS' = AT-TD’'. Wykorzystujac réwnosé AT-T D' = BT-CT wnosimy,
ze wystarczy dowie$é, ze BT -CT = X'T-TS" = (X'B+ BT)(BS’' — BT), czyli

) cT X’B+1 BS’_1
BT  \ BT BT ‘

Wykorzystamy nastepujacy

Lemat. Punkty K, L leza na boku BC tréjkata ABC, przy czym katy BAK,
LAC sa réwne. Wéwczas

BK-BL (AB\?
CK-CL \AC) "
Dowdd lematu: Z twierdzenia sinuséw mamy

BK AB CK AC
= oraz =
sinYKAB sinYBKA sin YCAK  sin YAKC’

skad
BK AB sin JKAB
CK AC sinJCAK'

Analogicznie obliczamy, ze

% B A7B _ sin<LAB
CL AC sindCAL’

Mnozac stronami otrzymane zaleznoéci i wykorzystujac, ze YKAB = SCAL
i $LAB = 4CAK otrzymujemy teze lematu.

Przyjmijmy teraz BC' = a, CA = b, AB = c oraz niech p bedzie polowa
obwodu tréjkata ABC. Wykorzystujac powyzszy Lemat otrzymujemy

BS" BS' BM _ <AB)2 &

cs o5 oM \AC) ¥’

skad wobec réwnosci BS’ + CS’ = a dostajemy

02(1

BS = ———.
b2 + 2

Ponownie korzystajac z Lematu oraz na mocy réwnoéci BD = p—b, CD =p—c
otrzymujemy

CT (AC\? BD b (p—b)

BT (AB) CD  A(p—c)
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skad wobec CT' + BT = a dostajemy
ac*(p — c)
B*(p—b) +c(p—c)

Niech teraz K bedzie takim punktem na boku AB, ze AK = AC. Wtedy proste
KC i E'F’ sg réwnolegle, wigc twierdzenie Talesa prowadzi do réwnosci

BT =

BE' a(p—c)
X/B = —— B = —
BK ¢ c—b "’
gdyz BE' = CD = p — c¢. W takim razie
X'B _alp—c) Plp-b+cip—c PE-b+cip-o
BT — c—b ac’(p —c) 2(c—0b)

oraz

BS’ a  B*(p—b+c(p—c) bA(p—-b)+c3(p—-c)

BT R+ ac%(p—c) (B2 +R)(p—c)

Wstawiajac obliczone wielkosci do réwnosci (x) widzimy, ze pozostaje spraw-
dzié, ze

Vp—b) [(*(p—b)+cF(p—rc) V*p—b+cip—c)
- () (Mt )

Pozostalo zauwazy¢, ze prawa strona jest rowna kolejno

Pp—b+cp—c)+cc=b) Pp-b+cp—c) -+ (p—c)

A(c—b) (b2 +c2)(p—rc)
B Ap-b) (b PE-b
c*(c—b) O+)p—-c Ep-co’

co chcieliSmy otrzymac.

Sposéb 111

Oznaczmy okrag opisany na tréjkacie ABC przez w i przyjmijmy, ze pro-
sta AM przecina ten okrag ponownie w punkcie Y. Rozwazmy okrag wa styczny
wewnetrznie do w w punkcie T oraz styczny do prostych AB, AC' (okrag ten
w literaturze jest znany pod nazwa ,,A-mixtilinear incircle”). Rozwazajac tak,
jak w poprzednim sposobie, przeksztalcenie f bedace zlozeniem inwersji o pro-
mieniu VAB - AC z symetria wzgledem dwusiecznej kata BAC widzimy, ze
okrag wa przejdzie na okrag dopisany do tréjkata ABC styczny do boku BC
w punkcie D’ bedacym obrazem punktu T przy przeksztalceniu f i jednocze-
$nie punktem symetrycznym do punktu D wzgledem punktu M. Jezeli przez T’
oznaczymy obraz symetryczny punktu T wzgledem symetralnej odcinka BC (T’
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oczywidcie lezy na okregu w), to z réwnosci T'AC = S BAT = 4D’ AC otrzy-
mujemy wspoétliniowosé punktéw A, D', T'. Ponadto obrazami punktéw stycz-
noéci okregu w4 z bokami tréjkata przy przeksztalceniu f sa punkty stycznosci
okregu dopisanego z potprostymi AB, AC. W poprzednim sposobie wykazali-
Smy, ze obrazy punktow E, F' przy przeksztalceniu f sa punktami stycznosci
okregu dopisanego z polprostymi AB, AC, wobec czego okrag w4 jest styczny
do bokéw AB, AC' w punktach F, E.

Teraz dowiedziemy, ze punkty X, M, T’ sa wspolliniowe.

Sposdb a)

Niech R bedzie érodkiem potegowym okregu opisanego na tréjkacie AEF,
wy oraz w. Wtedy R lezy na prostych AX, EF oraz na stycznej do w w punk-
cie T. Niech S bedzie drugim punktem przecigcia prostej AT z okregiem w 4.
Oznaczmy tez punkt przeciecia prostych EF i AT przez P.

Proste AE, AF sa styczne do w4, wiec czworokat SFTE jest harmonicz-
ny (patrz lemat w sposobie I rozwiazania zadania 12.). Stad pek prostych
TR, TS, TF,TE jest harmoniczny, zatem R, P, F, E jest czwérka harmonicz-
na. Rzutujac te czwérke z punktu A na okrag w otrzymujemy, ze czworokat
X BTC jest harmoniczny. Stad pek T'X, T'T,T'B,T'C jest harmoniczny. Jed-
nakze T'T || BC, wiec T' X przechodzi przez $rodek odcinka BC, czyli przez M.

Sposdb b)

Katy FBX i ECX sa oparte na tej samej cieciwie okregu w. Ponadto
IXFB=7—9JAFX =71 — JAEX = $XEC. Z cechy podobiefistwa trjka-
tow kat—kat-kat wynika, ze trojkaty X BF i XCFE sa podobne. Stad % = %.

W jednoktadnoéci o érodku w punkcie T' przeprowadzajacej okrag wa na
okrag w punkt F' przechodzi na srodek tuku AB okregu w, wobec czego pro-
sta TF jest dwusieczng kata BT A. Z twierdzenia o dwusiecznej dostajemy

BT — B Analogicznie zachodzi é—? = %. Mnozac te réwnosci stronami do-

AT AF*
stajemy, na mocy réwnoéci AE = AF dostajemy % = % . ‘g—g = % = f(—g.

Wobec tego XT jest symedianag w tréjkacie BXC'. Stad
IMXC =<4BXT =4T'XC,

czyli punkty X, M, T’ sa wspoiliniowe.

Stosujac teraz twierdzenie o motylku dla cieciw AY, XT' okregu w prze-
chodzacych przez srodek cieciwy BC otrzymujemy, ze XY przecina prostag BC
w takim punkcie D", ze M jest érodkiem odcinka D'D”. Stad D = D", co
konczy rozwiazanie zadania.

Uwaga.

W sposobie a) korzystamy z kilku pojeé i faktéw dotyczacych dwustosunku.
Czytelnikéw niezaznajomionych z tym tematem odsytamy do pracy ,,Dwusto-
sunek i biegunowe” Dominika Burka — tam znajduja sie wyjasnienia odpo-
wiednich pojeé¢, jak rowniez dowody faktéw, z ktérych korzystamy.
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29. Tréjkat réwnoboczny o boku diugosci n podzielono odcinkami réw-
noleglymi do jego bokéw na n? tréjkatéw réwnobocznych o boku dlugoéci 1.
Wyznaczyé¢ najwieksza mozliwa dlugos$é takiego ciagu tych trojkatéw, ze kaz-
dy tréjkat wystepuje w ciggu co najwyzej raz oraz kazde dwa kolejne trojkaty
w ciagu maja wspolny bok.

Rozwiazanie:

Odpowied?: Najwiekszg mozliwa dtugoscia takiego ciagu jest n? —n + 1.

Rozwazmy takie kolorowanie tréjkatéw o boku 1 dwoma kolorami, ze zadne
dwa sasiadujace ze soba bokiem trdojkaty nie sa tego samego koloru. Mamy
wtedy % tréjkatéw jednego koloru oraz % tréjkatéw drugiego koloru.
Poniewaz w ciggu z zadania kazde dwa kolejne tréjkaty maja rézne kolory, to

liczba tréojkatéw w ciggu jest nie wigksza niz

n(n—1)

5 +1=n?>—n+1.

9.

Wskazmy teraz ciag szukanej dlugosci. Ustawmy nasz trojkat tak, by jed-
na z jego podstaw lezala na osi OX, a tréjkat byl zawarty w pélplaszczyznie
y = 0. W najnizszym wierszu wybieramy po kolei tréjkaty od lewej do prawej
précz ostatniego, nastepnie w drugim od dolu wierszu wybieramy wszystkie
trojkaty od prawej do lewej oprécz ostatniego itd. W ten sposéb w kazdym
wierszu oprécz najwyzszego pominiemy dokladnie jeden trojkat, a w najwyz-
szym wybierzemy jedyny tréjkat. Mamy wiec n? —(n—1) = n? —n+1 tréjkatow
w ciggu.

30. Liczby rzeczywiste 1, s, ..., T, spelniaja warunek x; > 1 dla wszyst-
kich i =1,2,...,n. Wykazaé, ze

n

1 - 1
II(t+ +]](1- <n+ 1.
CC1—|—I2—|-—|—£E1 a:l—|—xz+1++xn

i=1 i=1

Rozwiazanie:
Niech S = x1 + x2 + ... + ©,. Zauwazmy, ze

n—1 1 n 1
H<1+ )< <1+,>n, skad
. 1+ To+ ...+ x; e 7

=1 %

n
1 1
H 1+ <n-(1+ = :n—i—ﬁ. Ponadto
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n

1 S—n 1 n
II(1- < 1-=)=1-=.
- Ti+ Tig1+ ...+ Ty S—1 S S

=1

Ostatecznie otrzymujemy

- 1 - 1
I+ )11 (- )
. 1+ 2o+ ...+ x5 - Ti+ Tig1+ ...+ 2Ty

1=1

31. Punkt I jest Srodkiem okregu wpisanego w tréjkat réznoboczny ABC.
Okrag w4 przechodzi przez I, jest styczny do bokéw AB i AC oraz jego $rodek
lezy na odcinku AI; analogicznie definiujemy okregi wp i we. Punkty P, Q, R
rézne od I sa punktami przeciecia odpowiednio par okregéw (wp, we), (Wo,wa),
(wa,wp). Dowiesé, ze $rodki okregéw opisanych na trojkatach AIP, BIQ, CIR
sa wspolliniowe.

Rozwigzanie:

Sposob 1

Niech I4, Ip, Ic beda odpowiednio srodkami okregéw wa, wp, we oraz
niech A’, B’, C' beda drugimi punktami przecigcia odpowiednio prostych AT,
BI, CI z okregiem opisanym na tréjkacie ABC. Z lematu o tréjliSciu wynika,
ze A/C = A'I = A’B, wiec punkt A’ jest punktem przeciecia symetralnych od-
cinkéw BI, CI. W analogiczny sposéb uzasadniamy, ze punkt B’ jest punktem
przeciecia symetralnych odcinkéw C1I, AI, a punkt C' — punktem przecigcia
symetralnych odcinkéw AI, BI. W takim razie punkt I jest $rodkiem perspek-
tywicznym tréjkatéw A’B’C’ oraz I[4Iglc. Z twierdzenia Desarguesa wynika
wiec, ze trojkaty te maja os$ perspektywiczna, przechodzaca przez punkty prze-
ciecia par prostych B'C’' i Iglg, C' A’ i IcIy, A’B’ i 141 Pozostaje zauwazy¢,
ze sa to wladnie rozwazane w tezie zadania srodki okregdéw opisanych. Istotnie,
B’C’ to symetralna odcinka AI, a Iglc to symetralna odcinka I P, wiec punkt
ich przeciecia to $rodek okregu opisanego na tréjkacie AIP; dla pozostalych
punktéw analogicznie.

Sposob 11
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Wykazemy, ze okregi opisane na trojkatach AIP, BIQ, CIR maja jeszcze
jeden (oprécz I') punkt wspélny J. Stad oczywiscie wyniknie, ze ich srodki leza
na jednej prostej bedacej symetralng odcinka I.J.

Zastosujmy inwersje wzgledem dowolnego okregu o srodku I. Dla dowolne-
go punktu X niech X’ oznacza jego obraz w tej inwersji. Obrazami okregéw
wa,wp, we sa proste Q'R R'P’, P'Q’. Niech obrazami prostych BC, CA, AB
beda odpowiednio okregi o4, 0p, oc. Okregi te przechodza przez punkt I, prze-
cinaja si¢ parami w punktach A’, B’, C’ oraz kazdy z nich jest styczny do dwdch
bokéw tréjkata P'Q’'R’. Poniewaz proste BC, C A, AB byly jednakowo odlegle
od punktu I ($rodka inwersji), to okregi 04, 0op, oc maja réwne promienie.
Ponadto obrazami okregéw opisanych na tréjkatach AIP, BIQ, CIR sa od-
powiednio proste A’P’, B'Q’, C'R'. Wystarczy wykazaé, ze proste te maja
wspolny punkt.

Niech U, V, W beda srodkami okregdéw o4, 0p, oc. Promienie tych okre-
gbw sa rowne, wiec punkt I jest srodkiem okregu opisanego na tréjkacie UVIV.
Proste TA’, IB’, IC' sg symetralnymi jego bokdéw, a $rodki bokéw sg jednocze-
$nie §rodkami odcinkéw ITA’, IB’, IC’. Wobec tego $rodki te sa wierzcholkami
trojkata, ktory jest jednoczesnie jednokladny do tréjkata UVW (jednokladnosé
o $rodku w punkecie ciezkosci tréjkata UVW i skali —1/2), jak i do tréjkata
A'B'C’" (jednokladnosé o srodku w I i skali 1/2). W takim razie boki tréjkata
A’'B’C" s odpowiednio réwnolegle do bokéw tréjkata UV W te z kolei wobec
réwnosci promieni okregéw o4, 0, oc sa réwnolegle do bokéw tréjkata P'Q'R’.
Innymi stowy tréjkaty A’B’'C’ i P’Q’'R’ sa jednokladne (bo nie sg przystajace
— jeden jest zawarty w drugim). Srodek tej jednokladnosci to punkt przeciecia
prostych A’P’, B'Q’, C'R’. To kohczy rozwigzanie zadania.

32. Dany jest ciag dodatnich liczb catkowitych ai, as, ..., ag207, przy czym
dla wszystkich n = 1,2,...,22017 spelnione sg warunki:

an < 2017  oraz ajasz...a, + 1 jest kwadratem liczby catkowitej.

Udowodnié, ze przynajmniej jedna z liczb a1, as, ..., ag2017 jest réwna 1.
Rozwiazanie:
Najpierw udowodnimy nastepujacy Lemat.

Lemat

Dla dodatnich liczb catkowitych a,b > 1, jedli liczby a + 1 oraz ab® + 1 s
kwadratami liczb catkowitych, to zachodzi nieréwnoéé b? > a.

Dowdd lematu

Niech a 4+ 1 = 22, gdzie x jest dodatnig liczba catkowita. Wtedy

ab’® +1= (2" —1)0* +1 =02 —b° + 1.
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Ale skoro to wyrazanie jest kwadratem oraz b > 1, to mamy:
a2 — b+ 1< (bx —1)® = b%2* — 2bx +1, wobec czego

b>2x, cooznacza,ze b®>4a’=4(a+1)>a
i konczy dowdd Lematu.

Przypu$émy nie wprost, ze ciag a,as,.. ., asz07 liczb wigkszych od jedyn-
ki spelnia zalozenia zadania. Niech P = {p1,pa,...pm} bedzie zbiorem liczb
pierwszych nie wigkszych niz 2017. Poniewaz zadna z liczb parzystych wigk-
szych niz 2 nie jest pierwsza, to m < 1009. Niech dla n = 1,2,...,22017,
A, =ayas...a,. Zauwazmy, ze dzielnikami pierwszymi liczby A, moga by¢é
jedynie liczby ze zbioru P. Ponadto liczby a1, as, ..., as207 sa wieksze niz 1,
zatem liczby A1, As, ..., Ag2017 sa parami rozne oraz wigksze niz 1. Oczywistym
jest tez, ze dla liczb catkowitych 1 < ny < ng < 22017 zachodzi A, | An,.

Kazdej liczbie A,, dla 1 < n < 22°'7 przypiszmy ciag c® = (c,c%,...,c%)
w taki sposob, ze jedli liczba p; dzieli A, w parzystej potedze, to ¢} = 0,
a w przeciwnym przypadku ¢ = 1. Zauwazmy, ze réznych takich mozliwych
ciagéw jest dokladnie 2™ < 21999, Poniewaz mamy 22°'7 réznych liczb A, to

22017
istnieje ciag c, ktory zostanie przypisany { om J > 21098 167nym liczbom A,,.

21008

Wybierzmy sposrdd nich i uszeregujmy je rosnaco:

A, <A, <A, <...<A

io i3 151008 *

Wtedy dla j = 1,2,3...,21008 gskoro ¢ = cli+t oraz Ai; ., | Aij, otrzymujemy

A

% = b? dla pewnej dodatniej liczby catkowitej b; > 1. Ale wtedy liczby
i

A, +1, Ay, +1= Ay, bf + 1 sg kwadratami dodatnich calkowitych, zatem
stosujac Lemat dla (a,b) = (Aij7bj) otrzymujemy, ze

Aijy = ab® > a® = A?j. Wobec tego
‘ 5 92 93 921008y
Aiyroos > Aizmosi1 > AiQmOL2 > Aizwozt3 > ... > A7

1008 _
92 1

Ale jak tatwo zauwazy¢, A;, > 2, czyli A;, 005 > 2

. 2017 21008 _y 2017 52017
my, ze 2017°° > A; 0 > 2° ,lecz 201727 < 2 F < 22 ,
co daje nam sprzecznosé¢ z poprzednia nieréwnoscia. Zatem teza zadania jest
prawdziwa.

. Jednakze my wie-
51008 _ 4

33. Punkt I jest érodkiem okregu wpisanego w tréjkat ABC, za$ punkt
J jest $rodkiem okregu dopisanego do tego tréjkata, stycznego do boku BC.
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Punkt S lezy na okregu opisanym na trojkacie ABC, przy czym AS jest $red-
nicg tego okregu. Punkt D jest rzutem prostokatnym punktu A na prosta BC.
Wykazaé, ze SI1SJ = SID.J.

Rozwigzanie:

Jezeli LABC # 90°, to skoro AS jest érednica okregu opisanego na tréjkacie
ABC, otrzymujemy réwnosci katow

IDAB =90° — SABC = ¥CBS = 4CAS

oraz SACS = SADB = 90°. Wnosimy stad, ze tréjkaty ACS i ADB sa
podobne. Wobec tego AD - AS = AB - AC. Réwnos¢ ta pozostaje w mocy
takze jedli SABC = 90°. Z drugiej strony

SAIB =180° — SIAB — ¥IBA = 180° — %(%(CAB + SCBA)

= 180° — %(180" — JACB) =90° + SACI = 4I1CJ + SACI
= JAC,

wiec na mocy rownosci katéw BAI, JAC tréjkaty AIB i ACJ takze sg podob-
ne, skad Al - AJ = AB - AC.

Niech E bedzie obrazem punktu D w symetrii wzgledem dwusiecznej ka-
ta BAC. Na mocy réwnosci katow DAB, CAS punkt E lezy na prostej AS.
Ponadto

AE-AS =AD-AS=AB-AC = Al - AJ,

co oznacza, ze na czworokacie I £SJ mozna opisa¢ okrag. To prowadzi do wnio-
sku, ze ISJ = JIEJ = SIDJ.

34. Wykaza¢, ze dla kazdych dodatnich liczb catkowitych a; < as < ... < a,
zachodzi nieréwnosé
1 1 1 1

— 2.
ai + NWW(aq,as) + NWW(ay, as, as) et NWW(aq,as,...,an) <

Rozwiazanie:
Zauwazmy, ze dla dodatnich liczb catkowitych z > y mamy
1 ~ NWD(z,y) NWD(z —y,z) c Ty

= S =

1
NWW(z, y) Ty Ty ry oy

Wobec tego dla k = 2,3,...,n otrzymujemy

1 1 1 1
< < .
NWW(aq,...,ar)  NWW(ag_1,ar)  ar—1 ag
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Lewa strona nieréwnosci z tresci zadania szacuje si¢ wiec z gory przez

1 1 1 2 1 1
— ——)==-—<2-—x<2,
a1 +Z<ai1 ai) ai Qn 27

n
=2

co konczy dowdd.

35. Dana jest taka nieskonczona rodzina F skladajaca sie z czteroelemen-
towych zbioréw, ze kazde dwa zbiory z F sa rdzne i maja niepuste przeciecie.
Wykazadé, ze istnieje taki trzyelementowy zbiér X, ze kazdy zbiér z F ma nie-
puste przecigcie z X.

Rozwigzanie:

Wybierzmy dowolny zbiér A nalezacy do rodziny F. Poniewaz zbiér A ma
wspélny element z kazdym innym zbiorem z rodziny F, to istnieje element a
zbioru A, ktory nalezy do nieskonczenie wielu zbioréw z rodziny F. Jesli a
nalezy do wszystkich zbioréw z rodziny F, to mamy teze¢ zadania (wybieramy
elementy b i ¢ takie, by a, b, ¢ byly parami rézne; zbiér X = {a,b, ¢} spelnia
warunki zadania).

Zatézmy wiec, ze a nie nalezy do pewnego zbioru B z rodziny F. Zbiér ten
przecina niepusto wszystkie zbiory z rodziny F, wiec pewien element b € B,
rézny od a, nalezy do nieskonczenie wielu sposrod tych zbioréw z rodziny F,
ktore zawieraja element a. Jezeli wszystkie zbiory zawieraja ktérys z elementéw
a lub b, to koniec dowodu (kazdy zbiér postaci X = {a,b, c} spelnia warunki
zadania, gdzie element c jest r6zny od a oraz b). Przyjmijmy zatem, ze istnieje
zbiér C' niezawierajacy a ani b.

Tak jak poprzednio, pewien element c¢ zbioru C, rézny od a oraz b, nalezy
do nieskonczenie wielu takich zbioréw z rodziny F, ktére zawierajg elementy
a oraz b. Zbiér X = {a,b, ¢} spelnia wéwczas warunki zadania. Gdyby bowiem
istniatl zbior D € F niezawierajacy zadnego z elementéw a, b, ¢, to pewien
element d € D musialby naleze¢ do nieskonczenie wielu sposréd tych zbioréw
z rodziny F, ktére zawieraja cala tréjke {a, b, c}. Mieliby$my wiec nieskoniczenie
wiele zbioréw identycznych ze zbiorem {a,b,c,d} nalezacych do rodziny F,
wbrew zalozeniom zadania.

36. Wykazaé, ze dla dowolnych dodatnich liczb ay,as,...,a, istnieja do-
datnie liczby b1, bo, . .., by, spelniajace nastepujace warunki:

(] bl>a1 dlai:1,2,...,n

)

b; b;
e dla dowolnych i,5 = 1,2,...,n co najmniej jeden z ilorazéw —bl , =L jest
i i

<

liczba catkowita,
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n—1
e biby...b, <277 aqas...ay.

Rozwigzanie:

Udowodnimy, ze mozna tak dobraé¢ liczby by,bs,...,b,, aby kazdy z ilo-
razéw g—; byl potega dwdjki o wykladniku catkowitym. Przy takim dodatko-
wym warunku, zastepujac liczbe a; przez 2a; oraz odpowiadajaca jej liczbe b;
przez 2b;, teza zadania nie zmieni si¢; podobnie mozemy zastapi¢ pare (a;, b;)

para liczb (%, %) Oznacza to, ze bez straty ogdlno$ci mozemy przyjaé, iz
ai,as,...,an € [1,2). Zalézmy tez dla ustalenia uwagi, ze a1 < ag < ... < ay.

Woéwezas co najmniej jeden z ciagbéw

a1,2a1,2a17 .. .2@1

a2, ag, 2(12, 2@27 caey 2&2

as,as, as,2as, . ..,2as

Up—1,0n—1,0n—1y-.+,0n-1, 2an71

ana ana ana et an
spelnia warunki nalozone na ciag (b1,bs ..., b,). Przypusémy bowiem przeciw-
nie. To, ze ciag

aj,aj, ... ,aj,2aj,2aj, ‘e ,20,]'
j elementéw n — j elementéw

nie spelnia warunkow zadania jest rownowazne temu, ze zachodzi co najmniej
jedna z nieréwnosci

° 2aj<an,
n—j,mn n-1
° 2 Jaj >272 a1a2...0,.

Jednak skoro aj,a, € [1,2), to 2a; > 2 > a,. Wobec tego dla j =1,2,...,n
zachodzi _ .
2" al > 277 araz. .. ap.

Mnozac nieréwnoéci tej postaci stronami dla j = 1,2,...,n otrzymujemy
1

n
n— n )
(2 2 4102 ... Cln) < H 2"7](1? = 20+1+2+'”+("71)a?a3 ...

Jj=1
n—1 n
= (2 2 alag...an) .

Otrzymana sprzecznosé konczy dowdd nie wprost.

n
n
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Zawody druzynowe

1. Rozstrzygnad, czy istnieje taki rosnacy ciag dodatnich liczb calkowitych
(an)n>0, ze suma dowolnych dwéch réznych wyrazéw tego ciagu jest wzglednie
pierwsza z suma dowolnych trzech parami réznych wyrazéw tego ciagu.

Rozwigzanie:

Udowodnimy, ze ciag (an)n>0 dany wzorami

ap=1, any1=Bax)!+1 dlan>0

spelnia warunki zadania. Ciag ten jest oczywiscie rosnacy. Do wykazania zo-
staje réwno$¢ NWD(a; + aj,ap +aqg+a,) =1 dlai # j oraz p # q # r # p.
Udowodnimy, ze spelniony jest nastepujacy silniejszy warunek: dla dowolnej
piatki indekséw 14, j, p, g, 7 takich, ze ¢ > j lub i = j = 0 oraz dowolnego doboru
znakéw zachodzi réwnosé NWD(a; + a;, ta, £ ag £ a,) = 1.

Przeprowadzimy dowdd indukcyjny wzgledem n = i+ j+p+q+r. Zauwazmy,
ze dlan = 0 teza indukcyjna jest spelniona, gdyz NWD(2,3) = NWD(2,1) = 1.
Stanowi to baze indukcji.

Krok indukcyjny: zalézmy, ze teza indukcyjna jest spelniona dla wszystkich
n < m. Udowodnimy ja dla n = m. Rozwazymy trzy przypadki.

1° 4 > max(p, q,r). Wowczas

0<|xaptasta|<ap+as+ar <3ai1.

Wobec tego +a, + taq £ a, jest dzielnikiem liczby (3a;—1)! = a; — 1. Stad i z
zalozenia indukcyjnego otrzymujemy
NWD(a; + a;,+ap £ aqg+a,) = NWD(a; — 1+ a; + 1, +ap, £ ag +a,) =
NWD(a; + 1, £a, + ag £ a,) = NWD(a; + ag, ta, £ag ta,) = 1.
2° i < max(p,q,r). Bez straty ogdlnosci zalézmy, ze max(p,q,r) = p.
Poniewaz a; + a; < 2a,_1, wiec a; +a; | (3ap—1)! = ap — 1. Stad, podobnie jak
w pierwszym przypadku
NWD(a; + a;,+ap £ aqg + a,) = NWD(a; +aj,£(ap — 1) £ 1+ a,*+a,) =
NWD(a; + a;,+1 + ay £ a,) = NWD(a; + aj, +ao £ ag £ a,) = 1.
3° i = max(p,q,r). Bez straty ogdlnosci zalézmy, ze i = p. Wowczas z
zalozenia indukcyjnego wynika, ze
NWD(a; + a;, xap £ aq £ ar) = NWD(a; + aj, £a, £ ag £ a, F (a; + a;)) =
NWD(a; + a;, Fa; £aq + a,) = 1.
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2. W turnieju tenisowym wzigto udzial n zawodnikéw. Pomiedzy niektoérymi
z nich rozegrano doktadnie jeden mecz, nie bylto remiséw. Dla zawodnika v przez
N7 (v) oznaczamy zbiér tych zawodnikéw, ktérych v pokonat. Niech

Ny = [ N(w) | \NF().
weNT (v)

Wyznaczy¢ jak najwieksza stalg c o tej wlasnosci, ze zawsze istnieje zawodnik
v, dla ktorego zachodzi nier6wnosé

INTF ()] > e+ [NT(v)].

Rozwigzanie:

Przeformulujmy wpierw zadanie na jezyk teorii graféw. Dany jest graf skie-
rowany G, w ktérym pomiedzy kazda para wierzchotkéw jest co najwyzej jedna
krawedz. Dla wierzchotka u przez N (u) oznaczamy sgsiedztwo u, czyli zbior
wierzchotkéw do ktérych idzie krawedz z u. Drugie sgsiedztwo u, oznaczone
przez N1 (u), jest zdefiniowane wzorem z tresci zadania. Ponadto oznaczy-
my dt(u) = |[NT(u)| oraz d™(u) = |[NTT(u)|, przy czym d*(u) bedziemy
nazywacé stopniem wychodzgcym u.

W rozwigzaniu wykazemy, ze teza zachodzi dla statej ¢ bedacej jedynym
pierwiastkiem rzeczywistym réwnania 2% + 22 — 1 = 0, réwnej w przybli-
zeniu 0,657. Dowdd przytoczony ponizej pochodzi z pracy Chena, Shena i
Yustera (Second neighborhood via first neighborhood in digraphs, Ann. Comb.,
7(1):15-20, 2003), przy czym nasz opis dowodu bazuje po czesci na pracy seme-
stralnej Michata Handzlika (On the Seymour’s second neighborhood conjecture,
praca semestralna Srodowiskowych Studiéw Doktoranckich z Nauk Matema-
tycznych, 2011/12). Najwigksza stala ¢, dla ktérej wiadomo, ze teza zachodzi,
wynosi w przyblizeniu 0, 67815, co zostalo rowniez dowiedzione przez Chena,
Shena i Yustera. Przypuszcza sig, ze optymalng stalg dla tego zagadnienia jest
¢ = 1; ten problem otwarty znany jest pod nazwa hipotezy Seymoura o drugim
sqsiedztwie (Seymour’s second neighborhood conjecture).

Przejdzmy do dowodu. Obierzmy stala ¢ réwna pierwiastkowi réwnania
223 + 22 — 1 = 0. Przeprowadzimy dowdd indukeyjny ze wzgledu na liczbe
wierzchotkéw grafu G, ktéra oznaczymy przez n. Dla n < 2 teza zachodzi
trywialnie, wiec zalézmy, ze n > 3.

Przypu$émy nie wprost, ze w grafie G dla kazdego wierzcholtka w mamy
d™(w) < ¢-d"(w). Niech u bedzie wierzcholkiem G o minimalnym stopniu
wychodzacym i oznaczmy d*(u) = a. Niech A = N7*(u) oraz B = Nt (u).
Wéwczas |A| = a oraz |B| < ca. Zauwazmy, ze kazdy wierzcholek ze zbioru
A ma stopien wychodzacy nie mniejszy niz a oraz jego sasiedztwo wychodzace
jest zawarte w A U B. Oznacza to, ze lacznie jest co najmniej a? krawedzi

a

wychodzacych z wierzchotkéw z A, przy czym co najwyzej (;) < ; z nich
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moze mieé¢ oba konce w A. Stad wnioskujemy, ze liczba krawedzi z A do B
przekracza %

Niech H bedzie podgrafem grafu G indukowanym przez A. To znaczy: zbio-
rem wierzchotkéw grafu H jest A, zas krawedz z vy do vy prowadzimy wtedy
i tylko wtedy, gdy w grafie G istnieje krawedz z v; do vy. Skoro A nie zawiera
wierzcholka u, to H ma mniej wierzchotkéw niz G, a wiec mozemy don zasto-
sowaé zalozenie indukcyjne. Otrzymujemy, ze w A istnieje taki wierzcholek v,
ze jesli przez X, Z C A oznaczymy odpowiednio pierwsze i drugie sasiedztwo v
w H, to |Z] > | X]|. Niech x = |X| i z = | Z|. Wéwczas

r+z<|Al=a oraz z > cx,

skad wynika, ze x < %ﬂ - a. Zauwazmy, ze stopien wychodzacy v (w grafie
G) wynosi co najmniej a, gdyz dobraliémy u jako wierzcholek o minimalnym
stopniu wychodzacym w G. Jednoczeénie NT(v) € AU B, przy czym X =
N7T(v) N A. Oznacza to, ze jedli przez Y = NT(v) N B oznaczymy zbiér tych
wierzcholkéw z B do ktérych idzie krawed? z v, oraz przyjmiemy y = |Y|, to

mamy y > a—x > -a. Ponadto y < |B| < ca, wiec

1+c
c 2
1+C-a<y<ca. (2)
Rozwazmy dowolny wierzcholek w € Y i przez K(w) oznaczmy zbiér tych
wierzchotkéw G spoza A UY, do ktérych idzie krawedZ z w. Zauwazmy, ze
K(w) C Ntt(v) gdyz NT(v) € AUY, réwniez Z C N*t+(v), oraz zbiory
K(w) 1 Z sa rozlaczne. Wyciagamy stad wniosek, ze dt+(v) > |K(w)| + 2. Z
drugiej strony mamy d*(v) = z + y. Zgodnie z zalozeniem, ze w grafie G teza
nie zachodzi, mamy d*+(v) < ¢-d*(v). Stad

|K(w)] + 2z < ¢(x 4+ y). (3)
Ale mamy z > cx na mocy wyboru wierzchotka v, wiec z (3)) wynika, ze
|K(w)| < cy dla kazdego w € Y. (4)

Dla w € Y oznaczmy przez ¢(w) liczbe wierzcholtkéw z Y do ktérych pro-

wadzi krawedz z w. Oczywiscie mamy Y-, oy f(w) < (§) < y2 , gdyz moze byé
CO najwyzej ( ) krawedzi o obu koncach w Y. Jednoczesnie kazdy wierzcholek
w € Y ma stopien wychodzacy nie mniejszy niz a. Zatem spoéréd co najmniej
a wierzcholkéw w sasiedztwie wychodzacym w, £(w) lezy w Y oraz |K(w)| lezy

poza AUY. Z (4) otrzymujemy zatem, ze do co najmniej
a—Ll(w) —|K(w)|>a—L(w)—cy

wierzchotkéw z A istnieje krawedz prowadzaca z w. Stad krawedzi prowadza-
cych z Y do A jest co najmniej
2

Z(a—ﬁ(w)—cy)—ya—cy Ze >ya_cy)_?/7

2
weyY weY
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Podsumowujac, krawedzi z A do B jest wiecej niz %, krawedzi z B do A

jest wiecej niz y(a — cy) — %, za$ w sumie krawedzi o jednym koncu w A a
drugim w B jest co najwyzej |A| - |B| < ca®. Otrzymujemy wiec oszacowanie

2 2

ca2>%+y(a—cy)—%. (5)

C
14c
po podstawieniu i skréceniu a? przyjmuje postaé

Oznaczmy y = aa. Wowczas z (2]) otrzymujemy < a < ¢, za$ nier6wnoéé (5]

1 | 1
c>2+a(1ca)a+a<c+2>az. (6)

Rozwazmy prawa strone nieréwnosci (6 jako funkcje f(c) parametru o.. Wéw-
czas f(a) jest funkcja kwadratowa z ujemnym wspodlczynnikiem wiodacym,

wiec skoro rozwazamy o € (ﬁc, c), to f(a) > min (f (ﬁ) ,f(c)). Wynika

stad, ze
c>mm<f(1i;>j@0. (7)

Korzystajac z réwnoéci 2¢3 + ¢ — 1 = 0 otrzymujemy

1 1 2c3 21
f(c)=+c—(c+>c2:c—c—m:c.

2 2 2

Zatem z wnioskujemy, ze

2
S f c —}4— c +1 c
¢ 1+¢) 2 14¢ \“T9)\15¢) -

Po wymnozeniu obu stron przez mianowniki, otworzeniu nawiaséw i redukcji
wyrazéw podobnych otrzymujemy

4 +2¢* —2¢—1> 0.
Ponownie korzystajac z réwnosci 2¢® + ¢ — 1 = 0 otrzymujemy 1 — 2¢ > 0, co

daje sprzecznoéé, gdyz 1 —2c~ 1 —2-0,657 < 0. To koniczy dowdd.

3. Wyznaczy¢ jak najmniejsza stala rzeczywista C € [0, 2], ze dla dowolnych
dodatnich liczb rzeczywistych a, b, ¢ spelniona jest nieréwnosé

Z(a4b2 4?20 > Z(a4bc +ab%).

sym sym
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Uwaga. Symbolem Z f(a, b, c) oznaczamy nastepujaca sume:

sym

fla,b,¢) + f(a,¢,b) + f(b,a,c) + f(b, ¢, a) + f(c, a,b) + f(c, b, a).

Rozwigzanie:

Niech C € [0,2] bedzie taka liczba, ze nieréwnoéé z zadania jest spelnio-
na dla dowolnych a,b,c¢ > 0. Podstawmy b = ¢ = 1. Wnioskujemy, ze dla
dowolnego a > 0 zachodzi nieréwnosé

2a* 4 2a® + 2+ 2a*7C + 2a% + 2a*7C > 2a* + 4a + 4a® + 2.
Po podzieleniu stronami przez 2a? i redukcji wyrazéw podobnych otrzymujemy
a“+a"%>2 420"t -2
Podstawmy a = z2 > 1. Otrzymujemy kolejno
22 4272 —2> 2022 4272 -2)
(@€ —27C)2 > 2z — 2712

¢ — 279 > V2 -z

C C
V2

- —x

Vv

x—x!

7 twierdzenia Lagrange’a o wartoéci $redniej zastosowanego do funkcji  — ¢

wynika, ze dla kazdego x > 1 istnieje taka liczba y,, ze £ > y, > =~ ! oraz
C (e}
= OyS~1. Wobec tego

T —x
z—z—1

CaC >yl > V2
dla kazdego = > 1. Wobec tego
C = lim Cz 1> V2

r—1t

Wykazemy teraz, ze dla C' = v/2 nieréwnoéé z zadania zachodzi dla dowol-
nych a,b,c > 0.
Udowodnimy najpierw, ze dla ¢ > 0 zachodzi nier6wnosé

V24t V2ot 4ot -2, (*)

Bez straty ogdlnoéci mozemy zalozyé¢, ze t > 1, przypadek ¢t < 1 otrzymamy
poprzez podstawienie ¢ := t~!. Podobnie jak wyzej podstawiamy ¢t = 22 > 1 i
przeksztalcamy nieréwnos$é do réwnowaznej postaci

xﬁ — xf‘/i > \@:17 — \f2:z:71.
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Rozwazmy funkcje g(z) = V2o V2 \ o422, Jej pochodna wyraza
sie wzorem ¢/(z) = V2(zV2! = 1)(1 — V2. Zatem ¢/(z) > 0 dla z > 1.
Wiynika stad, ze g(z) > g(1) = 0 dla = > 1. To koficzy dowdd nieréwnosci (ED

Polézmy t = 7,t = %,t =Zw (E[) i dodajmy stronami otrzymane nierdw-

noéci. Otrzymujemy
Z a\v2 Z a

sym sym

Po pomnozeniu przez a2b?c? obu stron powyzszej nieréwnoéci otrzymujemy

Z a*tV2p2 V2 > Z(2a3b20 —a?b*c?).
sym sym

Wystarczy wiec udowodnié, ze

Z(a‘lb2 +2a%b%c — a?b?c?) > Z(a4bc + a3b?).

sym sym

Nieréwnosé ta jest prawdziwa, gdyz

Z(a4b2 + 2a%b%c — a®b?c? — atbe — a®b) = (a — b)*(b — ¢)*(c — a)* > 0.

sym

4. Dany jest czworokat ABCD opisany na okregu. Punkt P jest punk-
tem przeciecia przekatnych AC i BD. Wykazaé, ze $rodki okregéw wpisanych
w trojkaty PAB, PBC, PCD, PDA leza na jednym okregu.

Rozwiazanie:

Jezeli czworokat ABCD jest deltoidem, to teza jest oczywista ze wzgledu
na symetrig rysunku. W dalszej czgsci rozwiazania zakladamy, ze czworokat
ABCD nie jest deltoidem.

Wykorzystamy nastepujacy lemat, bedacy zadaniem 6 z Obozu Naukowego
Olimpiady Matematycznej w 2006 roku. Dowdd lematu mozna znalezé w bro-
szurze z tamtego obozu; jest ona dostepna na stronie internetowej Olimpiady.

Lemat. Okrqg wpisany w trojket ABC jest styczny do boku BC w punkcie D.
Punkt P lezy na odcinku BC'. Punkty I i Iy sq Srodkami okregéw wpisanych
odpowiednio w tréjkgty APB i APC. Wéwczas punkty P, D, I, Iz leZg na
jednym okregu.

Niech I, I, Is, Iy, X, Y, Z, T beda $rodkami okregéw wpisanych od-
powiednio w trojkaty PAB, PBC, PCD, PDA, ABD, ABC, BCD, CDA.
Oznaczmy przez O $rodek okregu wpisanego w czworokat ABCD.
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Poniewaz proste I1 X, IoZ, OY przecinaja sie¢ w punkcie B, wiec trojka-
ty 1Y Is oraz XOZ maja $rodek perspektywiczny. Z twierdzenia Desarguesa
wynika, ze maja tez o§ perspektywiczna. To oznacza, ze punkty przeciecia par
prostych (1Y, OX), (I.Y, OZ), (I11s, ZX) leza na jednej prostej. Wobec tego
proste I115, XZ i AC przecinaja sie¢ w jednym punkcie. Analogicznie dowodzi-
my, ze proste I3ly, AC i XZ sa wspoOlpekowe. Ostatecznie, proste 115, 1314
przecinaja sie w punkcie ) lezacym na prostej AC.

Niech L i L' beda rzutami prostokatnymi odpowiednio punktéw Y i T na
prosta AC. Zauwazmy, ze

:AC’+BC—AB oraz CL — AC—i—CD—AD'

CL 3 5

Poniewaz czworokat ABC D jest opisany na okregu, wiec AB+CD = AD+BC.
W $wietle powyzszych réwnosci oznacza to, ze CL = CL', zatem punkty L, L'
pokrywaja sie. Z lematu wynika, ze punkty Iy, I, P, L leza na jednym okregu.
Analogicznie punkty I3, Iy, P, L leza na okregu. Z twierdzenia o potedze punktu
otrzymujemy

QL - QI =QP - QL = QI3 -Qly,

co oznacza, ze punkty Iy, I, I3, I takze leza na jednym okregu.
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Pierwszy Mecz Matematyczny

1. Dana jest liczba calkowita dodatnia k oraz cyfry aq,as,...,ax. Udowod-
nié, ze istnieje taka naturalna liczba n, ze ostatnie 2k cyfr liczby 2™ to (w tej
wlasnie kolejnosci) aq,aq,. .., ax, b1, b, ..., by dla pewnych cyfr by, b, ..., bg.

Rozwigzanie:

Oznaczmy przez a liczbe, ktérej cyfry w zapisie dziesietnym to a1, as, ..., ax
w tej kolejnoéci. Niech x bedzie reszta z dzielenia liczby 10F - a przez 22*.
Poniewaz 5 { 22% | wiec ktéras z liczb 228 — z, 2-22% — x nie jest podzielna przez
5 — oznaczmy te liczbe przez y. Zauwazmy, ze

10F > 8F =2k . 92k > 9. 92k >

Niech z = 10* - a +y. Z powyzszej nieréwnoéci wynika, ze ostatnimi 2k cyframi
liczby zsa ay,as, ..., ak, b1, ba,. .., by dla pewnych cyfr by, ba, . .., by. Zauwazmy
tez, ze liczba y zostata dobrana tak, ze 22 | 2. Poniewaz 2 jest generatorem
modulo 5%%, wiec dla pewnego n > 2k zachodzi 2" = z (mod 5%). To, wraz z
oczywistym przystawaniem 2" = 0 = z (mod 22¥) daje 2" = z (mod 10%*) na
mocy chinskiego twierdzenia o resztach. Stad wynika, ze ostatnie 2k cyfr liczby
2™ jest takich samych jak ostatnie 2k cyfr liczby z, co konczy dowdd.

2. Rozstrzygnadé, czy istnieja rézne liczby catkowite dodatnie a,b takie, ze
dla kazdej liczby calkowitej dodatniej n liczba 2 - n — 1 jest liczba pierwsza
wtedy i tylko wtedy, gdy liczba 2° - n — 1 jest pierwsza. Rozwiazanie:

Przypusémy, ze liczby a, b o zadanych wlasnosSciach istnieja.

Lemat. Istnieje liczba pierwsza, ktéra dzieli dokladnie jedna z liczb 2¢ —
1,20 —1.

Dowdéd lematu: Dla dowolnej liczby catkowitej dodatniej n niech P(n) ozna-
cza zbiér liczb pierwszych dzielacych n. Przypusémy nie wprost, ze P :=
P(2* — 1) = P(2° — 1). Poniewaz NWD(2% — 1,20 — 1) = 2NWD(a:b) _ 1 iec
réwniez P(2¢ — 1) = P, przy czym d = NWD(a, b). Poniewaz a # b, to mozemy
bez straty ogdlnosci zalozy¢, ze d # b. Stad istnieje dzielnik pierwszy g liczby
b Poniewaz 2% — 1 | 2% — 1 oraz 2% — 1 | 2b — 1, wiec P = P(2? — 1) C
P(2% — 1) C P(2° — 1) = P, a zatem P(29 — 1) = P.

Z drugiej strony, korzystajac z Lifting The Exponent Lemma otrzymujemy
dla kazdego p € P

vp((29)7 = 1) = 5,(27 = 1) + ().

Gdyby ¢ ¢ P, to dla kazdego p € P mielibysSmy v,(q) = 0, co prowadzi do
vp(297 — 1) = v,(2¢ — 1) i w konsekwencji 2% — 1 = 2¢ — 1, gdyz P(24 —
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1) = P(2% — 1). Wobec tego q € P. Zatem v,(2% — 1) = v,(2¢ — 1) + 1 oraz
vp(297 —1) = v, (27—~ 1) dlap € P\ {g}. Stad 2% — 1 = ¢(2¢ — 1). Otrzymujemy
sprzeczno$é, gdyz lewa strona tej rownosci jest w oczywisty sposéb wigksza od
prawej. Konczy to dowod lematu.

PrzejdZzmy do rozwiazania zadania. Z lematu wynika, ze istnieje liczba
pierwsza p, ktéra dzieli doktadnie jedng z liczb 2% — 1,2 — 1. Bez straty ogdl-
noéci przyjmijmy, ze p | 2° — 1. Z zalozen zadania wynika, ze jesli dla pewnego
n liczba 2°(pn + 1) — 1 jest zlozona, to zlozona jest liczba 2%(pn + 1) — 1. Jed-
nak 2°(pn +1) — 1 = p(2n + %) jest liczba zlozong dla kazdego n, zatem
liczba 2%(pn+ 1) — 1 = (2%)n + 2% — 1 tez musialaby by¢ zlozona dla kazdego
n. Jednakze NWD(2%, 2% — 1) = 1, wiec z twierdzenia Dirichleta wynika, ze
istnieje n, dla ktérego 2%(pn + 1) — 1 jest liczba pierwsza, sprzecznosé.

Odpowiedz: Takie liczby nie istnieja.

3. Rozstrzygnaé, czy istnieje wielomian P o wspélczynnikach catkowitych,
ktory nie posiada pierwiastkéw wymiernych, a dla dowolnej liczby catkowitej
dodatniej n istnieje taka liczba calkowita m, ze n | P(m).

Rozwiazanie:

Odpowiedz: Istnieje.

Wykazemy, ze wielomian P(x) = (22 +3) (2% — 13) (2% + 39) spetnia warunki
zadania. Oczywidcie wielomian P nie ma pierwiastkéw wymiernych. Zauwazmy,
ze wystarczy udowodnié¢, ze dla dowolnej liczby n bedacej potega liczby pierw-
szej istnieje takie m, ze n | P(m). W istocie, jesli n; | P(m;) dlai=1,2,... k,
przy czym liczby nq,...,nj; sa potegami parami roéznych liczb pierwszych,
to korzystajac z chinskiego twierdzenia o resztach znajdziemy taka liczbe m,
ze m = m; (mod n;) dla wszystkich i < k. Woéwczas P(m) = P(m;) = 0
(mod n;), skad Hle n; | P(m).

Lemat. Niech f bedzie wielomianem o wspolczynnikach catkowitych, a p
liczba pierwsza. Wowczas jesli p* | f(a) oraz pt f/(a) dla pewnej liczby calko-
witej a i k > 1, to istnieje taka liczba catkowita b, ze p**1 | f(b) i pt f/(b).

Dowdéd lematu. Zapiszmy f(x) = cpz™ + ...+ c1x + ¢o. Zauwazmy, ze (a +
xp*) = a’ +ia" txp* (mod p*t1) i w konsekwencji

n

f(a+azp") Z ci(atap®) Za +ia"~ = f(a)+zf'(a)p® (mod p*tl).
=0

Jesli zatem obierzemy x tak, aby zf'(a) = —f;g) (mod p), to z powyzszego

przystawania otrzymamy, ze p*t! dzieli f(a + xp*). Poniewaz ap® | f'(a +
xp*) — f'(a), wiec liczba f'(a + zp”) nie moze byé podzielna przez p. Liczba
b= a + xp* spelia teze lematu.

PrzejdZzmy do rozwigzania zadania. Aby pokazaé, ze kazda potega liczby
pierwszej dzieli pewng warto$¢ wielomianu P, rozwazymy kilka przypadkow.
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Indukcyjnie skonstruujemy taki cigg liczb nieparzystych (z,,), ze 2" | £2 +39
dla kazdego n. Kladziemy z; = x5 = x3 = 1. Zalézmy teraz, ze 22 + 39 = 2"k,
gdzie n > 31k jest liczba calkowita. Jesli 2 | k, to wystarczy przyjaé ¢p41 = Zn.
Jedli 24 k, definiujemy z,11 = 2"~ ! + 2,,; wtedy

2" v r,)?+39=2"""2 42"z, + 22 +39=2"(x, + k) =0 (mod 2"").

Rozwazmy teraz liczby postaci 3™ 1 13™. W tym przypadku wystarczy induk-
cyjnie stosowaé lemat do wielomianéw 2 —13 i 2% + 3, zaczynajac odpowiednio
oda=1ia=6.

Dla liczb pierwszych p réznych od 2, 3 i 13 zauwazmy, ze ktéras z liczb —39,
13, —3 musi by¢ reszta kwadratowa modulo p; gdyby wszystkie byly niereszta-
mi, ich iloczyn réwny 392 réwniez bylby niereszta, co jest oczywista nieprawda.
Zatem dla pewnego ¢ € {—39,13, -3} istnieje takie a, ze p | a®> — ¢ oraz p { 2a.
Ponownie korzystajac z lematu dla wielomianu 2% — ¢ otrzymujemy ciag ()
liczb speniajacych warunek p" | 2 — ¢, co koficzy rozwiazanie zadania.

4. Stowem nazwiemy dowolny skonczony ciag zer i jedynek. Konkatena-
cja stow wy = (c1,...,¢,) 1 we = (dy,...,d,,) nazwiemy slowo w; - we =
(c1y--vyCnydiy ..., dpy). Zbidr stéw S nazwiemy dokladnym, gdy dla dowolnego
stowa w (niekoniecznie nalezacego do S) istnieje co najwyzej jeden ciag stéw
S1,---, 8k z S spelniajacy réwnosé s; -. . .- s = w. Udowodnié, ze dla dowolnego
skonczonego i doktadnego zbioru S zachodzi nieréwnoscé

> okl
sES

gdzie |s| oznacza dlugosé stowa s.

Rozwigzanie:
Niech m = min{|s|: s € S} oraz M = max{|s|: s € S}. Oznaczamy K =
Y oses 2-1sI. Wtedy dla dowolnej dodatniej liczby catkowitej n zachodzi:

n-M N,
n _ —(s1l+ls2[+...+[snl) — nyt
S S ACACE )
51,82,..,8n ES i=n-m
gdzie N,,; to liczba takich n-elementowych ciagdw (s1,s2,...,8,) € S™, ze
i = |s1| + |s2| + ... + |sn|- Poniewaz kazdemu stowu odpowiada co najwyzej

Nn,i
21

jeden taki ciag, wiec N, ; < 2. Stad < 1. Wobec tego

n-M
Nni
K" = Z 21‘) <n(M—-m)+ 1.

i=n-m
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Jedli K > 1, to dla dostatecznie duzych n powyzsza nieréwnos¢ nie jest praw-
dziwa. Zatem K < 1, co konczy dowdd.

5. Niech T, T5, ..., T), beda takimi trzyelementowymi podzbiorami zbioru
n-elementowego X, ze dla réznych i, j zbiory T; i T; maja co najwyzej jeden
element wspolny. Dowieéé, ze istnieje podzbior S zbioru X, zawierajacy co
najmniej |v/2n| elementéw i niezawierajacy zadnego ze zbioréw Tj.

Rozwiazanie:

Niech S bedzie dowolnym sposréd podzbioréw zbioru X, ktore nie zawieraja
zadnego ze zbiorow T; oraz maja najwieksza mozliwa liczbe elementéw. Niech
s bedzie liczba elementéw zbioru S. Nalezy wykazaé, ze s > |v/2n]. Rozwazmy
dowolny element x € X, ktéry nie nalezy do S. Zbiér S U {z}, jako wiekszy
od S, musi zawieraé¢ ktorys ze zbioréw T;. Niech i(z) bedzie najmniejszym ta-
kim indeksem, ze Tj,) C S U {z}. Oznaczmy tez S, = Tj,) N S. Poniewaz
v € Ty(z), to zbidr S, sktada si¢ z dwoch pozostalych elementéw zbioru Tj(,).
Poniewaz dla ¢ # j zbiér T; N T; ma co najwyzej jeden element, wigc rézne ele-
menty x,y € X \ S wyznaczaja rézne zbiory Sy, S,. Zatem przyporzadkowanie
x — S, jest réznowartoéciowa funkcja ze zbioru X \ S do zbioru wszystkich
dwuelementowych podzbioréw zbioru S. Stad

n—s< <;) = n<s?+s.

W takim razie v2n < Vs2 4+ s < s+ 1, czyli [vV2n] <s.

6. W grupie n os6b niektore pary laczy nieprzyjemna wspolna przesztosc.
Wiemy jednak, ze dla pewnej liczby a > 1, wéréd dowolnych (a + 1) z nich
znajdziemy takie dwie, ktoérych nie laczy nieprzyjemna wspdlna przeszlosé.
Wykazaé, ze mozna posadzi¢ te osoby przy a okraglych stolikach w taki sposéb,
aby zadna para, ktora laczy nieprzyjemna wspolna przesztosé nie siedziala obok
siebie.

Uwaga: niektore stoliki mogq pozostac puste.

Rozwiazanie:

Osoby u,v nazwiemy sgsiadami jesli nie laczy ich nieprzyjemna wspdlna
przeszto$é. Podzbiér oséb, ktére mozna usadzi¢ przy jednym stoliku zgodnie z
warunkiem z tresci zadania, bedziemy nazywac blokiem. Dowiedziemy nastepu-
jacego stwierdzenia (#): W dowolnym niepustym zbiorze oséb A da sie zawsze
znalezé taki niepusty blok C' C A oraz osobe u € C, Ze u nie jest sasiadem
zadnej osoby z A\ C.

Zanim dowiedziemy stwierdzenia (#), wykazemy teze zadania przy jego
pomocy. Niech V' bedzie zbiorem wszystkich n oséb. Stosujac (#) dla V' znaj-
dujemy blok C; oraz osobe u; € Ci, ktéra nie jest sasiadem zadnej osoby
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z V' \ Cy. Nastepnie, o ile V' \ C; jest niepusty, stosujemy (#) do V \ C;
uzyskujac blok Co C V' \ C; oraz osobe us € Cy niebedaca sasiadem niko-
go ze zbioru V' \ (C1 UC3). Podobnie konstruujemy bloki C3, Cy, ... oraz osoby
U3, Ug, . .., przy czym C; oraz u; otrzymujemy poprzez zastosowanie (#) do
zbioru V' \ (Cy U...U C;_1). Konstrukcje przerywamy po uzyskaniu takiego
bloku Cy, ze V. = C,UCyU...UC). Zauwazmy, ze zgodnie z konstrukcja osoby
Uy, Ug, . . ., U parami nie sasiaduja, stad k < a. Jednoczesénie kazdy blok C; dla
1 =1,2,...,k mozna usadzi¢ przy jednym stoliku.

Pozostaje nam wykazaé stwierdzenie (#). Skonstruujemy ciag oséb vy, ve, . . .
w nastepujacy sposéb. Wpierw dobierzmy jako v; dowolng osobe z A. Na-
stepnie, skonstruowawszy w1, vs,...,v; dobieramy v;y1 jako dowolne osobe z
AN\ {v1,ve,...,v;}, ktéra sasiaduje z v;. Jesli taka osoba nie istnieje, to kon-
czymy konstrukcje ktadac p = 4. Skoro zbiér A jest skonczony, to powyzsza
konstrukcja zakonczy sie. Niech ¢ € {1,2,...,p — 1} bedzie najmniejszym ta-
kim indeksem, ze v, i v, sa sasiadami. Jedli takiego indeksu nie ma, to kla-
dziemy ¢ = p. Zdefiniujmy C = {vq,vg41,...,0p} Oraz u = v,. Z konstrukeji
wynika wprost, ze C jest blokiem. Jednocze$nie u nie ma ani sasiada wsrod
{v1,...,v9-1} z minimalnoéci ¢, ani sasiada wsréd A\ {vi,va,...,vp} z wa-
runku zakonczenia konstrukcji. Oznacza to, ze u nie ma sasiada wsréd oséb z
A\ C, co koniczy dowdd stwierdzenia (#) i catego zadania.

7. Wyznaczyé wszystkie funkcje f: [0,1] — [0, 1] spelniajace nastepujaca
wlasno$é: dla dowolnego = € [0, 1] zachodzi 2z— f(x) € [0,1] i f(2z—f(x)) = =.

Rozwiazanie:

Udowodnimy, ze jedyna funkcja spelniajaca warunki zadania jest f(x) = x.

Ustalmy dowolng liczbe = € [0, 1]. Niech {z,}n>0 C [0,1] bedzie ciaggiem
liczb zdefiniowanym nastepujaco: x¢ = z oraz x,+1 = 2x, — f(x,). Wowczas

Tng1 — f(@ny1) =200 — f(2n) — f(22, — f(2n)) =
=z — f(2n) =... =21 — f(z1) =20 — f(20) =2 — f(2).

Zatem
Tn4+1 — Tn :2xn7f(xn) — Tn :xnff(xn) :I*f(x)

Ciag {zn}n>0 jest wigc arytmetyczny, a jego réznica jest x — f(z). Gdyby
z — f(z) # 0, to ciag {Tn}n>0 bylby nieograniczony — jest to niemozliwe,
bo przyjmuje on wartoéci z przedziatu [0, 1]. Wobec tego f(z) = z. Latwo
sprawdzi¢, ze funkcja ta spelnia warunki zadania.

8. Udowodnié, ze dla kazdego wielomianu P(x) o wspdélezynnikach catko-
witych istnieje wielomian Q(z) podzielny przez P(z) o nastepujacej wlasnosci:
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wszystkie niezerowe wspélezynniki Q(x) stoja przy potegach = bedacych licz-
bami pierwszymi.

Rozwigzanie:

Niech R[x] oznacza zbiér wszystkich wielomianéw o wspdlczynnikach rze-
czywistych. Dla dowolnego wielomianu W € R[z] oznaczmy przez Wp reszte
z dzielenia W przez P. Zbiér P = {Wp: W € R[z|} wyposazony w dodawa-
nie modulo P (czyli dzialanie + okre$lone wzorem Wp + Vp = (W + V)p)
oraz mnozenie przez liczby rzeczywiste (tj. dzialanie t - Wp = (t - W)p) jest
przestrzenia liniowa nad cialem liczb rzeczywistych. Wymiar przestrzeni P jest
skonczony i wynosi deg P.

Niech p1 < p2 < ... < p, beda liczbami pierwszymi, przy czym n > deg P.
Rozwazmy wielomiany W;(z) = «Pi. Zbiér {(W;)p: i = 1,2,...,n} ma wiecej
elementéw niz wymiar P, wiec jest liniowo zalezny. To oznacza, ze dla pewnych
liczb rzeczywistych aq, ..., a,, nie wszystkich réwnych 0, zachodzi réwnosé

ar-Wi)p+az-(Wa)p+...4+an - (Wy)p =0p,
a to znaczy dokladnie tyle, ze wielomian
ayWi(x) + aeWa(z) + ... + ap, Wy, (z) = a12P* + agaP? + ... + apaP

dzieli sie przez P. Wielomian ten czyni zados¢ tezie.

9. Punkt [ jest érodkiem okregu wpisanego w trojkat ABC, a I, — $rod-
kiem okregu dopisanego, stycznego do boku BC. Punkt I’ jest punktem syme-
trycznym do I wzgledem boku BC. Punkt O jest srodkiem okregu opisanego
na tréjkacie ABC. Punkt I’y lezy na pélprostej OI4 oraz spelnia warunek
OA? = Ol - OI'y. Wykazaé, ze

IBAI' = SCAT,.

Rozwiazanie:

Oznaczmy okrag opisany na trojkacie ABC przez 7. Niech w bedzie okre-
giem o Srednicy ;I 4. Okredlmy przeksztalcenie ¢ jako inwersje wzgledem okre-
gu o $rodku w punkcie A i promieniu vV AB - AC zlozona z symetrig wzgledem
prostej AI. Wéwczas ¢(B) = C i ¢(C) = B, czyli obrazem okregu 7 przy ¢
jest prosta BC.

Mamy AAILC ~ AAIB, gdyz $14AC = ¥BAI oraz ACI4 = SAIB.
Wobec tego % = % czyli AI - Alp = AB - AC. Wynika stad, ze ¢(I) = I
1 ¢(1a) = 1.

Oznaczmy przez ¢ i w' obrazy odpowiednio prostej OI, oraz okregu w
wzgledem ¢. Prosta OI4 przechodzi przez srodek okregu 7, czyli jest do niego
prostopadta. Punkt I4 przechodzi na punkt I’y w inwersji wzgledem okregu
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T wiec okrag w jest w tym przeksztalceniu staly. Oznacza to, ze okrag w jest
prostopadty do 7. Przeksztalcenie ¢ zachowuje katy pomiedzy krzywymi, czyli
okregi ¢/ oraz w’ sa prostopadle do prostej BC. Wnioskujemy stad, ze prosta
BC jest ich osia symetrii. Okrag w przecina prosta OI4 w punktach I4, Iy,
zatem okregi w’ i ¢ przecinaja si¢ w punktach ¢(I4) = I oraz ¢(I/;). Poniewaz
okregi w’ 1 ¢’ sa symetryczne wzgledem prostej BC, wiec ¢(I'y) = I'. Z definicji
przeksztalcenia ¢ wnioskujemy, ze ¥ BAI' = SC AT, co koficzy dowdd.

10. W tréjkacie ABC punkty X, Y, Z sa punktami stycznosci okregow
dopisanych odpowiednio z bokami BC, CA i AB. Udowodnié, ze z odcinkéw
AX, BY, CZ mozna zbudowaé tréjkat.

Rozwigzanie:

Najpierw rozwazymy przypadek, kiedy trojkat ABC' jest ostrokatny. Niech
proste przechodzace przez wierzchotki tréjkata ABC i réwnolegle do przeciwle-
glych bokéw ograniczaja tréjkat PP Po, przy czym punkty Pa, Pg i Po leza
naprzeciwko odpowiednio punktéw A, B i C. Ponadto niech okrag wpisany w
tréjkat ABC jest styczny do bokéw BC, CA i AB w punktach odpowiednio
D, E i F. Na mocy znanego faktu zachodza réwnosci BD = XC, CE = AY
oraz AF = BZ.

Proste zawierajace boki tréjkata ABC rozcinaja tréjkat P4 PpPo na cztery
przystajace tréjkaty. Poniewaz

IPAB + SCAPg = SCBA + YACB = m — $BAC > g > ¥BAC,

wiec istnieje czworoscian ABC P, ktérego siatka jest powyzsza konfiguracja, a
wierzcholek P powstaje poprzez ,sklejenie” wierzchotkow Py, Pp i Po. Wow-
czas AX = PD, BY = PE i CZ = PF. Zauwazmy, ze PD > 2r > EF, gdzie
r jest promieniem okregu wpisanego w trojkat ABC. Stad i z nieréwnosci troj-
kata otrzymujemy

AX+BY =PD+ PE>FEF+PE>PF=CZ.

Analogicznie uzyskujemy nieréwnosci AX + CZ > BY oraz BY + CZ > AX.
Wobec tego z odcinkéw AX, BY i C'Z mozna zbudowaé trojkat.

Do rozwazenia pozostaje przypadek, w ktérym trdjkat ABC' nie jest ostro-
katny. Bez straty ogdlnoéci zalézmy, ze SBAC > 3 > JCBA > JACB.
Poniewaz BZ = CY oraz SCBA > $ACB, wicc

CZ? = BZ? + BC? —2BZ - BC - cos $CBA
> CY?+ BC? —2CY - BC - cos $ACB = BY?,

czyli CZ > BY. Analogicznie wykazujemy, ze CZ > AX. Zatem wystarczy
sprawdzié¢, ze AX + BY > CZ.
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Niech T' bedzie punktem wspdélnym odcinkéw AX i BY. Stosujac nierdw-
noé¢ tréjkata, znane réwnosci AY = BX = W oraz fakt, ze naprze-
ciwko wiekszego kata tréjkata lezy dtuzszy bok, otrzymujemy

AX+BY =AT+TX+BT+7TY =(AT+TY)+ (BT +TX)
> AY + BX = AC+ BC — AB > BC > CZ.

11. Sfera wpisana w czworo$cian ABC'D jest styczna do écian BCD, CDA,
DAB, ABC odpowiednio w punktach K, L, M i N. Plaszczyzna m4 jest
réwnolegla do ptaszczyzny LM N oraz znajduje sie w tej samej odleglosci
od punktu A, co od plaszczyzny LM N. Analogicznie definiujemy plaszczy-
zny mg, 7o, Tp. Wykazaé, ze Srodek sfery opisanej na czworoScianie ABC D
pokrywa sie z $rodkiem sfery opisanej na czworoscianie wyznaczonym przez
plaszczyzny w4, g, 7o i Tp.

Rozwigzanie:

Plaszczyzna w4 jest plaszczyzng potegowa sfery wpisanej w czworoscian
ABCD i punktu A (zdegenerowanej sfery o srodku A i promieniu 0). Analo-
gicznie stwierdzamy, ze plaszczyzna mp jest plaszczyzna potegowa sfery wpi-
sanej w czworoscian ABCD i punktu B, a plaszczyzna m¢ jest plaszczyznag
potegowa, tej sfery i punktu C. W takim razie punkt N’ przeciecia plaszczyzn
mA, T 1 T ma jednakows potege wzgledem punktéw A, B, C. Innymi slowy
N'A = N'B = N'C, skad wniosek, ze punkt N’ lezy na prostej przechodzacej
przez $rodek okregu opisanego na tréjkacie ABC' i prostopadlej do ptaszczyzny
ABC. Na tej prostej lezy oczywiscie takze $rodek O sfery opisanej na czworo-
$cianie ABCD, wiec ON’ 1. ABC. Jeéli przez K', L' i M’ oznaczymy pozostale
wierzcholki czworoscianu utworzonego przez plaszczyzny ma, 7p, 7o i 7p (le-
zace na przeciwko odpowiednio punktéw A, B, C), to w analogiczny sposéb
uzasadnimy, ze K'O L. BCD, L’O L CDAi M'O 1 DAB.

Niech I bedzie srodkiem sfery wpisanej w czworoscian ABCD (i opisanej
na czworo$cianie K LM N). 7 treéci zadania wynika, ze czworosciany K LM N
i K'L' M’'N' maja odpowiednie $ciany réwnolegle, a skoro nie sa przystajace
(pierwszy jest zawarty w drugim), to istnieje jednokladno$é przeksztalcajaca
pierwszy z tych czworo$ciandéw na drugi. Ta sama jednokladnoéé przeksztalca
proste IK, IL, IM, IN odpowiednio na proste OK’, OL', OM', ON’. W takim
razie obrazem punktu I jest punkt O, wiec O jest Srodkiem sfery opisanej na
czworoscianie K'L'M'N’, co koniczy rozwigzanie.
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Drugi Mecz Matematyczny

1. Wéréd 100 monet jest 70 falszywych i 30 prawdziwych. Wiadomo, ze
wszystkie prawdziwe monety waza tyle samo, zas wagi falszywych sa parami
rozne i wieksze od wagi prawdziwej monety. Ile co najmniej wazen nalezy wy-
konaé, aby znalez¢ co najmniej jedna prawdziwa monete?

Rozwigzanie:

Udowodnimy, ze potrzeba 70 wazen aby wykryé¢ przynajmniej jedna praw-
dziwa monete. Po pierwsze 70 wazen wystarczy. Wykonujemy 70 wazen kladac
na kazdej szali po jednej monecie, ktéra jeszcze nie zostala uznana za falszywa.
Jezeli w danym wazeniu monety maja réwne masy, to sa prawdziwe i znalez-
liSmy prawdziwg monete. W przeciwnym razie ciezsza z monet jest na pewno
falszywa. Po 70 wazeniach albo znajdziemy prawdziwa monete, albo odrzucimy
70 monet i pozostate monety beda prawdziwe.

Udowodnimy, ze 69 wazen nie wystarczy nawet jesli dodatkowo wiemy, ze
masy prawdziwych monet wynosza 2'°° zag masy falszywych monet to 2100 +2¢
dla ¢ = 1,2,...,70. Zauwazmy, ze przy tak dobranych masach wéréd dwéch
zbioréw monet o réznej licznodci, ciezszy jest ten, w ktorym jest wiecej monet.
Natomiast jezeli wazymy dwa réwnoliczne zbiory monet, to cigzszy jest ten,
ktory zawiera najciezszg monete. Zatdézmy, ze waga nie tylko wskazuje, ktora
szala jest ciezsza, ale rowniez ujawnia, ktéra moneta na szalach jest najciezsza
i ile wazy. Podamy teraz strategie dla wagi, ktéra gwarantuje, ze nie uda sie
wykry¢ monety w 69 wazeniach.

Jezeli na szalach znajduja sie tylko monety, ktorych masy nie zostaly jeszcze
ujawnione, to waga wybiera dowolna monete, nadaje jej najwicksza mase, ktéra
jeszcze nie zostala nadana i wskazuje ja. W przeciwnym przypadku jako ciezsza
szale wskazujemy te, na ktorej znajduje sie najciezsza z ujawnionych monet. Po
69 wazeniach ujawnimy masy co najwyzej 69 monet, a pozostale monety beda
nierozréznialne. Oznacza to, ze nawet przy tak podanych masach, dysponujac
lepsza waga nie uda si¢ wskazaé¢ prawdziwej monety w 69 wazeniach.

2. Dana jest liczba nieparzysta n. Kolorujemy wierzchotki n-kata foremne-
go trzema kolorami w taki sposob, ze istnieje nieparzyscie wiele wierzchotkéw
kazdego koloru. Wykazaé, ze sposréd wierzchotkéw tego n-kata mozna wybraé
takie trzy, ktore tworzg tréjkat réwnoramienny, a kazdy z nich jest innego ko-
loru.

Rozwiazanie:

Niech O bedzie Srodkiem n-kata foremnego. Dla k = 1, 2, 3 niech ay bedzie
liczba tréjkatow rownoramiennych, ktorych wierzchotki zawieraja dokladnie
k koloréw. Zalézmy na przekdr tezie, ze az = 0. Niech b, c,d beda liczbami
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wierzchotkéw odpowiednio kazdego z trzech koloréow. Teraz policzmy liczbe par
(T, E), gdzie T jest trojkatem réwnoramiennym, za$ E jego bokiem o koficach
réznych koloréw.

Poniewaz zalozylismy, ze a3 = 0, to kazdy tréjkat w takiej parze posiada
dwa boki o wierzchotkach réznych koloréw. Zatem liczba par (T, E) wynosi 2as.

7 drugiej strony, dla dowolnych dwoch wierzchotkéow A, B réznych koloréw
liczba tréjkatéw réwnoramiennych o boku AB wynosi 1 gdy <AOB = 120° lub
3 gdy SAOB # 120°. Wobec tego kazdy odcinek AB jest bokiem nieparzyste;
liczby tréjkatéw réwnoramiennych. Stad liczba naszych par (T, E) ma taka sa-
ma, parzystosé jak liczba krawedzi o wierzchotkach réznokolorowych. Ale takich
krawedzi jest be + cd + db = 1 (mod 2). Wezedniej udowodnili$émy jednak, ze
naszych par jest 2a2 = 0 (mod 2). Otrzymana sprzecznosé¢ dowodzi, ze ag # 0.

3. Podzbiér I wierzchotkow nieskierowanego grafu G jest niezalezny jesli
zadne dwa wierzchotki z I nie sasiaduja ze soba. Zbidr niezalezny I w grafie G
jest maksymalny jesli kazdy wierzcholek G spoza I ma sasiada w I. Wyznaczy¢
wszystkie dodatnie liczby rzeczywiste ¢ o nastepujacej wtasnosci: w kazdym
grafie o n wierzcholkach jest co najwyzej ¢" réznych maksymalnych zbioréw
niezaleznych.

Rozwiazanie:

Wykazemy, ze warunek z tresci zadania zachodzi dla liczby dodatniej ¢
wtedy i tylko wtedy gdy ¢ > 3/3.

Whpierw rozwazmy trojkat, czyli trzywierzchotkowy graf G w ktorym kazde
dwa wierzcholki sasiaduja. Taki graf ma 3 maksymalne zbiory niezalezne —
zbiory zawierajace tylko jeden wierzcholek — oraz 3 wierzchotki. Zatem jesli ¢
spelnia warunki zadania, to ¢ > 3, tj. ¢ > 31/5.

Zauwazmy tez, ze jesli graf G jest suma rozltaczna k tréjkatéw, to taki graf
ma dokladnie 3¥ = 3"/% maksymalnych zbioréw niezaleznych, gdzie n = 3k to
liczba wierzchotkow tego grafu. Stad istnieja dowolnie duze grafy swiadczace o
ograniczeniu dolnym 3'/3 na c.

Pozostaje wykazaé, ze kazdy graf nieskierowany G o n wierzcholkach (do-
puszczamy n = 0) ma co najwyzej ¢" maksymalnych zbioréw niezaleznych dla
¢ = 33, Dowiedziemy tego indukcyjnie ze wzgledu na n. Baza indukcji dla
n = 0 jest oczywista, a wiec przejdzmy do kroku indukcyjnego. Niech u bedzie
wierzchotkiem G o najmniejszym stopniu, powiedzmy d. Niech vy, vs,...,vg4
beda sasiadami v w G. Zauwazmy, ze kazdy maksymalny zbiér niezalezny w
G zawiera co najmniej jeden wierzcholek ze zbioru {u, vy, va,...,v4}; W prze-
ciwnym razie moglibySmy don dodaé¢ u zachowujac niezaleznosé. Podzielmy
rodzing Z wszystkich maksymalnych zbioréw niezaleznych w G na rozlaczne
podrodziny J,7Z1,Zs,...,2Zq w taki sposob, ze zbiory niezalezne z J zawieraja
u, zad zbiory niezalezne z Z; zawieraja v; dla wszystkich ¢ = 1,2,...,d. Roz-
wazmy dowolny zbiér niezalezny I € J. Wéwezas I\ {u} jest maksymalnym
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zbiorem niezaleznym w grafie powstalym z G po usunigciu wierzchotka u oraz
wszystkich jego sasiadéw, a wiec w grafie o n — (d 4 1) wierzchotkach. Stosujac
zalozenie indukcyjne do tego grafu uzyskujemy, ze |J| < ¢"~(@+1) Podobnie,
dla kazdego i = 1,2,...,d mamy, ze dla kazdego I € Z; zbiér I\ {v;} jest mak-
symalnym zbiorem niezaleznym w grafie powstalym z G po usunieciu v; oraz
wszystkich jego sasiadéw. Zauwazmy, ze v; ma co najmniej d sasiadéw w G,
gdyz u zostal dobrany jako wierzchotek o najmniejszym stopniu w G. A zatem
stosujac ponownie zalozenie indukcyjnie otrzymujemy, ze |Z;| < ¢4+ dla
wszystkich ¢+ =1,2,...,d.
Podsumowujac, otrzymaliSmy nastepujace oszacowanie:

| < |T|+ [To] + [Za] + ...+ [T < (d+1) - "D,

Zatem, aby wykazaé, ze |Z| < ¢, wystarczy dowieéé, ze k-c% < 1 dla wszyst-
kich dodatnich liczb catkowitych k. Jest to rownowazne nieréwnosci

3* > k% dla dodatnich liczb catkowitych . (8)

Przeprowadzimy dowdd indukeyjny. Bezposrednio sprawdzamy, ze nieréwnosé
ta zachodzi dla k = 1,2,3. PrzejdZzmy do kroku indukcyjnego. Zalézmy, ze
k > 3 oraz 3F > k®. Wéwczas

3L —3.3F > 383 = k3 + 283 > k3 + 6K
=k 432 +3k2 > 3 43k + 9k > k3 + 3K+ 3k + 1= (k+1)3,

co konczy dowdd indukcyjny nieréwnosci .

La/p]
4. Dana jest liczba pierwsza p. Udowodnié, ze liczba Z kP~1 jest podzielna
k=1
przez q tylko dla skonczenie wielu liczb pierwszych gq.
Rozwiazanie:
Jak wiadomo, dla dowolnej liczby catkowite] ¢ istnieje taki wielomian g(z)
o wspolczynnikach wymiernych, ze dla wszystkich dodatnich liczb catkowitych
k zachodzi réwnoéé g(k) = 1% + ... + k'. Stosujac ten fakt dla t = p — 1
wnioskujemy, ze istnieje taki wielomian f(z) = a,2" +a, 12" 4. .. +a1r+ag
o wspdlczynnikach catkowitych oraz taka liczba catkowita m, ze dla dowolnej
dodatniej liczby caltkowitej k zachodzi réwnosé

@ — 1p-1

m

+2Pl kP

Mozemy tez bez straty ogélnosci zalozyé, ze NWD(m, ag,aq,...,a,) = 1.
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Wyrazem wiodacym wyrazenia f(x + 1) — f(z) jest na,_12" 1. Z drugiej
strony, f(k + 1) — f(k) = mkP~! dla dodatnich liczb catkowitych k, a wigc
wielomian f(x+1)— f(z) musi byé¢ tozsamosciowo réwny maP 1. Stad wniosek,
Ze n = p Oraz na, = pa, = m.

Poniewaz p | m oraz NWD(m, ay,...,a9) = 1, wiec ktérys ze wspdlezynni-
kéw wielomianu f musi by¢é niepodzielny przez p. Zatem f nie jest wielomianem
zerowym w pierscieniu Z, [x].

Zalézmy nie wprost, ze istnieje nieskonczenie wiele liczb pierwszych ¢ o
wlasnosci opisanej w tresci zadania. Wtedy nieskoniczenie wiele z nich daje
taka sama niezerows reszte z dzielenia przez p. Niech reszta ta bedzie r. W
szczegoOlnosci istnieje nieskoniczenie wiele takich liczb catkowitych ¢, ze €p + r |
7).

Podzielmy f(z) z reszta przez pz + r. Otrzymujemy réwnosé

f@) = a+n) D 1 g

dla pewnego wielomianu P o wspoétczynnikach catkowitych, ktérych najwiekszy
wspélny dzielnik jest réwny 1, liczby catkowitej m’ oraz liczby wymiernej R.
Wéwezas dla nieskonczenie wielu £ mamy ¢ | m’ - R, skad R = 0. Wobec tego
wielomian px + r dzieli f(x) w pierscieniu Q[z].

Poniewaz wspdlczynniki P sa wzglednie pierwsze oraz NWD(p, r) = 1, wiec
z lematu Gaussa wynika, ze px +r | f(x) w pierécieniu Z[x]. Wynika stad, ze
p dzieli wspoélezynnik wiodacy wielomianu f.

Zatem stopien wielomianu f rozwazanego w pierscieniu Z,[x] jest mniejszy
niz p. Jednakze p | m oraz m | f(¢) dla kazdego [, zatem p | f(¢) dla kazdego £.
Zatem f przyjmuje stala warto$¢ 0 modulo p. Poniewaz wielomian f nie jest
zerowy, to ma co najmniej p pierwiastkéw. Ale jego stopien jest mniejszy niz
p. Sprzecznoscé.

5. Dana jest dodatnia liczba catkowita n oraz liczba pierwsza p, przy czym
n<p< %n. Udowodnié, ze
n 4
n
DANE
k=0

Rozwiazanie:
Udowodnimy najpierw, ze dla dowolnego i =1,2,...,p — 2

plO+ 15 4+2"+ .. 4+ (p— 1)
Niech g bedzie generatorem modulo p, tzn. taka liczba, ze

{0,179’927._.7gp72}5{071727__.717*1} (mOdp)'
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Wtedy

(p—1)i _ 1
S —— (mod p),
g —1
k=0 k=0 k=0

gdyz g?~! =1 (mod p) na mocy matego twierdzenia Fermata.
Niech p = n + m. Woéwczas

. g om(m+1)...(m+k—1)

n nn—1)...(n—k+1
<k>_ : )k!( b= ) !
= (—1)F (k+1)(k +(n21)_1)('m+k 1) (mod p).

i(Z) E((mll)g)z;é((k+1)(k+2)...(m+k_1)>4

1 p]

;WZ((k+1)(k+2)...(m+k—1))4 (mod p).
k=0

Wystarczy wiec udowodnié, ze

p—1
> ((k+1)(k+2)...(m+k—1))"=0 (mod p).
k=0

Zapiszmy

4(m—1)
Pz)=((z+)(z+2)...(x+m—1)" =ao + Z a; v

Mamy 4(m—1) =4p—4n—4 < p—1, gdyz 3p < 4n na mocy zalozen zadania.
Stosujac fakt udowodniony na poczatku otrzymujemy

p—1 p—1 m 1 p 1
ZP(k):Z ag + Z aki| =p-ag+ Z Zalk’
k=0 k=0 =
4(m—1) p—1
= Z (ai Z k’) =0 (mod p).
i=1 k=0

Konczy to dowdd tezy zadania.
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6. Wyznaczy¢ wszystkie funkeje f: (0,00) — (0, 00) spelniajace dla kazdego
x > 0 réwnosé

f(f (@) + f(x) = 6z.

Rozwiazanie:

Odpowied?: Jedyna funkcja spelniajaca warunki zadania jest f(x) = 2.

Ustalmy dowolna liczbe z > 0 i rozwazmy ciag dany wzorem rekurencyjnym
Tg = &, Tpy1 = f(x,). Clag ten jest dobrze okreslony, bowiem wartosci funkcji
f sa dodatnie. Mamy wéwczas x1 = f(z) oraz ©, = —x,—1 + 6x,_o dlan > 2.
Réwnaniem charakterystycznym tej rekurencji jest t> = —t + 6. Réwnanie to
ma pierwiastki 2 i —3, wiec wzér ogdlny na x,, jest postaci x, = a-2"+b-(—3)"
dla pewnych a,b. Dla n = 01in = 1 otrzymujemy kolejno x = o = a + b oraz
f(z) = 1 = 2a — 3b, skad obliczamy a = f(w);?’w ib= _f(ISHQw.

Zauwazmy, ze dla kazdego n

Ty 2\" ,
0<—=a-|= b-(=1)".
<3n a (3> +b-(-1)

W szczegdlnosci, ktadac n = 2m, dostajemy

2 2m
0<a-| = +b
(5)

i przechodzac do granicy z m — oo otrzymujemy 0 < b. Analogicznie, kladac
n = 2m + 1 i przechodzac do granicy otrzymujemy 0 < —b. Z powyzszych
dwdch nieréwnosci dostajemy b = 0, skad f(x) = 2z.

Bezpodrednie sprawdzenie pokazuje, ze funkcja f(x) = 2z spelnia réwnanie
z tredci zadania.

7. Wyznaczy¢ wszystkie takie wielomiany P o wspélczynnikach rzeczywi-
stych, ze dla pewnych wielomianéw F, G o wspélczynnikach rzeczywistych, row-
noéc

F(G(x)) = G(F(x)) = P(z)
jest spelniona dla kazdej liczby rzeczywistej z.

Rozwiazanie:
Udowodnimy, ze kazdy wielomian ma wlasnosé opisana w tresci zadania.

x
Dla kazdej liczby catkowitej nieujemnej n rozwazmy wielomian ( > =
n

z(z—1)...(x—n+1)
n!

dowiesé, ze kazdy wielomian mozna zapisa¢ jako kombinacje liniowa wielomia-

néw powyzszej postaci.

. Przez prosta indukcje po stopniu wielomianu mozna
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Zauwazmy, ze dla n > 1 zachodzi tozsamos$é
z+1 T\ x
n n) \n-1)

P(a:)—i—l:i:ai(f).

=0

Wobec tego, jesli

to przyjmujac G(z) = z + 1 oraz

o
-+
=
N
<
B
£.
D
g
<
S
El
=
@]
(2N
(e
=
Q
—~
8
|
2
!
—~
&
I
)
—~
&

8. Wykazaé, ze dla wszystkich dodatnich liczb rzeczywistych a, b, ¢ zachodzi
nier6wnosé
a b c S 3

+ + Z .
2(02+¢2) ct+ta a+b 2

Rozwiazanie:
Korzystajac z nieréwnosci Holdera otrzymujemy

2
a b c
2a(b? + 2 2 2
< 2(b2+02)+c+a+a+b> (206" + ) + e+ a)” + c(a+1)°)

> (a+b+c)’.

Wystarczy wiec dowiesé, ze
9
(a+b4c)> i (2a(b*> + ) + b(c+ a)* + c(a + b)?) .
Po pomnozeniu przez 4 i otworzeniu nawiaséw otrzymujemy

4(a® + % + ) +12(a®b + a®c + b%a + b*c + c*a + c*b) + 24abc
> 18(b%a + c?a) + 9(a®b + a*c + b%c + ¢?b) + 36abe

lub réwnowaznie

4(a® + 0% + ) 4 3(a®b + a*c + b*c + ¢*b) > 6(b%a + c*a) + 12abe.
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Z nieréwnoéci miedzy Srednimi arytmetyczna i geometryczna wynika, ze

363 + 3a%b > 6ab?,
3¢ + 3a%c > 6ac?,
3 3 3 2 2
4a° 4+ b° + ¢ + 3b°c + 3¢“b > 12abc.

Po zsumowaniu powyzszych trzech nieréwnosci dostajemy nieréwnosé, do ktérej
sprowadziliSmy teze zadania.

9. Okrag w wpisany w trojkat ABC jest styczny do boku BC w punkcie D.
Punkt F' lezy wewnatrz okregu w na prostej AD. Odcinki BF', C'F przecinaja
okrag w odpowiednio w punktach M, N. Udowodnié, ze proste AD, BN, CM
przecinajg sie w jednym punkcie.

Rozwiazanie:

Lemat: Niech ABC'D bedzie czworokatem harmonicznym wpisanym w okrag
I'. Niech F' bedzie dowolnym punktem na odcinku AC, zas P, Q) punktami prze-
ciecia prostych BF i DF z okregiem I'. Wtedy czworokat APCQ jest harmo-
niczny.

Dowdd: Niech S bedzie biegunem prostej AC' wzgledem okregu I'. Poniewaz
czworokat ABCD jest harmoniczny, wiec S € BD. Niech S’ bedzie punktem
przecigcia prostych BD i PQ (punkt ten moze lezeé na prostej w nieskoficzono-
§ci). Wtedy S’ lezy na biegunowej punktu F'. Ale punkt S tez lezy na biegunowej
punktu F, bo F lezy na biegunowej punktu S. Gdyby S # S’, to biegunowg F
bylaby prosta SS’, czyli prosta BD, ale to nie jest mozliwe, bo F lezy wewnatrz
okregu I', a prosta BD przecina ten okrag. Zatem S = S’, czyli PQ przechodzi
przez biegun prostej AC, czyli czworokat APCQ jes harmoniczny, co koniczy
dowdd lematu.

Niech P, @ beda punktami stycznosci okregu w odpowiednio z bokami AC,
AB. Poniewaz AD, BF,CF przecinaja sie w jednym punkcie, wiec z lematu
Steinbarta wynika, ze proste M P, NQ, DF réwniez przecinaja sie¢ w jednym
punkcie. Nazwijmy ten punkt S. Niech E bedzie drugim punktem przeciecia
okregu w z prosta AD. Wtedy czworokat EFPD( jest harmoniczny. Zatem na
mocy lematu czworokat EM DN jest harmoniczny. Niech K bedzie punktem
przeciecia prostej BC' ze styczna do w w punkcie E. Poniewaz EM DN jest
harmoniczny, wiec punkty M, N, K sa wspolliniowe. Podobnie punkty K, P, Q
sa wspoOlliniowe. To oznacza, ze (K, D; B,C) = —1. Stad i z faktu, ze K lezy
na prostej M N otrzymujemy, ze proste BN, CM, F'D przecinaja si¢ w jednym
punkcie.

Uwaga: W tym rozwiazaniu korzystamy z wielu faktéw, ktérych dowody
mozna znalez¢ w pracy Dominika Burka Dwustosunek i biegunowe.
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10. Niech w bedzie okregiem wpisanym w trojkat ABC. Prosta styczna
do w i réwnolegla do BC' (rézna od BC) przecina boki AB i AC' odpowiednio
w punktach S'iT. Niech w’ bedzie okregiem wpisanym w tréjkat AST. Dowiesé,
ze okrag przechodzacy przez punkty B, C i styczny do w jest styczny réwniez
do w'.

Rozwiazanie:

Bez straty ogdlnosci zaldézmy, ze AC' > AB. Oznaczmy przez a, b, ¢ dtugosci
odpowiednio odcinkéw BC, C' A, AB, a przez s potowe obwodu tréojkata ABC.
Niech w bedzie styczny do BC, CA, AB i ST w punktach odpowiednio D, E, F'
i X. Przez D', E', F' oznaczmy punkty stycznosci w’ z odpowiednio ST, AT i
AS. Na podstawie twierdzenia odwrotnego do twierdzenia Caseya dla okregdéw
w, w', B 1 C nalezy dowies¢, ze

BF -CE=a-D'X + BF -CE'. (9)

Ss—a

Jednoktadnosé o srodku w punkcie A i skali przeksztalca w na w’. Zatem

ap =50 g b
s s
—_ )2 _4\2
wiec CE' =b— M. Podobnie BF' = ¢ — M. Niech okrag dopisany
s s
do boku BC trojkata ABC bedzie styczny do BC' w punkcie Y. Wéwczas
D'X — S_Q.Dyzw.
s s

Ponadto BF = s —b i CE = s — c. Wstawiajac wyliczone odcinki do (@
dostajemy rownowazng postaé

<c(8_a)2) (sc)a-(b_c)(s_a)+(sb)~<b(s_a)2>.

S S s
S : - a+b+c .
Réwnosci tej dowodzimy poprzez podstawienie s = ————, wymnozenie

przez wszystkie mianowniki, otworzenie nawiaséw i redukcje wyrazéw podob-
nych.

11. W czworoscianie ABC'D przeciwleglte krawedzie sa réownej diugosci.
Wykazaé, ze dla dowolnych punktéw P i @ lezacych w przestrzeni zachodzi
nier6wnoéc

AP-AQ+ BP-BQ+CP-CQ > DP - DQ.
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Rozwiazanie:

Niech M i N bedg $rodkami odcinkéw AB i C'D. Poniewaz przeciwlegle kra-
wedzie czworoscianu sg rowne, to trojkaty ABC i ABD sa przystajace, a wiec
ich srodkowe CM i DM sa réwne. Tréjkat CDM jest wiec réwnoramienny,
zatem prosta M N jest prostopadta do krawedzi C'D. Analogicznie dowodzimy,
ze prosta M N jest prostopadta do krawedzi AB. Obrét o 180° woké! tej prostej
przeprowadza punkt A na B i na odwrét oraz punkt C' na D i na odwrét. Niech
Q' bedzie obrazem punktu @ przy tym obrocie. Wtedy AQ = BQ', BQ = AQ’,
CQ = DQ', DQ = CQ’ i teze zadania mozemy przepisaé w postaci

AP-BQ + BP-AQ +CP-DQ > DP-CQ'.

Z nier6éwnosci Ptolemeusza zastosowanej dla czwoérki punktéw A, P, B, Q'
otrzymujemy

AP-BQ +BP-AQ > AB-PQ =CD - PQ'.

Korzystajac zas z nier6wnosci Ptolemeusza zastosowanej dla czwérki punktéw
C, P, Q', D dostajemy

CD-PQ +CP-DQ > DP-CQ'.

FLaczac dwie powyzsze nieréwnosci otrzymujemy teze zadania.

Uwaga.

Czytelnik znajacy nieréwnosé¢ Ptolemeusza dla czterech punktéw X, Y, Z,
T lezacych na plaszczyznie moze tatwo udowodnié jej przestrzenna wersje ob-
racajac tréjkat Y ZT wokédlt prostej Y Z tak, aby wszystkie cztery punkty lezaty
na jednej plaszczyznie a nastepnie korzystajac z nieréwnosci trojkata.
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Regulamin Meczu Matematycznego

Ustalenia wstepne

. W Meczu biora udzial dwie druzyny. Kazda z druzyn wybiera ze swojego

grona Kapitana.

. W pierwszej fazie Meczu obie druzyny rozwiazuja 11 zadan dostarczonych

przez Jury i przygotowuja sie do zreferowania rozwigzan przy tablicy.
Drugg faza Meczu jest rozgrywka.

Rozgrywka

. Ekipy na przemian wywotuja druzyne przeciwng do zreferowania przy

tablicy rozwigzania jednego z niewybranych dotad zadan. Numer zada-
nia jest wybierany przez druzyne wywotujaca. Wywotywanie rozpoczyna
druzyna wylosowana tuz przed rozgrywka.

. Druzyna wywotana do rozwiazania zadania deklaruje, czy przyjmuje za-

danie. Dalszy przebieg rozgrywki zalezy od decyzji druzyny wywotanej.

Jesli druzyna wywolana przyjmuje zadanie...

5. Druzyna wywolana staje si¢ druzyna referujaca.

10.

. Zawodnika druzyny referujacej, ktéry przedstawia rozwiazanie przy ta-

blicy, wyznacza Kapitan druzyny przeciwnej.

. Zawodnik moze by¢ wyznaczony jedynie wtedy, gdy kazdy zawodnik z je-

go druzyny zakonczyl referowanie zadania nie mniej razy niz on. Nie
mozna wyznaczy¢ zawodnika po raz drugi do tego samego zadania. Jezeli
do referowania wyznaczono Kapitana, wskazuje on na czas pobytu pod
tablica swego zastepce.

. Osoba referujaca nie moze korzystac¢ z notatek, ani konsultowaé sie ze swo-

ja druzyna. Druzyna przeciwna nie moze przeszkadzaé¢ lub przerywaé re-
ferujacemu.

. Kapitan druzyny referujacej moze odwolywaé osoby referujace dowolna

liczbe razy. Takze osoba referujaca moze zrezygnowacé z referowania. Wow-
czas Kapitan druzyny przeciwnej wskazuje kolejna osobe druzyny referu-
jacej do kontynuowania rozwigzania przy tablicy na zasadach opisanych
w punktach 7 i 8. Druzyna zmieniajaca referujacego traci N punktéw
przy swojej N-tej zmianie w czasie Meczu.

FLaczny czas na zreferowanie rozwiazania przez druzyne referujaca wy-
nosi 10 minut. Po uplywie tego czasu Jury moze przerwaé referowanie,
poprosi¢ o streszczenie dalszej czesci rozwiazania lub pozwolié¢ na dalsze
referowanie, w zaleznosci od tego, czy rozwiazanie zdaniem Jury rokuje
nadzieje na poprawno$c¢ i zbliza sie do konca.
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11.

12.

13.

14.

15.

16.

17.

18.

Po oznajmieniu przez referujacego, ze referowanie rozwiazania zostalo
zakonczone, druzyna przeciwna moze zglosi¢ zastrzezenia co do popraw-
nosci lub kompletno$ci rozwigzania, a nastepnie referujacy odpowiada na
te zastrzezenia.

Jezeli podczas dyskusji druzyna wywolujaca zwrécila uwage na bledy lub
luki dyskwalifikujace rozwiazanie, ma ona prawo do zreferowania braku-
jacych czesci rozwiazania na zasadach okreslonych w punktach 6—-11.

Ostatecznie Jury ocenia zaprezentowane referaty oraz dyskusje i przyzna-
je obu druzynom nieujemne liczby punktéw o sumie nie przekraczajacej
10 punktéow. Druzyna, ktéra przedstawita poprawne rozwiazanie, otrzy-
muje co najmniej 7 punktéw. Jury ma prawo zada¢ pytania referujacemu
w celu ustalenia oceny.

Jesli druzyna wywotana nie przyjmuje zadania...
Druzyna wywolujaca staje sie druzyna referujaca i prezentuje rozwiazanie
zgodnie z zasadami okre$lonymi w punktach 6-11.

Ostatecznie Jury przyznaje druzynie referujacej od 7 do 10 punktow, je-
zeli zaprezentowane rozwiazanie jest poprawne, albo —10 (minus dziesied)
punktéw w przeciwnym przypadku. Jury moze réwniez przydzieli¢ dru-
zynie przeciwnej punkty za wskazanie luk lub btedéw w przedstawionym
rozwiazaniu. Jury ma prawo zadaé¢ pytania referujagcemu w celu ustalenia
oceny.

Ustalenia koncowe

Rozgrywka konczy sie po wywotaniu 8 zadan. W przypadku remisu wy-
woluje sie dodatkowo 2 zadania.

Przewodniczacy Jury moze naltozy¢ kare punktowa na druzyne za nie-
zgodne z niniejszym regulaminem zachowania jej zawodnikéw.

Interpretacja niniejszego regulaminu nalezy do przewodniczacego Jury.
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