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Wstep

Oboz Naukowy Olimpiady Matematycznej odbyl sie w dniach 3-17 czerwca 2018 w Mszanie Dolnej,
w Osrodku Sportowo-Rekreacyjnym ,Stoneczny”. Kadre obozu stanowili: Y.ukasz Bozyk, Tomasz Ciedla,
Agata Dubiak, Teodor Jerzak, Karol Kaszuba, Michal Kieza, Michal Krych, Mikotaj Leonarski, Marcin
Michorzewski, Michat Pilipczuk, Dominika Regiec i Mariusz Trela.

W dniach 4, 5, 6, 7, 8, 11, 12, 13 i 15 czerwca odbytly sie zawody indywidualne, 14 czerwca mialy
miejsce zawody druzynowe, a 9 i 16 czerwca rozegrane zostaly mecze matematyczne (regulamin meczu
znajduje sie na koricu tego zeszytu).

Podczas kazdego dnia zawodow indywidualnych uczestnicy mieli cztery i p6t godziny na rozwigzanie
czterech zadan. Zawody druzynowe polegaly na rozwiazywaniu przez kilkuosobowe druzyny osmiu zadan
i trwaly od rana do wieczora, a mecze matematyczne — od wieczora dnia poprzedniego do popotudnia.

W ramach zawodéw indywidualnych mozna bylto uzyska¢ 216 punktow. Trzy najlepsze wyniki to 143,
123 i 119 punktow. Punkty uzyskane za poszczegdlne zadania przedstawia tabela na nastepnej stronie.
W tym miejscu wypada nadmienié, ze nie wszyscy uczestnicy byli na calym obozie, co powoduje, ze sumy
liczb w poszczegdlnych wierszach moga sie r6znic.

W czasie obozu odbyla sie wycieczka: 10 czerwca na Cwilin.

Niniejszy zeszyt zawiera wszystkie zadania z Obozu wraz z rozwigzaniami. Zeszyty z poprzednich
Obozéw Naukowych znajduja sie na stronie internetowej Olimpiady Matematycznej: www.om.edu.pl.



7 adanie Liczba prac Liczba prac | Liczba prac | Liczba prac
na 6 punktéw | na 5 punktéw | na 2 punkty | na 0 punktow
1. 15 1 1 1
2. 15 0 0 3
3. 9 2 0 7
4. 0 1 1 16
5. 9 3 1 6
6. 9 2 2 6
7. 3 2 3 11
8. 2 0 0 17
9. 15 0 0 3
10. 6 0 1 11
11. 9 6 3 0
12. 0 0 1 17
13. 14 3 0 3
14. 8 2 0 10
15. 5 0 1 14
16. 1 1 0 18
17. 15 2 1 2
18. 8 1 2 9
19. 7 3 2 8
20. 0 0 0 20
21. 0 6 0 14
22. 12 0 1 7
23. 8 0 0 12
24. 1 0 0 19
25. 8 8 2 2
26. 14 0 0 6
27. 2 0 0 18
28. 10 7 0 3
29. 6 2 0 11
30. 3 0 1 15
31. 12 3 0 4
32. 4 2 3 10
33. 5 1 0 13
34. 1 0 1 17
35. 2 1 3 13
36. 9 0 0 10




Tresci zadan

Zawody indywidualne

1. Niech S(k) oznacza sume cyfr dodatniej liczby catkowitej k w zapisie dziesietnym. Dodatnig liczbe
catkowita n nazwiemy dostojng, jesli S(n) = S(n?). Wyznaczy¢ wszystkie mozliwe wartosci S(n) dla
liczby dostojnej n.

2. W trojkacie ostrokatnym ABC, w ktorym AB < AC, punkt D jest spodkiem wysokosci opusz-
czonej z wierzchotka A, a punkt M jest srodkiem boku BC'. Na boku AC wybrano taki punkt E, ze
SABE = ¥ BCA. Prosta prostopadta do boku AC przechodzaca przez D przecina prosta BE w punk-
cie K. Udowodni¢, ze DM = M K.

3. Dane sa parami rozne liczby catkowite aq, aso, ..., a,, gdzie n > 1. Wykazaé, ze wielomian
Px) = ((x —a)(x —ag) ... (x —a,))’ +1

nie jest iloczynem dwoch wielomianéw dodatnich stopni o wspotezynnikach catkowitych.

4. Dla danego nieskierowanego grafu GG podzbior jego krawedzi F' nazwiemy rozpinajgcym, jesli kazde
dwa wierzchotki grafu G mozna polaczy¢ Sciezka uzywajaca jedynie krawedzi z F'. Niech S(G) oznacza
liczbe réznych podzbioréow rozpinajacych w grafie G. Wykazaé, ze liczba S(G) jest nieparzysta wtedy
i tylko wtedy, gdy G jest spojny i dwudzielny, tzn. gdy kazde dwa wierzchotki G mozna potaczy¢ Sciezka
oraz wierzchotki G mozna podzieli¢ na dwa podzbiory A i B w taki sposéb, by kazda krawedz taczyta
wierzchotek nalezacy do A z wierzchotkiem nalezacym do B.

Uwaga: Przez graf rozumiemy graf prosty, to znaczy taki, w ktorym kazda krawedZ tgczy dwa rdzne
wierzchotki oraz zZadna para wierzchotkow nie jest potgczona wiecej niz jedng krawedzig.

5. Wierzchotki 2018-kata foremnego ponumerowano liczbami catkowitymi od 1 do 2018 tak, ze kazdej
z tych liczb uzyto doktadnie raz. Trojkat, ktorego wierzchotki sg wierzchotkami tego 2018-kata, nazwiemy
zorientowanym, jesli numery jego wierzchotkéw rosna zgodnie z kierunkiem ruchu wskazowek zegara.
Rozstrzygnaé, czy istnieje taka numeracja, dla ktorej liczba trojkatow zorientowanych wynosi 20182 + 1.

6. Wyznaczy¢ wszystkie dodatnie liczby rzeczywiste a, dla ktorych istnieje ciag dodatnich liczb
rzeczywistych zq, xo, x3,... 0 tej wlasnosci, ze

Tpio = \/QTpi1 — x, dla wszystkich n > 1.

7. W czworoscianie ABC'D punkt P jest spodkiem wysokosci opuszczonej z wierzchotka D. Punkty
A’, B, C' s rzutami prostokatnymi punktu P odpowiednio na proste AD, BD, CD. Plaszczyzny ABC
i A'B'C" przecinaja sie wzdtuz prostej £. Punkt O jest srodkiem okregu opisanego na trojkacie ABC.
Udowodni¢, ze proste OP oraz ¢ sg prostopadte.

8. Wykazaé, ze jesli dodatnig liczbe calkowita k& mozna przedstawi¢ w postaci k = a? 4 b2 + 2, gdzie
a, b, c sg liczbami calkowitymi, to mozna ja réwniez przedstawi¢ w postaci k = u? 4 v? +w?, gdzie u, v, w
sg liczbami catkowitymi, z ktorych co najmniej jedna nie jest podzielna przez 3.

9. Udowodni¢, ze istnieje 2018 kolejnych dodatnich liczb catkowitych, wsrod ktorych jest dokladnie
13 liczb pierwszych.

10. W réwnolegtoboku ABC'D punkty M, N sa odpowiednio srodkami bokéw BC, C'D. Punkt P
lezy we wnetrzu tego réwnolegtoboku oraz spetnia réwnosci BN = PN i DM = PM. Punkt @ jest
srodkiem odcinka PA. Wykazaé, ze S PBQ = <PDQ.



11. Na przyjeciu spotkalo sie 2018 gosci. Okazato sie, ze kazdy gosé zna co najmniej trzech innych
gosci. Dowiesé, ze da sie wybra¢ podzbioér ztozony z co najmniej 3 i co najwyzej 21 gosci i usadzi¢ ich
przy okraglym stole tak, by kazdy gos¢ przy stole znal obu swoich sasiadow.

12. Wyznaczy¢ wszystkie funkcje f : (0,+00) — (0, +00) takie, ze dla dowolnych dodatnich liczb
rzeczywistych x, y zachodzi réwnosé

flz+ f(zy) =z f(1+ f(y)).

13. Dla kazdej liczby catkowitej n > 2 wyznaczy¢ wszystkie ciagi liczb rzeczywistych (zq, za, ..., z,)
o tej wlasnodci, ze

Vit ad+. 422 = ad+ad + ..+ ad.

14. Dana jest plansza o wymiarach 2018 x 2018. Kwadraciskiem nazwiemy cztery pola tej planszy
o wspoOlnym wierzchotku. Kazde pole planszy pomalowano na biato lub czarno w taki sposob, ze kazde
pole posiadajace krawedz lezaca na brzegu planszy ma kolor czarny oraz zadne kwadracisko nie jest
jednokolorowe. Dowies¢, ze istnieje takie kwadracisko, ze kazde dwa jego pola sasiadujace krawedzia
maja rézne kolory.

15. Wykazaé, ze dla kazdej liczby catkowitej £ > 1 istnieje taka para dodatnich liczb catkowitych
a, b, ze dla kazdej pary liczb calkowitych z, y liczba 2% + 4% — a jest niepodzielna przez b.

16. Punkt P lezy we wnetrzu ostrokatnego trojkata ABC. Proste AP, BP, CP przecinajg okrag
opisany na tréjkacie ABC odpowiednio w punktach D, E, F. Punkty K, L, M sa obrazami symetry-
cznymi punktéw D, F, F odpowiednio wzgledem prostych BC', C' A, AB. Wykaza¢, ze punkty K, L, M
oraz ortocentrum trojkata ABC' leza na jednym okregu.

17. Trojkat ABC spetnia zaleznosci AB = AC > BC'. Cieciwa BG okregu o srodku A i promieniu AB
przechodzi przez srodek odcinka AC, a cieciwa BH tego okregu jest prostopadta do prostej AC. Punkt X
jest punktem przeciecia prostych AC'i GH. Dowiesé, ze punkt C' jest srodkiem odcinka AX.

18. Rozstrzygnaé, czy istnieja dodatnie liczby catkowite a, b, ¢, dla ktorych spelniona jest réwnosé
NWW(a,b) = NWW(a + ¢,b + c).

19. Triangulacjg wielokata wypuktego nazywamy jego podzial na trojkaty przy pomocy nieprzeci-
najacych sie przekatnych. Udowodnié¢, ze dla kazdego wielokata wypuklego istnieje co najwyzej jedna
triangulacja, w ktorej wszystkie trojkaty sa ostrokatne.

20. Dodatnie liczby rzeczywiste a, b, ¢, d spetiaja réwnosé abcd = 1. Wykazaé, ze

1 1 1 1
> 1.
(+a? (402 " UxeR T ta2

21. Wyznaczy¢ wszystkie mozliwe wartosci wyrazenia
22 Y2 2 2

+ + + ;
y+z+t z4+t+zx t+zx+y x+y+z

gdzie liczby rzeczywiste x, y, z, t sa takie, ze suma zadnych trzech sposréd nich nie jest réwna zeru oraz

T Y z t
+ + +
y+z+t z+t+zxz t+zxz4+y xH+y+z

6



22. Wyznaczy¢ najwieksza mozliwa moc rodziny czteroelementowych zbioréw o nastepujacej wtasno-
Sci: kazde dwa zbiory z rodziny maja doktadnie jeden wspolny element, ale nie istnieje element nalezacy
do wszystkich zbiorow z rodziny.

23. Okrag wpisany w trojkat ABC jest styczny do boku BC' w punkcie D. Prosta prostopadta do
prostej AD przechodzaca przez punkt D przecina dwusieczne katow ABC, AC'B odpowiednio w punk-
tach P, Q. Wykazaé¢, ze PD = DQ.

24. Dodatnie liczby catkowite a, b, ¢ spelniaja rownosé
a® +b* + c* =1+ 2abc.
Udowodni¢, ze przynajmniej jedna z liczb

a+1 b+1 c+1
27 27 2

jest kwadratem liczby catkowite;j.

25. Wyznaczy¢ wszystkie trojki dodatnich liczb rzeczywistych a, b, ¢ spelniajace uktad rownan

avb—c=a
by/c—a=1b

cv/a—b=c.

26. Dana jest dodatnia liczba catkowita d. Na przyjeciu spotkalo sie n > 2 gosci, sposrod ktorych
niektorzy znaja sie. Okazalo sie, ze dla kazdego niepustego podzbioru gosci A istnieje taki go$¢ nalezacy
do A, ktory zna co najwyzej d innych gosci w A. Niepusty podzbior gosci nazwiemy klikg jesli kazdych
dwoch goéci z tego podzbioru sie zna. Wykazaé, ze na przyjeciu jest co najwyzej 2¢ - n klik.

27. Dany jest trojkat ABC, w ktorym AB > AC. Okregi op, oc sa styczne do potprostych AC™
i AB7, przy czym punkt B lezy na okregu og, a punkt C lezy na okregu oc. Roézna od AC styczna
do okregu op przechodzaca przez punkt C' przecina prostag AB w punkcie K, a rézna od AB styczna
do okregu oc przechodzaca przez punkt B przecina prosta AC w punkcie L. Prosta KL i dwusieczna
kata BAC przecinaja odcinek BC' odpowiednio w punktach P i M. Wykaza¢, ze BP = C'M.

28. Wyznaczy¢ wszystkie trojki niezerowych liczb catkowitych a, b, ¢ o tej wlasnosci, ze liczby

a b ¢ a ¢ b
-—+-+—- oraz —+ -+ -—
c  a c

b b a
sa catkowite.

29. Rozstrzygnaé, czy istnieje taki wielomian P o wspotczynnikach catkowitych, ze

P(1+€7§):1+€/§ oraz P(1+\/5>:2+3\/5.

30. Na dyskotece spotkato sie n chtopcow i m dziewczat. Okazato sie, ze kazdy chlopiec zna co
najwyzej 2018 dziewczat oraz kazda para dziewczat ma wspolnego znajomego chtopca. Wykazaé, ze da sie
kazdej dziewczynie przypisa¢ podzbior znajomych jej chtopcow w taki sposéb, by przypisane podzbiory
byly parami roztaczne oraz by bylo co najmniej m;gl;l) roznych par dziewczat majacych wspolnego
znajomego chlopca przypisanego do jednej z nich.




31. Dany jest trojkat ostrokatny ABC, w ktérym AB < AC. Punkt D jest érodkiem odcinka BC,
a punkt P lezy na odcinku AD. Okregi opisane na trojkatach CDP, BDP przecinaja boki AC, AB
odpowiednio w punktach E, F réznych od C, B. Dwusieczna kata EPF przecina EF w punkcie Q.
Dowiesé, ze styczna do okregu opisanego na trojkacie AQP w punkcie A jest prostopadita do BC.

32. Niech p bedzie liczba pierwsza, ktora daje reszte 3 przy dzieleniu przez 4. Wyznaczy¢ liczbe
par (x,y) roznych elementéw zbioru {0,1,..., ;%1} o tej wlasnosci, ze liczba 22 — y? — 1 jest podzielna
przez p.

33. Zmnalez¢ wszystkie liczby rzeczywiste x, ktore spetniajg rownanie
14+4% =2% + 3%

34. Dany jest n-elementowy zbior A oraz pewna rodzina jego podzbioréw F. Zbior B C A nazwiemy
curartowanym przez F, gdy dla kazdego zbioru C' C B istnieje taki zbior F' € F, ze C = BN F.
Oznaczmy przez d najwieksza mozliwa moc zbioru ¢wiartowanego przez F. Wykazaé, ze

zd: (Z) > |F].

k=0

35. Na plaszczyznie dane sg okregi w; i wsy, o réznych promieniach i §rodkach odpowiednio O; i Os,
przecinajace sic w punktach A i B tak, ze 40,40, = 90°. Na odcinku AB wybrano punkt X rézny
od A, B oraz $rodka odcinka AB. Prosta O;X przecina okrag ws w punktach P; i @)1, prosta Oy X
przecina okrag w; w punktach P, i ()2, przy czym punkty P, i P leza odpowiednio na odcinkach O; X
i 0o X. Wykazac, ze proste 0105, PPy, ()1(Q)5 przecinaja sie w jednym punkcie niezaleznym od wyboru
punktu X.

36. Wyznaczy¢ wszystkie pary (m,n) wzglednie pierwszych dodatnich liczb catkowitych, dla ktoérych
istnieje dodatnia liczba catkowita x spetniajaca warunki:
o1+ 2+ ...+ am ! dzeli sie przez n;

o1+ x+...+a" ! dzeli sic przez m.



Zawody druzynowe

1. Dowiesc, ze
o

1 1
Z_ n2k2n+k) 5;%

2. Znalez¢ najwieksza mozliwa wartos¢ wyrazenia
abed - |(a — b)(b — ¢)(c — d)(d — a)],

gdzie a, b, ¢, d sa liczbami nieujemnymi, ktérych suma jest rowna 4.

3. Graf prosty nazwiemy podzielnosciowym, jesli mozna tak ponumerowaé jego wierzchotki parami
roznymi dodatnimi liczbami catkowitymi, by dla kazdej pary wierzchotkéw istniata krawedz miedzy nimi
wtedy i1 tylko wtedy, gdy numer jednego z nich jest podzielny przez numer drugiego. Ponadto graf
prosty o n wierzchotkach nazwiemy permutacyjnym, jesli mozna ponumerowac jego wierzchotki liczbami

1, 2, ..., n w taki sposéb, by istniata permutacja ¢ zbioru {1,2,...,n} o nastepujacej wlasnosci: dla
wierzchotkéw o numerach i, j, gdzie ¢ < j istnieje krawedZz miedzy nimi wtedy i tylko wtedy, gdy
o(i) > o(j).

Wykazaé, ze graf prosty jest permutacyjny wtedy i tylko wtedy, gdy zar6wno on, jak i jego dopelnienie,
sg grafami podzielnosciowymi.

4. Na plaszezyznie dany jest zbior S ztozony z 2n punktow (n > 1), z ktorych zadne trzy nie leza na
jednej prostej. Skojarzeniem nazwiemy taki zbiér n odcinkéw, ze kazdy punkt z S jest konncem doktadnie
jednego z nich. Skojarzenie nazwiemy nieprzecinajgcym sie, jesli zadne dwa odcinki tego skojarzenia sie
nie przecinaja. Niech L bedzie najwicksza mozliwa suma dtugos$ci odcinkow w skojarzeniu, P zas —
najwieksza mozliwa sumag dlugosci odcinkéw w nieprzecinajacym si¢ skojarzeniu. Dowiesé, ze P > %L.

5. W trojkacie ABC punkt O jest srodkiem okregu opisanego, punkt L jest punktem przeciecia
symedian, a punkt P spelnia warunek <PAB = ¥PBC = ¥ PCA. Wykaza¢, ze SOPL = 90°.

6. W trojkacie ABC punkty O, I sa $rodkami okregéw odpowiednio opisanego i wpisanego w ten
trojkat. Prosta ¢ rozna od prostej BC' jest styczna do okregu wpisanego i rownolegta do BC'. Punkt X
jest punktem przeciecia prostych O i £, a punkt Y jest punktem przeciecia prostej £ z prosta prostopadtla
do odcinka XI przechodzaca przez punkt I. Wykazaé, ze punkty A, X, Y, O leza na jednym okregu.

7. Niech p > 5 bedzie liczbg pierwsza. Udowodnié¢, ze liczba
PP 42

nie jest kwadratem liczby calkowitej dla zadnej dodatniej liczby catkowitej x.

8. Wykazaé, ze dla kazdej liczby catkowitej m > 1 istnieje taka dodatnia liczba catkowita N, ze dla
kazdej liczby pierwszej p > N istnieja dodatnie liczby catkowite x, y, z niepodzielne przez p takie, ze
liczba ™ + y™ — 2™ jest podzielna przez p.



Pierwszy Mecz Matematyczny

1. Rozstrzygnaé, czy istnieje taki niezerowy, unormowany i nierozktadalny wielomian P(z) o wspol-
czynnikach catkowitych, ze dla kazdej dodatniej liczby catkowitej n istnieja liczby catkowite a, b > 1 takie,
ze P(n) = ab.

Uwaga: Wielomian nierozktadalny to taki, ktory nie jest iloczynem dwoch wielomianow o wspotczynnikach
2 7., z ktorych zaden nie jest stale rowny +1.

2. Parami rozne liczby rzeczywiste a, b, ¢ sa pierwiastkami wielomianu P(z) = 2* — 322 + 1. Dowies¢,
ze dla kazdej liczby catkowitej n > 1 liczba
a+b" 4" —4" = 5" — 11"
17

jest catkowita.

3. Dana jest liczba catkowita n > 2018 oraz dodatnie liczby rzeczywiste xy, xa, ..., x,. Wykazaé, ze

T n+1)>2
—> <u(:p1+x2+...+xn)2.

xr
(x1+2x2+...+nxn)<:131+—2+...+ o

2 n

4. Dana jest liczba catkowita n > 2. Dzesika i Brajan graja w nastepujaca gre. Przed gra Dzesika
wybiera liczbe pierwsza p mniejsza niz 2" oraz liczbe rg € {1,2,...,p — 1}. Nastepnie gra odbywa sie
w rundach. W i-tej rundzie Brajan podaje Dzesice liczbe pierwsza ¢ mniejsza niz 2". Jesli ¢ = p, to
Brajan wygrywa, a w przeciwnym razie Dzesika oblicza liczbe r; réwng reszcie z dzielenia liczby ¢ - r;_1
przez p i méwi Brajanowi, ktora z liczb r; oraz r;_; jest wieksza badz czy sg rowne. Wykazaé, ze Brajan
moze wygraé gre w co najwyzej 2n + 1 rundach.

5. Zmnalez¢ wszystkie takie liczby catkowite n > 1, ze istnieja dodatnie liczby catkowite by, bo, ..., by,
nie wszystkie rowne, o nastepujacej wlasnosci: dla kazdej liczby caltkowitej k liczba

(by + k)(ba+ k)...(bn+ k)

jest potega liczby catkowitej o wyktadniku catkowitym nie mniejszym niz 2.

6. Dana jest liczba catkowita n > 1. Zbiér wszystkich funkeji f:{1,...,n} —{1,...,2n} oznaczmy
przez L. Wagq zbioru A C {1,...,n} wzgledem funkcji f € £ nazwiemy liczbe Y. , f(i). Dla niepustej
rodziny F sktadajacej sie z podzbioréw zbioru {1, ..., n} powiemy, ze funkcja f € L izoluje F, jesli wsrod
zbiorow z F istnieje dokladnie jeden o najmniejszej wadze wzgledem f. Wykazaé¢, ze kazda niepusta
rodzina F podzbioréw zbioru {1,...,n} jest izolowana przez co najmniej polowe funkeji z L.

7. Dowiesé, ze dla kazdej liczby catkowitej k > 2 istnieje graf prosty G, w ktorym kazdy wierzcholek
ma stopienn nie wickszy od k, nie istnieje cykl krotszy niz k oraz stosunek liczby krawedzi do liczby
wierzchotkéw wynosi co najmniej ka.

8. Na przyjeciu spotkalo sie n > 2 gosci, z ktorych niektorzy sie znaja. Okazalo sie, ze nie dalo sie
znalez¢ takiej czworki gosci a, b, ¢, d, ze pary gosci (a,b), (b,c) oraz (c,d) sie znaja, ale pary gosci (a, ¢),
(a,d) oraz (b,d) sie nie znaja. Wykazaé, ze gosci na przyjeciu da sie podzieli¢ na takie dwa niepuste
podzbiory A i B, ze albo kazdy gos$¢ ze zbioru A zna kazdego goscia ze zbioru B, albo zaden gos¢ ze
zbioru A nie zna zadnego goscia ze zbioru B.

9. Okrag w o srodku w punkcie O jest wpisany w czworokat ABC'D. Punkt [ jest srodkiem okregu
wpisanego w trojkat ABC', punkt K jest punktem przeciecia odcinkéw AC' i BD, a punkt L jest punktem
przeciecia okregu w z poétprosta K[. Wykazaé, ze proste LO i AC sa prostopadte.
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10. W trojkacie ABC punkt M jest srodkiem boku BC'. Niech w bedzie okregiem stycznym do bokow
AB i AC odpowiednio w punktach E i F', nieprzecinajacym prostej BC. Z punktu M poprowadzono
proste styczne do okregu w w punktach P i @), przy czym punkty B i P lezg po tej samej stronie
prostej AM. Prosta PM przecina prosta BF w punkcie X. Prosta QM przecina prosta CE w punkcie Y.
Wykazaé, ze jesli 2PM = BC', to prosta XY jest styczna do okregu w.

11. Dany jest ostrostup prawidtowy o podstawie wielokata foremnego Ay As ... Ay, i wierzchotku S.
Pewna sfera przechodzaca przez punkt S przecina kazda z krawedzi A;S w punkcie B;. Wykazaé, ze

> SBx=) SBai.
i=1 i=1
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Drugi Mecz Matematyczny

1. Wyznaczy¢ wszystkie takie liczby rzeczywiste k, ze dla dowolnej czworki liczb rzeczywistych
a,b,c,d € (—1,00) zachodzi nieré6wnosé

A+ +E+dB+1>k(a+b+c+d).

2. Wykaza¢, ze iloczyn wszystkich 22918 liczb postaci +1 £ v/2 + ... £ /2018 jest kwadratem liczby
catkowitej.

3. Liczby catkowite a > b > 1 oraz n > 1 sag takie, ze liczba b jest nieparzysta oraz liczba 0" jest
dzielnikiem liczby a™ — 1. Udowodni¢, ze

4. Ciag (z,) jest okreslony przez warunki: z; = 1, zo = 6 oraz , 2 = 6x,.1 — z,. Niech p > 2 bedzie
liczbg pierwsza, ¢ za$ dowolnym dzielnikiem pierwszym liczby x,. Wykazac, ze jesli ¢ > 3, to ¢ > 2p — 1.

5. Powiemy, ze graf H jest minorem grafu G, jesli kazdemu wierzchotkowi v grafu H mozna przypisac
spojny podgraf GG, grafu G tak, by réznym wierzchotkom w, v grafu H odpowiadaly roztaczne podgrafy
G, G,, a kazdej krawedzi grafu H taczacej wierzchotki u i v odpowiadata co najmniej jedna krawedz
z G taczaca wierzchotek z G, z wierzchotkiem z GG,,. Udowodnié, ze dla kazdego grafu G, jesli pelny graf
o 2018 wierzchotkach nie jest minorem G, to stosunek liczby krawedzi do liczby wierzchotkéw grafu G
jest mniejszy od 22018,

Uwaga: Wszystkie rozwazane grafy sq proste i nieskierowane.

6. Leszek potozyl n kolorowych karteczek w ksztalcie kotek o rownych promieniach na duzej tablicy
korkowej. Zauwazyl, ze kazde dwie z tych kartek stykaja sie lub czesciowo pokrywaja. Udowodnié, ze
uzywajac trzech pinezek moze przyczepic¢ te kartki tak, ze po zawieszeniu tablicy na $cianie zadna kartka
nie spadnie.

Uwaga: Jesli wbijemy pinezke na obwodzie kartki, to ta kartka nie spadnie.

7. SzeSciokat ABC'DEF jest opisany na okregu o srodku O. Wykazaé, ze jezeli punkt O jest $rodkiem
okregu opisanego na trojkacie ACE, to okregi opisane na trojkatach OAD, OBE, OCF majg punkt
wspolny rézny od O.

8. Dany jest trojkat ostrokatny ABC oraz punkt P lezacy wewnatrz okregu opisanego na trojkacie
ABC po przeciwnej stronie prostej BC niz punkt A. Proste AP, BP, C'P przecinaja ten okrag ponownie
odpowiednio w punktach A’, B’, C’. Niech X bedzie punktem przeciecia prostej BC' oraz prostej taczacej
punkt P z obrazem symetrycznym A” punktu A’ wzgledem BC'. Analogicznie definiujemy punkty Y i B”
oraz Z i C”. Wykaza¢, ze punkty X, Y, Z sa wspotliniowe.
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Rozwiagzania

Zawody indywidualne

1. Niech S(k) oznacza sume cyfr dodatniej liczby catkowitej k w zapisie dziesietnym. Dodatnig liczbe
catkowita n nazwiemy dostojng, jesli S(n) = S(n?). Wyznaczy¢ wszystkie mozliwe wartosci S(n) dla
liczby dostojnej n.

Rozwigzanie:

Odpowiedz: Wszystkie mozliwe wartosci S(n) to liczby postaci 9(k + 1) lub 9% + 1 dla nieujemnych
liczb catkowitych k.

Niech liczba catkowita n bedzie dostojna. Wtedy, skoro suma cyfr liczby n jest réwna sumie cyfr
liczby n?, to w szczegdlnosci liczby n, n? daja te same reszty z dzielenia przez 9. Stad tez

9|n?*—n=n(n-1),

wiec liczba n daje reszte 0 lub 1 z dzielenia przez 9. Wobec tego liczba S(n) rowniez daje reszte 0 lub 1
z dzielenia przez 9.

Pozostato wykazac, ze dla kazdej nieujemnej liczby catkowitej k istnieja takie dodatnie liczby catkowite
m, n, ze S(m) =9(k+1), S(n) =9 + 1.

Niech m = 1051 — 1. Wtedy S(m) = S(99...9) = 9(k + 1). Ponadto

k+1 cyfr
2 _ 10kl _ 1)2 — 102k+2 _ o . 1ak+] _ 2y _ _
m? = (1051 — 1)2 = 10 2.10M! +1=199...9800...01, skad S(m?) = 9k + 8 + 1 = S(m).
k cyfr k cyfr
Niech teraz n = 2-10F — 1. Wtedy S(n) = S(199...9) = 9k + 1. Oprocz tego
k cyfr

2 (o 10F _1\2 — 4.102F — 4. 10F =1 — - 2y _ _ _
n®=(2-10"-1)"=4-10"-4-10"+1=399...9600...01, a wiec S(n°) =34+9(k—1)+6+1 = S(n).

k—1cyfr k—1cyfr

2. W trojkacie ostrokatnym ABC, w ktorym AB < AC, punkt D jest spodkiem wysokosci opu-
szczonej z wierzchotka A, a punkt M jest srodkiem boku BC. Na boku AC wybrano taki punkt E, ze
SABE = ¥ BCA. Prosta prostopadta do boku AC przechodzaca przez D przecina prosta BE w punk-
cie K. Udowodni¢, ze DM = M K.

Rozwigzanie:

Zauwazmy, ze SKDA = 90° — DAC = SACB = YK BA, wobec czego punkty B, D, K, A leza
na jednym okregu w, a skoro $BDA = 90°, to jest to okrag o $rednicy AB. Niech N bedzie $rodkiem
odcinka AB i tym samym $§rodkiem okregu w. Woéwczas ND = NK jako promien okregu w. Ponadto
prosta M N jest linia srodkowa trojkata ABC, zatem jest réwnolegta do prostej AC. Poniewaz proste
DK i AC sa prostopadte, wiec rowniez proste M N i DK sg prostopadte. Wobec tego prosta M N jest

symetralng odcinka DK, skad otrzymujemy réownosé odcinkéow DM i M K.
A




3. Dane sa parami rozne liczby catkowite aq, aso, ..., a,, gdzie n > 1. Wykazaé¢, ze wielomian
P(z) = ((z —a)(z —ag) ... (x — a,))* + 1

nie jest iloczynem dwoch wielomianéw dodatnich stopni o wspotezynnikach catkowitych.

Rozwigzanie:

Przypusémy, ze istniejg niestate wielomiany (), R o wspotezynnikach catkowitych spelniajace rownosé
P(z) = Q(z) - R(z) dla kazdej liczby rzeczywistej x. Poniewaz wielomian P jest unormowany, wiec
wspolezynniki wiodace wielomianéw @, R sa réwne i wynosza 1 lub —1. Bez straty ogolnosci (byé
moze zmieniajac pare wielomianéw (@), R) na pare (—@Q, —R)) mozemy przyjac, ze wielomiany @, R sa
unormowane. Ponadto dla ¢ =1,2,...,n mamy

Q(a;) - R(a;) = P(a;) =1, skad Q(a;) = R(a;) = £1.

Przypus¢my, ze dla pewnych indeksow ¢, j mamy Q(a;) = 1 oraz Q(a;) = —1. Na mocy twierdzenia
Darboux wielomian ) posiada pierwiastek rzeczywisty a. Stad P(a) = Q(a) - R(a), zatem wielomian P
rowniez posiada pierwiastek rzeczywisty. Ale

Plz)=(r—a)(x—as)...(x —ay))*+1>1>0

dla kazdej liczby rzeczywistej z. Stad dlai = 1,2,...,n mamy Q(a;) = ¢ € {—1,1}. Wtedy tez P(a;) = e.

Wykazemy, ze wielomiany ), R maja rowne stopnie. Rozwazmy niestaly wielomian Q' = Q—e. Wtedy
dlai=1,2,...,n mamy Q'(a;) = Q(a;) —e = 0. Skoro @)’ ma n réznych pierwiastkow rzeczywistych i nie
jest staly, to deg Q' > n. Totez deg @ = deg @’ > n. Analogicznie dowodzimy, ze deg R > n. Ale

2n < deg @ + deg R = deg(Q - R) = deg P = 2n,

wobec czego musi zachodzi¢ rownoéé deg () = n = deg R.

Niech S = Q — R. Poniewaz wielomiany (), R sa tego samego stopnia oraz oba sg unormowane, wiec
deg S =deg(@Q@ —R) <n. Aledlai=1,2,...,n, S(a;) = Q(a;) — R(a;) = —¢ =0, czyli S ma n parami
roznych pierwiastkow rzeczywistych. Stad S = 0, czyli wielomiany (), R sa réwne.

Otrzymujemy zatem

((z —a)(z —az) ... (x = ay)’ + 1= P(z) = Q(z) - R(x) = (Q(x))?, czyli
(Q(x) = (x—ay)(z—az)...(r —a,)(Q(z) + (x —ar1)(x —az) ... (x —a,)) = 1.

7 réwnosci wielomianow, a w szczegolnosci rownosci ich stopni wynika, ze

n>0=degl =deg((Q(z) — (r —a1)(x —as)...(xr —a,))(Q(z) + (x —ar)(x —az)...(x —ay,))) =
> deg(Q(z) + (x —a1)(x — az) ... (x — a,)) = n.

Otrzymana sprzecznosé¢ dowodzi, ze wielomian P nie przedstawia sie jako iloczyn dwoch wielomianow
dodatnich stopni o wspotczynnikach catkowitych.

4. Dla danego nieskierowanego grafu G podzbior jego krawedzi F' nazwiemy rozpinajgcym, jesli kazde
dwa wierzchotki grafu G mozna potaczy¢ Sciezka uzywajaca jedynie krawedzi z F. Niech S(G) oznacza
liczbe roznych podzbioréw rozpinajacych w grafie G. Wykazaé, ze liczba S(G) jest nieparzysta wtedy
i tylko wtedy, gdy G jest spojny i dwudzielny, tzn. gdy kazde dwa wierzchotki G mozna potaczy¢ Sciezka
oraz wierzchotki G mozna podzieli¢ na dwa podzbiory A i B w taki sposéb, by kazda krawedz taczyta
wierzchotek nalezacy do A z wierzchotkiem nalezacym do B.

Uwaga: Przez graf rozumiemy graf prosty, to znaczy taki, w ktorym kazda krawedz tgczy dwa rdzne
wierzchotki oraz zZadna para wierzchotkow nie jest potgczona wiece) niz jedng krawedzig.
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Rozwigzanie:

Oznaczmy przez V oraz E odpowiednio zbiory wierzchotkéw i krawedzi grafu G. Ustalmy dowolny
wierzchotek v € V. Podziatem V nazwiemy taka pare (A, B) roztacznych podzbioréw V', ze V.= AU B.
Podzial (A, B) nazwiemy dobrym jesli v € A. Dla podzbioru krawedzi F' C F powiemy, ze podzial (A, B)
szanuje F, jesli zadna krawedz z F nie taczy wierzchotka z A z wierzchotkiem z B.

Niech R bedzie zbiorem takich trojek (A, B, F'), gdzie A, B C V oraz F C E, ze (A, B) jest dobrym
podziatem V' szanujacym F'. Zliczymy parzysto$é¢ mocy zbioru R na dwa sposoby.

Z jednej strony pogrupujmy trojki (A, B, F') € R po podzbiorach krawedzi F'. Ustalmy F' C E' i niech
k bedzie liczba spojnych sktadowych grafu (V) F). Zauwazmy, ze wowczas istnieje doktadnie 281 dobrych
podziatow (A, B) szanujacych F, gdyz kazda spojna sktadowa grafu (V) F') moze zosta¢ w catosci zawarta
albo w A albo w B, ale sp6jna sktadowa zawierajaca v musi zosta¢ w calosci zawarta w A. Zatem takich
dobrych podzialéow jest nieparzyscie wiele wtedy i tylko wtedy, gdy F' jest rozpinajacy, skad wniosek, ze
parzystos¢ mocy R jest rowna parzystosci S(G).

Z drugiej strony pogrupujmy trojki (A, B, F') € R po dobrych podziatach (A, B). Ustalmy dobry
podzial (A, B) i rozwazmy, ile jest podzbiorow krawedzi F' szanowanych przez (A, B). Krawedzie taczace
wierzchotki z A z wierzchotkami z B nie moga by¢ zawarte w takim podzbiorze F', ale kazda krawedz
o obu koncach w A lub obu konicach w B moze by¢ wtaczona do F' lub nie. Oznacza to, ze jesli przez
¢ oznaczymy liczbe krawedzi o obu koncach w A lub obu konicach w B, to podzbioréw krawedzi F
szanowanych przez (A, B) jest dokladnie 2°. Jest to liczba nieparzysta tylko jesli ¢ = 0, skad wniosek,
ze parzysto$¢ mocy R jest rowna parzystosci liczby takich dobrych podziatow (A, B), ze kazda krawedz
grafu taczy wierzchotek z A z wierzchotkiem z B. Nazwijmy takie podziaty swietnyma.

Pozostaje zauwazy¢, ze liczba §wietnych podzialow jest nieparzysta wtedy i tylko wtedy, gdy G jest
dwudzielny i spojny. Z jednej strony, jesli G jest dwudzielny i spojny to istnieje doktadnie jeden $wietny
podziat (A, B): v nalezy do A, sasiedzi v naleza do B, sasiedzi sasiadow v naleza do A, itd. Z drugiej
strony, jesli G nie jest dwudzielny, to nie istnieje §wietny podzial, a jesli G jest dwudzielny ale nie
spojny, to liczba §wietnych podzialéw wynosi 271, gdzie ¢ to liczba spéjnych skladowych G: w skladowe;
zawierajacej v dobieramy strony podziatu na jeden sposob, a w kazdej innej na dwa sposoby.

5. Wierzchotki 2018-kata foremnego ponumerowano liczbami catkowitymi od 1 do 2018 tak, ze kazdej
z tych liczb uzyto doktadnie raz. Trojkat, ktorego wierzchotki sa wierzchotkami tego 2018-kata, nazwiemy
zorientowanym, jeSli numery jego wierzchotkow rosng zgodnie z kierunkiem ruchu wskazowek zegara.
Rozstrzygnaé, czy istnieje taka numeracja, dla ktorej liczba trojkatow zorientowanych wynosi 20182 + 1.

Rozwigzanie:
Wykazemy, ze numeracja spetniajaca zadane wlasnosci nie istnieje. W tym celu udowodnimy ogol-
niejsza teze: Jesli wierzchotki 2n-kata foremnego ponumerowano liczbami 1,2, 3, ..., 2n, przy czym kazda

liczba zostata uzyta doktadnie raz, to liczba zorientowanych trojkatow jest parzysta.

Rozwazmy numeracje 2n-kata foremnego o zadanych wtasnosciach. Transpozycjg sasiednich wierz-
chotkéw P, @) tego wielokata nazwiemy zamiane numeréw tych wierzchotkow.

Wykazemy, ze transpozycja nie zmienia parzystosci liczby zorientowanych trojkatow. Ustalmy sasied-
nie wierzchotki A, B. Powiemy, ze trojkat, ktorego wierzcholki sa wierzchotkami 2n-kata jest wyborny,
jesli dwa z jego wierzchotkow to A, B. Niech z oznacza liczbe wybornych tréjkatow zorientowanych
przed wykonaniem transpozycji, a y — liczba pozostatych trojkatéow zorientowanych przed transpozycja.
Woéwczas liczba zorientowanych trojkatow przed wykonaniem transpozycji wierzchotkéw A, B wynosi
S1 = x +y. Po wykonaniu transpozycji liczba trojkatow zorientowanych, ktore nie sg wyborne, nie
zmieni sie. Ponadto wszystkie wyborne trojkaty zorientowane przed transpozycja, po jej wykonaniu
przestana by¢ zorientowane. [ odwrotnie: wszystkie wyborne trojkaty, ktore przed transpozycja nie byty
zorientowane, stang sie zorientowane. Stad liczba zorientowanych trojkatow po wykonaniu transpozycji
wierzchotkow A, B wynosi So =y + ((2n — 2) — ). Skoro 2 | 2(n — 1 + y) = S; + Ss, to istotnie liczby
S1, Sy sa tej samej parzystosci.

15



Numeracje nazwiemy koricowg, jesli wierzchotki 2n-kata maja kolejno numery 1,2, 3,...,2n, przy
czym numery wierzchotkéw rosng przeciwnie do ruchu wskazowek zegara. Jest to oczywiscie jedyne
numerowanie, w ktérym liczba zorientowanych tréjkatow wynosi zero. Zauwazmy, ze kazda numeracje
mozemy sprowadzi¢ do numeracji koricowej, dokonujac skonczonej liczby transpozycji. Istotnie, jesli nu-
merowanie nie jest konicowe, to istnieja dwa sagsiednie wierzchotki P, @), ktorych numery sa rézne od 1
i rosng przy rozwazeniu orientacji wielokata zgodnej z ruchem wskazowek zegara. Dokonujac transpozycji
wierzchotkéw P, (), zmniejszamy liczbe zorientowanych trojkatéow. Wobec tego po wykonaniu skonczonej
liczby opisanych powyzej operacji otrzymamy numeracje koricowa. Poniewaz liczba tréjkatow zoriento-
wanych w numeracji konicowej wynosi 0, wiec w szczegdlnodci jest parzysta, czyli rowniez poczatkowa
liczba trojkatow zorientowanych byta parzysta.

6. Wyznaczy¢ wszystkie dodatnie liczby rzeczywiste «, dla ktorych istnieje ciag dodatnich liczb
rzeczywistych zq, xo, x3,... 0 tej wlasnosci, ze

Tpio = \/QTpy1 — x, dla wszystkich n > 1.

Rozwigzanie:
Zatozmy wpierw, ze a > 1 i rozwazmy ciag z, = o — 1 dlan > 1. Woéwczas istotnie mamy

Vi —tn = Vala—1) — (a—1) =a —1 = 2,9,

wiec wszystkie liczby o > 1 spelniaja warunek postulowany w zadaniu.
Wykazemy teraz, ze dla zadnej liczby o < 1 nie istnieje ciag z, spelniajacy zadane rownosci. Za-
uwazmy wpierw, ze dla n > 1 mamy

2
0 <, 9=0alpy1 — Tp < Tyl — T,

skad x, < z,.1, a wiec ciag x,, jest rosnacy. Z drugiej strony mamy

2 —
Tpyo = Qlpy1 — T < Tpg1 < Tp42,

a zatem x,.2 < 1. Wnioskujemy, ze ciag x,, jest rosnacy i ograniczony przez 1, a wiec istnieje takie n,

7€ Tpy1 — T, < x2. Istotnie, w przeciwnym przypadku mielibySmy x, > z; + (n — 1)z, co staloby

w sprzecznosci z x, < 1 dla odpowiednio duzego n. Teraz wystarczy zaobserwowacé, ze

Tpyo = \/O-/xn—s—l —Tp < \/xn—i—l — Tn < Ty,

co przeczy faktowi, ze ciag x, jest rosnacy.

7. W czworoscianie ABC'D punkt P jest spodkiem wysokosci opuszczonej z wierzchotka D. Punkty
A’, B, (' sa rzutami prostokatnymi punktu P odpowiednio na proste AD, BD, C'D. Plaszczyzny ABC
i A'B'C" przecinaja sie wzdtuz prostej £. Punkt O jest srodkiem okregu opisanego na trojkacie ABC.
Udowodni¢, ze proste OP oraz ¢ sa prostopadte.

Rozwigzanie:

Poniewaz ptaszczyzny A'B'C’ i ABC przecinaja sie wzdtuz prostej, wiec przynajmniej dwie z prostych
A'B', B'C', C'" A" przecinaja te prosta. Przyjmijmy, ze proste B'C" i C' A’ przecinaja prosta ¢ odpowiednio
w punktach X i Y. Punkt X lezy takze na plaszczyznie BC'C'B’, wiec nalezy do prostej BC'. Analogicznie
stwierdzamy, ze punkt Y lezy na prostej AC.

Zauwazmy, ze punkty A’, B’, C' leza na sferze s o $rednicy PD. Ponadto

DB'-DB = DP? = DC"- DC,
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skad wniosek, ze punkty B, B’, (', C lezag na jednym okregu. Niech R bedzie promieniem okregu
opisanego na trojkacie ABC. Wykorzystujac potege punktu wzgledem sfery s oraz tych dwodch okregow,
otrzymujemy

XP?’=XB  -XC'=XB-XC=X0?—- R

W analogiczny sposob dowodzimy, ze Y P? = YO? — R?, skad X P2 —Y P? = X0? - Y 02 To za$ oznacza,
ze prosta PO jest prostopadia do prostej ¢, na ktorej leza punkty X i Y.

8. Wykazaé, ze jesli dodatnia liczbe calkowita & mozna przedstawié w postaci k = a? + b2 + 2, gdzie
a, b, c sg liczbami catkowitymi, to mozna ja rowniez przedstawi¢ w postaci k = u?+v? +w?, gdzie u, v, w
sg liczbami catkowitymi, z ktorych co najmniej jedna nie jest podzielna przez 3.

Rozwigzanie:
Zauwazmy najpierw nastepujace tozsamosci:

922 +9y* + 922 = (20 +2y —2)*+ (2y + 22 — 2)® + (22 + 27 — )7, (1)
922 + 9y + 922 = (22 +2y+2)°+ 2y — 2z —2)* + (22 — 27 + y)%. (2)

Zalozmy, ze dodatnig liczbe calkowita & mozna przedstawi¢ w postaci k = a® + b + 2, gdzie a, b, ¢
sa catkowite. Skoro k > 0, to liczby a, b, ¢ nie sa wszystkie réwne 0, a wiec mozemy tak dobraé¢ to
przedstawienie, by najwickszy wspolny dzielnik liczb a, b, ¢ — nazwijmy go d — miat jak najmniej trojek
w rozktadzie na czynniki pierwsze. Jesli liczba d nie jest podzielna przez 3, to réwniez co najmniej jedna
z liczb a, b, ¢ nie jest podzielna przez 3 i mozemy przyjac (u, v, w) = (a,b,c).

Przypuéémy, ze d = 3¢ - w, gdzie £,w > 1 sa calkowite oraz w nie jest podzielne przez 3. Woéwczas
mozemy napisac

a=3"2 b=3"y, c=3" 2

gdzie liczby x, y, z sa catkowite oraz co najmniej jedna z nich nie jest podzielna przez 3. Bez utraty
ogolnosci mozemy zatozy¢, ze 31 z.
Rozwazmy liczby catkowite

T=2r+2y—2, yY=2uy+2z—x, Z=22+4+21—y.

Skoro k = 92¢.224+9%¢.424-9%.22 to na mocy ([1)) wnioskujemy, ze réwniez k = 922.32+92(-2.92 4 92(-2.32,
Zatem przyjmujac @ = 31 -z, b=31. g, ¢ = 31 . Z mamy k = a* + b> + 2. Na mocy doboru liczb
a,b, ¢ wnioskujemy, ze najwiekszy wspolny dzielnik liczb @, b, é ma co najmniej ¢ trojek w rozktadzie
na czynniki pierwsze, a zatem kazda z liczb z, y, Z jest podzielna przez 3. Uzywajac tozsamosci
zamiast (1)) analogicznie otrzymujemy, ze kazda z liczb

T=2rx+2y+z y=2y—2z—2x, z=22z—-2x+4y

jest podzielna przez 3. Wystarczy teraz zauwazy¢, ze T — T = 2z, a wiec liczba z réwniez jest podzielna
przez 3. Stoi to w sprzecznosci z wezesniejszym zatozeniem, ze 3 1 z.

9. Udowodnié¢, ze istnieje 2018 kolejnych dodatnich liczb catkowitych, wéréd ktorych jest doktadnie
13 liczb pierwszych.

Rozwigzanie:

Zauwazmy najpierw, ze gdy do kazdego wyrazu ciagu (n,n + 1,...,n + 2017) dodamy liczbe 1,
otrzymujac ciag (n+ 1,n+2,...,n+2018), liczba liczb pierwszych wzrosnie lub zmaleje o 1 badz tez nie
ulegnie zmianie. Poniewaz liczby 2, 3, 5, 7, 11, 13, 17, 19, 23, 29, 31, 37, 41 sa pierwsze, wiec w ciagu
(1,2,...,2018) jest co najmniej 13 liczb pierwszych. Ponadto dla k = 2019!+2 ciag (k, k+1, ..., k+2017)
zawiera same liczby ztozone. Wobec tego wykonujac wielokrotnie operacje dodawania liczby 1 do kazdego
wyrazu ciagu, zaczynajac od pierwszego ciggu i dochodzac do drugiego, w pewnym momencie uzyskamy
ciag liczb, ktory zawiera doktadnie 13 liczb pierwszych.
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10. W réwnolegtoboku ABC'D punkty M, N sa odpowiednio $rodkami bokéw BC, C'D. Punkt P
lezy we wnetrzu tego réwnolegltoboku oraz spelia réwnosci BN = PN i DM = PM. Punkt @ jest
srodkiem odcinka PA. Wykazaé, ze <PBQ = S PDQ.

Rozwigzanie:

Sposdb 1

Przyjmijmy, ze proste BN i AD przecinajg sie w punkcie E, a proste DM i AB przecinaja sie
w punkcie F. Skoro DN = %AB i oba odcinki sa rownolegte, to AD = DE i BN = EN. Pierwsza
réownoéé wraz z warunkiem AQ = PQ daje réwnolegtosé prostych DQ i EP, czyli 4PDQ = <DPE.
Z drugiej réwnosci mamy za§ EN = BN = PN, skad <BPE = 90°. Analogicznie uzasadniamy, ze
SPBQ = <BPF i 4DPF = 90°. Zatem <PDQ = <SDPE = 90° — 4EPF = 4BPF = ¥PBQ.

Sposob 11
Niech S bedzie $rodkiem odcinka DP. Odcinek QS jest linig srodkowa w trojkacie APD, wiec

QS =3AD = 1BC = BM

oraz odcinek QS jest rownolegly do AD, zatem tez do BM. W takim razie czworokat BMS(Q jest
rownolegtobokiem. Prosta M.S jest symetralna odcinka DP, skad wniosek, ze MS L DP, wiec takze
BQ L DP. Analogicznie dostajemy, ze D@ 1 BP, czyli punkt P jest ortocentrum tréjkata BQD.
Ostatecznie Y PBQ = 90° — 4 BQD = <PDQ.

11. Na przyjeciu spotkato sie 2018 gosci. Okazalo sie, ze kazdy gosé zna co najmniej trzech innych
gosci. Dowiesé, ze da sie wybra¢ podzbiér ztozony z co najmniej 3 i co najwyzej 21 gosci i usadzi¢ ich
przy okragltym stole tak, by kazdy gosé przy stole znal obu swoich sasiadow.

Rozwigzanie:

Rozwazmy graf GG, ktorego wierzchotkami sa goscie na przyjeciu, a krawedzie tacza pary znajacych sie
gosci. 7Z zalozen zadania wiemy, ze stopien kazdego wierzchotka w grafie G wynosi co najmniej 3. Teza za$
sprowadza si¢ do wykazania, ze w G mozna znalez¢ cykl dtugosci co najwyzej 21. W rozwiazaniu bedziemy
korzysta¢ z pojecia odlegtosci pomiedzy dwoma wierzchotkami w grafie, czyli dtugosci najkrotszej sciezki
je taczacej.

Przypusémy przeciwnie, ze w grafie G' nie istnieje cykl dlugosci co najwyzej 21. Ustalmy dowolny
wierzchotek v. Dla nieujemnej liczby catkowitej ¢, niech N; bedzie zbiorem wierzchotkow lezacych w od-
legtosci dokladnie ¢ od v oraz niech B; = Ny U Ny U ... U N; bedzie zbiorem wierzchotkéw lezacych
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w odlegtosci co najwyzej ¢ od v. Ponadto niech H; bedzie podgrafem indukowanym w G przez B;, tzn.
H; sktada sie z wierzchotkow nalezgcych do B; oraz krawedzi G o obu konicach w B;.

Wykazemy teraz przez indukcje po ¢ nastepujace stwierdzenie: dlai = 0,1,...,10 graf H; jest drzewem
(tzn. spojnym grafem bez cykli), w ktorym wszystkie wierzchotki z N; sa lisémi (tzn. wierzchotkami
stopnia 1). Dla i = 0 jest to jasne, gdyz H; sklada sie jedynie z wierzchotka v.

Przechodzac do kroku indukcyjnego, zauwazmy, ze dla ¢ > 1 graf H; powstaje z H;, | poprzez dola-
czenie wszystkich wierzchotkéw z N; oraz krawedzi taczacych je ze soba nawzajem oraz z wierzchotkami
z N;—1 — z definicji IV; nie moga istnie¢ krawedzie pomiedzy N; a N; dla zadnego j < i — 1. Oczywiscie
kazdy wierzchotek w € N; ma co najmniej jednego sasiada w NV;_1, gdyz na najkrotszej Sciezce z w do v
drugi wierzchotek lezy w odlegtosci ¢ — 1 od v, czyli nalezy do N;_;.

Przypusémy, ze w ma dwoch roznych sgsiadow u, v’ w zbiorze N;_;. Niech P, P’ beda najkrotszymi
Sciezkami odpowiednio z u, u’ do v. Woéwcezas P ma dtugosé i — 1 i kolejne wierzchotki P naleza kolejno
(patrzac ze strony u) do N;_1, N;_o, ..., Np; podobnie dla P’. Niech x bedzie wspolnym wierzchotkiem
ciezek P, P’, ktory lezy najdalej od v (by¢ moze v = x jesli v jest jedynym wspolnym wierzchotkiem
ciezek P i P’"). Wowczas fragmenty Sciezek P, P’ odpowiednio od u, v’ do =, wraz z trzy-wierzchotkowa
Sciezka u — w — o/, tworzg cykl dtugosci co najwyzej 2¢ < 20. Stoi to w sprzecznosci z zalozeniem, ze
takiego cyklu nie ma w grafie G. A zatem kazdy wierzchotek z N; ma doktadnie jednego sasiada w N;_;.

Do tezy indukcyjnej pozostaje wykazac, ze zadne dwa wierzchotki z N; nie sa potaczone krawedzia,
gdyz wowczas wywnioskujemy, ze H; powstaje z drzewa H; | poprzez dolaczenie pewnej liczby wierz-
chotkéw stopnia 1, a wiec pozostaje drzewem. Przypu$émy przeciwnie, ze dwa wierzcholki w,w’ € N; sg
polaczone krawedzig. Wowcezas rozwazajac najkrotsze Sciezki P, P’ 7z w, w' do v, analogicznie jak wyzej
wnioskujemy, ze w G jest cykl dtugosci co najwyzej 2 + 1 < 21, sktadajacy sie z fragmentow Sciezek P,
P’ oraz krawedzi w — w’. Ponownie jest to sprzecznosé z zatozeniem, ze w G nie ma takiego cyklu, a wiec
teza indukcyjna zostata wykazana.

Rozwazmy teraz wierzcholki zbioru N; dla i € {1,2,...,9}. Na mocy stwierdzenia udowodnionego
powyzej, kazdy wierzcholek nalezacy do N; ma jednego sasiada w zbiorze N;_; oraz nie ma sasiadow
w zbiorze N;. Skoro sasiedzi wierzchotkéw z N; naleza do N;_1UN;UN;, oraz stopien kazdego wierzchotka
w grafie G wynosi co najmniej 3, to kazdy wierzchotek z N; ma co najmniej dwoch sasiadéow w N, ;.
Ponadto ci sasiedzi musza by¢ parami rézni dla réznych wierzchotkéw z N;, gdyz kazdy z nich ma
doktadnie jednego sasiada w N;. Otrzymujemy stad wniosek, ze

|Nz+1| >2|Nz| dla@zl,Z,,lO

Zauwazmy ponadto, ze |N;| > 3, gdyz wierzcholek v ma co najmniej 3 sasiadéw. Stad przez trywialna
indukcje otrzymujemy '
IN;| >3-271 dlai=1,2,...,10.

Whioskujemy, ze
|Bi| = |[NgoUN; U...UNyp| >14+3-2°4+3-2"+...+3-22=1+3-(2'° - 1) = 3070 > 2018.

To stoi w sprzecznodci z zatozeniem, ze graf G ma 2018 wierzchotkow, a zatem teza zadania jest wykazana.

12. Wyznaczy¢ wszystkie funkcje f : (0,4+00) — (0,400) takie, ze dla dowolnych dodatnich liczb
rzeczywistych z, y zachodzi réwnosé

flz+ f(zy) =xf(1+ f(v))

Rozwigzanie:
Odpowiedz: Wszystkie funkcje spetniajace warunki zadania to funkcje postaci f(z) = ax dla dowolnej
dodatniej liczby rzeczywistej a.
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Sposob 1
Podstawiajac w réwnoéci z zadania y = 1 otrzymujemy

fla+ f(x) =zf(1+ f(1)). (3)

Przyjmijmy wiec f(1+ f(1)) = ¢. Z zalozen zadania wynika, ze ¢ > 0. Ponadto podstawiajac w réwno-
sci x = z+ f(z), otrzymujemy

flle+Dz+ f(2) = [+ f(2) + f(z + [(2))) = ez + [(2)). (4)

Z drugiej strony, podstawiajac w rownosci danej w tresci zadania (z,y) = ((c + 1)z, -

, C+—1) , otrzymujemy

f((c+1)z+f(z)):(c+1)zf<1+f< ! )) (5)

c+1

Laczac tozsamosci (4) oraz (5) wnioskujemy, ze

c(z+f(z)):(c+1)zf(1+f<c+%>>, skad cf(z):((c+1)f(1+f(c+%))—c)z.

Skoro ¢ > 0, to przyjmujac a = % ((c +1)f (1 +f (C%l)) — c), otrzymujemy f(z) = az.
7, zalozen zadania wynika oczywiscie, ze a > 0; ponadto z dowolnosci liczby z > 0 otrzymujemy, ze
kazda funkcja spetniajaca warunki zadania jest postaci f(z) = azx dla pewnej dodatniej liczby rzeczywi-

stej a. Latwo sprawdzi¢, ze wszystkie funkcje tej postaci spetniajg warunki zadania.

Sposob 11

Wykazemy wpierw, ze funkcja f spelniajaca zadane rownanie funkcyjne musi by¢ niemalejgca. Przy-
pusémy przeciwnie, ze istnieja takie liczby dodatnie t < t/, ze f(t) > f(t'). Rozwazmy liczby

MO0, S0 v

t—t t—t f@) —r@)

Skoro t <t i f(t) > f(t), to liczby z, ', y sa dodatnie. Ponadto spelione sa réwnosci

r=1t-

vy=t,  ay=t. x+flt)=2"+[f({)
Podstawiajac pary (z,y) oraz (2/,y) do danego réwnania funkcyjnego, otrzymujemy

ef(L+ f(y) = flz+ flzy)) = f@@' + f(2'y)) = 2"fF (1 + f(y)).

Wobec tego x = 2/, gdyz f(1+ f(y)) > 0. Ale z = 2’ pociaga za soba t =t — sprzecznos¢ z zalozeniem,
ze t < t'. Wnioskujemy zatem, ze funkcja f istotnie jest niemalejaca.

Zauwazmy teraz, ze funkcja f jest ,na” zbior dodatnich liczb rzeczywistych, tzn. kazda dodatnia liczba
rzeczywista t nalezy do obrazu f. Istotnie, wystarczy przyja¢ w danym réwnaniu funkcyjnym y = 1 oraz
T = m i odezytac, ze t = f(z + f(zy)).

Laczac te dwie obserwacje, widzimy, ze f jest niemalejaca oraz ,na” zbiér dodatnich liczb rzeczywi-
stych. Stad wniosek, ze funkcja f jest ciagla oraz lim, .o f(z) = 0. Przechodzac obustronnie do granicy
z y — 0 w danym roéwnaniu funkcyjnym otrzymujemy, ze

a wiec funkcja f musi by¢ postaci f(x) = ax dla pewnej dodatniej liczby rzeczywistej a. Bezposrednie
sprawdzenie wykazuje, ze wszystkie funkcje tej postaci spetniaja zadane réwnanie funkcyjne.
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13. Dla kazdej liczby catkowitej n > 2 wyznaczy¢ wszystkie ciagi liczb rzeczywistych (zq, 2o, ..., z,)
o tej wlasnodci, ze

Vit ad+. 422 = ad+ad + ..+ ad.

Rozwigzanie:
Odpowiedz: Wszystkie ciagi spelniajace warunki zadania to ciagi, w ktorych wszystkie wyrazy oprocz
jednego sa zerowe a pozostaly wyraz jest nieujemny.

Sposdb 1
Niech (x1,29,...,x,) bedzie ciagiem spelhiajacym zadana rownosé. Podnoszac obie strony tej row-
nosci do szostej potegi, otrzymujemy

(l+a3+... +22)P = (2} + a5 +... +a23)2

Otwierajac nawiasy i skracajac Y i, 29, dostajemy

4.2 2.4 2 2.2 _ 3,3
3 E (z;25 +xjz;) +6 E ririTy, = 2 E ;T
1<i<j<n

1<i<j<n 1<i<j<k<n
Zauwazmy teraz, ze xiz? + xixt — 22323 = 222?(x; — x5)* > 0. Laczac te nieréwnoéé dla wszystkich
y ) 1] 1] 1% [ Rady] ? J = M acCzy € y

1 <1 < j <n z powyzsza rOwnoscia, otrzymujemy

2 Z (zja? + aix}) +6 Z viaiay < 0.

1<i<jsn 1<i<j<k<n

Jednakze wszystkie wyrazy po lewej stronie powyzszej nieréwnosci sg nieujemne, gdyz sa kwadratami
liczb rzeczywistych. Zatem wszystkie musza byé¢ zerami. Stad wniosek, ze co najwyzej jedna z liczb
X1, T, ..., T, moze by¢ niezerowa, powiedzmy réwna a. Wowczas lewa strona réwnosci danej w zadaniu
jest rowna |a|, prawa za$ jest rowna a, wiec liczba a musi by¢ nieujemna. Jednoczesnie jest jasne, ze kazdy
ciag (r1, 29, ..., T,), w ktorym wszystkie wyrazy oprocz jednego sa zerowe a pozostaly jest nieujemny,
spelia warunki zadania.

Sposob 11

Zauwazmy najpierw, ze ciag ztozony z n zer spetnia warunki zadania. Ograniczmy wiec teraz rozwa-
zania do ciagéw, w ktorych pewien wyraz jest niezerowy. Dla takich ciagow zachodzi S = "7 | a7 > 0.
Dzielgc obie strony réwnosci danej w tresci zadania przez /S, otrzymujemy

%@—;)1(%)1---%%)2W%f%%)ﬁ---%%f-

Przyjmujac y; = NG dlat=1,2,...,n, uzyskujemy

\/y%+y§+...+yn:{’/y{)+y§+...+y2

i ponadto
x%—kx%—l—...—kﬁ

VA ys .y = 3 no—1.

Mamy wiec
Vit ys+ ... +yt =1, jakrowniez y +ys+...+yo =1

21



Z pierwszej rownosci wynika, ze y; < 1 dla ¢ = 1,2,...,n. Ponadto odejmujac druga z powyzszych
rownosci stronami od pierwszej, widzimy, ze

> il —y)=0.
=1

Poniewaz dlai = 1,2,...,n mamy y2(1 —y;) = 0, wiec musi by¢ y?(1 —y;) =0dlai=1,2,...,n. Skoro
w ciagu (y1,%2,- .., Yn) Pewien wyraz jest niezerowy, to pewien wyraz jest réwny 1; niech to bedzie y;.
Wtedy tez

VAt Yttty =1—yi =0,

skad y; = 0 dlai = 1,2,...,j — 1,5+ 1,...,n. Wobec powyzszego z; = VSy; = 0 dla i # j oraz
xT; = \/gyj = V/S. Latwo sprawdzi¢, ze wszystkie ciagi takie, ze jeden wyraz jest dodatni, a pozostale
rowne zeru, spetniaja warunki zadania.

14. Dana jest plansza o wymiarach 2018 x 2018. Kwadraciskiem nazwiemy cztery pola tej planszy
o wspoOlnym wierzchotku. Kazde pole planszy pomalowano na biato lub czarno w taki sposob, ze kazde
pole posiadajace krawedz lezaca na brzegu planszy ma kolor czarny oraz zadne kwadracisko nie jest
jednokolorowe. Dowiesé, ze istnieje takie kwadracisko, ze kazde dwa jego pola sasiadujace krawedzia
maja rézne kolory.

Rozwigzanie:

Sposob 1

Przypusémy, ze istnieje takie kolorowanie, ktére spelnia warunki zadania, ale przeczy tezie. Dwuko-
lorowe ptytki o wymiarach 1 x 2 lub 2 x 1 bedziemy nazywa¢ dominem; dodatkowo dominem poziomym
nazwiemy domino o wymiarach 1 x 2, a dominem pionowym — domino o wymiarach 2 x 1. Zliczmy na
dwa sposoby liczbe domin zawartych w planszy.

7 jednej strony, skoro kazdy wiersz rozpoczyna i konczy sie polem koloru czarnego, to dla kazdego
spojnego biatego fragmentu ustalonego wiersza istniejg doktadnie dwa poziome domina, ktére nachodza
na ten fragment, przy czym kazde poziome domino nachodzi na doktadnie jeden spdjny bialy fragment
tego wiersza. Zatem w kazdym wierszu zawarta jest parzysta liczba poziomych domin. Podobnie w kazdej
kolumnie zawarta jest parzysta liczba pionowych domin, wiec wszystkich domin jest parzyscie wiele.

7, drugiej strony, skoro wewnatrz planszy nie istnieje takie kwadracisko, ze kazde dwa sasiadujace
w nim krawedzia pola sa réznokolorowe, to w oparciu o zalozenie, ze zadne kwadracisko nie jest jedno-
kolorowe, w kazdym kwadracisku zawierajg sie doktadnie dwa domina. Poniewaz kazde domino zawiera
sie w doktadnie dwoch kwadraciskach (korzystamy z zalozenia, ze kazda plytka, ktorej pewna krawedz
lezy na brzegu planszy jest koloru czarnego), wiec wszystkich domin bedzie tyle, ile kwadracisk wewnatrz
planszy 2018 x 2018, czyli 20172. Uzyskaliémy sprzecznosé, gdyz 20172 jest liczba nieparzysta.

Sposob 11

Przypusémy nie wprost, ze dla pewnego kolorowania speliajacego warunki zadania nie istnieje takie
kwadracisko, ze kazde dwa sasiadujace w nim krawedzia pola sa réznokolorowe. Rozwazmy graf, ktorego
wierzchotki sg wierzchotkami poél planszy, ktore znajduja sie w jej wnetrzu. Niech dwa wierzchotki beda
potaczone krawedzia wtedy i tylko wtedy, gdy sa wierzchotkami jednego pola planszy oraz krawedz miedzy
nimi sasiaduje zaré6wno z biatym, jak i czarnym polem.

7 zatozen zadania wynika, ze kazdy wierzchotek ma stopien réwny doktadnie dwa. Wobec tego roz-
wazany graf jest sumg roztagcznych wierzchotkowo cykli. Ponadto kazdy cykl jest parzystej dtugosci.
Istotnie, rozwazmy taki uktad wspotrzednych, ktérego poczatek znajduje sie w wierzchotku planszy, boki
planszy sa réwnolegte do osi uktadu wspotrzednych, a dtugosé boku pola planszy wynosi 1. Pokolorujmy
na czerwono wierzcholtki grafu, dla ktérych suma wspotrzednych jest parzysta, oraz na zielono pozostate
wierzchotki grafu. Wtedy jesli dwa wierzchotki sa potaczone krawedzia, to wierzchotki te sa réznoko-
lorowe. Wobec tego rozwazany graf jest dwudzielny, wiec istotnie kazdy cykl jest parzystej dlugosci.
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Poniewaz kazdy wierzcholek grafu nalezy do doktadnie jednego cyklu parzystej dtugosci, wiec wszystkich
wierzchotkéw w grafie jest parzyscie wiele. Ale wierzchotki grafu to doktadnie wierzchotki pol planszy,
ktore znajduja sie w jej wnetrzu, a tych jest 20172 — sprzecznosé.

15. Wykazaé, ze dla kazdej liczby catkowitej £ > 1 istnieje taka para dodatnich liczb catkowitych
a, b, ze dla kazdej pary liczb calkowitych z, y liczba 2* + 4% — a jest niepodzielna przez b.

Rozwigzanie:
Udowodnimy, ze dla b = k? istnieje takie dodatnie a, ze dla kazdej pary liczb catkowitych x, y zachodzi

btah 49" —a.

Rozwazymy dwa przypadki. Jezeli k jest liczbg parzysta, to 2* = (2%/2)2 = 0,1 (mod 4), wobec czego
2F +y* £ 3 (mod 4). Zatem dla a = 3 zachodzi

4+ -3 = n*fah+9F -3

Jezeli zas k jest liczba nieparzysta, to rozwazmy dowolny dzielnik pierwszy p liczby k. Zapiszmy z jako
tp +r, gdzie 0 < r < p. Wowcezas

2’ = (tp+r)? =P (mod p?),

skad wniosek, ze aP przyjmuje tylko p réznych reszt przy dzieleniu przez p?. Wobec tego 2P + y? moze
dawac co najwyzej p? réznych reszt przy dzieleniu przez p?. Jednakze pary (p—i,4) dlai =0,1,2,...,p—1
daja te sama reszte réwna (—i)? + 4 = 0 (mod p?). Zatem istnieje taka reszta a przy dzieleniu przez p?,
ze P + yP Z a (mod p?), czyli takze 2% + y* # a (mod p?) dla kazdej pary liczb calkowitych z, y.
W konsekwencji

Praf 4y —a = n? a2t +4F —a

16. Punkt P lezy we wnetrzu ostrokatnego trojkata ABC. Proste AP, BP, C'P przecinaja okrag
opisany na tréjkacie ABC odpowiednio w punktach D, E, F. Punkty K, L, M sa obrazami symetry-
cznymi punktéw D, E, F odpowiednio wzgledem prostych BC', C' A, AB. Wykazaé, ze punkty K, L, M
oraz ortocentrum trojkata ABC' leza na jednym okregu.

Rozwigzanie:

Sposdb 1

Niech @ bedzie punktem izogonalnie sprzezonym do punktu P w trojkacie ABC, a proste AQ, BQ,
C'Q przecinaja okrag opisany na trojkacie ABC ponownie odpowiednio w punktach D', E’, F’. Skoro
IBAD = SCAD', to proste BC' i DD’ sa réwnolegle, a czworokat BD'DC jest trapezem réwnoramien-
nym (jesli BD'DC nie jest czworokatem wypuktym, to BDD'C' jest trapezem réwnoramiennym). Zatem
punkt K jest obrazem symetrycznym punktu D’ wzgledem $rodka boku BC'.
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Analogicznie uzasadniamy, ze punkt L jest obrazem symetrycznym punktu E’ wzgledem srodka boku
C' A, a punkt M jest obrazem symetrycznym punktu F’ wzgledem $rodka boku AB.

Niech G bedzie srodkiem ciezkosci trojkata ABC, a S srodkiem boku BC'. Skoro AS = 2GS oraz
KS = D'S, to punkt G jest srodkiem ciezkosci trojkata AKD'. Jednokladnos¢ o srodku G i skali
—% przeksztalca wiec punkt K na $rodek odcinka AD’. W analogiczny sposob uzasadniamy, ze ta
sama jednokltadnosé¢ przeksztatca punkty L i M odpowiednio na srodki odcinkéw BE’ i C'F’. Ponadto
obrazem ortocentrum jest srodek O okregu opisanego na trojkacie ABC' (prosta Eulera). Wystarczy
jeszcze zauwazy¢, ze srodki odcinkéw AD’', BE', C'F’ leza na okregu o $rednicy OQ.

Sposob 11

Przyjmijmy, ze H jest punktem przeciecia wysokosci AA’, BB', CC" trojkata ABC'. Skoro punkty A,
B, A, B’ leza na okregu o Srednicy AB, a punkty B, C, B’, C' leza na okregu o $rednicy BC, to

AH-AH=BH-BH=CH-C'H=r>

Rozwazmy inwersje o promieniu r ztozong z symetrig srodkowa w H. Obrazami punktow A, B, C sa
odpowiednio punkty A’, B’, C'. Poniewaz

SBKC = 4<BDC = 180° — $BAC = 4BHC,

to punkty B, K, H, C leza na jednym okregu. Obrazem tego okregu w rozwazanym przeksztalceniu jest
prosta B’C’, na ktorej lezy obraz K’ punktu K. Ponadto skoro punkt K lezy na tuku BC zawierajacym
punkt H, to punkt K’ lezy poza odcinkiem B’C’. Analogicznie uzasadniamy, ze obraz L’ punktu L lezy
na prostej C'A’ poza odcinkiem C'A’, a obraz M’ punktu M lezy na prostej A’B’ poza odcinkiem A'B’.

Wystarczy wykazaé, ze punkty K’, L', M’ leza na jednej prostej, czyli na mocy twierdzenia Menelausa

BIK/ C/L/ A/M/
C'K' AL BM

1.

Stosujac wzor na odleglosé obrazéow inwersyjnych (dodatkowe ztozenie inwersji z symetria nie wplywa nie
zmienia odleglosci) otrzymujemy
2 2

BK =BK - — 'K =K+ ——
ok g o™ ¢ CK- g HC

To pozwala napisaé
B'K' BK HC BD HC

C'K'  CK HB CD HB’

Analogicznie obliczamy, ze

C'L  CE HA A'M'  AF HB

AL~ AE HC ™ BM T BF HA
Zadanie bedzie rozwiazane, jesli wykazemy, ze
BD CE AF 1
CD AE BF

Jednakze, jesli przez R oznaczymy promieni okregu opisanego na trojkacie ABC, to
BD = 2Rsin $BAD, CD =2Rsin4CAD, CE =2RsinJ<CBE,
AE =2RsinSAEB, AF =2RsindACF, BF =2RsindBCF

i powyzsza réownoscé jest konsekwencja trygonometrycznej wersji twierdzenia Cevy.
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17. Trojkat ABC speknia zaleznosci AB = AC > BC'. Cieciwa BG okregu o §rodku A i promieniu AB
przechodzi przez $rodek odcinka AC, a cieciwa BH tego okregu jest prostopadta do prostej AC. Punkt X
jest punktem przeciecia prostych AC' 1 GH. Dowiesé, ze punkt C' jest srodkiem odcinka AX.

Rozwigzanie:

Z warunkéw zadania wynika, ze punkt C' lezy na okregu o §rodku w punkcie A i promieniu AB.
Poniewaz BH 1 AC'i AB = AH, to punkty B i H sa symetryczne wzgledem prostej AC.

Niech M bedzie srodkiem odcinka AC'. Udowodnimy, ze punkty A, M, G, H leza na okregu. Istotnie,
wynika to z rachunku

SMGH = ¥BGH = ;¥BAH = $MAH

oraz z faktu, ze punkty A i G leza po tej samej stronie prostej M H G
(gdyz AB > BC).
7 twierdzenia o potedze punktu wzgledem okregu otrzymujemy

XM-XA=XG -XH=XA?—- AC>.

Oznaczajac AC = a, CX = b, przeksztalcamy powyzsza rownosé:

(5+0) (@+b) = (a+t)*—a?

2
2 b
%+%+ab+b2:2ab+62,
aQ_ab
2 2’
a=b. X3

Oznacza to, ze AC = CX, skad C jest srodkiem odcinka AX.

18. Rozstrzygnaé, czy istnieja dodatnie liczby catkowite a, b, ¢, dla ktorych spelniona jest réwnosé
NWW(a,b) = NWW(a + ¢, b+ c).
Rozwigzanie:
Odpowiedz: Nie istnieja takie dodatnie liczby catkowite a, b, c.
Sposob 1
Przypu$émy, ze takie liczby dodatnie a, b, ¢ istnieja. Zauwazmy, ze a # b, gdyz w przeciwnym razie
mielibysmy NWW (a, b) = a oraz NWW(a + ¢,b+ ¢) = a + ¢, co pociagatoby ¢ = 0. Bez straty ogolnosci
przyjmijmy, ze a < b. Niech d = b —a, a’ = a+ c oraz V) = b+ ¢; wowczas d = b — a’. Mamy
ab ab a't! a't/
= = NWW(d', V') = = )
NWD(a,b)  NWD(a,d) (@.Y) = XWb(@.p) ~ NWh(@,d)

NWW (a, b)

Laczac powyzsze rownoéci z roéwnoscig dana w tredci zadania, otrzymujemy
a(a+ d)NWD(d',d) = d'(a’ + d)NWD(a, d). (6)
Gdybysmy mieli NWD(a,d) = NWD(d/, d), to wowczas a(a + d) = a'(a’ + d), co pociagaloby za soba
a = a' = a+c, gdyz funkcja kwadratowa x — z(x+d) jest réznowartosciowa na zbiorze liczb nieujemnych.
Zatem NWD(a, d) # NWD(d/, d), wiec istnieje taka liczba pierwsza p, ze
min(v,(a), v,(d)) # min(v,(a’), v,(d)),

gdzie v, (k) oznacza liczbe wystapieni p w rozktadzie na czynniki pierwsze liczby k.
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Przypusémy, ze
min(v,(a), v,(d)) < min(v,(a’), vy(d));
rozumowanie w przeciwnym przypadku jest analogiczne. Oznaczmy a = v,(a), o = v,(a’), § = v,(d).
Powyzsza nieréwnos¢ implikuje, ze a < 0 oraz a < o/, co z kolei pociaga za soba

vp(a+d) =a, v,(NWD(d',d)) =min(a',0d), vy(a’+d) > min(a',9), v,(NWD(a,d)) = a.
Whioskujemy, ze
vp(a(a +d)NWD(d',d)) = 2o + min(a',§) oraz v,(a’'(a’ + d)NWD(a,d)) > o' + min(¢/, §) + a.
Skoro o < o, to mamy v,(a(a + d)NWD(d',d)) < v,(d'(a’ + d)NWD(a,d)), co stoi w sprzecznosci

z rOWnoscia @ .

Sposob 11

Przypusémy, ze istnieja dodatnie liczby catkowite a, b, ¢ spelniajace warunki zadania. Zalézmy, ze
trojka (a, b, c) jest minimalna w nastepujacym sensie: dla kazdej innej trojki liczb (d, e, f) spelniajacej
warunki zadania, d 4+ e+ f > a+ b+ ¢. Przypusémy, ze p | a oraz p | b dla pewnej liczby pierwszej p.
Wtedy p | NWW(a,b) = NWW(a + ¢, b+ ¢), zatem skoro p jest liczba pierwsza, top |a+clubp|b+c.
W obu przypadkach otrzymujemy p | ¢. Na mocy zatozen zadania otrzymujemy wiec

NWW(E,Q) :NWW(9+5,9+9).
b p b pp p

Ale o+ % + ¢ <a+b+c, co stol w sprzecznosci z zalozeniem o minimalnosci tréjki (a, b, c). Wobec tego
liczby a, b sa wzglednie pierwsze. Rownosé dana w tresci zadania przybiera postac

ab=NWW(a,b) = NWW(a + ¢, b+ c). (7)

Przypusémy teraz, ze p | a+coraz p | b+c dla pewnej liczby pierwszej p. Wtedy p | NWW (a+c, b+c) = ab,
wobec czego p | a lub p | b. Bez straty ogolnosci przyjmijmy, ze p | a. Wtedy tez p | (b+¢)—(a+c¢)+a = b,
co nie moze zaj$¢, poniewaz liczby a, b sa wzglednie pierwsze. Wobec tego liczby a + ¢, b + ¢ rowniez
musialy by¢ wzglednie pierwsze. Otrzymujemy zatem

ab=NWW(a+c,b+c) = (a+c)(b+c),

co stoi w sprzecznosci z zatozeniem, ze liczby a, b, ¢ sa catkowite dodatnie.

19. Triangulacjg wielokata wypuktego nazywamy jego podzial na trojkaty przy pomocy nieprzeci-
najacych sie przekatnych. Udowodnié¢, ze dla kazdego wielokata wypuklego istnieje co najwyzej jedna
triangulacja, w ktorej wszystkie trojkaty sa ostrokatne.

Rozwigzanie:

Zaczniemy od wykazania dwoch spostrzezen:

Spostrzezenie 1. Wielokqt wypukty ma co najwyzej trzy katy ostre.

Dowdd. Wiadomo, ze suma katow w dowolnym n-kacie wypuklym wynosi (n — 2) - 180°. Niech a bedzie
liczba katow ostrych w tym n-kacie. Wowcezas a-90° + (n —a) - 180° > (n — 2) - 180°, czyli 360° > a - 90°,
skad 4 > a. O]

Spostrzezenie 2. Dla dowolnej triangulacyi n-kqta wypuktego istniejqg co nagmniej dwa wierzchotki, ktore
nie sq koricem zadnej z przekagtnych wchodzqcych w sktad tej triangulacji.
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Dowadd. Dla n = 3 istnieja trzy takie wierzchotki. Od teraz zakladamy, ze n > 3.

Odnotujmy, ze trojkatow w triangulacji jest n—2 (bo suma katow wewnetrznych n-kata to (n—2)-180°)
oraz kazdy trojkat ma co najwyzej dwa boki wspolne z tym wielokatem. Gdyby nie byto dwoch takich
wierzchotkéw, to nie wiecej niz jeden trojkat z triangulacji zawieralby dokladnie dwa boki wielokata.
Stad liczba bokow wielokata bedacych takze bokami trojkatow z triangulacji wynositaby co najwyzej
1-24+(n—2—-1)-1=mn—1. To nie jest mozliwe, gdyz kazdy bok musi by¢ bokiem pewnego trojkata
z triangulacji. [

Wréémy do rozwiazania zadania. Niech n oznacza liczbe bokéw wielokata. Gdy n = 3, to teza
jest oczywista, gdyz istnieje tylko jedna triangulacja. Zal6zmy nie wprost, ze istnieje wielokat wypukty,
dla ktorego istnieja dwie rozne triangulacje dzielace ten wielokat na trojkaty ostrokatne. Rozwazmy
najmniejszy pod wzgledem liczby wierzchotkow taki wielokat i nazwijmy go S. Wiemy, ze co najmniej dwa
wierzchotki nie beda konicami zadnej z przekatnych. Oznacza to, ze katy przy tych wierzchotkach musza
by¢ ostre. Rozwazmy dwie rézne triangulacje dzielace wielokat S na trojkaty ostrokatne. Gdyby mialy
one wspolny trojkat, to istnialby wielokat o mniejszej liczbie wierzchotkéw (po drugiej stronie ktoregos
z bokow tego trojkata) przeczacy tezie zadania, co jest sprzeczne z zalozeniem o minimalnosci. Zatem
wierzchotki, z ktérych nie wychodza krawedzie nie moga by¢ te same w obu triangulacjach. Oznacza to
jednak, ze S ma cztery katy ostre, co daje sprzecznosé.

20. Dodatnie liczby rzeczywiste a, b, ¢, d spetiaja réwnosé abcd = 1. Wykazacé, ze

1 1 1 1
> 1.
Gta? 702 "t " rap

Rozwigzanie:
Wykazemy, ze zachodzi nieréwnosé

L SR ®
(1+a)? (140?27 1+ab

Przeksztalcajac ja réwnowaznie, otrzymujemy

(14+b)*(1 +ab) + (1 +a)*(1 +ab) = (14 a)*(1 + b)?,
(142b+0*) (14 ab) + (14 2a + a*) (1 +ab) = (1 + 2a + a®)(1 + 2b + b%),
1+ a®b+ ab® > 2ab + b

Pozostaje zauwazyé, ze
1+ a’b+ab® =1+ ab(a® + b°) > 1+ 2a°0° = 14 a*V* + a®b* > 2ab + a*V°,

co konczy dowdd nieréwnosci .
Analogicznie uzasadniamy, ze

[ S
(1+¢)? (1+d)?~ 14ecd

Teza zadania wynika bezposrednio z réwnosci

1 n 1 B 24+ ab+cd B
1+ab 14cd 1+ab+cd+abed

)

gdyz abed = 1.
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21. Wyznaczy¢ wszystkie mozliwe wartosci wyrazenia

1:2 y2 22 t2

+ + + ;
y+z4+t z+t+zxz t4+z+y TH+y+=z

gdzie liczby rzeczywiste x, vy, 2z, t s takie, ze suma zadnych trzech sposréd nich nie jest rowna zeru oraz

T Y z t
+ + +
y+z+t z+t+zxz t+zxz4+y xH+y+z

Rozwigzanie:
Zatozmy, ze liczby rzeczywiste x, y, z, t spelniaja réwnosé z zadania. Mnozac obie jej strony przez
T+ vy + z +t, otrzymujemy
P taly+z+t) PPrylz+tta) L24zittaty) LHtlet+y+2)

r+yt+z+it= + + + =
y+z+t z+t+zx t+x+y rT+yt+z
1.2 y2 22 t2

= + + +
y+z+t z+t+z t+z4+y xzH+y+z

+r+y+z+t.

Wobec tego warto$é wyrazenia

SL’2 y2 22 t2

+ + +
y+z+t z4+t+z t4+zrz4+y z4+y+z

wynosi zero. Latwo sprawdzi¢, ze 0 jest osiagalng wartoscia, na przyklad czworka
(I7 Y,z t) = <_97 —4,1, 7)

spelnia zaleznosé z zadania.

22. Wyznaczy¢ najwieksza mozliwa moc rodziny czteroelementowych zbioréw o nastepujacej wtasno-
Sci: kazde dwa zbiory z rodziny maja doktadnie jeden wspolny element, ale nie istnieje element nalezacy
do wszystkich zbiorow z rodziny.

Rozwigzanie:

Niech Aj, A,, ..., A, beda zbiorami czteroelementowymi o zadanej wlasnosci. Niech A; = {a, b, ¢, d}.
Oznaczmy przez I, zbior tych indeksow i (2 < ¢ < n), dla ktorych a € A;. Analogicznie okreslamy zbiory
Iy, 1., 14. Skoro zbiér A; ma z kazdym innym zbiorem A; dokladnie jeden element wspolny, to zbiory I,,
Iy, I., I sa roztaczne, a ich suma jest calym zbiorem {2,...,n}. Przyjmijmy bez straty dla ogolnosci, ze
I, jest najliczniejszym z tych czterech zbioréw. Jesli m jest liczba jego elementow, to m > ”T_l.

Mozemy przyjaé¢ (ewentualnie zmieniajac oznaczenia), ze I, = {2,...,m + 1}. Element a nalezy do
kazdego ze zbiorow Ai, As, ..., A,i1, a skoro nie nalezy do wszystkich, to a ¢ A,. Kazdy ze zbiorow
Ay, As, ..., A,y zawiera dokladnie jeden element nalezacy do zbioru A,. Z tresci zadania wynika, ze
sa to rozne elementy. W takim razie liczba tych zbioréw nie przekracza 4, czyli m < 3. To w potlaczeniu
z wezesniej uzyskana nieréwnoscia m > ”T_l oznacza, ze n < 13.

Latwo sprawdzié, ze okreslajac

Ai={i—11,i—=5,i—1,i,i+2,i +8,i+ 12} n{1,...,13}
dlai=1,2,...,13 otrzymujemy przyktad trzynastu zbioréw spetiajacych warunki zadania. Ostatecznie
otrzymujemy, ze n = 13 jest najwicksza mozliwa moca rozwazanej rodziny zbioréw.

23. Okrag wpisany w trojkat ABC jest styczny do boku BC' w punkcie D. Prosta prostopadta do
prostej AD przechodzaca przez punkt D przecina dwusieczne katow ABC, AC'B odpowiednio w punk-
tach P, (). Wykazac, ze PD = DQ).
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Rozwigzanie:

Oznaczmy przez w okrag wpisany w trojkat ABC, a przez [ jego srodek. Jesli AB = AC, to teza jest
oczywista — dalej zaktadamy, ze AB < AC; w szczegdlnosci punkt B lezy na odcinku PI, a punkt @)
lezy na odcinku C'I.

Sposdb 1

Poniewaz <BDI = $ADP = 90°, wicc {BDP = <ADI. Ponadto $ABI = 180° — <DBP. Zatem
punkty I i P sg izogonalnie sprzezone w trojkacie ABD. W takim razie <DAP = <BAI. 7 drugiej
strony ADQ = SIDC = 90°, skad $ADI = ¥CDQ. Ponadto 4DCQ = SACQ. To prowadzi do
wniosku, ze punkty I i Q sa izogonalnie sprzezone w tréjkacie ACD, wiec $DAQ = SCAI. Wobec
SBAI = $CAI otrzymujemy ¥ PAD = SQAD, skad wniosek, ze PD = DQ.

Sposob 11

Oznaczmy punkty stycznosci okregu w z bokami AC' i AB odpowiednio przez F i F'. Ponadto niech S
bedzie punktem przeciecia prostych FF i BC. Wtedy S lezy na przecieciu biegunowych punktow D
oraz A wzgledem w, wiec prosta AD jest biegunowa punktu S. Stad ST 1L AD 1 PQ, czyli ST || PQ.

Korzystajac z twierdzenia Menelausa, uzyskujemy

BS BF AE BF BD
CS AF CE CE CD’

Stosujac teraz dwukrotnie twierdzenie Talesa i wykorzystujac powyzszy zwiazek, dostajemy

IS BS CS IS
PD BD CD DQ’

czyli PD = DQ.

Sposob 111

Niech S bedzie takim punktem prostej BC', ze IS L AD. Oznaczmy ponadto przez T' taki punkt, ze
wNAD = {D,T}. Wowczas prosta ST jest styczna do okregu w, a czworka (FFEDT) jest harmoniczna,
wiec rzutujac z w przez styczne na BC' uzyskujemy, ze czworka (BC'DS) jest harmoniczna. W koricu
rzutujac z BC na PQ z punktu [ uzyskujemy, ze (PQDoo) jest harmoniczna, gdzie oo jest kierunkiem
prostej PQ, a to oznacza, ze PD = DQ).

Sposcb IV
Niech X bedzie punktem wspolnym prostych DE oraz BI. Przyjmijmy $BAC = 2a, $CBA = 28,
SACB = 2v. Zauwazmy, ze
SCDE =90° — v = a + §,

wobec czego

IPXD =94CDE —~4DBX =a+p—f=a=JIIAE.
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Z tej rownosci katow wynika, ze punkty A, I, X, E leza na jednym okregu. W szczegdlnosci
JAXI = SAEI = 90° = $PDA.
Stad wnioskujemy, ze punkty A, X, D, P leza na okregu i w konsekwencji $PAD = SPXD = q.

Analogicznie dowodzimy, ze $DAQ = a. Trojkaty prostokatne ADP i ADQ sa wiec przystajace,
skad PD = DQ.

Uwaga

Prostopadtos¢ prostych ST i AD (dla punktu S zdefiniowanego jako BC' N E'F') mozna uzasadni¢
roOwniez na co najmniej dwa inne sposoby:

1. Z réwnoéci SD? = SE - SF i ID? = I E? wnosimy, ze punkty S i I lezg na osi potegowej punktu D
i okregu o §rodku A i promieniu AE. Of ta jest wiec prostopadta do prostej taczacej punkt D ze srodkiem
A okregu o promieniu AF.

2. Niech M bedzie srodkiem odcinka EF'. Wykorzystujac potege punktu i twierdzenie Pitagorasa,
otrzymujemy

SA? —SD* = (SM? + AM?) — SE - SF = (SM* + AM?) — (SM?* — ME?) =
= AM? + ME?* = AE? = JA? — [E* = JA* — I D?,
czyli ST 1 AD.
24. Dodatnie liczby catkowite a, b, ¢ spetniaja réwnosé
a® +b* +c* =1+ 2abc.
Udowodni¢, ze przynajmniej jedna z liczb

a+1 b+1 c+1
2 7 2 7 2

jest kwadratem liczby catkowitej.

Rozwigzanie:

Przepiszmy zalozenie w postaci (a — bc)? = (b* — 1)(c? — 1). Z tej réwnosci wynika, ze istnieja liczby
calkowite d, x, y takie, ze b*> — 1 = d2?, > — 1 = dy?, a — bc = £dxy oraz d nie jest kwadratem liczby
caltkowitej.

7 wlasnosci réwnania Pella wiemy, ze jesli X? —dY? =1, to X = M dla pewnego k, przy czym
U=p+q/d, V =p—qVd oraz p, ¢ sa najmniejszymi dodatnimi liczbami calkowitymi takimi, ze
p? — dg* = 1. Korzystajac z tego, wiemy ze dla pewnych dodatnich liczb catkowitych n, m zachodzi

b
5 € 2
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a2k _ . b+1 o U5+VS 2
Jesli n = 2s dla pewnego catkowitego s, to =5~ = (T)

m tez dostajemy teze. Do rozwazenia zostal przypadek, w ktérym obie liczby n, m sa nieparzyste. Bez
straty ogo6lnosci przyjmijmy, ze n > m.
Mamy

i mamy teze. Analogicznie dla parzystego

B Uner + Vn+m + Unfm + anm

b
¢ A

oraz

(doy)® = (" = 1)(c* = 1) =

U2n + v2n -9 U2m + V2m ) B (Un+m + Vn+m —_pyn—m _ Vn—m>2
4 4 B 4 ‘

Poniewaz a = bc £ dxy oraz doy = £5 (U™ + V™ — U™ — V™) wiee a = 5 (U + V), gdzie
t € {n — m,n 4+ m}. Skoro liczby n i m sa nieparzyste, to t = 2s dla pewnej liczby caltkowitej s.
atl _ (Lv

5 —)2 jest kwadratem liczby catkowitej, co koriczy

Analogicznie jak wczesniej dowodzimy, ze 5

rozwigzanie.

25. Wyznaczy¢ wszystkie trojki dodatnich liczb rzeczywistych a, b, ¢ spelniajace uktad rownan

awb—c=a
bv/c—a=1D

cv/a—b=c.

Rozwigzanie:

Sposob 1

Niech x, y, z beda takimi liczbami dodatnimi, ze a = 2%, b = y?, ¢ = 2%. Dany uklad przybiera postac¢
22y — 22 = 22
2z — g2 = 12

22x —y? = 22

Przyjmijmy bez straty dla ogélnosci, ze z jest najwieksza sposrod liczb x, y, z. Odejmujac drugie réwnanie
stronami od pierwszego, uzyskujemy

y(@® —yz) =2’y —y*r =22 —y* = (2 —y)(z +y).

Skoro z >y, to 2% > yz > y?, zatem 2z > > y.
7 kolei odejmujac trzecie rownanie stronami od pierwszego i korzystajac z powyzszych nieréwnosci,
mamy
0= a(zy—22)=2"y—2v=2"—y = (v +y)(x—y) =0.

W takim razie x = y oraz xy = 22, czyli x = y = 2.

Zadanie sprowadza sie wiec do wyznaczenia dodatnich rozwigzan réwnania 23 = 222, Jedynym takim
rozwiagzaniem tego réwnania jest x = 2, czyli @ = 4, a wiec jedyna mozliwoscia jest trojka (4,4,4).
Bezposrednio sprawdzamy, ze spetnia ona dany uktad réwnan.

Sposob 11

Ze wzgledu na cyklicznos¢ ukladu rownan mozna przyjaé, ze ¢ = max(a,b,c). Z nieréwnosci miedzy
$rednimi mamy

4 b b
2a+2022a\/5:v4a~ab§ a;—a :2a+%.
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Wobec tego 4¢ < ab. Poniewaz b < ¢, wiec 4b < 4c¢ < ab, zatem 4 < a. Stad i z trzeciego réwnania
otrzymujemy
2ce<eva=c+b = c<b.

Wobec tego b = c. Analogicznie dowodzimy, ze a = b. Rownania przyjmuja posta¢ av/a = 2a, skad a = 4.
Bezposrednio sprawdzamy, ze trojka (4,4, 4) jest rozwigzaniem danego uktadu.

26. Dana jest dodatnia liczba catkowita d. Na przyjeciu spotkalo sie n > 2 gosci, sposrod ktorych
niektorzy znaja sie. Okazalo sie, ze dla kazdego niepustego podzbioru gosci A istnieje taki go$é nalezacy
do A, ktory zna co najwyzej d innych gosci w A. Niepusty podzbiér gosci nazwiemy klikg jesli kazdych
dwoch gosci z tego podzbioru sie zna. Wykazaé, ze na przyjeciu jest co najwyzej 2¢ - n klik.

Rozwigzanie:

Ponumerujmy kolejno gosci réznymi liczbami od 1 do n w nastepujacy sposoéb. W i-tym kroku
przypisujemy liczbe i tej osobie, ktora ma co najwyzej d znajomych wsrod tych osob, ktore nie zostaty
jeszcze ponumerowane. Zauwazmy, ze przy takim ponumerowaniu i-ta osoba ma co najwyzej d znajomych
o numerach wiekszych od .

Policzmy liczbe wszystkich par (m, K), gdzie K jest zbiorem numeréw osob dowolnej kliki, zas m to
najmniejszy element K. Z jednej strony jest ona rowna liczbie wszystkich klik. Z drugiej strony zauwazmy,
ze dla kazdego m, zbior K \ {m} jest podzbiorem znajomych m-tej osoby o numerach wiekszych niz m.
Zatem dla kazdego m liczba par z pierwszym elementem réwnym m jest nie wieksza niz 2¢, skad wynika,
ze wszystkich par jest nie wiccej niz n - 2%,

27. Dany jest trojkat ABC, w ktorym AB > AC. Okregi op, oc sa styczne do potprostych AC™
i AB7, przy czym punkt B lezy na okregu og, a punkt C' lezy na okregu oc. Rozna od AC styczna
do okregu op przechodzaca przez punkt C' przecina prosta AB w punkcie K, a rézna od AB styczna
do okregu oc przechodzaca przez punkt B przecina prosta AC w punkcie L. Prosta KL i dwusieczna
kata BAC przecinaja odcinek BC' odpowiednio w punktach P i M. Wykazaé¢, ze BP = CM.

Rozwigzanie:

Sposdb 1

Zauwazmy, ze dtugos¢ odcinka wspolnej stycznej zewnetrznej do okregéw op i oo miedzy punktami
stycznosci jest réwna

AB—-AC=LB—-LC=KC - KB,

wobec czego punkty A, L lezg na jednej, a punkt K na drugiej gatezi pewnej hiperboli 1 o ogniskach B, C.

Oznaczmy przez S $rodek odcinka BC' (Srodek symetrii n), a przez A’, K', M’ odpowiednio punkty
symetryczne do A, K, M wzgledem S. Wowczas A’, K’ € n oraz punkty A', K’, C leza na jednej proste;j.

n
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7 wtasnosci optycznej hiperboli wynika, ze prosta A’M’ jako dwusieczna kata BA'C jest do niej
styczna. Wobec tego z twierdzenia Pascala zastosowanego do szeSciokata AA’A’K'K L wpisanego w 7
wynika, ze punkty

AANKK =8, AANKL AKNLA=C
leza na jednej prostej, czyli proste A’A" (styczna do n w punkcie A"), KL, BC' przecinaja sie w jednym
punkcie. Zatem M'= AA'N BC = KL N BC = P i w konsekwencji CM = BP.

Sposob 11

Rownosé , jest rownowazna tezie zadania. Aby ja wykazac, wystarczy udowodnié

gdyz z tw1erdzen1a o dwu81eczneJ mamy & EM M ﬁg

CP _ BM CP AB

- AC

A

Oznaczmy przez Sp srodek okregu opg, przez B’, C' odpowiednio odbicia punktow B, C wzgledem
dwusiecznej kata BAC, przez U, T odpowiednio $rodki odcinkow BB’ i CC’, przez D punkt przeciecia
prostych C'Sg oraz BB’ i niech W bedzie punktem przeciecia prostych B'Sg i CC".

Zauwazmy, ze LSpAK = 4SpB'D oraz $SpKA = 180°~<4BK S = $DCB'+<CB'B = 4$SgDB’,
wiec trojkaty B'SpD oraz ASgK sa podobne. Ponadto SgU oraz SgB to odpowiednie wysokosci w tych
trojkatach, stad & AK = glg Proste BB’ i C'C’ sg réwnolegle, wiec z twierdzenia Talesa uzyskujemy
B'D _ WC

on = o Zauwazmy jeszcze, ze trojkaty CB'W i CT A sg podobne, wiec = A¢  Ostatecznie

B’C TC"
mozemy napisac: AK BD WC  AC.BC
BK UD TC  TC?
analogicznie gﬁ = Th 5o B BC, Z twierdzenia Menelausa dla trojkata ABC' i wspotliniowych punktow K, L, P
otrzymujemy

CP AK BL AC-B'C UB>  AC AB> AB

BP BK CL  TC® AB-BC' AB AC® AC’

28. Wyznaczy¢ wszystkie trojki niezerowych liczb catkowitych a, b, ¢ o tej wlasnosci, ze liczby

a b ¢ a ¢ b
-—+-+—- oraz —+ -+ —

b ¢ «a c b a
sg catkowite.

Rozwigzanie:
Odpowiedz: Wszystkie takie trojki liczb catkowitych (a, b, ¢), ze |a| = |b] = |c|.
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Sposob 1
Zauwazmy, ze jezeli liczby a, b, ¢ spetniaja warunki zadania, to

a b c 3 a b c\ 5 a ¢ b
r——||(z—-)|lz—-)=2"- |-+ -+ )"+ |-+ +—- -1
b c a b ¢ a c b a

jest wielomianem o wspotezynnikach catkowitych, ktérego wyraz wolny oraz wspotezynnik przy najwyz-
szej potedze sa co do modutu rowne 1. Wobec tego kazdy pierwiastek wymierny tego wielomianu jest co
do modutu réwny 1, co prowadzi do trojek (a, b, ¢) spelniajacych warunek |a| = [b| = |¢| = n dla pewnej
dodatniej liczby catkowitej n. Latwo sprawdzié¢, ze wszystkie trojki o tej wtasnosci spetniaja warunki
zadania.

Sposob 11

Niech p bedzie dowolnym dzielnikiem pierwszym co najmniej jednej z liczb a, b, c¢. Zaldézmy, ze p
wchodzi do rozktadu na czynniki liczb a, b, ¢ odpowiednio z wykladnikami A, B, C. Mozemy zapisaé
teraz roznice wyrazen z tredci zadania jako

E N l_? N E B 2 N E N é B (a _ b)(b _ C) (C _ a) B pmin(A,B)+min(B,C’)+min(C,A)
b ¢ a c b a

abe pATB+C ’

S
t

gdzie s oraz t sa wzglednie pierwsze z p. Skoro powyzsza roznica jest liczba catkowita, to
min(A, B) + min(B,C) + min(C,A) > A+ B + C,

co jest mozliwe tylko gdy A = B = C. To z kolei oznacza, ze kazda liczba pierwsza wchodzi do rozktadu
kazdej z liczb a, b, ¢ w tej samej potedze, czyli |a| = |b| = |¢|. Latwo sprawdzi¢, ze kazda taka trojka
spelia warunki zadania.

29. Rozstrzygnaé, czy istnieje taki wielomian P o wspoétczynnikach catkowitych, ze

P<1+€/§):1+\“/§ oraz P<1+\/5>:2+3\/5.

Rozwigzanie:

Odpowiedz: Taki wielomian P nie istnieje.

Przypusémy, ze istnieje wielomian P majacy postulowane wtasnosci. Niech Q(x) = P(z)—x. Wowczas
Q(1~|—\3/§) :OoraZQ(l—l—\/g) =14 2/5.

Rozpatrzmy wielomian T'(x) = 23 —32%+32z—3. Latwo sprawdzi¢, Ze jest on nierozktadalny nad cialem
liczb wymiernych oraz T (1 + \3/5) = 0. Ponadto nie istnieje niezerowy wielomian o wspotczynnikach
catkowitych stopnia mniejszego od 3, ktérego pierwiastkiem jest 1 + /2. Co wiecej, jesli R jest reszta
z dzielenia wielomianu @) przez wielomian 7', to deg(R) < 3 oraz R (1 + \3/5) = 0. Wobec tego R = 0.
Stad istnieje wielomian A o wspotczynnikach catkowitych taki, ze Q(z) = A(x) - T'(x).

Po podstawieniu x =1 + NG otrzymujemy

1+2\/5:Q<1+\/5>:A<1+\/3>-T<1+\/5>:A<1+\/5>-<5\/5—2>,

skad A (1+V5) = 37 (52 4+ 9v5).

Jednak taka sytuacja nie jest mozliwa, poniewaz A (1 + \/3) jest suma wyrazen postaci ag (1 + \/5)
gdzie ay, sa liczbami catkowitymi, a wspotezynnik przy v/5 kazdego takiego wyrazenia jest liczba calkowita,
co stoi w sprzecznosci z tym, ze liczba 1% nie jest catkowita.

Wobec tego nie istnieje wielomian () majacy postulowane wtasnosci, skad ostatecznie nie istnieje

wielomian P spetniajacy warunki zadania.

k
’
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30. Na dyskotece spotkato sie n chtopcow i m dziewczat. Okazato sie, ze kazdy chlopiec zna co
najwyzej 2018 dziewczat oraz kazda para dziewczat ma wspolnego znajomego chtopca. Wykazaé, ze da sie
kazdej dziewczynie przypisa¢ podzbior znajomych jej chtopcow w taki sposéb, by przypisane podzbiory
byly parami roztaczne oraz by bylo co najmniej m;ﬁ? roznych par dziewczat majacych wspolnego
znajomego chlopca przypisanego do jednej z nich.

Rozwigzanie:

Rozwazmy przypisanie kazdego chlopca, ktory zna jakakolwiek dziewczyne, do dziewczyny wybrane;j
losowo z rozktadem jednostajnym sposréd znanych mu dziewczat. Dla kazdej pary dziewczat d, e ustalmy
jakiegokolwiek ich wspdélnego znajomego cq.. Niech X, . bedzie zmienng losowa réwna 1 jesli ¢q. zostal
przypisany do d lub e, oraz 0 w przeciwnym przypadku. Zauwazmy, ze prawdopodobieristwo, ze Xz, = 1
wynosi co najmniej ﬁ, gdyz c4. ma co najwyzej 2018 znajomych sposrod ktérych dwie to d i e,
a co za tym idzie warto$¢ oczekiwana Xy, wynosi co najmniej ﬁ. 7 liniowosci wartos$ci oczekiwanej
wnioskujemy, ze oczekiwana wartos$¢ liczby par dziewczat majacych wspolnego znajomego przypisanego

do jednej z nich wynosi co najmniej (7;) 2 mm-D) - 7atem istnieje co najmniej jedno przypisanie

" 2018 2018
realizujace co najmniej taka liczbe par.
31. Dany jest trojkat ostrokatny ABC, w ktérym AB < AC. Punkt D jest érodkiem odcinka BC,
a punkt P lezy na odcinku AD. Okregi opisane na trojkatach CDP, BDP przecinaja boki AC, AB
odpowiednio w punktach E, F' réznych od C, B. Dwusieczna kata EPF przecina EF w punkcie Q).
Dowiesé, ze styczna do okregu opisanego na trojkacie AQP w punkcie A jest prostopadita do BC.

Rozwigzanie:

Poniewaz punkty B, F, P, D leza na okregu, to ${DBA = <FPA. Ponadto tréjkaty BDA i PFA
maja wspolny kat przy wierzchotku A. Z cechy podobienstwa kat-kat wynika, ze trojkaty te sa podobne.
Analogicznie dowodzimy, ze trojkaty C DA i PE A sa podobne. Stad

AF AF PE FP AD CD FP FP
AE FP EA PE DB DA PE PE’

bowiem D jest srodkiem odcinka BC'. Ale z twierdzenia o dwusiecznej otrzymujemy, ze % = ?—87 skad
rowniez ﬁ—g = ?—8, zatem prosta AQ) jest dwusieczng kata FFAE. Stad w oparciu o zalozenie AB < AC,
punkt @) lezy po tej samej stronie prostej AD, co punkt F.

C

Niech X bedzie punktem przeciecia stycznej do okregu opisanego na trojkacie AQP w punkcie A
z prosta BC. Wtedy

$BAX = $FAQ — YQAX = 14FAE — $QPA = 1(180° — 4FPE) — $QPA =
=90° — $FPQ — $QPA =90° — 4FPA=90° — $DBA = 90° — <X BA,

wobec czego z sumy miar katow w trojkacie BX A, kat BX A jest prosty.
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Uwaga

To, ze prosta AQ) jest dwusieczng kata BAC mozna uzasadni¢ inaczej w nastepujacy sposob. Z twier-
dzenia o potedze punktu otrzymujemy

AF  AC
AF -AB=AP-AD = AFE - AC, skad — =——.
R VO RV:

Wobec tego na mocy podobienistwa trojkatéow bok-kat-bok otrzymujemy AAFE ~ AACB. Roz-
wazmy jednoktadnosé o srodku w punkcie A ztozong z symetriag wzgledem dwusiecznej kata BAC', prze-
prowadzajaca trojkat AEF na trojkat ABC. Obrazem srodkowej trojkata AFE opuszczonej z wierz-
chotka A z jednej strony jest sSrodkowa AD trojkata ABC, a z drugiej strony jest to z definicji symediana
trojkata F'AE opuszczona z wierzchotka A. Wobec powyzszego prosta AD jest symediang trojkata AFE
poprowadzong z wierzchotka A. Ze znanej wlasnosci symediany otrzymujemy AF - PE = AE - PF, czyli
ﬁ—g = %. Dalsza czes¢ dowodu przebiega tak jak poprzednio.

32. Niech p bedzie liczba pierwsza, ktora daje reszte 3 przy dzieleniu przez 4. Wyznaczy¢ liczbe
par (z,y) réznych elementéw zbioru {0,1,..., 21} o tej wlasnosci, ze liczba 22 — y? — 1 jest podzielna
przez p.

Rozwigzanie:

Odpowiedz: ’%1.

Sposob 1

Niech Q oznacza zbior wszystkich niezerowych reszt kwadratowych modulo p, a N' — zbi6r niezero-
wych niereszt. Wiadomo, ze |N| = |Q| = &% oraz N = —Q dla p = 3 (mod 4).

Dla z € {1,2,...,p — 1} oznaczmy przez v(zx) liczbe sposobow, na jakie mozna przedstawi¢ = jako
roznice (modulo p) niezerowych reszt kwadratowych. Wykazemy, ze v(1) = ... = v(p — 1). Zauwazmy
wpierw, ze dla dowolnych reszt kwadratowych r, s zachodzi v(r) < v(s), gdyz kazdemu przedstawieniu
r = a—b, gdzie a i b to reszty kwadratowe, odpowiada przedstawienie s = (sr~')a — (sr=')b. Przez
symetrie, wnioskujemy, ze w istocie v(r) = v(s) dla dowolnych reszt kwadratowych r, s. Aby rozszerzy¢
ten fakt takze na niereszty, wystarczy zauwazy¢, ze dla dowolnego = zachodzi réwnosé v(x) = v(—z), na
mocy oczywistej odpowiedniosci x = a — b < —x = b — a. Ponadto v(1) +...+v(p—1) =|Q]* — |Q|.

Pozostaje przeliczy¢, ze

_ ' qop_jop ezt (p=l_y_p=3

oraz zauwazy¢, ze v(1) to w istocie liczba par (z, y) roznych elementow zbioru {1, ..., ’%1} o tej wlasnosci,
ze liczba 2% — y? — 1 jest podzielna przez p.

Pozostaje osobno rozwazy¢ przypadek, gdy x lub y jest réwne 0. Biorac z = 0, dostajemy p | y* + 1,
ale —1 jest niereszta kwadratowa mod p, wiec w tym przypadku nie ma rozwigzan. Biorac y = 0,
dostajemy p | (x — 1)(x 4+ 1), czyli otrzymujemy jedno rozwiazanie (z,y) = (1,0).

Uwzgledniajac je, otrzymujemy ostateczny wynik 4”%3 +1 =2

4

Sposob 11

Oznaczmy S = {0,1,...,p — 1} oraz A = {(x,y) € S : p | 2? —y*> — 1}. Latwo sprawdzi¢, ze
odwzorowanie (z,y) — (z + y,x — y) jest bijekcja S? — S2. Stad liczba par (z,y) € S? takich, ze
pla?—y?>—1=(z+y)(x—y)— 1 jest réwna liczbie par (a,b) € S? takich, ze p | ab — 1. Ta ostatnia
liczba jest rowna p — 1, bo dla kazdego a # 0 istnieje doktadnie jedno odpowiednie b # a.

Zauwazmy, rozumujac jak w poprzednim sposobie, ze w zbiorze A jest sa dokladnie dwie pary za-
wierajace zero, mianowicie (1,0) oraz (—1,0). Ponadto wszystkie pary z A nie zawierajace zera mozna
podzieli¢ na roztaczne czworki postaci {(k, 1), (k, —1), (—=k,1), (—k,—1)}, w ktorej jedynie jedna para bedzie

zawierala oba elementy ze zbioru {1,..., ’%1} Ostatecznie uzyskujemy odpowiedz jako 1+ 1%3 = ’%1.
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33. Znalez¢ wszystkie liczby rzeczywiste z, ktore spetniajg rownanie

144% =2% + 3%

Rozwigzanie:
Najpierw zauwazmy, ze liczby 01 1 sa rozwigzaniami powyzszego rownania; dalej zalézmy, ze x #£ 0, 1.
Rozwazmy funkcje f.(y) = y* okreslong dla liczb dodatnich. Zauwazmy, ze

fily) =a(@— 1)y

ma taki sam znak, jak wyrazenie x(x — 1), a wiec taki sam dla wszystkich liczb dodatnich y. Zatem f
jest $cisle wypukta lub $cisle wklesta na zbiorze dodatnich liczb catkowitych.

Skoro 1 < 2 oraz 144 = 2+ 3, to stosujac nieréownos¢ Karamaty, mamy f,(1)+ f.(4) # f2(2) + f(3)
dla kazdego = € R\ {0, 1}.

34. Dany jest n-elementowy zbiér A oraz pewna rodzina jego podzbioréw F. Zbiér B C A nazwiemy
cwiartowanym przez F, gdy dla kazdego zbioru C' C B istnieje taki zbior F' € F, ze C = BN F.
Oznaczmy przez d najwieksza mozliwag moc zbioru é¢wiartowanego przez F. Wykazaé, ze

3 (Z) > |7,

d
k=0

Rozwigzanie:

Udowodnimy, ze F ¢wiartuje co najmniej |F| podzbioréw zbioru A. Z tego bezposrednio wyniknie
teza, poniewaz wszystkich ¢wiartowanych zbioréw przez F jest nie wiecej niz wszystkich podzbioréw A
0 mocy co najwyzej d.

Przeprowadzimy dowo6d indukeyjny po |F|. W przypadku |F| = 1 wystarczy zauwazy¢, ze dowolna
jednoelementowa rodzina podzbioréw ¢wiartuje zbioér pusty.

Dalej zat6zmy, ze F zawiera co najmniej dwa zbiory. Zauwazmy, ze musi istnie¢ element a € A taki,
ze a nalezy do co najmniej jednego zbioru z F, ale nie do wszystkich. Oznaczmy

X={FeF :a€F} oraz Y={Fe€F :a¢F}.

Udowodnimy, ze dla kazdego zbioru B ¢wiartowanego zaréwno przez X, jak i ) istnieje zbior B, ktory
nie jest ¢wiartowany zaréwno przez X, jak i ), ale jest ¢wiartowany przez F. Tym samym korzystajac
z zalozenia indukcyjnego uzyskamy, ze F ¢wiartuje co najmniej |X| 4 || = | F| zbiorow.

Zalozmy, ze B jest ¢wiartowany zaréwno przez X, jak i ). Zauwazmy, ze a nie moze naleze¢ do B,
gdyz w przeciwnym razie B nie bylby ¢wiartowany przez ). Zatem zbior B’ = B U {a} jest rézny od B
i nie jest ¢wiartowany przez ), ponadto nie jest rowniez ¢wiartowany przez X, gdyz dla kazdego X € X
zachodzi a € X N B'. Jednakze B’ jest ¢wiartowany przez JF, mianowicie

{C :CCB}={C :CCB,aeC}u{C :CCB a¢ B} =
—[XNB :XeXIU{YNB :YeV)={FNB :FeF)

35. Na ptaszczyznie dane sa okregi wy i ws, 0 réznych promieniach i §rodkach odpowiednio O; i O,
przecinajace sic w punktach A i B tak, ze $0O;A05 = 90°. Na odcinku AB wybrano punkt X rézny
od A, B oraz srodka odcinka AB. Prosta O;X przecina okrag ws w punktach P, i ()1, prosta Oy X
przecina okrag w; w punktach P, i ()2, przy czym punkty P, i P leza odpowiednio na odcinkach O; X
i O, X. Wykazac, ze proste 0105, PPy, ()1()5 przecinaja sie w jednym punkcie niezaleznym od wyboru
punktu X.
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Rozwigzanie:

Sposob 1

Skoro $0O; A0, = 40O,B0O, = 90°, to prosta AB jest jednoczesénie biegunowsa punktu O; wzgledem
okregu ws i biegunowa punktu O, wzgledem okregu w;. W takim razie punkty P, @)1, O1, X oraz P,
@2, O, X tworza czworki harmoniczne. Wobec tego

XP X XP  XQ

Ob 0 " 0ok, 000 ©)

Okregi wy 1 wy nie sa przystajace, wiec proste P P, i QQ1(Q)s przecinaja prosta 0102 odpowiednio w punk-
tach Y i Z. Stosujac do tych prostych oraz trojkata O;0,X twierdzenie Menelausa otrzymujemy
01Y 01P1 XPQ 01Z OlQl XQQ
= : oraz = - :
0Y XP O)P 0.7  XQ1 05Q4

Ich prawe strony sa rowne wobec zwigzkow @, skad wniosek, ze Y = Z (gdyz punkty Y i Z leza na
prostej 0105 poza odcinkiem O;03). To dowodzi, ze proste 0104, PPy, Q1Q2 przecinaja sie w jednym
punkcie.

w2

NP Py

Q1

Skoro Y = Z, to mnozac wyzej otrzymane réwnosci stronami dostajemy

2
OIY _ OIPI ) XP2 . OIQI . XQQ
OQY XPl OQPQ XQl 02Q2'

Zauwazmy teraz, ze

O1P, - 01Q1 = O1 A%, 03Py - 03Q5 = Oy A*

oraz
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W takim razie

2
OY)  O4°
O2Y | OyA?

czyli punkt Y nie zalezy od polozenia punktu X.

Sposob 11

Niech T bedzie punktem przeciecia wspolnych stycznych do okregéw w; i wy. Udowodnimy, ze proste
0105, P, Py, Q1Q)- przecinaja sie w punkcie 7.

Zauwazmy, ze

XP - X1 2 XA-XB2L XP,- XQ,

a ponadto punkt X lezy na odcinkach Py i P>()2, wobec czego punkty Pi, Ps, (01, ()2 lezg na jednym
okregu — nazwijmy ten okrag w.

Inwersja wzgledem okregu w; zachowuje punkty P i ()2 oraz zamienia punkty P; i ()1, gdyz okrag wo,
jako prostopadty do okregu inwersyjnego, jest okregiem stalym. To oznacza, ze réwniez w jest okregiem
staltym przy rozwazanej inwersji, wobec czego w jest prostopadly do w;. Analogicznie, rozwazajac inwersje
wzgledem ws uzasadniamy, ze okregi w oraz wo sg prostopadte.

w2

Niech €2 bedzie okregiem o $rodku 7' i promieniu T'TA = T'B. Inwersja wzgledem {2 zamienia okregi
w1 1 we, gdyz sg one wpisane w ten sam kat o wierzchotku 7', a A i B sa punktami stalymi tej inwersji.
Udowodnimy, ze okregi w i 2 sa prostopadte; wyniknie stad teza zadania. Rzeczywiscie, wowczas okrag
w bedzie staly w rozwazanej inwersji i wobec tego

{PI*’QT} - (Wgﬂ(x})* = W1 Nw = {P27Q2}a

co biorac pod uwage potozenie punktéw prowadzi do wniosku, ze P = P, 1 Q] = ()2 1 w konsekwencji
oznacza, ze proste P; Py, ()1Q)2 przechodza przez srodek inwersji, czyli punkt 7.
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Rozwazmy w koricu dowolng inwersje o §rodku A. Obrazami okregdéw
w1 1 ws bedzie pewna para prostych prostopadtych przecinajacych si¢ w B*,
a obrazem w — pewien okrag prostopadly do tych dwoch prostych, czyli
okrag o sSrodku B*. Ale okrag {2 réwniez przechodzi na prosta przechodzaca
przez B*, czyli prostopadta do w* — stad Q2 L w, co konczy rozwigzanie.

Uwaga

W tym sposobie rozwiazania w istocie udowodnilismy, ze jezeli pewien
okrag jest prostopadly do dwdch okregéw z peku, to jest prostopadty do
catego peku.

Sposob 111

Dla ustalenia uwagi przyjmijmy, ze w; ma mniejszy promien niz ws. Niech odcinek 0,05 przecina
okregi wy, wy odpowiednio w punktach K i L. Wowczas Q1 L jest dwusieczng kata AQ, B — niech przecina
ona odcinek AB w punkcie Y. Woéwczas z twierdzenia o dwusiecznej oraz z faktu, ze Q1 X jest symediang

w trojkacie AQ B otrzymujemy
AY  AQr [ AQT JAX
YB OB \| QB> VXB

Analogicznie dowodzimy, ze prosta QoK przecina odcinek AB w takim punkcie Y, ze

Ay [JAX
Y'B \ XB’

Wobec tego Y =Y. Z twierdzenia o potedze punktu wzgledem okregu mamy
QY -YL=AY - YB=Q)Y YK,

zatem punkty @)y, @2, K, L leza na jednym okregu.
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Oznaczmy punkt wspoélny prostych 1@, KL przez Z. Niech T bedzie drugim punktem przeciecia
prostej Q1Q2 z okregiem wo (gdy prosta (Q1Qs jest styczna do tego okregu, to przyjmujemy 7' = Q).
Wowczas

LQ201Z = 29Qs KL = 29Q2Q1 L = STO, L.

To oznacza, ze Z jest srodkiem jednoktadnosci o skali dodatniej przeksztalcajacej odcinek O1Q2 na O,T.
Jednokladnosé ta przeksztalca wiec okrag wy na ws.

Analogicznie dowodzimy, ze P P, przechodzi przez srodek jednoktadnosci o skali dodatniej przeksztal-
cajacej wi na wo. Wykazaliémy wiec, ze niezaleznie od wyboru punktu X proste )1Q2, P, P> przechodza
przez punkt Z, ktory oczywiscie lezy rowniez na prostej O10;.

36. Wyznaczy¢ wszystkie pary (m,n) wzglednie pierwszych dodatnich liczb catkowitych, dla ktoérych
istnieje dodatnia liczba catkowita x spetniajaca warunki:

o1+ 2+ ... +am ! dzeli sie przez n;

o1+ 2+ ...+ 2" ! dzeli sic przez m.

Rozwigzanie:

Para m =1, n = 1 jest oczywiscie rozwiazaniem. Udowodnimy, ze innych rozwiazan nie ma.

Przypusémy, ze istnieja liczby catkowite dodatnie m, n, z speliajace podane w tresci warunki, przy
czym mn > 1. Niech p bedzie najmniejszym dzielnikiem pierwszym liczby mn — przyjmijmy bez straty
ogolnosci, ze p | n. Z warunku w tresci zadania mamy, ze n | 2™ — 1, skad 2™ = 1 (mod p).

Niech k& > 0 bedzie najmniejsza taka liczba, ze ¥ = 1 (mod p). Wtedy k | m oraz k | p— 1 (bo
771 =1 (mod p) na mocy malego twierdzenia Fermata). Poniewaz wszystkie dzielniki pierwsze liczby
m sa wieksze od p, wiec k =1, czyli x = 1 (mod p). W takim razie

O=1l+z+...+2""'=m (mod p).

To pociaga za soba podzielnos¢ p | m, wbrew zalozeniu, ze liczby m i n sa wzglednie pierwsze.
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Zawody druzynowe

1. Dowiesc, ze
o

1 1
Z_ n2k2n+k) g;ﬁ

Rozwigzanie:

ii 1 _lz(n—i-k) —nd -k
2k (n+ k)23 n3k3(n +k)3

n,k>1
1 1 1
B ng n3k33 nz/ nd(n+k)> 3 anZ>1 k3(n + k)3 N
1 1 1

:§ Z n3k3_§ Z 3k 3 Z 3k

n,k>1 n>k>1 1<n<k

1 1 Iox 1

DR

n=~k> n=1

2. Znalez¢ najwieksza mozliwag warto$¢ wyrazenia
abed - [(a — b)(b — ¢)(c — d)(d — a)],

gdzie a, b, ¢, d sa liczbami nieujemnymi, ktérych suma jest rowna 4.

Rozwigzanie:
Odpowiedz: Szukana warto$¢ wynosi 1.

2
Oznaczmy L = abed - |(a —b)(b— ¢)(c — d)(d — a)|. Kilkukrotnie stosujac nier6wnosé¢ zy < <x + 3/> )

2
otrzymujemy
L= \/a??d*(a — b)*(b— ¢)*(c — d)*(d — a)® = [ [ Vabla — )2 =[] %\/émb ((a + b)2 — 4ab) <
<TTE = L (s b+ d)) (64 )+ D) < o (W) -1

cyc

V2

2
Wartosé 1 jest osiggana na przyktad dlaa =c=1+ g orazb=d=1— -

3. Graf prosty nazwiemy podzielnosciowym, jesli mozna tak ponumerowac jego wierzchotki parami
roznymi dodatnimi liczbami catkowitymi, by dla kazdej pary wierzchotkéw istniata krawedz miedzy nimi
wtedy i tylko wtedy, gdy numer jednego z nich jest podzielny przez numer drugiego. Ponadto graf
prosty o n wierzchotkach nazwiemy permutacyjnym, jesli mozna ponumerowac jego wierzchotki liczbami

1, 2, ..., n w taki sposob, by istniala permutacja o zbioru {1,2,...,n} o nastepujacej wlasnosci: dla
wierzchotkéw o numerach ¢, j, gdzie @ < j istnieje krawedZ miedzy nimi wtedy i tylko wtedy, gdy
o(i) > o(j).

Wykazaé, ze graf prosty jest permutacyjny wtedy i tylko wtedy, gdy zar6wno on, jak i jego dopelnienie,
sa grafami podzielnosciowymi.
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Rozwigzanie:

Wprowadzmy nastepujaca definicje: graf prosty nazwiemy porzgdkowym, jesli istnieje taki porzadek
czesciowy na zbiorze wierzchotkow grafu, dla ktorego krawedz miedzy wierzchotkami v, w istnieje wtedy
i tylko wtedy, gdy wierzchotki v, w sa w tym czeSciowym porzadku poroéwnywalne oraz v # w.

Lemat 1. Graf prosty jest podzielnosciowy wtedy @ tylko wtedy, gdy jest porzqdkowy.

Dowad. Tmplikacja w prawa strone jest jasna. Zatézmy teraz, ze graf G o n wierzchotkach jest porzad-
kowy; niech < bedzie odpowiadajacym mu czesciowym porzadkiem. Umiesémy w jego wierzchotkach
parami roézne liczby pierwsze py, po, . .., pn. Niech numer wierzchotka v bedzie iloczynem wszystkich liczb
pierwszych umieszczonych w takich wierzchotkach w, ze w < v. Nietrudno sprawdzié¢, ze dla réznych
wierzchotkéw v, w numer wierzchotka v dzieli numer wierzchotka w wtedy i tylko wtedy, gdy v < w.
Wobec tego graf G jest porzadkowy. n

Zatozmy, ze graf prosty G jest permutacyjny. Rozwazmy odpowiadajaca mu numeracje wierzchotkow
i permutacje 0. Zdefiniujmy porzadki czesciowe <1, <o nastepujaco: dla wierzchotkéw v, w o numerach
odpowiednio k, £:

e v <1 w wtedy 1 tylko wtedy, gdy k < £ oraz o(k) > o({);
e v <o w wtedy i tylko wtedy, gdy k < £ oraz o(k) < o({).

Wtedy rozne wierzchotki v, w sa poréwnywalne w porzadku <1 wtedy i tylko wtedy, gdy w grafie G sa
one potaczone krawedzig, wobec czego graf G jest porzadkowy, wiec jest podzielno$ciowy. Podobnie rézne
wierzchotki v, w sa poréwnywalne w porzadku <, wtedy i tylko wtedy, gdy w grafie G nie sa one potaczone
krawedzia, skad dopelnienie grafu GG jest grafem porzadkowym, czyli jest grafem podzielno$ciowym.

Zatozmy teraz, ze zaréwno graf G, jak i jego dopelnienie, sa grafami podzielno$ciowymi. Wtedy oba
te grafy sa porzadkowe; niech <, <2 beda odpowiadajacymi im porzadkami. Wéwczas rézne wierzchotki
v, w sg porownywalne w porzadku <; wtedy i tylko wtedy, gdy nie sg poréwnywalne w porzadku =<s.
Rozwazmy porzadki <12, <1,_2 okreslone na zbiorze wierzchotkoéw grafu G w nastepujacy sposob:

* v <12 w wtedy i tylko wtedy, gdy v <1 w lub v <5 w;
o v <1 o w wtedy 1 tylko wtedy, gdy v <1 w lub w <y v.

Udowodnimy, ze <2 jest porzadkiem liniowym; to, ze <; _» réwniez jest porzadkiem liniowym, mozna
udowodni¢ analogicznie. Zwrotno$¢, antysymetrycznosé i porownywalnosé kazdych dwoch wierzchotkow
jest jasna. Pozostaje wykazac, ze relacja <12 jest przechodnia.

Niech u <12 v oraz v <5 w. Zalézmy, ze pary wierzchotkéw (u,v) oraz (v,w) sa poréwnywalne
w tej samej relacji; bez straty ogdlnosci przyjmijmy, ze jest to relacja <. Jesli v <y v oraz v <7 w, to
z przechodniodci relacji < otrzymujemy v <; w, zatem u <12 w.

v v
=4 =< =1 Tl X2

— ~

u w u w

Jesli natomiast wierzchotki (u, v) oraz (v, w) sa poréwnywalne w roznych relacjach, to bez straty ogol-
nosci przyjmijmy, ze u <1 v oraz v <o w. Gdyby w <1 u, to z przechodniosci relacji <; otrzymalibysmy,
ze w <1 v, co nie jest mozliwe, poniewaz wierzchotki v, w sa porownywalne w porzadku <5, zatem nie sg
poréwnywalne w porzadku <. Analogicznie wykazujemy, ze nie moze zajs¢ w <o u. Wobec tego u <1 w
albo u <y w, skad ostatecznie u <12 w.
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Rozwazmy teraz numerowanie wszystkich n wierzchotkow grafu G liczbami 1, 2, ..., n w porzadku

zgodnym z porzadkiem zadanym na tych wierzchotkach przez relacje <1 2. Ponadto jesli vy, vg, ..., v, to
wierzchotki grafu kolejno o numerach 1, 2, ..., n, to zadajmy permutacje o zbioru {1,2,... n} tak, by
Uo=1(n) 1,2 Uo=1(n—1) 1,-2 - - - 1,2 Ug—1(1)-

Wowcezas dla 1 < k < ¢ < n wierzchotki vy, oraz v, sa potaczone krawedzia wtedy i tylko wtedy, gdy
U 1 U = U 1,2 Vg OTAZ Up—1(o(k)) = Uk S1,—2 U = Up—1(o(0)) <= k < L oraz o (k) > o({),

a wiec graf G jest permutacyjny.

4. Na plaszezyznie dany jest zbior S ztozony z 2n punktow (n > 1), z ktorych zadne trzy nie leza na
jednej prostej. Skojarzeniem nazwiemy taki zbior n odcinkéw, ze kazdy punkt z S jest koncem doktadnie
jednego z nich. Skojarzenie nazwiemy nieprzecinajgcym sie, jesli zadne dwa odcinki tego skojarzenia sie
nie przecinaja. Niech L bedzie najwicksza mozliwa suma dlugoséci odcinkow w skojarzeniu, P zas —
najwieksza mozliwg suma dlugosci odcinkéw w nieprzecinajacym si¢ skojarzeniu. Dowies¢, ze P > %L.

Rozwigzanie:

Dtugoscig skojarzenia M, oznaczona (M), bedziemy nazywaé sume dtugosci odcinkow z M. Ustalmy
dowolny punkt O na ptaszczyznie i rozwazmy dowolng prosta ¢ przechodzacg przez O. Dla odcinka s niech
II,(s) bedzie dlugoscig rzutu s na prostg ¢. Dla skojarzenia M, niech II,(M) =" __,, IL,(s). Oczywiscie
Y(M) > TI,(M) dla dowolnego skojarzenia M i prostej ¢.

Whpierw wykazemy, ze kazde skojarzenie mozna ,uroztaczni¢” nie zmieniajac wartosci 11,.

Spostrzezenie 1. Dla kazdej prostej € i kazdego skojarzenia M istnieje nieprzecinajgce sie skojarzenie
N spetniajgce 11,(M) = I1,(N).

Dowdd. Wsrod skojarzen N spetniajacych II,(M) = I1,(N) rozwazmy takie, ktorego dlugosé (V) jest
najmniejsza. Twierdzimy, ze jest ono nieprzecinajace sie. Zaldézmy przeciwnie, czyli ze pewne dwa odcinki
AC,BD € N sie przecinaja. Wowcezas ABCD jest czworokatem wypuklym i z nieréwnosci trojkata
wynika, ze

AB+CD < AC+ BD oraz BC+ DA < AC + BD.

Rozwazmy skojarzenia N’, N” uzyskane z N przez zamiane {AC, BD} odpowiednio na {AB,CD}
i {BC,DA}. Wowczas powyzsze nierownosci pociagaja za soba X(N') < X(N) oraz X(N") < X(N).
Jednakze tatwo sprawdzié¢ rozpatrujac wzajemne potozenie rzutow A, B, C, D na prosta ¢, ze jeden z po-
nizszych warunkow jest spetniony:

1,(AB) + IL,(CD) = I,(AC) + I,(BD) lub IL(BC)+ I (DA) = IL(AC) + IL,(BD).
Oznacza to, ze IIy(N') = IIy(N) lub II,(N") = II,(N), co przeczy wyborowi skojarzenia . O

Teraz zauwazamy, ze dla kazdego skojarzenia M istnieje taka prosta ¢, ze suma dtugosci rzutow I1,( M)
jest niewiele krotsza od dtugosci skojarzenia 3 (M).

Spostrzezenie 2. Dla kazdego skojarzenia M istnieje taka prosta { przechodzgca przez O, zZe

(M) > 25(M).

™

Dowdd. Wybierzmy prosta ¢ poprzez wylosowanie kata nachylenia ¢ wzgledem osi uktadu wspotrzednych
z przedziatu (—7n /2, 7/2) z rozktadem jednostajnym. Wowcezas dla kazdego odcinka s € M, kat nachylenia
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s wzgledem ¢ znéow jest zmienna losowa a; o rozktadzie jednostajnym na przedziale (—7/2,7/2). Diugos¢
rzutu s na £ wynosi s - cos a;, wiec warto$¢ oczekiwana dtugosci rzutu I1,(s) wynosi

w/2
1 1 2
L de = s - —(sin(r/2) — sin(—71/2)) = 5 - —.
5 — / cosxdr = s 7T(S.ln(w/) sin(—m/2)) = s -
—7/2

Z liniowosci wartosci oczekiwane] otrzymujemy, ze warto§¢ oczekiwana IT,(M) wynosi 25(M), a wigc
istnieje prosta ¢, dla ktorej co najmniej taka wartosé II,(M) jest realizowana. O

Niech teraz M bedzie skojarzeniem o najwiekszej dtugosci, czyli (M) = L. Na mocy Spostrzezen
1[2 mozemy znalez¢ taka prosta ¢ przechodzaca przez O oraz nieprzecinajace sie skojarzenie N, ze

I, (M) > %E(M) oraz I, (N) =1I,(M).
Zatem 9 5
%L = ;E(M) ST (M) =TI,(N) < 3(N) < P,

czego nalezato dowiesc.
Uwaga

Jezeli za S przyjmiemy zbior wierzchotkow 2n-kata foremnego wpisanego w okrag o promieniu 1, to

2k —1)r 2

2n sin 7- ’
n

L=2n oraz P = ZQsin
k=1

Przechodzac do granicy, uzyskujemy

L_

ES

T )
T 2n

co dowodzi, ze stata % w tresci zadania jest optymalna.

5. W trojkacie ABC punkt O jest $rodkiem okregu opisanego, punkt L jest punktem przeciecia
symedian, a punkt P spelia warunek $PAB = $PBC = 4PCA. Wykazaé, ze SOPL = 90°.

Rozwigzanie:

Niech & = ¥PAB = SPBC = 4PCA. Ponadto oznaczmy przez S, punkt przeciccia prostej
AL z okregiem opisanym na trojkacie ABC', przez N4 za$ §rodek odcinka AS 4; analogicznie definiujemy
punkty Sg, Ng. Oczywiscie punkty N4, Np leza na okregu o $rednicy OL, poniewaz sa to rzuty punktu O
odpowiednio na odcinki AS, i BSp.

Wykorzystujac znany fakt dotyczacy symedian, z tego ze AS, jest symediang w trojkacie ABC' wnio-
skujemy, ze OB jest symediang w trojkacie AC'S,. Zatem SN,CA = SBCS, = L BAS,, czyli punkty
P, N4 leza na okregu stycznym do AB w punkcie A oraz przechodzacym przez C. Stad uzyskujemy, ze

%((LNA,PNA) = <l(z‘l]\/}\,P]\[A) = %:(AC,PC) = .

Analogicznie wykazujemy, ze ¥ (LNp, PNp) = «a. Stad uzyskujemy, ze punkt P lezy na okregu
opisanym na trojkacie LN4Np. Srednica tego okregu jest odcinek OL, wiec SOPL = 90°.
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6. W trojkacie ABC punkty O, I sa $rodkami okregéw odpowiednio opisanego i wpisanego w ten
trojkat. Prosta ¢ rozna od prostej BC' jest styczna do okregu wpisanego i rownolegta do BC'. Punkt X
jest punktem przeciecia prostych O i/, a punkt Y jest punktem przeciecia prostej £ z prosta prostopadta
do odcinka X I przechodzaca przez punkt I. Wykazaé, ze punkty A, X, Y, O leza na jednym okregu.

Rozwigzanie:

Na poczatku sprowadzimy teze do wykazania rownosci YA = Y I. Oznaczmy okrag wpisany w trojkat
ABC przez w, punkty stycznosci w do prostych ¢, BC' odpowiednio przez L, D, punkt stycznosci okregu
dopisanego do trojkata ABC' do boku BC przez E, srodek boku BC przez M i niech punkt Y’ bedzie
punktem przeciecia prostych Y1 i BC.

Teza zadania jest rownowazna rownosci (XA, AY) + $(YO,0X) = 180°. Zauwazmy, ze punkty
Y i Y’ sg symetryczne wzgledem prostej OI, wiec (Y 0,0X) = 4(0X,0Y") = 4(0OI,0Y"). Skoro
JOMY' = SOIY" = 90°, to punkty O, M, Y’, I leza na jednym okregu, wiec <(OI, OY")=<(MI, MY").

Znanym faktem jest, ze punkt M jest $rodkiem odcinka DFE. Ponadto rozwazajac jednoktadnosé
o skali dodatniej o srodku A przeksztalcajacej w na okrag dopisany do trojkata ABC' uzyskujemy, ze
punkty A, L, F sg wspotliniowe. Stad i z twierdzenia Talesa wynika, ze proste I M oraz AL sa rownolegte
oraz S (MI,MY") = (AL, LY) = 4(AL, LX).

Ostatecznie teza zostala sprowadzona do wykazania réwnosci 9 (XA, AY) + 4 (AL, LX) = 180°, co
jest rownowazne temu, ze prosta AY jest styczna do okregu opisanego na trojkacie ALX. Z potegi punktu
sprowadza sie to do réwnosci Y A2 = YL -Y X. Z podobienistwa tréjkatéw prostokatnych YIL oraz Y X1
majacych dodatkowo wspolny kat przy wierzchotku Y otrzymujemy réwnosé YX - YL = YI?, wobec
czego teza zadania jest rownowazna réwnosci YA =Y 1.

Przyjmijmy, ze proste BI oraz CI przecinaja ponownie okrag opisany na trojkacie ABC' odpowiednio
w punktach @ i R. Niech Z bedzie punktem przeciecia prostych QR oraz Y'I. Skoro $OIY’ = 90°,
to punkt I jest srodkiem cieciwy wyznaczonej przez prosta Y'I i okrag opisany na trojkacie ABC.
7 twierdzenia o motylku dostajemy, ze ZI = IY’, czyli Z =Y, w szczegblnosci punkt Y lezy na prostej
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QR. 7 lematu o trojlisciu zachodza réwnosci AR = RI oraz AQ = Q1. Stad wynika, ze prosta QR jest
symetralng odcinka Al, wiec AY = Y1, co konczy dowdd.

7. Niech p > 5 bedzie liczba pierwsza. Udowodnié¢, ze liczba
e Pt 42
nie jest kwadratem liczby catkowitej dla zadnej dodatniej liczby catkowitej x.

Rozwigzanie:

Przypusémy nie wprost, ze powyzsze wyrazenie jest réwne k2 dla pewnej liczby catkowitej k. Poniewaz
p > 5oraz x > 0, wiec 2P~ + P72 + ...+ 2+ 2 > 6, wobec czego k > 3. Dla x = 1 otrzymaliby$my
p=(k+1)(k—1), co jest oczywiscie niemozliwe. Wobec tego = > 1, skad

P —1

r—1

= (k+1)(k - 1).

Przypusémy, ze istnieje dzielnik pierwszy ¢ liczby (k + 1)(k — 1), ktory ponadto dzieli x — 1. Liczbe x
mozna zatem przedstawi¢ w postaci x = mg® + 1, gdzie m nie dzieli sie przez ¢, a a > 1. Skoro ¢ | z; :11,
musi zachodzi¢ ¢®™ | 2P — 1. Rozpisujac,

0=a?—1=(mg*+1)’ —1= (ZD mq® + (229) mAq*® 4+ ..+ (ﬁ) mPq" = pmq®  (mod ¢**1),
co prowadzi do wniosku, ze ¢ | p, a w konsekwencji ¢ = p.

Rozwazmy teraz dowolny dzielnik pierwszy r liczby (k + 1)(k — 1), ktory nie dzieli x — 1. Zaleznosci
r|aP —11irta—1implikuja, ze rzad x modulo r dzieli p, ale nie jest rowny 1, zatem jest rowny p.
Ponadto na mocy malego twierdzenia Fermata r | 2"~! — 1, a wiec liczba r — 1 musi by¢ podzielna przez
rzad, czyli p.

Wykazali$my zatem, ze kazdy dzielnik pierwszy liczby (k + 1)(k — 1) daje reszte 0 lub 1 z dzielenia
przez p. Prowadzi to jednak do sprzecznosci, gdyz iloczyn dowolnej liczby takich dzielnikéw réwniez daje
reszte 0 lub 1 z dzielenia przez p, a k + 11 k — 1 nie moga jednoczesnie przystawac¢ do 0 lub 1 modulo p
dla p > 5.

Uzyskana sprzeczno$é¢ konczy dowodd nie wprost.

8. Wykazaé, ze dla kazdej liczby catkowitej m > 1 istnieje taka dodatnia liczba catkowita N, ze dla
kazdej liczby pierwszej p > N istnieja dodatnie liczby catkowite x, y, z niepodzielne przez p takie, ze
liczba ™ + y™ — 2™ jest podzielna przez p.

Rozwigzanie:
Udowodnimy najpierw szczegdlny przypadek twierdzenia Ramseya.

Twierdzenie (Ramsey). Dana jest liczba catkowita m. Wowczas istnieje taka liczba N, Ze dla dowolnego
n > N oraz dowolnego kolorowania kliki n-elementowej na m kolorow istnieje trajkgt, ktorego krawedzie
majq ten sam kolor.

Dowaod. Teze wykazemy indukcyjnie po m. Dla m = 1 wystarczy dobra¢ N = 2. Dalej zatézmy, ze m > 1
i niech N’ bedzie taka liczba, ze dla dowolnego n > N’ oraz dowolnego kolorowania kliki n-elementowej na
m — 1 kolorow istnieje trojkat, ktorego krawedzie maja ten sam kolor. Udowodnimy, ze N = m - (N'+1)
spelnia warunki twierdzenia. Wezmy dowolna klike, ktora ma wiecej niz N wierzchotkow oraz ktorej
krawedzie zostaly pokolorowane na m koloréw i rozwazmy jej dowolny wierzchotek v. Wéwcezas z zasady
szufladkowej Dirichleta z tego wierzchotka wychodzi co najmniej N’ + 1 krawedzi w tym samym kolorze .
Oznaczmy zbiér drugich koncéw tych krawedzi przez A. Jesli w A pewne dwa wierzchotki sa polgczone
krawedzig o kolorze i, to razem z v tworza trojkat w kolorze ¢. W przeciwnym przypadku wszystkie
krawedzie pomiedzy wierzchotkami z A sg pokolorowane jednym z m — 1 koloréw, wiec z zatozenia
indukcyjnego istnieje jednokolorowy trojkat o wierzchotkach nalezacych do A. O]
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W rozwigzaniu skorzystamy z twierdzenia Schura.

Twierdzenie (Schur). Dana jest dodatnia liczba catkowita m. Wowczas istnieje taka liczba N, Ze dla
dowolnego n > N oraz zbiorow Xy, Xo, ..., X, takich, ze X, UXoU...UX,, ={1,2,...,n} istnieje i
oraz x, Yy, z € X; takie, ze x +y = z.

Dowadd. Niech N bedzie liczba spelniajaca teze twierdzenia Ramseya dla liczby m. Niech n > N oraz
XiUXoU...UX, ={1,2,...,n}. Rozwazmy klike o wierzchotkach 1, 2, ..., n i kolorowanie, w ktorym
krawedzi {a, b} przypisano taki kolor k, ze |a — b| € X. Z twierdzenia Ramseya wynika, ze istnieje kolor
ioraz a < b < ¢ < n takie, ze krawedzie {a, b}, {b, c}, {c,a} maja kolor i. Wowczas b—a,c—b,c—a € X;.
Liczby x =b—a, y = c— b, 2 = ¢ — a speliaja teze, gdyz

z+y=0b—-—a)+(c=b)=c—a=z O

PrzejdZzmy do rozwigzania zadania. Niech N bedzie liczba spelniajaca dla liczby m teze twierdzenia
Schura. Ponadto niech p bedzie liczba pierwsza wieksza od N. Udowodnimy, ze istnieja liczby z, y, 2
niepodzielne przez p takie, ze 2 + y™ = 2™ (mod p).

Niech g bedzie generatorem modulo p, tzn. taka liczba, ze

{917927"'79;071} = {172737"'7p_ 1}

Dla kazdego x € {1,2,...,p — 1} istnieja wiec takie liczby iy, ju, ze © = ¢g"™= %= przy czym 0 < i, < m.

Dla £k =0,1,...,m — 1 niech X}, bedzie zbiorem tych z, ze i, = k. Z twierdzenia Schura wynika, ze
istnieje 7 € {0,1,...,m — 1} oraz a,b,c € X; takie, ze a + b = ¢. Wowcezas i, = i, = i, = i. Polozmy
r =gl y=g¢g" 2= g. Wtedy

gy = g g = gt (g 4 g t) = g (atb) = g Tl =g g™e e = g™ = 2™ (mod p),

a zatem liczba x™ + y™ — 2™ jest podzielna przez p.
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Pierwszy Mecz Matematyczny

1. Rozstrzygnaé, czy istnieje taki niezerowy, unormowany i nierozktadalny wielomian P(z) o wspol-
czynnikach catkowitych, ze dla kazdej dodatniej liczby catkowitej n istnieja liczby catkowite a, b > 1 takie,
ze P(n) = ab.

Uwaga: Wielomian nierozktadalny to taki, ktory nie jest iloczynem dwoch wielomianow o wspotczynnikach
2 7., z ktorych zaden nie jest stale rowny +1.

Rozwigzanie:
W rozwiazaniu bedziemy korzystaé¢ z nastepujacych lematow.

Lemat 1. Dany jest unormowany wielomian nierozktadalny F(x) o wspétczynnikach catkowitych. Wow-
czas istniejg wielomiany A(x), B(x) o wspdtczynnikach catkowitych oraz liczba catkowita ¢ # 0 o tej
wtasnosci, ze A(z) - F(z) + B(z) - F'(x) = c.

Dowdd. Oznaczmy przez Qx| pierscien wielomianéw o wspotezynnikach wymiernych, tzn. zbior takich
wielomianéw ze zdefiniowanym dzialaniem dodawania, odejmowania i mnozenia. Znanym faktem jest, iz
w Q[z] mozna dzieli¢ z reszta, co implikuje terminacje algorytmu Euklidesa w skoriczonej liczbie krokow.
Korzystajac z rozszerzonej wersji tego algorytmu, mozemy znalezé wielomiany W, U € Q|z] takie, ze

W.F+U-F =NWD(F,F')= D,

gdzie NWD(X,Y) to unormowany wielomian 7 taki, ze Z | X,Y oraz dla kazdego V' | X,Y zachodzi
V | Z. 7 lematu Gaussa F' jest nierozkltadalny w Q[z|, tzn. nie ma dzielnikow réznych od 1 i F
z dokladnoscig do przemnozenia przez stala, a poniewaz deg F' < deg F', to D = 1. Dla ukoriczenia
dowodu lematu wystarczy dobra¢ odpowiednia dodatnig liczbe catkowita n tak, aby wielomiany A = nW
oraz B = nU mialy wspotczynniki catkowite i wzia¢ ¢ = n. ]

Lemat 2. Dany jest niestalty wielomian F(x) o wspotczynnikach catkowitych. Wdowczas istnieje nieskon-
czenie wiele liczb pierwszych p, dla ktorych p | F(m) dla pewnego m € N.

Dowdd. Zal6zmy nie wprost, ze p1, ..., p, to wszystkie takie liczby pierwsze. Oczywiscie r > 1. Poniewaz
F nie jest wielomianem statym, to istnieje dodatnia liczba catkowita N taka, ze 0 # F(N) = p{*-...-por.
Wowczas dla kazdej dodatniej liczby catkowitej m otrzymujemy

F(N—l—m.p?lJrl.'”.p?r'Fl):ak (N+m,pc1xl+1_m,pgT+1)k+ak_1 (N+m-p§““-...-pf}*“)k*l+
cotar (NmeptT g e = F(N) +mepit ™ plr el
=pi - (L mdpt - i)

dla pewnej liczby caltkowitej . Wobec tego, poniewaz liczba p; nie dzieli 1 +mfpi™* - ... - p& dla zadnego
indeksu 7, to 1 +mfp{* - ... - p? = £1; w przeciwnym razie otrzymaliby$my sprzecznos¢ z zalozeniem, ze
P1, D2, - - -, Pr to wszystkie liczby pierwsze, ktore moga dzieli¢ F'(t) dla pewniej liczby naturalnej t. Wobec
tego

F(N+m-p3th.  po ™)y = £ F(N).
Stad z dowolnosci liczby m wynika, ze wielomian F' musialby by¢ staly, jest sprzeczne z zatozeniem. [

Przypusémy, ze istnieje taki nierozktadalny wielomian P o wspotczynnikach catkowitych, ze dla kazdej
dodatniej liczby catkowitej n istnieja liczby calkowite a, b > 1 speliajace P(n) = a’. Oczywiicie nie moze
by¢ to wielomian staly. Niech P(x) = azz® + ap_12"! + ... + a1z + ao. Ustalmy liczbe naturalng n;
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zalézmy ponadto, ze p | P(n) dla pewnej liczby pierwszej p. Wtedy tez p? | P(n). Ponadto ze wzoru
dwumianowego wynika, ze

Pin+p) =arn+p)* +ar_1(n+p)" ' +... +a(n+p)+a=an® +ar_ 0"+ ... +an+ag
=P(n)=0 (mod p).

Wobec tego zachodzi réwniez p? | P(n + p). Z drugiej strony,

Pn+p)=ar(n+p)*+a(n+p) " +...+ai(n+p)+a
= p(kan® ' 4 (k — Dag_1n™ 2 + ...+ 2a9n + ay) + (apnf + ap_n '+ ...+ ayn + ap)
=p-P'(n)+Pn)=p-P(n) (modp?).

Na mocy wezesniej poczynionych obserwacji wnosimy, ze p | P'(n).

Korzystajac z Lematu 1 istnieja takie wielomiany A(x), B(z) o wspotezynnikach catkowitych oraz
taka liczba catkowita ¢, ze A(x)- P(z) + B(z) - P'(z) = ¢. Z powyzszych obserwacji wynika, ze dla kazdej
liczby pierwszej p oraz kazdej dodatniej liczby catkowitej = takiej, ze p | P(x), zachodzi p | P'(x), wiec
rowniez p | ¢. Z tego i z Lematu 2 wynika, ze istnieje nieskonczenie wiele liczb pierwszych, ktore dziela
¢, a to jest nieprawda, gdyz ¢ # 0. Otrzymana sprzecznosé¢ koriczy dowod.

2. Parami rozne liczby rzeczywiste a, b, ¢ sa pierwiastkami wielomianu P(z) = 2 — 322 + 1. Dowies¢,
ze dla kazdej liczby catkowitej n > 1 liczba
a®+b" 4" —4" = 5" — 11"
17

jest caltkowita.

Rozwigzanie:
Ze wzorow Viete’'a wynika, ze liczby a, b, ¢ sa zwiazane zaleznosciami

a+b+c=3, ab+bc+ca=0, abc=—1.
Dla n > 0 oznaczmy s, = a™ + b" + ¢". Zauwazmy, ze dla n > 3 zachodzi
Sp,=a" +b"+c"
=(a+b+c)a 0" 4 ") — (ab+ be + ca) (a2 b2+ ) +abe(a™ P 0" 4 )

= 38p-1 — Sp—3

Oznaczmy t, = 4" 4+ 5™ + 11", Zauwazmy, ze 2° — 32 + 1 = (z — 4)(x — 5)(z — 11) (mod 17), zatem
stosujac wzory Viéte’a (lub bezposrednio obliczajac ponizsze liczby), dostajemy

445411=3 (mod17), 4-54+45-11+11-4=0 (mod 17), 4-5-11=—-1 (mod 17),

a prowadzac analogiczne rachunki jak wyzej, dostajemy ¢, = 3t,_; — t,,—3 (mod 17) dla n > 3.
Udowodnimy przez indukcje, ze dla kazdego n > 0 zachodzi s,, — t,, = 0 (mod 17), co da teze.
Dlan=01in =1 jest to oczywiste. Dla n = 2 mamy

s9—ty=(a+b+c)*—2(ab+bctca)— (4+5+11)> =2 (4-5+5-11411-4))
=32-2.0-(3*-2-0)=0 (mod 17).

Przypusémy teraz, ze n > 2 oraz ze teza indukcyjna zachodzi dlan — 11 n — 3. Otrzymujemy
Sp—tn =381 —Sp—3— (Btu_1 —tn3) =3(Sn_1 —tn1) — (Sn_3 —t,_3) =0 (mod 17),

co konczy dowdd indukeyjny oraz rozwiagzanie zadania.
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3. Dana jest liczba catkowita n > 2018 oraz dodatnie liczby rzeczywiste 1, xs, ..., z,. Wykazaé, ze

x T n+1)>2
(:c1+2x2+...+m:n)<x1+—2+...+—> g%

2
5 - (r1+ 22+ ... .+ 2,)°.

Rozwigzanie:
Sposob 1
Na mocy nierownosci ab < §(a + b)? otrzymujemy

+
no| 3

‘/'ETL
(x1+2x2+...+nxn)<x1 +...—|——>

n

T T
(21 + 222 + .. +nmn)-\/ﬁ<x1+§+...+;)

%\H

1 T Tn 2
—(x1+2x2+...+nxn)+\/ﬁ<x1+§+...+ )

n +\/ﬁ>x1+(%+@)x2+...+<

N

[ B SN

TN /N
Si=

I
x
Sz
+
e
~
5
-
Do

Zauwazmy, ze dla 1 < k < n zachodzi nieréwnosé

Istotnie,

Wobec tego

(%) < %1(\/_+—)2(1‘1+x2+...+xn)2:—n

co konczy dowdd.

Sposob 11
Dla k=1,2,...,n rozwazmy tr6jmiany kwadratowe
1 n+1 ko1 k
t) = —t* — t+—=—(t—k)(t——
fi®) k n + n k;( ) ( n)

1 przyjmijmy

f(t):x1f1<t)+$2f2(t)+---+xnfn(t): (Z I;) ntl (Zl‘k>t+ kak

k=1

Dla k = 1,2,...,n liczby % i k sa pierwiastkami tréjmianu fj, zachodzi nier6wnosé % < 1 < k oraz
wspolezynnik wiodacy fi jest dodatni. Zatem fi(1) < 0. Wynika stad, ze

f() =z fi(1) + 22 fo(1) + ...+ 2 fu(1) <O.
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Nier6wno$¢ ta wraz z obserwacja, ze wspotczynnik wiodacy wielomianu kwadratowego f jest dodatni
oznacza, ze wyroznik f jest nieujemny. Stad otrzymujemy

() () )

czyli nier6wno$¢ rownowazng tezie.

4. Dana jest liczba catkowita n > 2. Dzesika i Brajan graja w nastepujaca gre. Przed gra Dzesika
wybiera liczbe pierwsza p mniejsza niz 2" oraz liczbe 1o € {1,2,...,p — 1}. Nastepnie gra odbywa sie
w rundach. W i-tej rundzie Brajan podaje Dzesice liczbe pierwsza ¢ mniejsza niz 2". Jesli ¢ = p, to
Brajan wygrywa, a w przeciwnym razie Dzesika oblicza liczbe r; réwna reszcie z dzielenia liczby ¢ - r;_;
przez p i méwi Brajanowi, ktora z liczb r; oraz r;_; jest wicksza badz czy sa réwne. Wykazaé, ze Brajan
moze wygra¢ gre w co najwyzej 2n + 1 rundach.

Rozwigzanie:

Strategia Brajana bedzie nastepujaca: przez 2n rund pyta sie on Dzesiki o ¢ = 2, a nastepnie w ostat-
niej rundzie zgaduje liczbe p. Wéwezas dla i = 0,1,...,2n, 7; jest reszty z dzielenia liczby 2° - ry przez
p. Wystarczy wykazaé, ze para (ro, p) jest jednoznacznie wyznaczona przez ciag wynikéw poréwnan liczb
ri_1, r; dla i =1,...,2n, czyli przez informacje znane Brajanowi po 2n rundach. Mozemy zalozy¢, ze
p > 2, bo w przeciwnym razie Brajan wygrywa juz w pierwszej rundzie.

Niech x = ; wowcezas 0 < x < 1. Poniewaz p nie jest potega dwojki, wiec zapis dwodjkowy liczby x
jest jednoznaczny. Niech a; bedzie i-tg cyfra rozwiniecia dwodjkowego liczby x. Wowcezas

ap a2 Q;

.Q?ZE—FZ—F...—FE-F...

Zauwazmy, ze
)0 gdy [2°z] jest liczby parzysta,
" )1 gdy 2] jest liczba nieparzysta.

Ustalmy i € {1,...,2n}. Skoro r;_; jest reszta z dzielenia 2°~! - ry przez p, to mozemy napisaé
Qi_l cTro = k’-p—i—n_l

dla pewnej liczby catkowitej k. Stad '
2 T = k- 2p—|—2ri,1,

a wiec L%“J = 2k + LQ%W Skoro 0 < r;-1 < p to 0 < 2r;_; < 2p, a wiec liczba L%“J jest parzysta
jesli 2r; 1 € {0,1,...,p — 1} i nieparzysta jesli 2r; 1 € {p,p+1,...,2p — 1}. Zgodnie z wczes$niejszym
rozumowaniem mamy a; = 0 w pierwszym przypadku i a; = 1 w drugim.

Skoro r; jest reszta z dzielenia 2r; | przez p, to r; = 2r;_; jesli 2r;_y < p oraz r; = 2r;_1 — p jesli
2r;_1 = p. W pierwszym przypadku mamy

ri=2ri1 2 i1,
zad w drugim mamy
ri=2ri1—p<rii,

gdyz r;_1 < p. Zatem na podstawie wyniku poréwnania r;_; i r; Brajan moze stwierdzi¢, czy liczba 2r; 4
jest mniejsza niz p czy nie, a wiec réwniez wywnioskowaé wartosé a;.

Jak dowiedliSmy powyzej, na podstawie informacji uzyskanych od Dzesiki w pierwszych 2n rundach
gry Brajan moze jednoznacznie wyznaczy¢ pierwsze 2n cyfr po przecinku w rozwinieciu dwojkowym
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liczby = = o Wystarczy wiec wykazaé, ze te 2n cyfr jednoznacznie wyznacza pare (ro,p). Jesli dla

dwoch réznych par (rg,p) i (1), p’) mieliby$my ten sam ciag cyfr, to

1

ro TH

p P

Zauwazmy jednak, ze

/
o _To
p v
gdyz rop’ — r{p jest liczba catkowita rozng od 0 oraz p,p’ < 2". Otrzymana sprzecznosé¢ korczy dowod.

_ |rop’ — rgp| > S
o pp/ 922n’

5. Znalezé¢ wszystkie takie liczby catkowite n > 1, ze istnieja dodatnie liczby catkowite by, bo, ..., b,
nie wszystkie réwne, o nastepujacej wlasnosci: dla kazdej liczby catkowitej k liczba

(b + k)(by + &) ... (b + &)

jest potega liczby catkowitej o wyktadniku catkowitym nie mniejszym niz 2.

Rozwigzanie:

Odpowiedz: Szukane liczby to liczby ztozone.

Wykazemy wpierw, ze kazda liczba ztozona n ma zadana wtasnosé. Niech n = st dla pewnych liczb
catkowitych s,t > 1. Wystarczy teraz, ze liczby by, bs, ..., b, podzielimy na t grup po s liczb w kazdej:
(bsis1,bsivay -+, bsins) dlai=0,1,...,t — 1. Liczby wewnatrz i-tej grupy beda rowne i + 1. Wowczas

(b + k) by + k). (b + k) = (L4 B2+ k). (t+ k) = ((L+k)2+E)...(t+E),

czyli dla kazdego k nasza liczba bedzie s-ta potega liczby catkowitej dodatniej.

Wykazemy teraz, ze gdy liczba n jest pierwsza, to istnieje takie k, ze wyrazenie z zadania nie jest potega
liczby catkowitej o wyktadniku nie mniejszym od 2. Niech {di,ds,...,d;} bedzie zbiorem réznych liczb
wystepujacych w zbiorze {by,bs,...,b,}. Niech ponadto liczba d; wystepuje w tym zbiorze z krotnoscia
a;dlai=1,2,...,1. Wowczas a; +ag+ ...+ o =n, ponadto NWD(ay, ag, ..., q;) = 1, poniewaz n jest
liczbg pierwszg. Rozwazmy teraz [ liczb pierwszych wigkszych niz jakakolwiek réznica b, —b;: p1,pa, ..., pi.
7, chinskiego twierdzenia o resztach wynika, ze istnieje dodatnia liczba catkowita k spelniajaca uktad
kongruencji:

=—d; +p; (mod p%)
k= —dy+py (mod p3)

=—d;+p (mod p?)

Zauwazmy, ze wowczas liczba P = (by+k)(ba+k) ... (b, +k) > 1 dla kazdego i = 1,2, ..., jest podzielna
przez p; w doktadnie a;-tej potedze. Istotnie, jesli b; # d; to liczba b; + k nie jest podzielna przez p;,
gdyz w przeciwnym razie liczba p; dzielitaby liczbe |(b; + k) — (d; + k)| = |b; — d,|, ktora jest mniejsza
niz p;. Natomiast gdy b; = d; to liczba b; + k jest podzielna przez p;, ale nie przez p?, a takich b; jest
doktadnie a;. Wobec tego liczba p; wchodzi do rozktadu liczby P na czynniki pierwsze z wykladnikiem
;. Jedli wiec P = a® dla pewnych liczb catkowitych a,b > 1, to b | ay, skad b | NWD(ay, ag, ..., o) = 1,
co daje sprzecznosé.

6. Dana jest liczba catkowita n > 1. Zbior wszystkich funkeji f:{1,...,n} —{1,...,2n} oznaczmy
przez L. Wagq zbioru A C {1,...,n} wzgledem funkcji f € £ nazwiemy liczbe ) .., f(i). Dla niepustej
rodziny F skladajacej sie z podzbioréw zbioru {1, ..., n} powiemy, ze funkcja f € L izoluje F, jesli wsrod
zbiorow z F istnieje dokladnie jeden o najmniejszej wadze wzgledem f. Wykazaé, ze kazda niepusta
rodzina F podzbioréw zbioru {1,...,n} jest izolowana przez co najmniej potowe funkeji z L.
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Rozwigzanie:
Ustalmy niepusta rodzine F sktadajaca sie z podzbioréw zbioru {1,...,n}. Powiemy, ze liczba
i€ {l,...,n} jest ekstremalna dla funkcji f € L jesli

min{f(X): X e F,i e X} =min{f(X): X € F,i ¢ X}, (10)
gdzie f(X) oznacza wage zbioru X wzgledem f.
Twierdzimy, ze kazda liczba i € {1,...,n} jest ekstremalna dla co najwyzej % funkcji z L. Pogru-

pujmy funkcje z £ wzgledem wartos$ci na argumentach poza i: dwie funkcje f, g € L sa w tej samej grupie
wtedy i tylko wtedy gdy f(j) = g(j) dla wszystkich j # i. W kazdej grupie mamy 2n funkcji rézniacych
sie jedynie wartoscia na argumencie ¢. Zauwazmy, ze rozpatrujac funkcje f z ustalonej grupy, lewe strona
rownosci sa parami rozne, a prawe sa takie same. Oznacza to, ze rownosé (10) moze by¢ spelniona
dla co najwyzej jednej funkcji z kazdej grupy, a wiec takich funkcji jest co najwyzej %

Teraz zauwazmy, ze jesli rodzina F nie jest izolowana przez funkcje f € L, to istnieje co najmniej
jedna liczba i € {1,...,n}, ktora jest ekstremalna dla f. Istotnie, jesli dwa rézne zbiory X,Y € F maja
najmniejsza wage wzgledem f sposrod wszystkich zbiorow z F, to kazdy element réznicy symetrycznej
zbiorow X 1Y jest ekstremalny dla f.

Pozostaje zauwazyé¢, ze na mocy pierwszej obserwacji istnieje co najwyzej n - % = |2£| funkcji z £
posiadajacych jakakolwiek liczbe ekstremalna, a na mocy drugiej kazda funkcja f € L nieizolujaca F
£

posiada liczbe ekstremalng. A zatem co najmniej 7' funkcji z £ izoluje F.

7. Dowies¢, ze dla kazdej liczby catkowitej k > 2 istnieje graf prosty G, w ktorym kazdy wierzcholek
ma stopien nie wiekszy od k, nie istnieje cykl krotszy niz k oraz stosunek liczby krawedzi do liczby
wierzchotkéw wynosi co najmniej Wkis‘

Rozwigzanie:
Zauwazmy wpierw, ze jeSli w grafie G stopienn kazdego wierzchotka jest nie wiekszy niz k, to dla
kazdego wierzchotka wu istnieje co najwyzej

1+ k+k(k—1)4+kk—-12+..  +k(k—1)" "1

wierzchotkow lezacych w odleglosci co najwyzej k& od u. Istotnie, Sciezke dlugosci ¢ > 1 zaczynajaca sie
w u mozemy wybraé na co najwyzej k(k — 1)""! sposobéw, co daje oszacowania na liczbe wierzchotkow
lezacych w odlegtosciach 0,1,2,...,k od u odpowiadajace sktadnikom powyzszej sumy. Oznaczmy te
sume przez K.

Sposrod prostych graféow o 2K wierzchotkach, maksymalnym stopniu co najwyzej k i nieposiadajacych
cykli krotszych niz k wybierzmy taki graf G, ktory ma najwiecej krawedzi. Twierdzimy, ze co najmniej K
wierzchotkéw G ma stopien dokltadnie k. Istotnie, w przeciwnym razie dobraliby$my dowolny wierzcholek
u o stopniu mniejszym niz k i, wykluczywszy co najwyzej K wierzchotkow lezacych w odlegtosci co
najwyzej k od u, moglibysmy znalez¢ wierzchotek v o stopniu mniejszym niz k lezacy w odlegtosci wiekszej
niz k od u. Woéwczas dodanie krawedzi uwv do G ani nie spowodowaloby przekroczenia ograniczenia k
na stopnie wierzchotkéw, ani nie sprawitoby, ze w G pojawitby sie cykl dlugosci krotszej niz k. Jest to
sprzeczno$¢ z wyborem grafu G.

Skoro wiec w grafie G jest co najmniej K wierzchotkéw o stopniu réwnym k, to liczba krawedzi G
wynosi co najmniej £%. Wierzcholkéw w G jest 2K, wiec stosunek liczby krawedzi do liczby wierzchotkow
Wwynosi co najmniej g .

8. Na przyjeciu spotkalo sie n > 2 gosci, z ktorych niektorzy sie znaja. Okazalo sie, ze nie dalo sie
znalez¢ takiej czworki gosci a, b, ¢, d, ze pary gosci (a,b), (b,c) oraz (c,d) si¢ znaja, ale pary gosci (a, c),
(a,d) oraz (b,d) sie nie znaja. Wykazaé, ze gosci na przyjeciu da sie podzieli¢ na takie dwa niepuste
podzbiory A i B, ze albo kazdy gos$¢ ze zbioru A zna kazdego goscia ze zbioru B, albo zaden gos¢ ze
zbioru A nie zna zadnego goscia ze zbioru B.
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Rozwigzanie:

Rozwazmy graf G, ktorego wierzchotki to goscie na przyjeciu, a krawedzie odpowiadaja parom znaja-
cych sie gosci. Przez V', F bedziemy oznaczaé¢ odpowiednio zbior wierzchotkéw i zbior krawedzi grafu G.
Jesli czworka wierzchotkow a, b, ¢, d jest taka, ze ab, be, cd sa krawedziami a ac, bd, ad nie sa, to powiemy,
ze a, b, ¢, d indukujg Py; a wiec zatozenie zadania moéowi, ze zadna czworka wierzchotkéw nie indukuje
P,. Powiemy, ze dwa roztaczne podzbiory wierzchotkow A, B sa do siebie petne jesli kazdy wierzchotek
z A jest potaczony krawedzig z kazdym wierzchotkiem z B. Teza zadania sprowadza sie do wykazania, ze
albo graf G jest niespdjny, albo w G istnieje niepusty podzbiér wlasciwy wierzchotkéw, ktory jest pelny
do swojego dopelnienia, tzn. do zbioru pozostatych wierzchotkow w . Przyjmujac, ze G jest spojny,
udowodnimy istnienie takiego podzbioru.

Sposdb 1
Whierw zauwazmy nastepujace spostrzezenie.

Spostrzezenie 1. Kazde dwa wierzchotki G sgsiadujq lub majg wspdlnego sqsiada.

Dowdd. Niech @) bedzie najkrotsza Sciezka taczaca wierzchotki w i v. Gdyby w, v nie sasiadowaly i nie
mialy wspolnego sasiada, to () miataby dlugos¢ co najmniej 3. Wowcezas dowolne cztery kolejne wierz-
chotki ) indukowalyby P, sprzeczno$é. O

Jesli kazde dwa wierzchotki G sa potlaczone krawedzia, to teza zachodzi trywialnie. Przypusémy
wiec, ze istnieja wierzchotki w, v niepotaczone krawedzia. Podzielmy V' \ {u,v} na zbiory A, B, C, D
nastepujaco:

e A obejmuje wierzchotki niesagsiadujgce ani z u ani z v;

e 3 obejmuje wierzchotki sasiadujace z u ale nie z v;

e (' obejmuje wierzchotki sasiadujace z v ale nie z u;

e D obejmuje wierzchotki sasiadujace zaréwno z u jak i z v.

Na mocy Spostrzezenia[l]zbior D jest niepusty. W nast¢pujacym ciagu spostrzezen przedstawiamy kolejne
wtasnosci strukturalne zbioréw A, B, C', D.

Spostrzezenie 2. Zbiory D + BUC sq do siebie pelne.

Dowaod. Przypusémy, ze pewien wierzchotek b € B nie sgsiaduje z pewnym wierzchotkiem d € D. Wow-
czas wierzchotki b, u, d, v indukuja P,, sprzecznos¢. Dla wierzchotkéw z C' rozumowanie jest analo-
giczne. [

Jesli A jest pusty, to wowczas BUC U {u,v} =V \ D, czyli D iV \ D sa do siebie pelne. Przyjmijmy
zatem, ze A # ().

Spostrzezenie 3. Kazdy wierzchotek ze zbioru A ma sgsiada w zbiorze D.

Dowadd. Przypu$émy, ze pewien wierzchotek a € A nie ma zadnego sasiada w zbiorze D. Na mocy
Spostrzezenia |1| wierzchotki a i v maja wspolnego sasiada b, ktory w zwiazku z powyzszym musi nalezeé
do B (nie moze naleze¢ do C, gdyz wierzcholki z C' nie sasiaduja z u). Wowczas na mocy Spostrzez'enia
mamy bd € F, gdzie d jest dowolnym wierzchotkiem nalezacym do D, a wiec wierzchotki a, b, d, v
indukuja P, sprzecznosc. [

Dla wierzchotka a € A, niech D, bedzie zbiorem sgsiadéw wierzchotka a w D. Na mocy Spostrzeze-
nia [3] kazdy zbior D, jest niepusty.
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Spostrzezenie 4. Dla kazdego wierzchotka a € A, zbiory D, i D\ D, sq¢ do siebie petne.

Dowdd. Przypusémy przeciwnie, ze istnieja takie wierzcholki d,d’ € D, ze ad € E, ad' ¢ E oraz dd' ¢ E.
Wowcezas wierzchotki a, d, u, d’ indukuja Py, sprzeczno$é. O]

Spostrzezenie 5. Dla kazdej pary wierzchotkow a,a’ € A mamy D, C Dy lub Dy O D,.

Dowdd. Przypusémy przeciwnie, ze istnieja takie wierzchotki d,d’ € D, ze ad € E, d'd € E, ad' ¢ E oraz
a'd ¢ E. Na mocy Spostrzezenia 4| wnioskujemy, ze dd’ € E. Stad wniosek, ze rowniez aa’ € F, gdyz
w przeciwnym razie wierzcholki a, d, d’', a’ indukowalyby P,. Ale teraz wierzcholki a, o', d’, u indukuja
P,, sprzecznoscé. ]

Na mocy Spostrzezenia [5| mozemy uporzadkowaé¢ wierzchotki a € A liniowo wzgledem zawierania sie
zbiorow D,. Stad wniosek, ze istnieje taki wierzchotek a* € A, ze D,» C D, dla wszystkich a € A.
Oznaczmy X = D,+; na mocy Spostrzezenia [3| zbior X jest niepusty. Skoro X C D, dla wszystkich
a € A, to X jest pelny do A. Stosujac Spostrzezenie 4| do a*, wnioskujemy, ze X jest pelny do D\ X.
Spostrzezenie [2] implikuje, ze X jest pelny do B U C. Wreszcie X C D pociaga za soba, ze X jest
pelny do {u,v}. Sktadajac ze soba wszystkie te obserwacje wnioskujemy, ze X jest pelny do V' \ X oraz
) C X CV, co koriczy dowod.

Sposob 11

Przeprowadzimy dowod indukcyjny ze wzgledu na n. Dla n = 2 teza jest oczywista. Dalej zalézmy,
ze n > 2 i teza zadania zachodzi dla wszystkich k& < n.

Na poczatek uzyjemy nastepujacego lematu:

Lemat 1. W kazdym spojnym grafie H istnieje wierzchotek v, dla ktorego graf H z usunietym wierzchot-
kiem v jest dalej spojny.

Dowod. Wystarczy usuna¢ dowolny wierzchotek bedacy liSciem w dowolnym drzewie rozpinajagcym H. [

7 powyzszego lematu wiemy, ze istnieje wierzchotek v € V' taki, ze graf G z usunietym wierzchotkiem
v jest spojny. Zatem z zalozenia indukcyjnego mozemy podzieli¢ zbior V' \ {v} na dwa roztaczne zbiory
A1 B, ktore sa do siebie petne.

Jezeli z v wychodza krawedzie do wszystkich wierzchotkéw ze zbioru A, to wtedy zbiory A oraz V'\ A
sa do siebie pelne, analogicznie dla zbioru B. Dalej zaktadamy, ze istnieja wierzchotki v4 € A oraz
vp € B takie, vus ¢ E, vvp ¢ E.

Niech C bedzie zbiorem tych wierzchotkow z V| ktore sa potaczone krawedzia z v. Udowodnimy, ze
C oraz V' \ C sa do siebie pelne. Zaldzmy nie wprost, ze istnieja u € C,w € V' \ C takie, ze uw ¢ E.
Oczywiscie v # u, w oraz obydwa wierzcholki u, w nalezg do doktadnie jednego sposrod zbiorow A i B.
Bez straty ogolnosci zatézmy ze u,w € A. Wowezas vu, uvg, vgw € E oraz vw, vvg, uww ¢ E, wiec v,
u, w, vg indukuja Py, sprzecznosé.

9. Okrag w o srodku w punkcie O jest wpisany w czworokat ABC'D. Punkt I jest §rodkiem okregu
wpisanego w trojkat ABC', punkt K jest punktem przeciecia odcinkéw AC i BD, a punkt L jest punktem

przeciecia okregu w z potprosta K[. Wykazaé, ze proste LO i AC sa prostopadte.

Rozwigzanie:

Jesli AB = BC, to czworokat ABC'D jest deltoidem, a teza zadania oczywista ze wzgledu na symetrie
rysunku. W dalszej czesci rozwiazania zaktadamy, ze AB # BC.

Niech L' bedzie takim punktem na okregu w, ze OL' I AC' i punkt L’ lezy wewnatrz trojkata ABC.
Wykazemy, ze punkty L', I, K lezg na jednej prostej.

Niech o0y i 0 beda okregami wpisanymi odpowiednio w trojkaty ABC' i AC'D. Skoro w czworokat
ABCD mozna wpisaé okrag, to AB + CD = BC + AD i z prostego rachunku na odcinkach stycznych
wynika, ze okregi o1 1 09 sa styczne do boku AC' w tym samym punkcie, ktéry oznaczmy przez P. Skoro
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L'O 1L AC, to styczna do okregu w w punkcie L' jest réownolegta do AC. Wobec tego jednoktadnosé
o srodku D przeksztatcajaca okrag o, na w przeksztatca punkt P na L', czyli punkty D, P, L’ sa
wspotliniowe.

Niech M bedzie punktem stycznosci okregu oy ze styczna réwnolegta do AC i rézna od AC'. Niech
@ bedzie punktem symetrycznym do punktu P wzgledem $rodka odcinka AC. Punkt @) jest punktem
stycznosci okregu wy dopisanego do trojkata ABC', a skoro okregi wpisane w trojkaty ABC' i AC'D byly
styczne do AC' w punkcie P, to @ jest tez punktem stycznosci okregu wo dopisanego do trojkata AC'D.
Jednoktadnosé o srodku B przeksztalcajaca okrag o1 na w przeksztalca punkt M na L’; a jednoktadnosé
o tym samym Srodku przeksztalcajaca okrag o, na wy przeksztatca punkt M na Q). W takim razie punkty
B, M, L', Q leza na jednej prostej.

Niech O, bedzie $rodkiem okregu ws. Udowodnimy, ze punkty L' i K sg odpowiednio $rodkami
jednoktadnosci o skali ujemnej i skali dodatniej przeksztalcajacej okrag o, na ws, skad natychmiast
wyniknie wspolliniowosé punktow Os, L', I, K, co da nam teze zadania.

Jednoktadnos¢ J; o skali ujemnej przeksztalcajaca okrag o, na wy jest zlozeniem jednoktadnosci
o srodku P i skali ujemnej przeksztatcajacej okrag o; na os oraz jednoktadnosci o $rodku D i skali
dodatniej przeksztalcajacej okrag oo na okrag ws. Zatem z twierdzenia o ztozeniu jednoktadnosci srodek
jednoktadnodci J; lezy na prostej PD. 7Z drugiej strony jednoktadnos$¢ J; jest ztozeniem jednoktadnosci
o $srodku B i skali dodatniej przeksztalcajacej okrag o; na wy z jednoktadnosciag o srodku @ i skali ujemne;j
przeksztalcajaca okrag wy na ws. 7 twierdzenia o ztozeniu jednoktadnosci érodek jednoktadnosci J; lezy
zatem na prostej BQ). Wobec tego jest on punktem przeciecia prostych PD i BQ), czyli jest to punkt L'.

Srodek jednokladnosci J, o skali dodatniej przeksztalcajacej okrag o; na ws lezy na ich wspolnej
stycznej AC'. 7 drugiej strony jednoktadnosé J, jest ztozeniem jednoktadnosci o srodku B i skali dodatniej
przeksztalcajacej okrag o1 na w z jednoktadnoscia o §rodku D i skali dodatniej przeksztatcajacej okrag
w na wy. Z twierdzenia o zlozeniu jednokladnosci érodek jednoktadnosci J, lezy wiec na prostej BD.
Zatem srodkiem jednoktadnosci Jo jest punkt przeciecia prostych AC'i BD, czyli punkt K. To koriczy
rozwigzanie zadania.

10. W trojkacie ABC punkt M jest srodkiem boku BC'. Niech w bedzie okregiem stycznym do bokow
AB i AC odpowiednio w punktach E i F', nieprzecinajacym prostej BC. Z punktu M poprowadzono
proste styczne do okregu w w punktach P i @), przy czym punkty B i P leza po tej samej stronie
prostej AM. Prosta PM przecina prosta BF w punkcie X. Prosta QM przecina prostag C'E w punkcie Y.
Wykazaé, ze jesli 2PM = BC', to prosta XY jest styczna do okregu w.
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Rozwigzanie:

Sposob 1

Wykazemy, ze styczna do okregu w poprowadzona z punktu X, r6zna od prostej X P, jest rownolegta
do prostej BC'. Analogicznie mozna udowodnié, ze styczna do okregu w poprowadzona z punktu Y oraz
rozna od prostej Y @) jest rownolegta do prostej BC. To za$ bedzie oznaczalo, ze prosta XY jest w istocie
styczng do okregu w.

Niech H bedzie takim punktem na okregu w, réznym od F', ze prosta C'H jest styczna do w. Roz-
poczniemy od wykazania wspotliniowosci punktow B, H, F.

7 zalozen zadania wynika, ze punkt M lezy na osi potegowej punktu C' oraz okregu w, na ktorej
leza réwniez srodki odcinkéw C'H i C'F. Jednoktadno$é o skali 2 i érodku C' przeprowadza te srodki
odpowiednio na punkty H i F, za$ punkt M na punkt B. Stad uzyskujemy wspotliniowo$é punktow
B, H, F.

Niech V' bedzie takim punktem na okregu w, ré6znym od P, ze prosta XV jest styczna do w oraz
niech U bedzie punktem wspolnym prostych BF' i PV. Poniewaz X lezy na prostej F'H, ktora jest
biegunowa punktu C wzgledem okregu w, to C' lezy na biegunowej punktu X, ktora jest prosta PV.
Oprocz tego U lezy na biegunowej F'H punktu C| a wiec ze znanego faktu o biegunowych otrzymujemy
(C,U;V,P)=—1.

W celu zakonczenia dowodu, zat6zmy nie wprost, ze XV }f BC' i niech R bedzie punktem wspolnym
prostych XV i BC. Wtedy rzutujac perspektywicznie prosta PV na prosta BC' przez punkt X otrzy-
mujemy (C,B; R, M) = (C,U;V,P) = —1, za$ to jest niemozliwe dla kazdego punktu R nalezacego do
prostej BC. Otrzymana sprzecznos¢ kornczy rozwiazanie zadania.

A A

Sposob 11
Oznaczmy przez K punkt przeciecia prostych BP i C'() oraz przez L punkt przeciecia prostych BQ
i CP. Zauwazmy, ze

$BKC=180°—4PBC—4QCB=1(360°~4PBM —~¥BPM —4$QCM—¥CQM)=+MPQ=<4MQP,

wiec okrag opisany na trojkacie PQK jest styczny do prostych M P i M@ w punktach P i @, czyli jest
tozsamy z w.

Ponadto BPC = <BQC = 90°, gdyz P i @ leza na okregu o érednicy BC. Zatem punkt L jako
ortocentrum trojkata BC'K lezy na okregu w.

Do wykazania tezy zadania wystarczy udowodnié, ze prosta XY jest biegunowa punktu L wzgledem
w, bo wtedy udowodnimy, ze XY jest styczna do w w L. Wykazemy, ze Y lezy na biegunowej L, dowod
dla punktu X jest analogiczny. Najpierw zauwazmy ze znanego faktu o biegunowych, ze punkt C' lezy na
biegunowej punktu B, poniewaz B jest przecieciem prostych PK i QQL, za$ C' jest przecieciem PL i QK.
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W oczywisty sposoéb punkt E lezy na biegunowej punktu B, wiec prosta C'E jest biegunowa punktu B.
Zatem punkt Y lezy na biegunowych punktow B i @), czyli BQ jest biegunowa punktu Y, stad L lezy na
biegunowej Y i ostatecznie Y lezy na biegunowej L.

11. Dany jest ostrostup prawidtowy o podstawie wielokata foremnego A; A, ... Ay, i wierzchotku S.
Pewna sfera przechodzaca przez punkt S przecina kazda z krawedzi A;S w punkcie B;. Wykazac, ze

Y SBx=) SByi.
i=1 i=1

Rozwigzanie:

Poprowadzmy plaszczyzne rownolegta do podstawy ostrostupa, styczng do danej sfery w punkcie O
i przecinajaca kazda z krawedzi A;S w punkcie C;. Oczywiscie ostrostup C1C5 . .. Cs,S takze jest prawi-
dtowy. Zapisujac potege punktu dla kazdego z punktow C; otrzymujemy

C,0* = C;S - CiB; = C;S(CiS — SB;) = C;8* — C;S - SB;.

Poniewaz wszystkie krawedzie boczne ostrostupa C1C5 ... C5,S sa rowne, to rozwiazanie sprowadza sie

do wykazania roéwnosci
n n
Coi_10% = Co;O?
21—1 - 21 .
i=1 i=1

Umiesémy w wierzchotkach wielokata C1C5...Cs, masy jednostkowe. Zauwazmy, ze Srodek ciezkosci
uktadu u; ztozonego z wierzchotkéw o indeksach nieparzystych oraz $rodek ciezkosci uktadu uy ztozonego
z wierzchotkéw o indeksach parzystych znajduje sie w srodku X danego 2n-kata foremnego. Lewa strona
powyzszej réwnosci to moment bezwladnosci uktadu w;, a prawa to moment bezwladnosci uktadu ws.
7 twierdzenia Steinera otrzymujemy

i 0217102 = i OQ¢,1X2 —+ nXO2 = i CQZ'XQ -+ nX02 = i 02i02-
i=1 =1

i=1 i=1
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Drugi Mecz Matematyczny

1. Wyznaczyé wszystkie takie liczby rzeczywiste k, ze dla dowolnej czworki liczb rzeczywistych
a,b,c,d € (—1,00) zachodzi nieré6wnosé

AGH+P+E+dB+1>k(a+b+c+d).

Rozwigzanie:

Podstawiajac a =b=c=d = —1, mamy —4 + 1 > —4k, skad k > %. Bioraczasa=b=c=d = %,
otrzymujemy % + 12> 2k, czyli k < %. Jedyna mozliwa wartoscia k moze by¢ wiec %. Wykazemy, ze dla
takiego k dana w tresci zadania nier6wnosé jest prawdziwa.

Dla z > —1 mamy

1

2
3z —1
(x—§> (x+1)>0, czyli 2°> x )

4

Sumujac ostatnig nierownosé dla x réwnego a, b, ¢, d, otrzymujemy

3
A+ +E+dd >

Z(a+b+c+d)_1’

co dowodzi postulowanej nieréwnosci dla k = %.

2. Wykaza¢, ze iloczyn wszystkich 22918 liczb postaci +1 £ v/2 + ... £ /2018 jest kwadratem liczby
catkowitej.

Rozwigzanie:
Rozwazmy ciag wielomianow

Pi(x) =z, Py(z)= P (x - \/E> - Pyq <x + \/E> dla k& > 2.

Zauwazmy, ze

Py(x) = (x—\/§> <I+\/§> =2% -2,

a wiec P jest funkcjg parzysta. Zaldézmy, ze Py._; jest funkcjag parzysta. Wtedy

Pk<—ZL’) = Pk—l (—ZE - \/E) : Pk—l (-I + \/E> = Pk:—l (JZ + \/E> : Pk:—l (JZ - \/E> = Pk<1’),
wobec czego Py, rowniez jest funkcja parzysta. WykazaliSmy wiec, ze dla k > 2 funkcja Py jest parzysta.
Udowodnijmy teraz, ze wielomiany P, maja wspotczynniki catkowite dla £ > 1. Dla k = 1 jest to

oczywiste. Zalozmy, ze wielomian P,_; ma wspoélczynniki catkowite. Wtedy
Pes (x + \/E) = Ap 1 (2) + Bra(2)Vk

dla pewnych wielomianéw Ay 1, B,_1 o wspotezynnikach catkowitych. Latwo zauwazy¢, ze wowczas
Pk—l ((L’ - \/E> = Ak_l(fb) — Bk_l(fﬁ)\/E,

wobec czego

Pu(z) = Pos (x - \/E) P (m + \/E) - <Ak_1(x) - Bk_l(x)\/E) : (Ak_l(x) + Bk_l(x)\/E)
= (Ak1(2)) = (B () - k,

czyli istotnie wielomian P, ma wspolczynniki catkowite.
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Pozostato zauwazy¢, ze Py(1)Py(—1) jest iloczynem 2* czynnikow postaci +14+/2+. .. ++/k. Istotnie,

Po(1)Py(~1) = Py, (1 - \/E) P (1 + \/E> Py (—1 . \/E> P (—1 + x/%) _
= H P (1—1-61@\/%—1-61@_1@4—- . -+5i+1\/H_—1> -P; <—1+€k\/E+€k_1\/H+- . -+5i+1\/i—F—1>

eck;

=...= H P <1+€k\/E+€k,1\/k—1—1—...—1—62\/5) - P (—1+€k\/E+€k,1\/k’—1—1—...—1—82\/5)

eck

Sy

ecFEy i=1

gdzie E; = {e = (g;)j_;1 - &5 € {—1,1}}. W szczegolnosci dla k = 2018 otrzymujemy, ze iloczyn
z zadania jest rowny Paoiz(1) - Peois(—1) = (P2018(1))2 na mocy parzystosci funkcji Psgiz. Poniewaz
wielomian Psy5 ma wspotczynniki catkowite, wiec wartos¢ ta jest jest kwadratem liczby catkowite;.

3. Liczby catkowite a > b > 1 oraz n > 1 sa takie, ze liczba b jest nieparzysta oraz liczba b" jest
dzielnikiem liczby a™ — 1. Udowodnié, ze

Rozwigzanie:
Dla liczby pierwszej p i liczby catkowitej x, oznaczmy przez v,(z) wyktadnik, z ktérym p wchodzi
w rozktad z na czynniki pierwsze. W rozwiazaniu wykorzystamy nastepujacy

Lemat 1 (LTE). Niech p bedzie nieparzystq liczbg pierwszq, a i b zas — liczbami catkowitymi niepodziel-
nymi przez p, spetniajgcymi warunek p | a —b. Wowczas, dla dowolnego wyktadnika n prawdziwa jest
rownosc

vp(a” — ") = vy(a — b) + vy(n). (11)
Dowdd. Zauwazmy wpierw, ze jesli n nie jest podzielne przez p, to (poniewaz a = b)
a4+ a4 4+ ab" P+ = na" P £ 0 (mod p),
zatem, w tym przypadku,
vy(a" — ") = vy(a —b) +v,(a" + ...+ ") = v(a—b) + 0 = v,(a —b) +v,(n).

Wystarczy jeszcze wykazaé, ze vy(a? — W) = vy(a — b) + 1. Réwnosé wyniknie wtedy z prostej
indukeji po v,(n). Réwnowaznie wykazemy, ze suma a?~* + aP~2b + ... + abP~2 + 0P~ dzieli sie przez p,
ale nie przez p?.

Podzielnosé¢ przez p wynika z obserwacji, ze kazdy sktadnik sumy przystaje do a?~' (mod p), wiec
cala suma przystaje do pa?~! =0 (mod p).

Niech a = b+ kp dla pewnej liczby catkowitej k. Pozostaje zauwazy¢, ze

p—1 p—1 p—1 p—1
Z a1t = Z(b + kp)br Tt = Z(bl + b kp)bP T = pbP T+ kpbP 2 Zz
i=0 i=0 i=0 =0

—1 —1
= pb? ! + kpbP—? . w = pbP !+ kp?bP2 . pT =pb" ' £0 (mod p?).
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Wykazemy mocniejszg nieréwnos$é, mianowicie, ze dla dowolnego dzielnika pierwszego p liczby b

pn
P> 12
> (12)

Niech r bedzie rzedem a modulo p. Wiemy, ze r | p — 1 (wiec, w szczegolnosei, r < p — 1), oraz, ze
7 | n. Korzystajac z LTE dla a” i 1 oraz oczywistej nierownosci v,(x) < log,(x), mozemy zapisac

n n
n < vy(a” —1) =vy(a" — 1)+ v, (;) <log,(a" — 1) +log, <;> < plog,(a) + log,(n).
Nieréwnosé n < plog,(a) + log,(n) mozemy zapisa¢ réwnowaznie jako log,(p") < log,(na®), co w pota-
czeniu z monotonicznoscia funkeji log, dowodzi nier6wnosci , a w konsekwencji tezy zadania.

4. Ciag (z,) jest okreslony przez warunki: z; = 1, z9 = 6 oraz x, 2 = 6x,,1 — z,. Niech p > 2 bedzie
liczbg pierwsza, ¢ za$ dowolnym dzielnikiem pierwszym liczby x,. Wykazac, ze jesli ¢ > 3, to ¢ > 2p — 1.

Rozwigzanie:
W rozwiazaniu bedziemy opiera¢ sie na tatwym do sprawdzenia wzorze jawnym na ciag (x,):

(3+2v2)" — (3-2v2)"
442 '

Niech ¢ i p beda jak w treéci zadania. Zalézmy najpierw, ze 2 jest reszta kwadratowa modulo ¢, to
jest istnieje takie 7, ze j2 = 2 (mod ¢). Mozna wtedy latwo indukcyjnie wykazac, ze

Ty =

£ =((3+2))" = (3-2/)") (4j) " (mod g).
Podzielnos¢ ¢ | =, implikuje zatem, ze
(3+2)"=(3-25)" (mod p),

czyli rtownowaznie ¢ =1 (mod q), gdzie ¢ = (3 +25)(3 — 2j) . Latwo sprawdzi¢, ze ¢ # 1, co prowadzi

do wniosku, ze p jest rzedem ¢ modulo ¢, zatem (z matego twierdzenia Fermata) p dzieli ¢ — 1. Ponadto,

poniewaz q — 1 jest parzyste, 2p dzieli ¢ — 1, wiec w szczegolnosci ¢ — 1 > 2p, co pociaga teze zadania.
Rozwazmy teraz przypadek, w ktorym 2 nie jest reszta kwadratowa modulo q. Wowczas zbior

G={a+bW2 : a,beZy,(a,b) #(0,0)}

z naturalnie zdefiniowanym dzialaniem mnozenia, jest grupa o ¢ — 1 elementach. Zauwazmy, ze z po-
dzielnosci ¢ | x, wynika, ze (3 + 2\/§)p = (3 — 2\/§)p w grupie G. Dalej, rozumujac analogicznie jak
powyzej, wnioskujemy, ze p jest rzedem elementu ¢ = (3 4+ 2v/2)(3 — 2v/2)~! w grupie G. Korzystajac
7 twierdzenia Lagrange’a o rzedzie, otrzymujemy, ze p | ¢> — 1 = (¢ — 1)(¢ + 1). Poniewaz czynniki ¢ — 1
1 ¢+ 1 sa parzyste, 2p musi dzieli¢ przynajmniej jeden z nich. Totez 2p < ¢+ 1, zatem i w tym przypadku
nieré6wno$¢ z zadania zostata udowodniona.

5. Powiemy, ze graf H jest minorem grafu G, jesli kazdemu wierzchotkowi u grafu H mozna przypisaé
spojny podgraf G, grafu G tak, by réznym wierzchotkom u, v grafu H odpowiadaly roztaczne podgrafy
Gy, Gy, a kazdej krawedzi grafu H taczacej wierzchotki u i v odpowiadata co najmniej jedna krawedz
z G taczaca wierzchotek z G, z wierzchotkiem z GG,,. Udowodnié¢, ze dla kazdego grafu G, jesli pelny graf
o 2018 wierzchotkach nie jest minorem G, to stosunek liczby krawedzi do liczby wierzchotkow gratu G
jest mniejszy od 22018,

Uwaga: Wszystkie rozwazane grafy sq proste i nieskierowane.
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Rozwigzanie:

Oznaczmy przez d(G) stosunek liczby krawedzi do liczby wierzchotkéw w grafie G. Udowodnimy in-
dukcyjnie po t, ze jesli pelny graf o ¢ wierzchotkach nie jest minorem G, to d(G) < 2'. Wtedy podstawiajac
t = 2018 otrzymamy teze.

Dla t = 2 oczywiscie d(G) = 0 < 4. Od teraz zakladamy, ze t > 3.

Zalozmy nie wprost, ze istnieje graf G taki, ze d(G) > 2'. Dodatkowo mozemy zalozy¢, ze G jest
najmniejszym pod wzgledem liczby wierzchotkéw grafem o zadanych wlasnosciach. Oznaczmy liczbe jego
wierzchotkéw przez n. Mozemy bez straty ogélnosci przyjac, ze w GG nie istnieja izolowane wierzchotki.
Istotnie, jesli w grafie G istnieje pewien izolowany wierzchotek to dla grafu G’ powstatego z G przez jego
usuniecie zachodzi d(G') > d(G).

Niech v bedzie pewnym wierzchotkiem nalezacym do grafu G. Zatézmy ze istnieje pewien wierzchotek
u sgsiadujacy z v, taki ze u 1 v majg mniej niz 2° wspolnych sasiadow. Wtedy graf G’ powstaly z G przez
utozsamienie wierzchotkow u i v ma co najmniej 2 - n — 2t = 2(n — 1) krawedzi. Poniewaz graf G’ jest
minorem grafu GG, to on takze nie posiada minoru bedacego grafem pelnym o ¢ wierzchotkach. Istotnie,
zauwazmy ze dla dowolnych grafow Hi, Hs, Hs3, jesli H; jest minorem Hs oraz Hs jest minorem Hj, to
rowniez H; jest minorem Hs, jest to prosty wniosek z definicji minoru. Co wigcej, d(G') > 2'. Jednak
graf G jest z zalozenia najmniejszym grafem pod wzgledem liczby krawedzi spetniajacym te warunki,
stad sprzecznosc.

OtrzymaliSmy w ten sposob, ze kazda para sgsiednich wierzchotkow u i v posiada co najmniej 2
wspolnych sasiadow. Oznaczmy przez GG, podgraf G sktadajacy sie ze wszystkich sasiadéw wierzchotka v.
Poniewaz z kazdego wierzchotka w G, wychodzi co najmniej 2¢ krawedzi, to liczba wszystkich krawedzi
grafu G wynosi co najmniej 271|G,|. Z drugiej strony, graf G, nie moze posiada¢ minoru H, bedacego
grafem pelnym o ¢ — 1 wierzchotkach, bo graf H, U {v} bylby grafem pelnym o ¢ wierzchotkach bedacym
minorem G, co jest sprzeczne z zalozeniem indukecyjnym.

6. Leszek potozyl n kolorowych karteczek w ksztalcie kotek o réwnych promieniach na duzej tablicy
korkowej. Zauwazyl, ze kazde dwie z tych kartek stykaja sie lub czesciowo pokrywaja. Udowodnié, ze
uzywajac trzech pinezek moze przyczepic¢ te kartki tak, ze po zawieszeniu tablicy na $cianie zadna kartka
nie spadnie.

Uwaga: Jesli wbijemy pinezke na obwodzie kartki, to ta kartka nie spadnie.

Rozwigzanie:
W rozwiazaniu skorzystamy z nastepujacego twierdzenia.

Twierdzenie (Jung). Jesli w skoriczonym zbiorze K punktow na ptaszczyznie najwieksza odlegtosé miedzy

dwoma punktami to d, to da sie ten zbior pokryc kotem o promieniu R = \%.

Przez r oznaczmy promien kotek Leszka. Skoro kazde dwa z tych kotek maja punkt wspoélny, to kazde
dwa $rodki sa odlegte o co najwyzej 2r. Korzystajac z twierdzenia Junga, wnioskujemy, ze zbior srodkow
tych kotek da sie pokry¢ kotem €2 o promieniu R = %g Trojkat rownoboczny wpisany w to koto ma
bok dtugosci Rv/3 = 2r. Oznaczmy przez ABC dowolny taki trojkat, przez X, Y, Z érodki odpowiednio
bokow BC', C A, AB, a przez O srodek okregu (2.

Wykazemy, ze wycinek kotowy o kacie 120° ograniczony przez potproste OB, OC™ i okrag €) zawiera
siec w calosci w kole ox o $§rodku X i promieniu 7.

Jedli punkt P lezy w tym wycinku, ale nie w trojkacie OBC, to kat <PXO nie jest ostry, czyli
PO? > PX? 4+ OX?2. Skoro PO < R, to PX? < % = 72, czyli punkt P jest zawarty w kole ox. Jesli
punkt P lezy w trojkacie OBC, to jego odbicie wzgledem prostej BC' nie lezy w tym trojkacie, a wcigz
jest zawarte w tym samym wycinku kotowym, czyli réwniez lezy w kole ox.

Udowodnili$my zatem, ze kazdy punkt wycinka lezy w odpowiednim kole. Poniewaz wycinki BOC,
COA, AOB sa przystajace i ich sumg jest €2, wiec kazdy z nich da sie przykryé kotem o promieniu r
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i sSrodku odpowiednio X, Y, Z, czyli te 3 kota przykryja w catosci koto €2, a w szczegblnosci zbior srodkow
kotek Leszka. Do zakonczenia rozumowania zauwazmy, ze wystarczy wbi¢ pinezki w punktach X, Y, Z.

7. SzeSciokat ABC'DEF jest opisany na okregu o srodku O. Wykazaé, ze jezeli punkt O jest $rodkiem
okregu opisanego na trojkacie ACE, to okregi opisane na trojkatach OAD, OBE, OCF majg punkt
wspolny rozny od O.

Rozwigzanie:

Sposdb 1

Niech K, L, M, N, P, () beda punktami stycznosci okregu w wpisanego w dany szesciokat odpowiednio
z odcinkami AB, BC', CD, DE, EF, FA. Rozwazmy inwersje wzgledem okregu wpisanego w szesciokat
ABCDEF. Punkty K, L, M, N, P, () przechodza na siebie. Punkty A, B, C, D, E, F przechodza
odpowiednio na $rodki A', B', C', D', E', F’" odcinkow QK , KL, LM, MN, NP, PQ. Okregi opisane na
trojkatach OAD, OBFE i OCF przechodza za$ na proste taczace srodki przeciwleglych bokéw szesciokata
KLMN PQ. Poniewaz OA = OC = OF, wiec takze OA" = OC" = OF’. Z twierdzenia Pitagorasa tatwo
wynika wowczas réwnosé odcinkow K@, LM, NP.

Niech « bedzie miara kata wpisanego w w opartego na tuku K@ (skoro K@ = LM = NP, to kazdy
z katow wpisanych opartych na tych tukach ma miare o). Skoro KQ = LM, to czworokat K LMQ jest
trapezem roéwnoramiennym. Stad i z rownoleglosci KM || B'C’, LQ || B'A’, C"A" || MQ mamy

JA'C'B' = QMK = a = SMQL = SC'A'B'.
Analogicznie uzasadniamy, ze
JEC'D =<4C'E'D'=a oraz JAE'F =<FEAF =a.
Teza wynika teraz z twierdzenia Jacobiego (jest to tres¢ zadania 26 z Obozu Naukowego Olimpiady
Matematycznej w Zwardoniu 2006 — uzasadnienie znajduje sie w broszurze z tego obozu).

Uwaga

Prawdziwe jest nastepujace twierdzenie:

Proste tqgczqce Srodki przeciwlegtych bokow szesciokqgta ABCDEF majg punkt wspdlny wtedy 1 tylko
wtedy, gdy pola trojkgetow ACE @ BDF' sq rowne.

Dowod implikacji, ze z rownosci poél trojkatow AC'E i BDF wynika postulowana wspotpekowosé
znajduje sie w broszurze Obozu Naukowego Olimpiady Matematycznej w Zwardoniu 2007 (zadanie 21).

Na mocy powyzszego twierdzenia wnioskujemy, ze wystarczy uzasadnié, ze [K M P] = [LNQ), czyli

[KLM|+ [MNP]+ [PQK]| = [QKL]+ [LMN]+ [NPQ],
co natychmiast wynika z przystawania par trojkatow KLM i LKQ, LMN i MNP oraz NPQ i PQK.
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8. Dany jest trojkat ostrokatny ABC oraz punkt P lezacy wewnatrz okregu opisanego na trojkacie
ABC po przeciwnej stronie prostej BC niz punkt A. Proste AP, BP, C'P przecinaja ten okrag ponownie
odpowiednio w punktach A’, B’, C’. Niech X bedzie punktem przeciecia prostej BC' oraz prostej taczacej
punkt P z obrazem symetrycznym A” punktu A’ wzgledem BC'. Analogicznie definiujemy punkty Y i B”
oraz Z i C”. Wykazaé, ze punkty X, Y, Z sa wspotliniowe.

Rozwigzanie:
Udowodnimy najpierw, ze

[PBA"]  PB-BA

[PAB"] ~ PA-AB'"
Wykorzystujac fakt, ze punkty A’ i A” sg symetryczne wzgledem prostej BC' oraz twierdzenie o katach
wpisanych otrzymujemy

JA"BC = $A'BC = $A'AC.

Korzystajac ponownie z twierdzenia o katach wpisanych oraz tym razem z tego, ze B’ i B” sa symetryczne
wzgledem prostej AC' dostajemy

IB'BC = ¥B'AC = <B"AC.
W takim razie
IPBA" = YPAB".

Zatem
[PBA”] B PB.-BA" B PB.-BA

[PAB")  PA-AB" PA-AB’

W analogiczny sposéb udowodnimy, ze

[PCB"]  PC-CB'

[PAC"]  PA-AC
[PCA"] — PC-CA"

oraz

[PBC"] ~ PB-BC'

To pozwala napisac, ze

BX CY AZ [PBA"] [PCB"| [PAC"] [PBA"] [PCB"] [PAC"]

CX AY BZ [PCA"] [PAB"] [PBC"] ~ [PAB"] [PBC"] [PCA"]

_PB-BA' PC-CB' PA-AC' BA CB AC'
" PA-AB' PB-BC' PC-CA~ AB' BC' CA"

65



Skoro w ,szesciokacie” BA'C' B’ AC" gléwne przekatne maja punkt wspoélny, to
BA" CB' AC'

AB' BC' CA

(uzasadnienie powyzszego faktu jest analogiczne jak uzasadnienie ostatniego faktu w rozwiazaniu zada-

nia 16). W takim razie
BX CY AZ

CX AY BZ
co na mocy twierdzenia Menelausa oznacza, ze punkty X, Y, Z sa wspotliniowe.

1

?
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10.

11.

12.

13.

Regulamin Meczu Matematycznego

Ustalenia wstepne

. W Meczu biora udzial dwie druzyny. Kazda z druzyn wybiera ze swojego grona Kapitana.

. W pierwszej fazie Meczu obie druzyny rozwiazuja 11 zadan dostarczonych przez Jury i przygotowuja

sie do zreferowania rozwiazan przy tablicy. Druga faza Meczu jest rozgrywka.

Rozgrywka

. Ekipy na przemian wywotuja druzyne przeciwng do zreferowania przy tablicy rozwiazania jednego

z niewybranych dotad zadan. Numer zadania jest wybierany przez druzyne wywotujaca. Wywoly-
wanie rozpoczyna druzyna wylosowana tuz przed rozgrywka.

. Druzyna wywotana do rozwiazania zadania deklaruje, czy przyjmuje zadanie. Dalszy przebieg

rozgrywki zalezy od decyzji druzyny wywotanej.

Jesl druzyna wywotana przyymuje zadanie...

. Druzyna wywotana staje sie druzyng referujaca.

Zawodnika druzyny referujacej, ktory przedstawia rozwigzanie przy tablicy, wyznacza Kapitan dru-
Zyny przeciwne;j.

Zawodnik moze by¢ wyznaczony jedynie wtedy, gdy kazdy zawodnik z jego druzyny zakonczyt
referowanie zadania nie mniej razy niz on. Nie mozna wyznaczy¢ zawodnika po raz drugi do tego
samego zadania. Jezeli do referowania wyznaczono Kapitana, wskazuje on na czas pobytu pod
tablica swego zastepce.

Jesli zawodnik zostaje wybrany do referowania po raz n-ty, przystepuje do referowania z praw-

dopodobienstwem (%)l_nm, gdzie m oznacza minimum liczby zakonczonych referowan sposrod
wszystkich zawodnikéw druzyny referujacej. W przeciwnym wypadku Kapitan druzyny referujacej

wyznacza osobe do referowania zgodnie z punktem 7.

Osoba referujaca nie moze korzysta¢ z notatek, ani konsultowaé sie ze swoja druzyng. Druzyna
przeciwna nie moze przeszkadzac¢ lub przerywac referujacemu.

Kapitan druzyny referujacej moze odwotywaé osoby referujace dowolna liczbe razy. Takze osoba
referujaca moze zrezygnowac¢ z referowania. Wowczas Kapitan druzyny przeciwnej wskazuje ko-
lejng osobe druzyny referujacej do kontynuowania rozwigzania przy tablicy na zasadach opisanych
w punktach 7—9. Druzyna zmieniajaca referujacego traci N punktéw przy swojej N-tej zmianie
w czasie Meczu.

Laczny czas na zreferowanie rozwigzania przez druzyne referujaca wynosi 10 minut. Po uptywie
tego czasu Jury moze przerwaé referowanie, poprosi¢ o streszczenie dalszej czesci rozwiazania lub
pozwoli¢ na dalsze referowanie, w zaleznosci od tego, czy rozwiazanie zdaniem Jury rokuje nadzieje
na poprawnos¢ i zbliza sie do konca.

Po oznajmieniu przez referujacego, ze referowanie rozwiazania zostato zakonczone, druzyna prze-
ciwna moze zglosi¢ zastrzezenia co do poprawnosci lub kompletnosci rozwiazania, a nastepnie refe-
rujacy odpowiada na te zastrzezenia.

Jezeli podczas dyskusji druzyna wywolujaca zwrécita uwage na btedy lub luki dyskwalifikujace
rozwigzanie, ma ona prawo do zreferowania brakujacych czesci rozwiazania na zasadach okreslonych
w punktach 6—-11. W tym przypadku, jezeli przedstawione rozwiazanie nie zostanie uznane przez
Jury za poprawne, druzyna otrzymuje —10 punktow i opuszcza sie punkt 14.
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14.

15.

16.

17.

18.

19.

20.

Ostatecznie Jury ocenia zaprezentowane referaty oraz dyskusje i przyznaje obu druzynom nieujemne
liczby punktéw o sumie nie przekraczajacej 10 punktéow. Druzyna, ktora przedstawita poprawne
rozwiazanie, otrzymuje co najmniej 7 punktéw. Jury ma prawo zadaé¢ pytania referujacemu w celu
ustalenia oceny.

Jesli druzyna wywotana nie przyjmuje zadania...
Druzyna wywolujaca staje sie druzyna referujaca i prezentuje rozwiazanie zgodnie z zasadami okre-
slonymi w punktach 6—11.

Ostatecznie Jury przyznaje druzynie referujacej od 7 do 10 punktow, jezeli zaprezentowane roz-
wiazanie jest poprawne, albo —10 (minus dziesie¢) punktow w przeciwnym przypadku. Jury moze
rowniez przydzieli¢ druzynie przeciwnej punkty za wskazanie luk lub bledéw w przedstawionym
rozwigzaniu. Jury ma prawo zada¢ pytania referujacemu w celu ustalenia oceny.

Ustalenia konicowe
Rozgrywka koniczy sie po wywotaniu 8 zadan lub gdy réznica pomiedzy wynikami obu druzyn jest
wieksza niz 40 punktow. W przypadku remisu wywotuje sie dodatkowo 2 zadania.

Po 3 godzinach meczu czas na referowanie zadania zostaje skrocony do 5 minut, a wszystkie punkty
ujemne licza sie dwukrotnie.

Przewodniczacy Jury moze natozy¢ kare punktowa na druzyne za niezgodne z niniejszym regulami-
nem zachowania jej zawodnikow.

Interpretacja niniejszego regulaminu nalezy do przewodniczacego Jury.
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