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Wstep

Obodz Naukowy Olimpiady Matematycznej odbyt sie w dniach 31 maja—14 czerwca 2019 w Mszanie
Dolnej, w Osrodku Sportowo-Rekreacyjnym ,Stoneczny”. Kadre obozu stanowili: Piotr Ambroszczyk,
Radomit Baran, Damian Burczyk, Tomasz Ciesla, Agata Dubiak, Teodor Jerzak, Karol Kaszuba, Michat
Kieza, Mateusz Kobak, Natalia Kucharczuk, Mikotaj Leonarski, Wojciech Nadara i Dominika Regiec.

W dniach 1, 3, 4, 5, 6, 7, 10, 11 i 12 czerwca odbyty sie zawody indywidualne, 2 czerwca miaty miejsce
zawody druzynowe, a 8 i 13 czerwca rozegrane zostaly mecze matematyczne (regulamin meczu znajduje
sie na koricu tego zeszytu).

Podczas kazdego dnia zawodow indywidualnych uczestnicy mieli cztery i p6t godziny na rozwigzanie
czterech zadan. Zawody druzynowe polegaly na rozwiazywaniu przez kilkuosobowe druzyny osmiu zadan
i trwaly od rana do wieczora, a mecze matematyczne — od wieczora dnia poprzedniego do popotudnia.

W ramach zawodéw indywidualnych mozna bylto uzyska¢ 216 punktow. Trzy najlepsze wyniki to 149,
143 i 139 punktow. Punkty uzyskane za poszczegdlne zadania przedstawia tabela na nastepnej stronie.
W tym miejscu wypada nadmienié, ze nie wszyscy uczestnicy byli na calym obozie, co powoduje, ze sumy
liczb w poszczegdlnych wierszach moga sie r6znic.

W czasie obozu odbyla sie wycieczka: 9 czerwca na Cwilin i Mogielice.

Niniejszy zeszyt zawiera wszystkie zadania z Obozu wraz z rozwigzaniami. Zeszyty z poprzednich
Obozéw Naukowych znajduja sie na stronie internetowej Olimpiady Matematycznej: om.mimuw.edu.pl.



7 adanie Liczba prac Liczba prac | Liczba prac | Liczba prac
na 6 punktéw | na 5 punktéw | na 2 punkty | na 0 punktow
1. 14 1 1 3
2. 14 1 0 4
3. 4 3 1 11
4. 1 0 0 18
5. 18 2 0 0
6. 11 4 0 5
7. 13 0 0 7
8. 0 0 0 20
9. 18 2 0 0
10. 9 0 2 9
11. 5 2 0 13
12. 0 0 1 19
13. 19 0 0 1
14. 8 0 2 10
15. 8 0 2 10
16. 3 0 1 16
17. 17 1 1 1
18. 17 0 1 2
19. 10 1 1 8
20. 2 0 0 18
21. 16 0 0 4
22. 15 0 0 5
23. 13 0 0 7
24. 5 7 0 8
25. 16 3 0 1
26. 3 0 2 15
27. 5 0 0 15
28. 0 0 0 20
29. 9 6 0 5t
30. 1 0 0 19
31. 2 0 0 18
32. 1 0 1 18
33. 12 1 1 6
34. 5 3 1 11
35. 2 0 0 18
36. 0 0 0 20




Tresci zadan

Zawody indywidualne

1. Udowodnié¢, ze istnieje wielomian f(x) stopnia 100 o wspolezynnikach catkowitych taki, ze dla
kazdego catkowitego n liczby

fn), f(f(n)), fFUfFCf(n))), -

sa parami wzglednie pierwsze.

2. Niech k£ < n beda dodatnimi liczbami catkowitymi i niech S bedzie zbiorem zawierajacym doktad-
nie n réznych liczb rzeczywistych. Niech T bedzie zbiorem wszystkich liczb postaci 1 + 29 + ... + xx,
gdzie 1,9, ..., 2 sa roznymi elementami S. Wykazaé, ze zbior T' zawiera co najmniej k(n — k) + 1
elementow.

3. W trojkacie ABC odcinki AD, BE, C'F sa wysokoS$ciami, punkty M i N sg srodkami odcinkdw
odpowiednio BF' i C'E, zas$ punkt P jest rzutem prostokatnym punktu A na odcinek EFF. Udowodnic,
ze symetralna odcinka D P przechodzi przez srodek odcinka M N.

4. Dana jest dodatnia liczba catkowita n oraz liczby rzeczywiste a; < ay < ... < a, speliajace
réwnos¢
a, + 2as + ...+ na, = 0.

Wykazaé, ze dla kazdej liczby rzeczywistej x zachodzi
ar - |x] +as- 2] + ... +a, - |nz] > 0.

Uwaga: Dla liczby rzeczywistej t, przez |t]| oznaczamy najwickszq liczbe catkowitq nie wiekszq niz t.

5. Rozstrzygnaé, czy istnieje roznowartosciowa funkcja f okreslona na zbiorze dodatnich liczb catko-
witych i przyjmujaca wartosci catkowite nieujemne, taka ze

f(mn) = f(m) + f(n)
dla dowolnych dodatnich liczb catkowitych m, n.

6. Niech n bedzie dodatnia liczba catkowita, a S = {1,2,...,n}. Podzbior zbioru S nazwiemy
suttanskim, jesli ma co najmniej dwa elementy i Srednia arytmetyczna jego wszystkich elementow jest
liczba catkowityg. Udowodnié, ze liczba sulttanskich podzbiorow S jest parzysta.

7. Niech p bedzie nieparzysta liczba pierwsza, a A zbiorem takich liczb i € {1,2,...,p—2}, dla ktorych
istnieja liczby calkowite x, y takie, ze liczby i — 2 oraz i + 1 — y? sg podzielne przez p. Wykazaé, ze

Al = (p+ (- D2) — 1

1
4

8. Okrag w wpisany w romb ABCD jest styczny do jego boku C'D w punkcie P. Okrag w, jest
styczny do odcinkéw AB, AD i zewnetrznie do okregu w. Okrag wy jest styczny do odcinkow BA, BC
i zewnetrznie do okregu w. Na boku AB obrano takie punkty S i T, ze proste PS i PT sa styczne
odpowiednio do okregéw w, i wp. Niech I' bedzie okregiem dopisanym do trojkata PST, stycznym do
odcinka ST. Wykazaé, ze okregi w i I' maja réwne promienie.

9. Punkt H jest ortocentrum trojkata ostrokatnego ABC. Odcinek AD jest $rednicg okregu opi-
sanego na trojkacie ABC. Prosta réwnoleglta do BC' przechodzaca przez punkt H przecina boki AB
i AC odpowiednio w punktach E i F. Wykaza¢, ze dtugosé odcinka BC' jest réwna potowie obwodu
trojkata EFD.



10. Niech k£ > 1 bedzie liczba catkowita. Udowodnié, ze istnieje liczba catkowita n > 1 oraz liczby
catkowite aq, as, ..., a,, wszystkie wieksze od 1 takie, ze

Zaj oraz ng(aj)
j=1 J=1

sa k-tymi potegami liczb catkowitych.
Uwaga: Dla liczby catkowitejn > 1, p(n) to liczba dodatnich liczb catkowitych mniejszych odn i wzgled-
nie pierwszych z n.

11. Dana jest niestata funkcja f : R — R spelniajaca dla dowolnych z,y € R rownosé

f@) f(@—y)+ fy)fz+y) = f2)’ + fly)*

Dowiesé¢, ze dla dowolnych z,y € R zachodzi rownosé
f@)+ fly) = flz+y).

12. Dane sg liczby calkowite & < n oraz graf prosty o n wierzchotkach vy, vs, ..., v,. Zalézmy,
ze dla kazdego k-elementowego zbioru I C {1,2,...,n} spelniona jest nastepujaca wiasnosé: liczba
wierzchotkow v, ktore sa polaczone krawedzig ze wszystkimi wierzchotkami v; dla i € I jest nieparzysta.
Udowodni¢, ze liczba n + k jest nieparzysta.

13. Znalez¢ najwieksza liczbe rzeczywista ¢ o nastepujacej wlasnosci: dla dowolnej dodatniej liczby
catkowitej n oraz dowolnych liczb rzeczywistych aq,...,a, o sumie réwnej 1, spetniajacych dla kazdego
i=1,...,n zaleznosé¢ 0 < a; < %7 istnieje podzbior tych liczb o sumie z przedziatu [c, 1 — ¢|.

14. Dana jest rodzina F zbioréow 2019-elementowych o mocy wickszej niz 2019! - 2018%°Y, Wykazad,
ze istnieje 2019-elementowa rodzina G C F oraz taki zbior X, ze dla dowolnych réznych zbioréw A, B € G
zachodzi AN B = X.

15. Punkt P lezy na dwusiecznej wewnetrznej kata przy wierzchotku A w trojkacie ABC. Odcinki
PQ i PR sa $rednicami okregéw opisanych na trojkatach ABP i ACP. Proste BR i C'() przecinaja sie
w punkcie X. Wykazaé, ze jesli X # P, to proste X P i BC' sa prostopadte.

16. Niech p > 2019 bedzie liczba pierwsza i niech n =5 - If__l

+ Oznaczmy

S = {(al>a27"'7a'n) ’ a; € {_1,0,1}, Zai >O}
1=1

Wyznaczy¢ reszte z dzielenia przez p liczby |S|.

17. Na tablicy napisano liczby 1, %, %, ceey ﬁ. Wykonujemy nastepujaca operacje: wybieramy dwie

liczby a, b znajdujace sie na tablicy i zastepujemy je liczba ab + a + b. Postepowanie to kontynuujemy:.
Zmalez¢ wszystkie liczby, ktore moga pojawié sie na tablicy po wykonaniu 2018 krokow.

18. Nieprzystajace okregi 01 i 05 sa styczne wewnetrznie do okregu o odpowiednio w punktach A i B
oraz przecinaja sie w punktach C'i D. Prosta C'D przecina okrag o odpowiednio w punktach F i F.
Styczne do okregu o w punktach F i F przecinaja sie w punkcie P. Wykazaé, ze punkty P, A, B lezg na
jednej prostej.

19. Udowodnié, ze istnieje tylko skonczenie wiele takich trojek dodatnich liczb catkowitych a, b, n,
ze zachodzi rownosé

n! =29 — 20



20. Niech a, b, ¢, d beda takimi nieujemnymi liczbami rzeczywistymi, ze a+b+c+d = 3. Udowodni¢, ze

ab+bc cd+da<
4—d

1.
4—aq 4—b+4—c

21. Niech n bedzie dodatnia liczba catkowita. Fejnym ciggiem nazwiemy ciag n-elementowy liczb rze-
czywistych ay, . .., a,, ktory dla dowolnych liczb catkowitych 1 < ¢, j < n spelnia warunek a; + a; > [i — j|.
Wyznaczyé najmniejsza mozliwa sume elementéw fejnego ciggu.

22. Niech p > 3 bedzie liczba pierwsza. Wykazaé, ze istnieja takie dodatnie liczby catkowite x, y, ze
liczba 2*3Y — 1 jest podzielna przez p, oraz co najmniej jedna z liczb x, y jest nieparzysta.

23. Niech G bedzie nieskierowanym grafem prostym bez trojkatoéw, o n wierzchotkach, w ktorym
kazdy wierzcholek ma stopiei wiekszy niz 2n. Udowodni¢, ze graf G nie zawiera cyklu nieparzystej

5
dhugosci.

24. Dany jest czworoscian ABC'D i punkt P w jego wnetrzu. Proste AP, BP, CP, DP przecinaja
sfere opisang na tym czworo$cianie ponownie odpowiednio w punktach A’, B, C’, D’. Ptaszczyzna A'B'C’
i plaszczyzna przechodzaca przez punkt P i rownolegta do plaszczyzny ABC przecinaja sie wzdtuz
prostej £p. Proste {4, (g, (o okreslamy analogicznie. Wykazac, ze proste {4, {5, {c, {p leza na jednej
plaszczyznie.

25. Wykazacé, ze dla dowolnych liczb pierwszych p > ¢ uktad réwnan
a?+ b =p
P +y*=q
(a—2)?+(b-y)?=p—q
nie ma rozwigzan w liczbach catkowitych a, b, z, y.

26. Okrag w wpisany w trojkat ABC jest styczny do boku BC' w punkcie D. Prosta AD przecina
okrag w w punkcie G réznym od D. Prosta styczna do okregu w w punkcie G przecina boki AC' oraz
AB odpowiednio w punktach E i F. Okregi opisane na trojkatach DEF, GBC' przecinaja okrag w
odpowiednio w punktach M, N réznych od D, G. Wykazaé, ze proste AD oraz M N sa rownolegte.

27. Dane sg dodatnie liczby rzeczywiste a, b, ¢ spetniajace réwnosé a? + b* + ¢ = 3. Dowiesé, ze
a’ b c 3

Z
c3+1+a3—|—1+b3—|—1 2

28. Danych jest 2n — 1 réznych dodatnich liczb rzeczywistych o sumie rownej S. Udowodnié, ze
mozna ha co najmniej (2::12) sposoboéw wybraé¢ sposrod nich n takich liczb, ze ich suma jest réwna
co najmniej S/2.

29. Punkt P lezy na boku BC' trojkata ABC'. Prosta rownolegta do prostej AC' przechodzaca przez
punkt P przecina symetralng boku AB w punkcie B’. Prosta réwnolegla do prostej AB przechodzaca
przez punkt P przecina symetralng boku AC w punkcie C’. Wykazaé, ze niezaleznie od wyboru punktu P
okregi opisane na trojkatach AB'C’ przechodza przez ustalony punkt, rézny od A.

30. Chcecie bajki? Oto bajka: byta sobie Pchta Szachrajka, i byl takze skoriczony zbior A punktow
na plaszczyznie oraz r > 0. Pchla Szachrajka na poczatku stoi w pewnym punkcie, ktory jest w odlegtosci
mniejszej niz r od pewnego punktu nalezacego do A. Co sekunde Pchta Szachrajka przeskakuje na srodek
ciezkosci zbioru punktow, ktore sa aktualnie w odlegtosci mniejszej niz r od niej. Wykazaé, ze od pewnego
momentu Pchta Szachrajka bedzie skaka¢ w miejscu.

31. Niech P(k) oznacza liczbe podziatow liczby k, tj. liczbe niemalejacych ciagow liczb catkowitych
dodatnich sumujacych sie do k.



Wyznaczy¢ wszystkie dodatnie liczby catkowite n, dla ktérych spelniona jest réwnosé
P(n)+Pn+4)=P(n+2)+ P(n+3).

Przyktadowo P(4) =5, bo 4 =242=14+3=1+1+2=1+1+1+1.

32. Udowodni¢, ze dla kazdej dodatniej liczby catkowitej d istnieje doktadnie jeden unormowany
wielomian P(z) stopnia d o wspolezynnikach rzeczywistych o nastepujacych wlasnosciach:

o P(1) £0,

e Dla kazdego ciagu liczb rzeczywistych ag, a1, as, . . ., ktory dla kazdej liczby catkowitej n > 1 spelnia
zaleznosé

P(1)a,—1 4+ P(2)ap—o+ ...+ P(n)ag =0

istnieje taka dodatnia liczba catkowita k, ze ar = agyqy = ... = 0.

33. Udowodni¢, ze istnieje dodatnia liczba catkowita, ktéra mozna zapisa¢ na co najmniej dwa
rozne sposoby (kolejnosé sktadnikow nie ma znaczenia) jako sume 2019 parami réznych 2018-tych poteg
dodatnich liczb catkowitych.

34. Dany jest ciag (a,)°2; dodatnich liczb catkowitych oraz ciag (p,)22; liczb pierwszych, przy czym
dla kazdej dodatniej liczby catkowitej n zachodzi

a
Pn ’ (07% oraz an+1 = _n<p2009 _ 1)

n

Wykazaé, ze istnieje taka dodatnia liczba catkowita n, ze 2018 | a,.

35. Na ptlaszczyznie danych jest n parami réznych okregéw, przy czym:

e kazdy z nich ma promien 1,

e zadne dwa z nich nie sg styczne,

e nie ma wsrdd nich okregu roztacznego ze wszystkimi pozostatymi okregami.

Niech A bedzie zbiorem wszystkich punktow przeciecia danych okregéw. Udowodnié, ze |A| > n.

36. Dany jest trojkat ABC wpisany w okrag o §rodku O. Punkty X, Y leza odpowiednio na
bokach AB, AC', przy czym odbicie prostej BC' wzgledem prostej XY jest styczne do okregu opisanego
na trojkacie AXY. Udowodnié, ze okregi opisane na trojkatach AXY i BC'O sa styczne.



Zawody druzynowe

1. Dane sa liczba rzeczywista a, liczba catkowita n > 0 oraz funkcje addytywne fi,..., fu,: R = R,
przy czym dla dowolnej liczby rzeczywistej x zachodzi rownosé

fi(@) ... - fulz) = az”™

Wykazaé, ze istnieje b € R oraz i € {1,...,n} takie, ze f;(x) = bz dla dowolnej liczby rzeczywistej .
Uwaga: Funkcja f : R — R jest addytywna, jezeli dla dowolnych liczb rzeczywistych x, y zachodzi
fl@+y) = flz)+ fy)

2. Wyznaczyé¢ wszystkie pary unormowanych wielomianéw P, () o wspoétezynnikach rzeczywistych,
dla ktorych zachodzi
P|l|Q*+1 oraz Q|P?+1.

Uwaga: Wielomian nazywamy unormowanym, jezeli jego wspotczynnik wiodgcy jest rowny 1.

3. Mszana Dolna ma n mieszkaricow i kazdy z nich zna doktadnie 1000 innych mieszkaricow. Udo-
wodni¢, ze mozna wybra¢ pewna grup¢ mieszkancow S tak, ze co najmniej 535 0osob w .S ma doktadnie
dwoch znajomych w S.

4. Dana jest dodatnia liczba catkowita n oraz zbiér X sktadajacy sie z 2n punktow plaszczyzny, przy
czym zadne trzy z nich nie leza na jednej prostej. Skojarzeniem nazwiemy zbiér n odcinkéw, ktoérych
zbior koncow jest rowny X. Skojarzenie nazwiemy tadnym, jesli kazde dwa z odcinkéw skojarzenia sa
roztaczne. Niech f(n) bedzie najwieksza liczba o wlasnosci: dla dowolnego 2n-elementowego zbioru
punktow (z ktorych zadne trzy nie leza na jednej prostej) istnieje co najmniej f(n) réznych tadnych
skojarzen. Udowodni¢, ze f(n) jest liczba nieparzysta wtedy i tylko wtedy, gdy n + 1 jest potega dwojki.

5. Okrag o srodku I wpisany w trojkat ABC' jest styczny do bokéw BC, C'A, AB odpowied-
nio w punktach D, E, F. Punkty M4, Mp, Mq sa $rodkami wysokosci poprowadzonych odpowiednio

z wierzchotkow A, B, C, zas punkt O jest srodkiem okregu opisanego na trojkacie ABC. Wykazaé, ze
proste MaD, MgE, McF oraz OI przecinaja sie w jednym punkcie.

6. Dany jest trojkat ABC. Niech () bedzie okregiem dopisanym do tego trojkata, stycznym do
boku BC w punkcie D. Okrag w jest styczny wewnetrznie do okregu €2 w punkcie D oraz do okregu
opisanego na ABC' w punkcie T'. Styczne do w z punktu A przecinaja bok BC' w punktach X, Y, przy
czym X lezy na odcinku BY. Punkt P # A jest punktem przeciecia okregéw opisanych na trojka-
tach ABX i ACY. Wykazaé, ze punkty A, P, T sa wspotliniowe.

7. Dowies¢, ze istnieje nieskonczenie wiele liczb catkowitych n takich, ze |_n\/§J jest potega dwojki.

8. Niech m, p beda dodatnimi liczbami catkowitymi, przy czym p jest liczba pierwsza. Zalézmy, ze
istnieja liczby catkowite a, c1, . .., ¢, takie, ze dla kazdego ¢ € {1,...,m} zachodzi

pta+i oraz pla+i—c.

Wykazac, ze m < 2,/p.



Pierwszy Mecz Matematyczny

1. Wyznaczy¢ wszystkie funkcje f: R — R spekliajace dla dowolnych liczb rzeczywistych x, y réwnosé
fl@®+2f(y)) = f(@)* +y + f(y).

2. Dane sg dodatnie liczby catkowite s < t. Rozwazmy ciag {a, }°°, dany wzorem

w=3(})

k=s

Udowodnié, ze dla dowolnej liczby catkowitej n > 1 zachodzi nieréwnosé ai > Gy 10p41-

3. Ustalmy graf H oraz liczbe naturalng k. Alicja i Bob graja w nastepujaca gre na grafie G,
poczatkowo ztozonym z N wierzcholtkéw i nieposiadajacym zadnych krawedzi. W kazdym ruchu Alicja
wskazuje k wierzchotkow w GG, pomiedzy ktérymi nie ma zadnej krawedzi. Nastepnie Bob dodaje do G
dowolny zbiér krawedzi pomiedzy wierzchotkami wybranymi przez Alicje, przy czym musi dodaé co
najmniej jedna krawedz. Alicja wygrywa gre w momencie, gdy w G pojawi sie podgraf indukowany
izomorficzny z H, zas Bob wygrywa, gdy Alicja nie moze juz wykona¢ ruchu. Wykazaé, ze dla kazdego
grafu H i liczby k istnieje taka liczba N, ze Alicja ma strategie wygrywajaca w powyzszej grze.

4. Wyznaczy¢ wszystkie liczby rzeczywiste ¢ o nastepujacej wtasnosci: dla dowolnej dodatniej liczby
catkowitej z kazdy wielokat $cidle wypukly o wierzchotkach w punktach o wspoélrzednych ze zbioru
{0,1,2,..., 2z} ma co najwyzej 100z wierzchotkow.

5. Niech P, () beda wielomianami o wspotczynnikach rzeczywistych spelniajacymi réwnosé

dla kazdej liczby rzeczywistej x. Rozstrzygnaé, czy z tego wynika, ze istnieje taki wielomian R o wspol-
czynnikach rzeczywistych, ze dla kazdej liczby rzeczywistej @ zachodzi P(x) = (R(z))”.

6. Zbioér punktow na plaszczyznie pokolorowanych na czerwono i zielono nazwiemy trojkgtnym, jezeli
istnieje na plaszczyznie trojkat A taki, ze wszystkie punkty jednego koloru leza we wnetrzu A, a wszystkie
punkty drugiego koloru leza poza A. Dany jest skoniczony zbior A (o mocy wiekszej niz 2019) punktow
na ptaszczyznie pokolorowanych na czerwono lub zielono, lezacych w potozeniu ogélnym. Czy zawsze
prawda jest, ze jesli dowolne 2019 punktéw z A tworza zbior trojkatny, to zbior A tez jest trojkatny?

7. Czworokat ABC'D jest wpisany w okrag i opisany na okregu. Polproste BA™ i C'D™ przecinaja
sie w punkcie F, za$ polproste DA™ i C'B™ przecinaja sie w punkcie F. Niech I' bedzie okregiem
o $rednicy FF, a 7 okregiem stycznym do prostych EB, EC oraz stycznym wewnetrznie do okregu
opisanego na trojkacie FBC. Wykazaé, ze okregi I' oraz 7 sa prostopadte.

Uwaga: dwa okregi sq prostopadte, jezeli przecinajq sie oraz proste styczne do tych okregow w ich
punkcie przeciecia sq prostopadte.

8. Punkt I jest srodkiem okregu wpisanego w trojkat ABC, w ktorym AB # AC. Punkt M jest
srodkiem BC, a punkt L jest srodkiem tuku BAC okregu opisanego na ABC. Proste przechodzace
przez M i réwnolegte do BI i CI przecinaja AB i AC odpowiednio w E i F' oraz przecinaja LB i LC
odpowiednio w P i ). Okregi opisane na trojkatach EMF i PM() przecinaja sie w punkcie T' # M.
Wykazaé, ze punkty I, M i T sa wspotliniowe.

9. Niech J bedzie srodkiem okregu dopisanego do trojkata ABC' stycznego do boku BC'. Okrag
przechodzacy przez punkty A i J przecina potproste AB~ i AC™ (poza bokami trojkata) odpowiednio
w punktach X i Y. Punkty S i T leza odpowiednio na odcinkach B.J i C'J, przy czym ¥BTJ = $AXJ
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oraz $CSJ = 4AY J. Proste BT i C'S przecinaja sie w punkcie K, a proste K.J i T'S przecinaja sie
w punkcie Z. Wykaza¢, ze punkty X, Y, Z leza na jednej proste;j.
10. Dany jest rosnacy ciag dodatnich liczb catkowitych {a,}. Wiadomo, ze kazda dodatnia liczba

catkowita jest elementem doktadnie jednego z ciagow {a,}, {a, + n}. Wykazaé, Ze istnieje nieskoriczenie
wiele dodatnich liczb catkowitych k, dla ktorych liczba a} jest podzielna przez k.

11. Dane sa dodatnie liczby catkowite a, b, ¢ wieksze od 1, przy czym a,b # c¢. Udowodnié¢, ze
istnieje nieskoriczenie wiele takich liczb pierwszych p, ze istnieje taka dodatnia liczba catkowita n, ze
pla*+b"—c"
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Drugi Mecz Matematyczny
1. Dany jest ciag (a,) taki, ze 47 = ap = a1 < ay < az < ... oraz
aiH + ai + ai,l — Qpi10pGp_ 1 =4

dla n > 1. Udowodnié, ze dla dowolnego n > 0 liczba

24++24+a,

jest kwadratem liczby catkowite;j.

2. Dana jest liczba rzeczywista a > 1. Okreslamy ciag aq, as, as, ... wzorem
an = [a") —a-|a"].
Zmalez¢ wszystkie liczby a > 1, dla ktorych ciag a1, as, as, ... dany powyzszym wzorem jest od pewnego
miejsca okresowy.

3. Ciag (a,) jest okreslony wzorami:
a=3, a1 =0, ay=2 oraz a,=a,_s+a,_3 dlan>3.

Wykazaé, ze p | a, dla kazdej liczby pierwszej p.

4. Udowodnié, ze istnieje taki nieskoriczony zbiér dodatnich liczb catkowitych, ze suma jego kazdych
dwoch réznych elementéw ma parzyscie wiele roznych dzielnikow pierwszych.

5. Niech k bedzie dodatnig liczba catkowita oraz niech n bedzie najmniejsza dodatnig liczba catkowita,
ktora ma dokltadnie £ dzielnikéw. Zaldzmy, ze n jest szeScianem liczby catkowitej. Wykazaé, ze k nie ma
dzielnikéw pierwszych dajacych reszte 2 z dzielenia przez 3.

6. Dane sa dodatnie liczby catkowite p, g, m, zbiory p-elementowe Ay, ..., A,, i zbiory ¢-elementowe
By, ..., B,,. Speliony jest przy tym nast¢pujacy warunek: dla kazdych 1 < 4,7 < m zbiory A;, B; sa

roztaczne wtedy i tylko wtedy, gdy i = j. Wykazaé, ze m < (p ;q).
7. Udowodni¢, ze w kazdym grafie o 3k + 1 wierzchotkach niezawierajgcym wierzchotkéw izolowanych

istnieje skojarzenie wielkosci £+ 1 lub mozna podzieli¢ zbiér wierzchotkéw na trzy zbiory A, B, C tak, ze:
e zbiér A jest niepusty oraz nie ma wewnatrz niego krawedzi,
e nie ma zadnych krawedzi pomiedzy zbiorami A i C,

e istnieje skojarzenie miedzy zbiorami A i B zawierajace wszystkie wierzchotki ze zbioru B.

8. Dane sa nieparzyste liczby catkowite x, y, przy czym |z| # |y|. Kazda liczba catkowita zostala
pomalowana na jeden z czterech koloréw: arbuzowy, tososiowy, malinowy, truskawkowy. Udowodnié¢, ze
istnieja dwie liczby tego samego koloru, ktorych réznica wynosi z, vy, x + y lub o — y.

9. Dany jest czworokat ABC'D wpisany w okrag w. Okrag styczny do bokow AD i AB jest styczny
wewnetrznie do okregu w w punkcie T'. Proste styczne do okregu w w punktach A i T' przecinaja sie
w punkcie P. Wykazaé, ze jesli okregi wpisane w trojkaty ABC oraz AC'D maja rowne promienie, to
prosta taczaca srodki tych okregéw przechodzi przez punkt P.

10. Czworokat ABC'D jest wpisany w okrag o srodku O. Na bokach BC'i AD budujemy na zewnatrz
trojkaty BCE i ADF, przy czym

BE =CE, AF =DF oraz YBEC+ SAOD = SAFD + ¥BOC = 180°.

12



Punkty M i N sa srodkami odpowiednio bokéw AB i C'D. Wykazaé, ze proste BN, CM i EF maja
punkt wspolny.

11. Dany jest czworokat wypukly ABCD, w ktéorym katy przy wierzchotkach A i C' sa rowne.
Udowodni¢, ze jedna ze wspoélnych stycznych do okregéw wpisanych w trojkaty ABD i BC'D przechodzi
przez srodek przekatnej AC.

13



Rozwiagzania

Zawody indywidualne

1. Udowodnié¢, ze istnieje wielomian f(x) stopnia 100 o wspotczynnikach catkowitych taki, ze dla
kazdego catkowitego n liczby

f), f(f(n), fOF(f(n))), -

sa parami wzglednie pierwsze.

Rozwigzanie:

Rozwazmy wielomian f(x) = 2% — 2 + 1. Wtedy f(0) = f(1) = 1. Niech f* oznacza k-krotne
ztozenie funkcji f. Jezeli dla pewnej liczby pierwszej p zachodzi p | f*(n), to dla [ > k otrzymujemy
fin) = fF(fF(n)) = f7%0) = 1 (mod p). Oznacza to, ze jezeli p | f¥(n), to dla kazdego | > k,
p1 fi(n), czyli zadane liczby sa parami wzglednie pierwsze.

2. Niech k£ < n beda dodatnimi liczbami catkowitymi i niech S bedzie zbiorem zawierajacym doktad-
nie n réznych liczb rzeczywistych. Niech T bedzie zbiorem wszystkich liczb postaci 1 + x5 + ... + xx,

gdzie 1,9, ..., 2 sa réznymi elementami S. Wykazaé¢, ze zbior T' zawiera co najmniej k(n — k) + 1
elementow.

Rozwigzanie:

Bez straty ogolnosci zatozmy, ze S = {x1, 22, ..., x,}, gdzie 1 < 29 < ... < x,. Dlai; < i < ... < iy
niech T}, 4, .. = {xi, Ty, ..., x; } oraz dla zbioru A przez s(A) oznaczmy sume jego elementow.

Wtedy dla i1 < 19 < ... <, J1 < J2 < ... < Jg, jezeli zachodzi 11 < j1, 12 < Jo, ..., it < Ji 1 jedna

z tych nieréwnoscei jest ostra, to s(T5 iy in) < $(Thy o)

Zauwazmy, ze jezeli {iy,12,... ik} #{n—k+1,n—k+2,...,n}, to i < n lub dla pewnego [ zachodzi
1+ 1 < 4y1. Zatem mozemy zwiekszy¢ jeden z indekséw o 1, tak aby nieréwnosci i1 < 4o < ... < i <N
pozostaly prawdziwe. Wtedy zgodnie z wczesniejsza obserwacja s(T;, 4, i, ) zwigkszy sie. Tym sposobem,
zaczynajac od 11 = 1,70 = 2, ... i = k,akoniczacnai; =n—k+1,1o =n—k+2,..., i = n otrzymamy
podzbiory S wielkos$ci k£ o réznych sumach. Za kazdym razem suma indeksow zwicksza si¢ o 1, czyli
otrzymamy

(n—k+D)+n—k+2)+...4n)—1+24+...+k)+1=
(n—k+1-1D+Mn—-k+2-2)+...+(n—k))+1=kn—k)+1

zbioréw o roznych sumach elementéw. Stad T' zawiera co najmniej k(n — k) + 1 elementow.

3. W trojkacie ABC odcinki AD, BE, CF sa wysoko$ciami, punkty M i N sa srodkami odcinkow
odpowiednio BF' i C'E, zas$ punkt P jest rzutem prostokatnym punktu A na odcinek EFF. Udowodnic,
ze symetralna odcinka D P przechodzi przez srodek odcinka M N.

Rozwigzanie:

Niech K i L beda srodkami odpowiednio odcinkéw BE i C'F. Zauwazmy, ze punkty K i L sa
rozne, gdyz w przeciwnym przypadku czworokat BC'EF bylby réwnolegltobokiem, a nie jest. Ponadto
trojkaty ABC i AEF sa podobne, a AD i AP sa ich odpowiadajacymi sobie wysoko$ciami, wiec

BD EP
cp _ rp ¢

dla pewnej liczby a.
Umiesémy w punktach B i E masy 1, zas w punktach C' i F' masy «. Z otrzymanej réwnosci
stosunkéw wynika, ze punkty D i P sa odpowiednio srodkami mas uktadow {B,C} i {E, F'}. Wobec
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tego jesli przeniesiemy masy z punktow B i C' do punktu D, a masy z punktéw E i F do punktu P, to
srodek masy catego uktadu nie zmieni sie. W punktach D i P beda masy 1+ «, wiec $rodek masy catego
uktadu jest srodkiem odcinka DP.

Z drugiej strony, jesli przeniesiemy masy z punktéow B i E do punktu K, a masy z punktow C' i F
do punktu L, to srodek masy catego uktadu réwniez sie nie zmieni. Wynika stad, ze srodek masy catego
uktadu lezy na prostej K L. Innymi stowy, srodek odcinka DP lezy na prostej K L.

Analogicznie, poprzez umieszczenie mas jednostkowych w punktach B, C', E, F' i przeprowadzenie
podobnego rozumowania dowodzimy, ze §rodek odcinka M N takze lezy na prostej K L.

Wystarczy dowie$¢, ze prosta KL jest symetralna odcinka DP. Bez straty ogolnosci zatdozmy, ze
punkt K nie pokrywa si¢ ze §rodkiem odcinka DP — mozemy to zrobi¢, gdyz ktorys z punktow K, L
ma te wlasnosé. Wystarczy udowodnié, ze KP = KD, gdyz prosta K L przechodzi przez §rodek odcinka
DP.

Niech X i Y beda obrazami symetrycznymi punktéow B i E odpowiednio wzgledem D i P. Wéwczas
AB = AX i AY = AE. Oprocz tego

SBAY = SFAP — 4YAP = 4FAP — $PAE = $DAC — ¥4BAD = 4DAC — $DAX = X AE.

W takim razie trojkaty BAY i X AFE sa przystajace (cecha przystawania bok-kat-bok), zatem BY = EX.
Ponadto z twierdzenia o linii §rodkowej w tréjkacie mamy BY = 2KP i EX =2KD, skad KP = KD.

Uwaga: To, ze $rodek odcinka M N lezy na prostej KL mozna tez wykaza¢ w nastepujacy sposob.
Z twierdzenia o linii srodkowej wynika, ze KN = %B = ML. Wobec tego czworokat K NLM jest
rownolegtobokiem, wiec srodek odcinka M N pokrywa sie ze srodkiem odcinka K L.

4. Dana jest dodatnia liczba catkowita n oraz liczby rzeczywiste a; < ay < ... < a, spelniajace
réwnos¢
ay + 2as + ...+ na, = 0.

Wykazaé, ze dla kazdej liczby rzeczywistej x zachodzi
ay - x| +ay- |22+ ...+ a, - [nz] >0.

Uwaga: Dla liczby rzeczywistej t, przez |t]| oznaczamy najwiekszq liczbe catkowitq nie wiekszq niz t.

Rozwigzanie:

Dowod przeprowadzimy indukeyjnie po n. Dla n = 1 mamy a; = 0, wiec a; - |z] = 0 > 0 dla kazdej
liczby rzeczywistej x.

Zalozmy, ze teza zadania jest prawdziwa dla n i niech a; < as... < a, < a,y1 beda liczbami
rzeczywistymi speliajacymi rownanie z tresci zadania oraz niech x bedzie ustalong liczba rzeczywista.
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Zauwazmy, ze a1 = 0. Zdefiniujmy liczby b; = ai+2az—+1 dlai=1,2,...,n. Wowczas by < by < ... < by,
a ponadto

n n 2 .
Zzb = Z (aZ ? H) Zzal 1 +24 ...+ n)ap = —(n+ 1)an + (n+1)ay = 0.

=1 i=1

Mozemy zatem skorzystaé¢ z zalozenia indukcyjnego:

n

Ogai-L ZGZ liz| +an+1zZszJ

=1

Korzystajac z nier6wnosci |u| + |w] < |u+ w], prawdziwej dla dowolnych liczb rzeczywistych u, w,

mamy:
n 1 n

23 lin) = 3 (i) + L+ 1= i)el) < Lo+ 1)a).

3

Poniewaz a,; > 0, wiec

n+1

Zal ix] + an+1—z liz| < Zai - iz,

co konczy dowdd indukeyjny i rozwigzanie zadania.

5. Rozstrzygnad, czy istnieje roznowartosciowa funkcja f okreslona na zbiorze dodatnich liczb catko-
witych i przyjmujaca wartosci catkowite nieujemne, taka ze

f(mn) = f(m) + f(n)
dla dowolnych dodatnich liczb catkowitych m, n.

Rozwigzanie:
OdpowiedZ: Nie istnieje taka funkcja f.
Zatozmy, ze f spelnia warunki zadania. Woéwczas

) =f1-1) = f1) + (1),

skad f(1) = 0. Poniewaz funkcja f jest réoznowartosciowa, wiec dla argumentéw réznych od 1 przyjmuje
warto$ci dodatnie. Ponadto dla dowolnych m, k zachodzi ciag rownosci

fm*) = fm-m"™t) = f(m) + f(m*™) = f(m) + fm-m"?) = 2f(m) + f(m"™*) = ... = kf(m).
Wobec tego
FBI®) = (2) - f(3) = £2'9).

Liczby 3/ i 2/ gq rozme (poniewaz f(2) i f(3) sa rézne od 0), co przeczy réznowartosciowosci funkcji f.
Zatem nie istnieje funkcja f spetniajaca warunki zadania.

6. Niech n bedzie dodatnia liczba catkowita, a S = {1,2,...,n}. Podzbior zbioru S nazwiemy
suttanskim, jesli ma co najmniej dwa elementy i Srednia arytmetyczna jego wszystkich elementow jest
liczba catkowita. Udowodnié, ze liczba sulttanskich podzbiorow S jest parzysta.

Rozwigzanie:
Oznaczmy przez U rodzine wszystkich podzbioréw suttanskich zbioru S. Niech

= {A € U: érednia arytmetyczna elementéw zbioru A nalezy do A}.
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Zauwazmy, ze dla kazdego A € A zachodzi |A| > 3. Istotnie, taki zbiér nie moze by¢ dwuelementowy,
gdyz jesli a # b, to a # 42 # b, zatem 2 ¢ {a,b}.

Wskazemy bijekcje miedzy elementami rodzin A oraz U \ A dowodzac tym samym, ze moc rodziny U
jest parzysta.

Rozwazmy dowolny zbiéor A € A i oznaczmy $rednig arytmetyczna jego elementéw przez a. Wowcezas
a € A. Rozwazmy zbiér By = A\ {a}. Wowczas Srednia arytmetyczna elementéw tego zbioru jest
rowna a i ma on co najmniej dwa elementy. Wobec tego zbior By jest sultanski i nalezy do U \ A.
Zbiorowi A przyporzadkujmy zbior Bs. Wprost z definicji wynika, ze przyporzadkowanie A — By
jest roznowartosciowe oraz kazdy zbior B z rodziny U \ A jest przyporzadkowany pewnemu zbiorowi
nalezacemu do A (mianowicie zbiorowi B U {b}, gdzie b jest $rednia arytmetyczna elementow zbioru B).
Zatem tak okreslone przyporzadkowanie jest bijekcja, co koriczy rozwiazanie zadania.

7. Niech p bedzie nieparzysta liczba pierwsza, a A zbiorem takich liczb i € {1,2,...,p—2}, dla ktorych
istniejg liczby catkowite z, y takie, ze liczby i — 22 oraz i + 1 — y? sg podzielne przez p. Wykazaé, ze

Al = 7 (p+ (1)) — 1,

AN

Rozwigzanie:

Sposdb 1

Udowodnimy najpierw, ze kongruencja y*>—2% =1 (mod p) ma dokladnie p— 1 rozwigzan. Zauwazmy
bowiem, ze 1 = y*> — 22 = (y + z)(y — =) (mod p). Wynika stad w szczegdlnosci, ze y + x Z 0 (mod p).
Dla kazdej liczby ¢ € {1,2,...,p — 1} istnieje doktadnie jedna para (z,y) speliajaca to rownanie, taka
ze y +x = ¢ (mod p), poniewaz jezeli y +x = ¢ (mod p), toy —x = ¢! (mod p), a to jest rownowazne
warunkom y = 1(c+ ¢') (mod p) oraz z = (c — ¢*) (mod p). Wobec tego istnieje doktadnie p — 1
takich par.

Zauwazmy teraz, ze jezeli para (x,y) jest rozwigzaniem réwnania y? —z% = 1 (mod p), to takowymi sa
takze pary (x, —y), (—z,y) oraz (—z, —y) i kazda z nich odpowiada tej samej liczbie i € A. Poniewaz dla
kazdego i € {1,...,p — 1} réwnanie 22 =i (mod p) ma doktadnie dwa rozwigzania lub nie ma zadnego
rozwiazania, wiec powyzsze cztery pary sa wszystkimi odpowiadajacymi temu elementowi i € A. Jesli
x # 0 oraz y # 0, to sa to 4 rozne rozwiazania. Stad wniosek, ze

p—1=4Al+2 (1)

gdzie z jest liczba rozwigzan réwnania y?> — 22 = 1 (mod p), w ktérych = lub y wynosi 0. Dla x = 0
otrzymujemy pary (z,y) rowne (0,1) oraz (0,p — 1). Dla y = 0 mamy (c,0) oraz (—c,0), o ile istnieje
taka liczba ¢, ze ¢ = p—1 (mod p) lub nie mamy rozwigzan, jesli taka liczba c nie istnieje. Wobec tego 2
wynosi 4 lub 2. Laczac te informacje z analiza modulo 4 réwnania wnioskujemy, ze

4, jeslip=4k+1,
z =
2, jeslip =4k + 3.

Whioskujemy stad, ze
4] = k—1, jeslip=4k+1,
Ok, jesli p = 4k + 3,
co jak tatwo sprawdzi¢ w obu przypadkach jest zgodne z formuta z zadania.

Uwaga: Powyzsze rozumowanie dowodzi faktu, ze jesli p > 2 jest liczba pierwsza, to —1 jest reszta
kwadratowa modulo p wtedy i tylko wtedy, gdy p daje reszte 1 z dzielenia przez 4.

Sposob 11
W rozwiazaniu bedziemy korzysta¢ z kluczowej obserwacji, ze dla i € {1,2...,p — 2} zachodzi
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i 1+ 1 4, jeslii € A,
14+ (- 1+ = o
p P 0, jeslii ¢ A,
gdzie (—) jest symbolem Legendre’a.
p

4
ze jest ona nieujemna i mniejsza niz p. Mamy

S0 6) (- (29) 4 )R- () (- (2)

T

Moc zbioru A z treéci zadania jest réwna & gj <1 + (%)) (1 + (“%‘1)) Zauwazmy i zapamietajmy;,

7 kryterium Eulera wiemy, ze (%) = 2P=Y/2 (mod p), zatem

1 (_e-v2 L
|A| = ( 1 ) + Z (L+2®D2) (1 + (14 2)®Y2)  (mod p).
=1

Fakt 1. Jesli p jest liczbg pierwszq, to

. o {0 (mod p), jeslip — 114k,

1 = ..
— —1 (mod p), jeslip—1]|k.

Dowdd. Niech g bedzie generatorem modulo p, czyli taka liczba, ze liczby g, ¢?, ..., ¢! daja wszystkie
niezerowe reszty z dzielenia przez p. Wowcezas

Zik = Z(gi)’“ =2_(¢")" (modp).

Jedli p— 1 | k, to z malego twierdzenia Fermata g8 = 1 (mod p). Wtedy wszystkie sktadniki sumy
przystaja do 1 modulo p, wiec cata suma przystaje do p — 1.
Jedli natomiast p — 11k, to g* £ 1 (mod p) oraz (¢*)P~! =1 (mod p), zatem

p—1 4 kyp—1 _ 1
Z(gk)l = gk% =0 (mod p). O
i=1 gr—1

Fakt 2. Jesli p jest nieparzysta liczbg pierwszq oraz f(x) = ag + a1z + ... + a,_12P~" jest wielomianem
stopnia p — 1 o wspotczynnikach catkowitych, to

p—1

S f(#) = a0 —ay1 (mod p).

r=1

Dowdd. Korzystajac z Faktu [I] mamy

p—1 p—1lp-1 p—1  p-1
Z f(z) = apr® =Y ap Y 2 =—ag—a, 1 (mod p) O
r=1 =1 k=0 k=0 =1
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Rozwazmy wielomian f(z) = (1+z®~Y/2) (1+ (1 +2)PV/?) = ag+amz +...+a,_ 127!, Wowczas
ap = 21 ap,—; = 1. Wykorzystujac Fakt [2| otrzymujemy
1 — (_1)(17—1)/2
4

—1—= (_1)(13—1)/2
4

p _|_ (_1)(p+1)/2
4

— 1 3
Al = + —(—ap—ap_1) = - = —1 (mod p).
4 4
Latwo sprawdzi¢, ze 1 (p + (—1)P*1)/2) — 1 jest nieujemna liczba calkowita mniejsza niz p. W takim
razie liczba ta jest rowna |A|, gdyz |A| tez jest nieujemna liczba calkowita mniejsza niz p i obie liczby

daja te sama reszte z dzielenia przez p.

8. Okrag w wpisany w romb ABCD jest styczny do jego boku C'D w punkcie P. Okrag w, jest
styczny do odcinkow AB, AD i zewnetrznie do okregu w. Okrag wy jest styczny do odcinkéw BA, BC
i zewnetrznie do okregu w. Na boku AB obrano takie punkty S i 7T, ze proste PS i PT sa styczne
odpowiednio do okregéw w, i wp. Niech I' bedzie okregiem dopisanym do trojkata PST, stycznym do
odcinka ST. Wykazaé, ze okregi w i I' maja réwne promienie.

Rozwigzanie:
Rozpoczniemy od udowodnienia nastepujacego lematu.

Lemat. Dany jest trajkqt prostokgtny ABC' o kqcie prostym przy wierzchotku A. Punkt D jest rzutem
punktu A na prostg BC'. Okrgg o przechodzi przez punkt D i jest styczny do prostej AB w punkcie B.
Prosta styczna do okregu o poprowadzona z punktu C' przecina odcinek AB w punkcie P. Punkt Q) jest
odbiciem punktu B wzgledem punktu P. Wtedy QDB = 45°.

Dowdd. Niech a = PB,b= AC,c= AB, x =CD iy = DB. Niech T bedzie punktem stycznosci prostej
CP z okregiem o. Wtedy CT? = CD - CB = CA?, przy czym druga réwnosé¢ wynika z podobienstwa
trojkatow CAD 1 CBA. Stad C'T = b. Mamy réwniez PT = a oraz AP = ¢ — a. Zatem z twierdzenia
Pitagorasa dla trojkata CAP mamy b + (¢ — a)> = (b + a)?, czyli ¢ — 2ac = 2ab. Teraz QB = 2a
i AQ = ¢ — 2a. Mamy

AQ  ¢—2a b AD

QB 2a ¢ DB’
przy czym ostatnia réownos¢ wynika z podobieristwa trojkatow ABC, DBA. 7 twierdzenia odwrotnego
do twierdzenia o dwusiecznej wynika wiec, ze DQ jest dwusieczng kata ADB, skad QDB = 45°.

]

Wr6émy do rozwigzania zadania. Niech J; i Jo beda srodkami okregéw odpowiednio w, i wy. Niech
E i F beda punktami stycznosci odcinka AB odpowiednio z okregami w, i w,. Niech G i H beda
punktami stycznosci w odpowiednio z okregami w, i wy. Niech ) bedzie punktem stycznosci okregu w
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z bokiem AB. Oznaczmy przez J,(01,02) i J_(01,0,) jednoktadnosci o skali odpowiednio dodatniej
i ujemnej przeksztalcajace dany okrag o; na dany okrag oo. Wtedy S jest srodkiem J_(w,,I"), G jest
srodkiem J_(w,,w), T jest srodkiem J_(wp, I') i H jest srodkiem J_ (wp,w).

Zatozmy nie wprost, ze okregi w i [' maja rézne promienie. Wtedy istnieje jednokladnosé o skali
dodatniej przeksztatcajaca jeden okrag na drugi. Niech zatem Z bedzie sSrodkiem jednokladnosci J, (w, ).
Z twierdzenia o ztozeniu jednokladnosci wiemy, ze punkty Z, G' i S sa wspotliniowe. Analogicznie
punkty Z, H i T sa wspolliniowe. Zatem zeby wykazaé¢ sprzecznosé¢ wystarczy dowiesé, ze proste SG
i T'H nie przecinaja sie, czyli ze sa rownolegte. Udowodnimy, ze obie te proste sa réwnolegte do PM,
gdzie M jest $rodkiem odcinka EF.

D P C

) ! QDY
A E S E G M Q T
Niech G; bedzie punktem przeciecia wspoélnej stycznej okregow w i w, w punkcie G z prosta AB.
Wtedy G1E = G1G = G1Q, czyli kat EGQ jest prosty. Odcinek P(Q) jest srednica okregu w, zatem
kat PGQ tez jest prosty. Stad punkty P, G i E sa wspotliniowe. Analogicznie punkty P, H i F sa
wspo6tliniowe.
Niech teraz E; bedzie punktem symetrycznym do E wzgledem S. Wtedy z lematu zastosowanego
w trojkacie EGQ wynika, ze Y EGE, = 45°. Poniewaz

1 1 1
YEPF = 4GPH = §<IGIH = 5%(AIB =3 90° = 45°,

wiec trojkaty EGEy, EPF sa jednokladne. W szczegolnosci srodkowe GS, PM tych trojkatow sa row-
nolegte. Analogicznie dowodzimy, ze HT || PM. Wobec tego GS || HT, co konczy rozwiazanie zadania.

9. Punkt H jest ortocentrum trojkata ostrokatnego ABC. Odcinek AD jest $rednica okregu opi-
sanego na trojkacie ABC'. Prosta réwnoleglta do BC' przechodzaca przez punkt H przecina boki AB
i AC odpowiednio w punktach F i F. Wykazaé, ze dlugos¢ odcinka BC' jest réwna polowie obwodu
trojkata EFD.

Rozwigzanie:
Obraz symetryczny H' punktu H wzgledem prostej BC' lezy na okregu opisanym na trojkacie ABC,
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poniewaz

SBH'C = ¥BHC = 180° — 4CBH — $HCB = 180° — (90° — $ACB) — (90° — <CBA)
= JACB + $CBA = 180° — <BAC.
Mamy SDH'A = 90°, skad wniosek, ze proste DH', BC, EF sa rownolegte. Proste EF i DH' sa
jednakowo oddalone od prostej BC gdyz H' jest odbiciem H wzgledem BC. Niech K i L bedg punktami
przeciecia odcinka BC' odpowiednio z odcinkami DE i DF. Wéwczas KE = K D. Ponadto trojkat DBE

jest prostokatny, wiec BK = KE = K D. Analogicznie uzasadniamy, ze CL = LF = LD. Z twierdzenia
o linii srodkowej KL = %EF . Ostatecznie

1 1
BC =BK + KL+ CL= DK + 3EF + DL= . (DE + EF + DF),

co konczy rozwiazanie.

H D

10. Niech k > 1 bedzie liczba catkowita. Udowodnié, ze istnieje liczba catkowita n > 1 oraz liczby
catkowite aq, as, ..., a,, wszystkie wicksze od 1 takie, ze

Zaj oraz ng(aj)
j=1 J=1

sa k-tymi potegami liczb catkowitych.
Uwaga: Dla liczby catkowitejn > 1, p(n) to liczba dodatnich liczb catkowitych mniejszych od n i wzgled-
nie pierwszych z n.

Rozwigzanie:
Wykazemy, ze dla pewnych n > m > 0 liczby a; = ... = a,, = 2 oraz a,,+1 = ... = a, = 3 spelniaja
warunki postulowane w zadaniu. Zauwazmy, ze przy tak dobranych liczbach zachodza réwnosci

Zaj =2m+3(n—m)=3n—m oraz Z(p(aj) =m+2(n—m)=2n—m. (1)
j=1 J=1

Wystarczy wiec tak dobraé liczby m > n > 0, ze 3n — m i 2n — m sa k-tymi potegami pewnych liczb
caltkowitych.
Niech ¢ bedzie dowolna liczba wymierna z przedziatu (’“ %, {“/5) Zapiszmy q = ¢, gdzie a, b sa

liczbami catkowitymi. Zauwazmy, ze wowczas zachodzi 2 > (%)]‘C > % Wynika stad, ze

a® —b* > 24" — 3bF oraz 24" — 3bF > 0.
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Wobec tego przyjmujac n = a* — b* oraz m = 2a* — 3b* otrzymujemy n > m > 0, 3n — m = a* oraz
2n —m = b¥, co na mocy pociaga za sobg teze zadania.

11. Dana jest niestata funkcja f : R — R spelniajaca dla dowolnych z,y € R rownosé

f@) f(@—y)+ f)fz+y) = fl2)’ + fly)*

Dowiesé¢, ze dla dowolnych z,y € R zachodzi rownosé
f@)+ fly) = flz+y).

Rozwigzanie:
Przez P(a,b) bedziemy rozumieé¢ podstawienie x = a, y = b w rownosci danej w tresci zadania.
Funkcja f jest niestala, zatem istnieje taki argument xg, ze f(zo) # f(0). Wtedy podstawienie
P(x0,0) daje
f(0)® + £(0) f (o) = f(xo)* + £(0)?,

wiee f(0)(f (o) = f(0)) = 0. Poniewaz f(zo) # f(0), wiec
f(0) =0. (1)

Jezeli f(x1) = 0, to podstawienie P(z1,y) oraz daje f(y)f(z1 +vy) = f(y)*. Funkcja f ma zatem
nastepujaca wtasnosé:

jezeli f(x1) =01 f(y) # 0, to f(z1 +y) = f(y). (2)
Wykazemy indukcyjnie, ze

jezeli k € Z>p i x € R, to f(kx) = kf(z). (3)

Rozwazmy najpierw przypadek, w ktorym f(z) # 0. Dla k = 0 teza wynika z , a dla k = 1 rownoéc¢
jest oczywista. Niech kg > 11 zal6zmy prawdziwosé tezy indukcyjnej dla k < ky. Podstawienie P(koz, x)
oraz zalozenie indukcyjne daja zaleznosé

ko(ko — 1) f(2)* + f (@) f((ko + 1)z) = (kg + 1) f(2)?,

co po uproszczeniu i podzieleniu przez f(x) daje f ((ko + 1)x) = (ko+1) f(x), co koniczy dowod indukeyjny

dla f(z) # 0.
Rozwazmy teraz przypadek, w ktorym f(x) = 0. Zalézmy nie wprost, ze f(x) =01 f(kx) # 0 dla
pewnej dodatniej liczby catkowitej k. Wtedy stosujac wielokrotnie otrzymujemy

0+# f(kx) = f(kx +x) = f(kx +2x) = ... = f(2kx),

za$ na mocy juz udowodnionego przypadku mamy f(2kx) = 2f(kx). Zatem f(kx) = 2f(kx), skad
f(kz) = 0 wbrew wyborowi k. Dowdd wlasnosci (3)) zostal zakonczony.
Udowodnimy teraz, ze f jest funkcja nieparzysta. Korzystajac z podstawienia P(z, —x) oraz wtasno-

sci i otrzymujemy
2f(x)* = f(2)® + f(—2)*.
Stad dla kazdego z mamy f(z)? = f(—x)% Z drugiej strony podstawienie P(z,2z) oraz wlasnos¢ ({3
daje
f(@)f(=2) +6f(2)* = 5f(x)?,
skad f(z)f(—z) = —f(z)*>. Wobec tego dla dowolnego = otrzymujemy

0= f(2) +2f(2)f(=2) + f(=2)* = (f(2) + f(-2))".
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Stad
Fl#) = —f(~a). n
Przystapimy teraz do dowodu rownosci f(z+y) = f(z)+f(y). Korzystajac z podstawien P (252, Z2¥
P(z,y), P(x,—y) oraz wtasnosci , otrzymujemy

i(f(x+y)2+f($—y)2):f( +y) +f( 2 )2

8
|4 o
<

(522
=5 (f@)f@=y) + fW)f (@ +y)
— 5 (P + 1)

=3 (@ + f(-v?)

:%W)f( (=) + f(=p)f(z — 1))
_%g(ﬁ@+w—f@ﬁ@—w>

Zatem

fla+y)* + fle —y)* = 2f(2)* + 2f(y)*
=2f(x)f(z—y) +2f (W) f(z +y) (5)
=2f(x)f(z +y) = 2f () f(z —y).
Omacamy a = f(a) + £ (4). b= f(a) = {(y). ¢ = f(a+y) oraad = f(a —y). Wowezas 2f(a) =a+,
2f(y) = a—boraz 2f(z)* + 2f(y)* = a* + b*. Przepisujac () w terminach a, b, ¢, d dostajemy

A+ d*=a+ b
=(a+b)d+ (a —b)c
= (a+0b)c— (a —b)d.

Wobec tego

(a+b)d+(a—b)c+ (a+b)c— (a—b)d

5 5 = bd + ac.

C+d>=ad+b =

Stad
0= (a®>+b*) + (> +d*) = 2(bd + ac) = (a — ¢)* + (b— d)*.

Whioskujemy stad w szczegolnosci, ze a = ¢, tj. f(z)+ f(y) = f(z + ).

12. Dane sg liczby caltkowite k& < n oraz graf prosty o n wierzchotkach vy, vs,...,v,. Zalézmy,
ze dla kazdego k-elementowego zbioru I C {1,2,...,n} spelniona jest nastepujaca wtasnosé: liczba
wierzchotkow v, ktore sa potaczone krawedzig ze wszystkimi wierzchotkami v; dla i € I jest nieparzysta.
Udowodni¢, ze liczba n + k jest nieparzysta.

Rozwigzanie:
Niech G bedzie grafem z tresci zadania. W rozwiagzaniu przeprowadzimy dowdd indukeyjny ze wzgledu
na k.
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Rozwazmy najpierw przypadek k£ = 1. Wtedy kazdy wierzchotek ma stopien nieparzysty. Suma stopni
wszystkich wierzchotkéw w grafie jest wiec tej samej parzystosci co n. Z drugiej strony otrzymana suma
jest podwojong liczba krawedzi w grafie, czyli jest liczba parzysta. Wobec tego n jest parzyste, czyli n+1
jest nieparzyste.

Rozwazmy teraz przypadek k = 2. Wezmy dowolny wierzcholek v i oznaczmy przez N(v) zbior jego
sasiadow. Wtedy dla kazdego wierzchotka w € N(v) liczba wspolnych sasiadow v 1 w jest nieparzysta,
czyli liczba sasiadow w, ktorzy naleza do N (v), jest nieparzysta. Oznacza to, ze w podgrafie indukowanym
przez N (v) kazdy wierzchotek ma stopien nieparzysty, co (jak pokazaliSmy w przypadku k& = 1) implikuje,
ze | N (v)| jest liczba parzysta. Udowodnilismy wiec, ze kazdy wierzcholek w grafie G ma stopien parzysty.

Niech teraz V' bedzie zbiorem wszystkich wierzchotkéw w grafie G. Wybierzmy dowolny wierzchotek v
i rozwazmy zbior W =V \ (N(v) U{v}). Wtedy dla dowolnego wierzchotka w € N(v) mamy, ze jego
stopienn w grafie N (v) jest nieparzysty, czyli jego stopien w podgrafie indukowanym przez N(v)U{v} jest
parzysty. Stad i z faktu, ze stopien wierzchotka w w grafie G jest parzysty wynika, ze z wierzchotka w
wychodzi parzyscie wiele krawedzi do zbioru W. Zatem taczna liczba krawedzi pomiedzy zbiorami N (v)
i W jest liczba parzysta.

Wybierzmy teraz dowolny wierzcholek u € W. Z zalozenia wiemy, ze wierzchotki v i u maja niepa-
rzy$cie wiele wspolnych sasiadow, czyli liczba krawedzi wychodzacych z wierzchotka u do zbioru N (v)
jest nieparzysta. Zatem gdyby zbior W mial nieparzyscie wiele elementéw, to taczna liczba krawedzi
miedzy N(v) i W bylaby nieparzysta, co jest sprzeczne z konkluzja uzyskana w poprzednim akapicie.
Wobec tego do W nalezy parzysta liczba wierzchotkow. Stad i z parzystosci | N (v)| dostajemy, ze liczba
n=|V]|=|N(@)|+ |W|+ 1 jest nieparzysta, czyli n + 2 jest liczba nieparzysta.

W kroku indukcyjnym pokazemy, ze jesli dowolne k + 2 wierzchotkéw grafu G ma nieparzyscie wiele
wspolnych sasiadow, to takze dowolne k£ wierzchotkéw ma nieparzyscie wiele wspolnych sasiadéw. Niech U
bedzie zbiorem dowolnych k wierzchotkéw grafu GG. Poniewaz dowolne k+ 2 wierzchotkéw ma co najmniej
jednego wspolnego sasiada (bo ich liczba jest nieparzysta), wiec rowniez wierzcholki ze zbioru U posiadaja
niezerowq liczbe wspolnych sasiadow. Oznaczmy zbiér wszystkich wspolnych sasiadow elementow U
przez N(U). Pokazemy teraz, ze liczba |N(U)| jest nieparzysta.

Dla [N(U)| = 1 powyzsze stwierdzenie jest oczywiste. Zatézmy wigc, ze |[N(U)| > 2. Wezmy dowolne
dwa wierzcholki vy, v € N(U) i rozwazmy zbior W = U U {vy, v2}. Sklada si¢ on z k + 2 wierzchotkow,
wiec z zatozenia wiemy, ze jego wierzchotki maja nieparzysta liczbe wspoélnych sasiadéw. Oznacza to, ze
wierzcholki vy 1 v maja nieparzysta liczbe wspoélnych sasiadow w zbiorze N(U). Zatem dla dowolnych
dwoch wierzchotkow w podgrafie indukowanym przez zbior N(U) liczba ich wspodlnych sasiadow jest
nieparzysta. Wobec tego na mocy udowodnionego juz przypadku k£ = 2 wiemy, ze liczba wierzchotkéw
w tym podgrafie jest nieparzysta, czyli |[N(U)| jest liczba nieparzysta.

Otrzymalismy wiec, ze dla kazdych k wierzchotkéw grafu G liczba wierzchotkéw sasiadujacych z kaz-
dym sposréd nich jest nieparzysta. Zatem z zalozenia indukcyjnego dostajemy, ze n + k jest liczba
nieparzysta, czyli réwniez n + k + 2 jest liczba nieparzysta, co koniczy dowod indukeyjny.

13. Znalez¢ najwieksza liczbe rzeczywista ¢ o nastepujacej wtasnosci: dla dowolnej dodatniej liczby

calkowitej n oraz dowolnych liczb rzeczywistych aq,...,a, o sumie réwnej 1, spetniajacych dla kazdego
1=1,...,n zaleznos¢ 0 < a; < %, istnieje podzbior tych liczb o sumie z przedziatu [c, 1 — ¢|.
Rozwigzanie:

Odpowieds: ¢ = 5.

Przyjmujac n = 3 oraz a; = ay = a3 = % otrzymujemy, ze ¢ < %
stata.
Jesli istnieje taki indeks i, ze a; > %, to {a;} jest szukanym podzbiorem. W przeciwnym razie

nieréwnos¢ a; < % zachodzi dla kazdego indeksu . Rozwazmy najmniejszy indeks ¢, dla ktorego

Pokazemy, ze jest to optymalna

air+as+...+ap >

Wl =
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Poniewaz a; < %, wiec ¢ > 2. 7 wyboru ¢ wynika, ze a1 +as + ... +apq < % W takim razie

fan b tapta < s ta <=l
aq (05} e (07 Qy 3 Qy 3 3 = 3.

Zatem podzbior {aq, as, ..., a;} spelnia warunki zadania.

14. Dana jest rodzina F zbioréw 2019-elementowych o mocy wickszej niz 2019! - 2018201, Wykazad,
ze istnieje 2019-elementowa rodzina G C F oraz taki zbior X, ze dla dowolnych réznych zbioréw A, B € G
zachodzi AN B = X.

Rozwigzanie:

W rozwigzaniu udowodnimy ogoélniejsza teze: dla kazdej liczby catkowitej dodatniej k£ i rodziny F
k-elementowych zbioréw o mocy wickszej niz k! - 2018* istnieje 2019-elementowa rodzina G C F oraz
taki zbiér X, ze dla dowolnych réznych zbiorow A, B € G zachodzi AN B = X. Wéwczas przyjmujac
k = 2019 otrzymamy teze zadania.

Przeprowadzimy dowod indukcyjny ze wzgledu na k. Dla k = 1, czyli dla rodziny F zbioréw jedno-
elementowych o mocy wiekszej niz 2018, wystarczy przyja¢ jako G dowolng 2019-elementowa podrodzine
rodziny F oraz X = (). Zalozmy wiec, ze k > 1.

Niech G' = {Gy,...,G,} bedzie najliczniejsza rodzinag parami rozlacznych elementéw rodziny F.
Jesli m > 2019, to przyjmujac G = {G1,Ga,...,Gae} oraz X = () otrzymujemy teze. Zaldozmy wiec,
ze m < 2018. Oznaczmy G = G U ...UG,,. Wowezas |G| < 2018k. Z definicji G’ wynika, ze kazdy
zbior F' € F ma przynajmniej jeden element wspolny z pewnym elementem rodziny G’ (to znaczy: dla
kazdego F' € F istnieje indeks i taki, ze F'NG; # ()). Wobec tego istnieje taki element a, ktory nalezy
do przynajmniej

F| K-2018 .

zbioréow z rodziny F.

Rozwazmy wszystkie te elementy rodziny JF, ktore zawierajg element a i oznaczmy przez F' rodzine
tych zbioréw z usunigtym elementem a. Poniewaz |F'| > (k — 1)! - 201871, wiec na mocy zalozenia
indukcyjnego istnieje taki zbiér X' oraz taka rodzina {G, ..., Gy} C F', ze GiNG’; = X' dla dowolnych
1 <i<j<2019. Niech G = {G 1 U{a},..., Gy 9U{a}} oraz X = X' U{a}. Wowczas G C F, rodzina G
jest 2019-elementowa, a przeciecie dowolnych dwoch réznych zbioréw z G jest réwne zbiorowi X, co
dowodzi tezy indukcyjne;j.

15. Punkt P lezy na dwusiecznej wewnetrznej kata przy wierzchotku A w trojkacie ABC. Odcinki
PQ i PR sa $rednicami okregéw opisanych na trojkatach ABP i ACP. Proste BR i C'() przecinaja sie
w punkcie X. Wykazaé, ze jesli X # P, to proste X P i BC' sa prostopadte.

Rozwigzanie:
Sposob 1
Zauwazmy, ze
SORP = 4CAP = 4BAP = 4BQP,
wiec trojkaty prostokatne PB(Q i PC'R sa podobne, skad

BP CP
BQ CrR _“

dla pewnej liczby a. Na boku BC trojkata ABC zbudujmy po zewnetrznej stronie prostokat BK LC,
przy czym BK = aBC. Wowczas
BK  BC 3
BP BQ
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dla pewnej liczby 3. Zlozenie jednoktadnosci o §rodku B i skali § z obrotem o kat —90° wokét punktu B
przeprowadza punkty () i C' odpowiednio na punkty P i K. Stad wniosek, ze QC' L PK. Analogicznie
dowodzimy, ze BR 1 PL.

K L

Niech H bedzie takim punktem, ze BE = CL = XH. Wowezas KH | BX L PL, a zatem
KH 1 PL. Analogicznie dowodzimy, ze LH 1 PK. Stad H jest ortocentrum trojkata PK L. Wobec
tego PH L KL || BC. Z drugiej strony, XH || BK L BC. Z powyzszych prostopadlosci wynika wiec,
ze P i X leza na prostej prostopadlej do BC' przechodzacej przez H, co konczy dowdd.

Sposob 11
Oznaczmy 4 BAC = 2o. Wowczas

JCRP = 4CAP = o = 4BAP = $BQP,
skad otrzymujemy S¥CPR = $BP(Q. Na boku QR trojkagta PQR zbudujmy na zewnatrz trojkat QRS

taki, ze LSRQ = ¥SQR = «. Z twierdzenia Jacobiego wynika, ze proste BR, CQ i PS przecinaja sic
w jednym punkcie. Wobec tego punkt X lezy na prostej PS. Wystarczy wiec udowodnié¢, ze PS 1 BC.
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Niech M i N beda odpowiednio $srodkami odcinkow QR i BC'. Trojkaty prostokatne PRC' i SRM sa
podobne i jednakowo zorientowane, wiec trojkaty CRM i PRS takze sa podobne i jednakowo zoriento-
wane. Stad otrzymujemy

o _cr_

ps PR ¢
oraz 4(PS,CM) = a. Analogicznie uzasadniamy, ze

PS ~PQ

oraz 4(BM, PS) = a. Wobec tego CM = BM, zatem M N | BC. Ponadto
IBMC = 4(PS,CM) + ¥(BM, PS) = 2a,

wiec $(MN,CM) = a. Ta réwnosé wraz z zaleznosciag 4 (PS,CM) = « oznacza, ze PS || MN. Stad
PS 1 BC, co koriczy dowdd.

. .. . .. p_1
16. Niech p > 2019 bedzie liczba pierwsza i niech n =5 - I;Tl. Oznaczmy

S = {(a17a27"'7a’n) ’ a; € {_17071}7 Zai >O}
=1

Wyznaczy¢ reszte z dzielenia przez p liczby |S].

Rozwigzanie:

Odpowiedz: Reszta z dzielenia liczby |S| przez p wynosi 96.

Sposob 1

Niech A bedzie zbiorem wszystkich ciagéw n-elementowych o wyrazach ze zbioru {—1,0, 1}. Z symetrii
wynika, ze do A nalezy tyle samo ciggéw o dodatniej sumie elementéw, co o ujemnej sumie elementow.
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Niech R bedzie zbiorem wszystkich ciagéw nalezacych do A, ktérych suma elementéow jest rowna 0.
Wowezas zachodzi 2|S| + |R| = |A| = 3", zatem |S| = 1(3" — |R|).
. . D_1 _ . . . .. ..
Zauwazmy, ze n = 5-’;? = 5+5p+...+5pP~ L. Poniewaz dla dowolnej nieujemne;j liczby catkowitej k
zachodzi p* = 1 (mod p — 1), wiec

n=5+5+...45=5p=5 (modp-—1).
—_————

p liczb
Na mocy malego twierdzenia Fermata zachodzi 3*~! =1 (mod p), zatem 3" = 3° = 243 (mod p).

W kazdym ciagu nalezacym do R liczba jedynek jest rowna liczbie minus jedynek i liczba ta nie

przekracza |%]. Dla k € {0, 1,..., \_%J} liczba ciagéw nalezacych do R o doktadnie k jedynkach wynosi

w2007

(Z) . (n;k) Wobec tego
k=0

Pozostaje zatem wyznaczy¢ reszte z dzielenia liczby | R| przez p. W tym celu skorzystamy z twierdzenia
Lucasa.

Twierdzenie (Lucas). Dana jest liczba pierwsza q oraz niewjemne liczby catkowite
a=ag+aq+ ...+ axq’, b="by+big+...+0bed’,
przy czym a;, b; € {0,1,2,...,g— 1} dla 0 < 1 < L. Wtedy
a ao aq Ay
= . S dq).
(0)= () G () oo

Dowdd. Zdefiniujmy funkcje D(z) jako iloczyn wszystkich liczb od 1 do z niepodzielnych przez ¢, tzn.

D(z) =

Zauwazmy, ze z! = L J l. D(z) - ¢"*/%. Mamy zatem

Q| R

a a! L%J! - D(a) - ¢\*/*
(b) - bl(a —b)! B m! - D(b) - glb/al . VT_bJ! - D(a —b) - glla=b)/dl
_Dla)  esa-tvrai-tavra It
D) D(a —) BEEL

q

Ostatni czynnik stojacy po prawej stronie roéwnosci jest rowny

) Sl L) (e,

b
q
7 =
q

L%J!-L"T”J!:(mﬂa—q)!' Ll (1) + 252)): A

J + L“T_bj Dodatkowo wyrazy D(a), D(b), D(a — b) z definicji

jest wiec liczba catkowita, gdyz L%J > L
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sa niepodzielne przez q. Korzystajac z zatozen twierdzenia zauwazmy dodatkowo, ze

{EJ B FJ B {a—bJ B {ao—l—alq%—...—l—agqu B {bo+b1q+...+bngJ
a] La q q g

B L(ao —bo) + (a1 —=b1)g+ ...+ (ar — be)qu

q
Qg —1 bo 0—1
= o +ar+asqg+ ... +ag T — " — by —bag— ... —byg (3)
ag— b
_{Oq OJ—((11—b1>—(ag—bg)q—...—(ag—bg>q€_l

[

Jesli L%J — m — LaT_bJ > 0, to korzystajac z otrzymujemy, ze q | (‘Z) Ponadto na mocy widzimy;,

ze L%J < 0, czyli ag < by. W tym przypadku mamy wiec

() =0=(0)- () () oo

Pozostato rozpatrzy¢ przypadek L%J — L%’J — LCLT’E’J = 0. Wowczas

Wyznaczymy teraz reszte z dzielenia liczby % przez q. Mamy

D(a) = Laﬁ_lﬁ(qurj) -ﬁquqﬂﬁ),

zatem D(a) = ((¢ — 1)N)% . q! (mod ¢). Podobnie otrzymujemy D(b) = ((q — 1))¥% . by! (mod ¢)
oraz D(a—b) = ((g— 1))@=/ (a—by)! (mod ¢). Korzystajac z réwnosci |2] = | 2]+ LGT_I’J dostajemy

DD = () 1

Laczac otrzymane wnioski, na mocy otrzymujemy, ze

0= (§) w0

q

q

Zauwazmy, ze jedli a = ag +a1q+ ...+ aiq' oraz b= by +big+ ...+ b, to L%J = a4+ asq+ ...+ ag!
oraz ng = by +byq+...+bg""t. Do zakonczenia dowodu pozostaje zastosowaé indukcje wzgledem ¢. [

Whiosek. Niech a = ag+ aiq+ ...+ aeq" orazb=by+biq+ ...+ beq", gdzie a;,b; € {0,1,2,...,q—1}
dla 0 <@ < 0. Wowczas (Z) =0 (mod q) wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje i, dla ktorego a; < b;. 0
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Zastanowmy sie, kiedy liczba (Z) (";k) nie dzieli sie przez p. Z powyzszego wniosku wiemy, ze jezeli

n=ng+mp+... +np'oraz k=ko+kip+...+ kept, gdzie n;, k; € {0,1,2,...,p—1} dla 0 < i </,
o (}) # 0 (mod p) wtedy i tylko wtedy, gdy dla kazdego i zachodzi k; < n;. Gdy te nieréwnosci sa
spetnione, to n —k = (ng — ko) + (n1 — k1)p+ ... + (ng — ko)p® oraz 0 < n; — k; < p dla kazdego i. Zatem
obie liczby (Z), (" k) sg niepodzielne przez p wtedy i tylko wtedy, gdy n; — k; > k; dla kazdego ¢, czyli
) (";k) # 0 (mod p) wtedy i tylko wtedy gdy 2k; < n; dla kazdego 1.

Stad wniosek, ze mozemy w sumie wystepujacej w kongruencji uwzgledniaé¢ jedynie wyrazy dla k
spetiajacych wspomniany w powyzszym akapicie warunek. Jednak kazda liczba k = ko + kip+. . . + kep®
spelniajaca warunek 2k; < n; dla kazdego 7, spelnia takze 2k < n, czyli jest uwzgledniona w sumie
wystepujacej w kongruencji . W takim razie

[no/2] [n1/2] [re/2]

7 twierdzenia Lucasa wynika, ze

[n/2] ‘ 4
n Ng + ...+ ngp (ng — ko) + ...+ (ng— ke)p
. d p).
Z(k)( ) Z Z Z <ko+...+k‘gp£) < ko + ...+ kept (mod p)
k=0 ko=0 k1=0
(ng—l—...—i-nng).((no—ko)—l—...%—(m—k@)pz no\ (no—ko\  (ne\ (ne—ke (mod p)
k0+...+k'gp£ ko—i-...—i-kgpf ko ko ko k¢ .
Wobec tego

k k‘()—I— .—Fk’gpg k’o—i—...—i-kgpz

k=0 ko 0 k‘l 0
FF Eo o e
ko=0 k1=0 o e e
[n0/2] [re/2]
(2 (B GT)) e
P ko ko Py Ky ke
Jednakze { =p—1ing=n, = = n,_1 = 9, zatem dla dowolnego 0 < i < p — 1 zachodzi

£ 000 (-6 0

[no/2] L [ne/2] L
> () (")) 2 ()0 -
= \ko ko = \ke ke

Wobec tego |R| = 517 = 51 (mod p) na mocy matego twierdzenia Fermata. Stad

Stad wniosek, ze

IS|==-(3"—|R|)==-(243—-51) =96 (mod p).

DN | =
N | —

Sposob 11
i1
Dla kazdego ¢ > 1 zdefiniujmy n; =5 - 7;—1 oraz
R, ={(a1,a9,...,a,) € {-1,0,1}": a1 +as+ ...+ a,, =0}.
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Udowodnimy indukcyjnie, ze R; = 51° (mod p) dla kazdego i > 1. Dla i = p otrzymamy sytuacje
z zadania i rozumujac podobnie jak w sposobie pierwszym otrzymamy |S| = 96 (mod p).

Obliczymy najpierw |R;|. Nalezy obliczy¢ liczbe piecioelementowych ciagéow o wyrazach —1, 0, 1,
ktorych suma jest podzielna przez p. Poniewaz p > 2019 > 5, wiec suma wyrazoéw kazdego takiego ciagu
rowna sie 0. Jest jeden taki ciag ztozony z samych zer, (g) - 2 ciagi zawierajace doktadnie 3 zera oraz
- (3) ciagi zawierajace dokltadnie jedno zero. t.acznie jest ich

5 4
|R1|:1+(3>-2+5-(2) =1+10-2+5-6=1+20+30 = 51.

W szczegolnosci |Ry| = 511 (mod p).
Zalozmy teraz, ze |R;| = 51° (mod p) dla pewnego i > 1. Udowodnimy, ze |R; 11| = 517" (mod p).
Powiemy, ze ciag (zx)%_, jest cyklicznym przestawieniem ciagu (yx)h_,, gdy istnieje taki indeks j, ze

(5(31,1'2, s 7xp) = (yj+17yj+27 e Ypy Y1, Y2, - - 7yj)

Skoro p jest liczba pierwsza, to cyklicznych przestawieni ciagu niestatego jest doktadnie p.
Zauwazmy, ze n;v1 = 5 (mod p). Mozemy wiec podzieli¢ dowolny ciag w R; na M+T}_5 = n; podciagoéw
dhugosci p oraz jeden podciag dtugosci 5.

Powiemy, ze dwa ciagi (ax) 7, (bi)p) € Risa cyklicznie rdwnowazne, gdy dla kazdego 0 < j <

ciag (ak)iﬁ;’]’.ﬂ jest cyklicznym przestawieniem ciggu (bk)ij:;’]’.ﬂ, oraz (ay),l, | 4= (bk)Ziﬁi+1_4~

Wprost z definicji wynika, ze cykliczna réwnowaznosé jest relacja rownowaznosci. Jesli dla danego
a = (ar)2) € R; sposrod m“ =5 podciagéw wskazanej postaci doktadnie m jest niestalych, to klasa
rownowaznosci ciagu a ma p™ elementow W szczegolnosci |R;41| = |Rj,| (mod p), gdzie R; , jest
zbiorem tych ciagéow a € R; 1, dla ktorych wszystkie rozwazane p-wyrazowe podciagi sa state.

Kazdy element a € R}, jest postaci

le+1 -5
p

a = (ap» Apy - -5 Qp; A2p,y Q2p,y -« - - 5 A2py « -« y Anypy Qnypy -+ -5 Anypy Apyp+15 Anyp+25 Anyp+35 Anyptd,s anip+5)-
~~ 7 ~~ 7 . ~
p razy p razy p razy

Wobec tego suma pierwszych n;,; — 5 wyrazéw ciggu a jest podzielna przez p, a skoro suma wszystkich
wyrazow wynosi 0, to suma 5 ostatnich wyrazéw tez jest podzielna przez p. Stad ciag ztozony z ostatnich
pieciu wyrazéw ciagu a jest w zbiorze R;. To oznacza réwniez, ze suma pierwszych n;;; — 5 wyrazéow
ciggu @ musi by¢ rowna 0, czyli p- Y 7%, aj, = 0, skad > 77| aj, = 0. Zatem (ayp, agy, . . ., @n,p) € R

Otrzymalismy wiec, ze kazdy ciag a € R}, jest jednoznacznie wyznaczony przez pewien ciag b € R;
oraz pewien ciag ¢ € R i vice versa — kazda para ciagéw b € R;, ¢ € Ry jednoznacznie wyznacza pewien
ciag a € R, ;. Wobec tego |R; | = |R;| - |Ry|.

Ostatecznie

(Risal = [Ripa| = |Ri] - [Ra] = 51°-51 = 510 (mod p),

co konczy dowdd indukeyjny.

17. Na tablicy napisano liczby 1,1 5 3, ey 2019 Wykonujemy nastepujaca operacje: wybieramy dwie
liczby a, b znajdujace sie na tablicy i zastepujemy je liczba ab 4+ a + b. Postepowanie to kontynuujemy.
Zmalez¢ wszystkie liczby, ktore moga pojawié sie na tablicy po wykonaniu 2018 krokow.

Rozwigzanie:

Odpowiedz: Szukana liczba wynosi 2019.

Niech S = {1,3,..., ﬁ}. Wykazemy indukcyjnie ze wzgledu na liczbe wykonanych operacji, ze
kazda liczba znajdujaca sie na tablicy jest postaci (s1 + 1)(sq +1)... (s + 1) — 1, gdzie sq,...,8, € S
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i kazdy element S wystepuje w dokladnie jednej liczbie napisanej na tablicy. Woéwczas otrzymamy, ze po
wykonaniu 2018 operacji liczba zapisana na tablicy jest rowna

2019 1 20191'—1—1
H(—.+1)_1:H = 1=2020 — 1 = 2019.
1 ]

i=1 i=1

Oznaczmy przez k liczbe wykonanych operacji. Dla & = 0 teza indukcyjna oczywiscie zachodzi,
poniewaz kazda liczba jest postaci % = (% + 1) — 1. Zalozmy teraz, ze k > 1. Oznaczmy przez c liczbe,
ktora zostata zapisana na tablicy po wykonaniu k-tej operacji. Wowcezas ¢ = a + b + ab i z zalozenia
indukcyjnego a = (a; + 1) ... (apm+1)—1oraz b= (by+1)...(b, + 1) — 1, gdzie ay, ..., am,by,...,b, to

rozne elementy zbioru S. Woéwczas
c=a+b+ab=(a+1)(b+1)—1
={(a1+1)...(am+1)—1+1)((bs+1)...(b,+1)—1+1)—1
=(a1+1)...(am+1)b1+1)...(by+1) -1,
co konczy dowdd indukeyjny.

18. Nieprzystajace okregi 01 i 05 sa styczne wewnetrznie do okregu o odpowiednio w punktach A i B
oraz przecinaja sie w punktach C'i D. Prosta C'D przecina okrag o odpowiednio w punktach F i F.
Styczne do okregu o w punktach F i F przecinaja sie w punkcie P. Wykazaé, ze punkty P, A, B leza na
jednej prostej.

Rozwigzanie:

Sposob 1

Zatozmy bez straty dla ogoélnosci, ze punkty A i P leza po tej samej stronie prostej C'D. Niech
proste AE i AF przecinaja okrag o; ponownie w punktach odpowiednio K i L, za$ proste BE i BF
przecinaja okrag o, ponownie w punktach odpowiednio M i N. Mamy

EK-FA=FEC-ED=FEM -FEB,

wiec na czworokacie ABM K mozna opisa¢ okrag. Stad i z twierdzenia o kacie miedzy styczna a cieciwa
dostajemy
IMKE = SABE = SAEP,

wiec prosta K M jest réwnolegla do prostej PE. Jednokladnos¢ o srodku A przeksztalcajaca okrag o na
okrag oy przeprowadza punkt F na punkt K, zas styczng do okregu o w punkcie F na styczng do okregu oy
w punkcie K. W zwiagzku z tym prosta KM jest styczna do okregu o;. Analogicznie uzasadniamy, ze
prosta K M jest styczna do okregu oo, wiec jest wspolna styczna obu tych okregéw. W podobny sposéb
dowodzimy, ze prosta LN jest wspolng styczna okregdéw oy i 0. Poniewaz okregi te nie sa przystajace,
wiec proste KM i LN maja punkt wspélny Q).
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Jednoktadnosé o srodku A przeksztatcajaca okrag o; na okrag o przeprowadza punkty K i L odpo-
wiednio na punkty F i F', a wiec proste QK i QL odpowiednio na proste PE i PF. W takim razie
obrazem punktu @ jest punkt P, co prowadzi do wniosku, ze punkty A, P, ) sa wspotliniowe. Punkt ()
jest ponadto srodkiem jednokladnosci o skali dodatniej przeksztatcajacej okrag o; na okrag os. Jedno-
ktadnos$¢ ta jest zlozeniem jednoktadnosci o srodku A i skali dodatniej przeksztalcajacej okrag o; na
okrag o z jednoktadnoscig o §rodku B i skali dodatniej przeksztalcajaca okrag o na okrag oy. Z twierdze-
nia o ztozeniu jednoktadnosci wnosimy, ze punkty @), A, B lezg na jednej prostej. W takim razie punkty
P, Q, A, B sa wspoétliniowe, skad otrzymujemy teze.

Sposdb 11

Jesli odcinek AB jest $rednica okregu o, to teza jest oczywista ze wzgledu na symetrie rysunku.
W przeciwnym razie proste styczne do o w punktach A i B przecinajg sie. Oznaczmy ich punkt prze-
ciecia przez ). Wowczas z twierdzenia o trzech osiach potegowych dla okregéw o, 01, 0o dostajemy, ze
punkt @ lezy na prostej C'D. Punkt ) lezy wiec na biegunowej punktu P wzgledem o, skad na mocy
prawa wzajemnosci biegunowych, P lezy na biegunowej (). Biegunowa punktu () jest prosta AB, zatem
punkty P, A, B sa wspoétliniowe.

Uwaga: W powyzszym rozwigzaniu zamiast prawa wzajemnosci biegunowych mozna skorzystac¢ z wia-
snosci symedian lub z wlasnosci czworokatéw harmonicznych.

19. Udowodnié¢, ze istnieje tylko skonczenie wiele takich trojek dodatnich liczb catkowitych a, b, n,
ze zachodzi rownosé

nl =2¢ — 2%

Rozwigzanie:

Wybierzmy liczbe N tak duza, ze dla n > N zachodzi nieréwnosé 3"/3-2 > n2. Wystarczy udowodnic¢,
ze dla n > N réwnanie z tredci zadania nie ma rozwigzan w liczbach catkowitych a, 0. Zal6zmy wiec,
zen > N.

7Z réwnania n! = 2¢ — 2° otrzymujemy natychmiast a > b. Co wiecej, liczba 2% — 20 = 2°(297% — 1)
dzieli sie przez 3. Stad 3 | 2¢7° — 1.

Dla dowolnej dodatniej liczby catkowitej m zachodzi 3 | 2™ — 1 wtedy i tylko wtedy gdy 2 | m.
Stad 2 | a — b.
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Dla liczby pierwszej p oraz niezerowej liczby catkowitej x symbolem v,(x) bedziemy oznaczaé¢ naj-
wiekszy wyktadnik m, dla ktorego p™ | z. Skorzystamy z nastepujacego lematu:

Lemat (Lifting The Exponent Lemma). Dana jest nieparzysta liczba pierwsza p oraz takie liczby catkowite
r,y,m,zex#y, m>0,pl|lx—y oraz pfry. Wowczas

vp(x™ = y") = vp(x — y) + vp(m).

Dowdd. Udowodnimy najpierw lemat dla m = p. Niech k = v,(z —y). Woéwczas z = p™¢ + y dla pewnej
liczby ¢ niepodzielnej przez p. Wobec tego

2=y = (; () (pkf)iypi> = (; () (pkf)iypi> e

Kazdy skladnik w indeksowanej sumie jest podzielny przez p**+2, a skladnik p*+'lyP~! jest podzielny
przez p**! i nie jest podzielny przez p*™2. Wobec tego v,(zf — y?) = k+ 1 = v,(z — y) + 1, co dowodzi
lematu w przypadku m = p.

Udowodnimy teraz lemat dla p { m. Mamy

" =y = (z—y) (@™ 2" Py oy ™Y,
Poniewaz x =y # 0 (mod p), wiec
e ™y by Py P =me 2™ £ 0 (mod p).
Wobec tego pf 2™t + 2™ 2y + ...+ 2y™ 2 + y™ !, zatem

vp(a™ —y") =, (x —y) @™+ 2™ Py + oy Py ) = v —y),

co konczy dowdd lematu w przypadku p 1 m.
Rozwazmy teraz ogdlny przypadek. Niech m = p* - £, przy czym p t £. Korzystajac z wczesniej
udowodnionych przypadkéw otrzymujemy

¢ ¢ . _ _
o= () = (7)) (=) ()
Jo—
+2=...=uv, (2P

— vy (277 = ") p(@? — )+ k=1 =v,(c—y) +k
= vz — ) + vy(m). 0

Z powyzszego lematu otrzymujemy, ze dla dowolnego m > 0 zachodzi réwnosé
v3(4™ — 1) =v3(4 — 1) + v3(m) = 1 + v3(m).

Zatem

Wynika z niej w szczegolnosci, ze vs(n!) > LgJ > 2 — 1. W takim razie

—b
1+v3(“2 )—vg(2a—2b):v3(n!)>§—1.
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Zatem
a—2b

2

> 3372 5 p?,
Otrzymujemy wiec
nl=92%— 90 >90b 5 9" {5 on® 5 onlogn o )
co jest niedorzeczno$cia. Zatem dla n > N réwnanie dane w treéci zadania nie ma rozwiazan.
20. Niech a, b, ¢, d beda takimi nieujemnymi liczbami rzeczywistymi, ze a+b+c+d = 3. Udowodni¢, ze

ab be cd da

Rozwigzanie:
Sposob 1
Zauwazmy, ze jesli a = c =0 lub b = d = 0, to teza jest oczywista. Przyjmijmy wiec, ze tak nie jest.

Niech
ab be cd da

Wtedy
g 3ab n 3bc n 3cd n 3da
12—3a 12—-3b 12—3¢ 12—-3d
3ab 3bc 3cd 3da
— + + + (1)
a+4b+4c+4d b+4c+4d+4a  c+4d+4a+4b d+4a+4b+ 4ce
3ab 3bc 3cd 3da

< + + + .
o+ db+2+2d  btdc+2d+2a  c+Ad+2a+2b  d+da+2b+ 2

. L, L. . L, . . . . . 1 1 . 1 .
Z nieréwnosci miedzy Srednimi harmoniczng i arytmetyczng dla liczb -, 57— 1 57 dostajemy

3 <1 1 n 2 (2)
a+4b+2c+2d “3\a+2c 20+d)’

Analogicznie otrzymujemy nieréwnosci

3 <1 1 n 2 (3)
b+dc+2d+2a  3\b+2d 2c+a)’
3 1 1 2
<_ ) 4
ct4d+2a+ 2 3(c+2a+2d+b) 4
3 1 1 2
< - . 5)
d+ 4a + 2b+ 2c 3(d+2b+2a+0) (5)

Zatem aplikujac nieréwnosci — do nieréwnosci dostajemy

3ab 3bc 3ed 3da
S < + + +
a+4b+2c+2d b4+4c+2d+2a c+4d+2a+2b  d+4da+ 26+ 2c

<ab 1 N 2 +bc 1 n 2 +cd 1 n 2 +da 1 n 2
3 \a+2 26+d 3\b+2d 2c+a 3 \c+2s 2d+0b 3 \d+2b 2a+c

1 ab+2bc+bc+20d+cd+2da+da+2ab
3\ a+2¢ b+ 2d c+ 2a d+2b
1

3

(b+c+d+a)=1,
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czyli teze.
Sposob 11
Zalozmy bez straty dla ogolnosci, ze a jest najwicksza sposrod danych liczb. Wowczas

a,b,c,d <a+c,

zatem

1 1 1 1 1 1 1 1
< , < , < , < .
4—a 4d4—a-—c 4—-b " 4—a-—c 4—¢c " 4—a-—c 4—d " 4—a-—c

W takim razie

ab be cd da ab+bc+cd+da  (a+c)(b+d) z(3—x)
+ + + < =
4—a 4—-0 4—-—d 4—-a

4—a—c 4—(a+c) 4—zx

Y

gdzie x = a + c¢. Pozostaje zauwazy¢, ze wartos¢ ostatniego utamka nie przekracza 1, gdyz

z(3 —x)

1 <1 <= 3r—2'<4—2 <= 0<(v—-2)%
—x

Uwaga: Rownosé w danej nieréwnosci zachodzi dla czworki (2,1,0,0) i jej cyklicznych permutacji.

21. Niech n bedzie dodatnia liczbg catkowita. Fejnym ciggiem nazwiemy ciag n-elementowy liczb rze-
czywistych ay, . . ., ap, ktory dla dowolnych liczb catkowitych 1 < 4, j < n spetnia warunek a; + a; > |1 — j|.
Wyznaczy¢ najmniejsza mozliwa sume elementéw fejnego ciagu.

Rozwigzanie:
Odpowiedz: ng . ’—g-‘
Rozwazmy dwa przypadki ze wzgledu na parzystosé n.
Przypadek 1: n =2k + 1.

7, zalozenia dostajemy nastepujace nierownosci

ay + agp1 = 2k,
as +ag, = 2k —2,
ap + app2 = 2,
Ap+1 =

Sumujac te nieréwnosci stronami otrzymujemy
aj+as+ ... tag =22(1+2+...+k)=k(k+1).

Uzyskaliémy wiec oszacowanie z dotu na sume elementéw fejnego ciagu.
Rozwazmy teraz ciag ai, ..., asy1 dany wzorem a; = |k + 1 —i|. Ciag ten jest fejny, gdyz na mocy
nieréwnosci trojkata dla dowolnych 7, j mamy

ai+a;=lk+1—i+|k+1—-j|=>[(k+1—i)—(k+1—7j)=i—]l
Suma elementow tego ciggu wynosi
aj+ag+...+tayp=k+k-1)+...+14+0+1+...+k=k(k+1),

zatem oszacowanie otrzymane w poprzednim paragrafie jest optymalne. Zatem w tym przypadku k(k+1)
jest najmniejszg mozliwa suma elementéw fejnego ciggu.
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Przypadek 2: n = 2k.
Ponownie z zatozenia mamy

co po zsumowaniu daje
a1+ as+ .. Fay =143+ +(2k—1) =k

Rozwazmy ciag ay,as,...,as, dany wzorem a; = |k — i|. Ciag ten jest fejny, gdyz z nieréwnosci
trojkata wynika, ze
ai+a; =k —i|+ [k —j| = |(k—i) = (k= )| = |i = jl.

Suma elementow tego ciggu wynosi
agt+ayt... tap=Fk-1)+Fk-2)+...+1+0+1+...+(k=1)+k=F,

zatem szacowanie otrzymane wyzej jest optymalne. Najmniejsza mozliwa suma elementéw fejnego ciggu
w tym przypadku jest k2.

Ostatecznie taczac oba przypadki otrzymujemy, ze najmniejsza mozliwg suma elementow fejnego ciagu
jest [5] - [3]-

22. Niech p > 3 bedzie liczba pierwsza. Wykazaé, ze istnieja takie dodatnie liczby catkowite x, vy, ze
liczba 273Y — 1 jest podzielna przez p, oraz co najmniej jedna z liczb z, y jest nieparzysta.

Rozwigzanie:
Niech g bedzie generatorem modulo p. Niech 2 = ¢**¢ (mod p) oraz 3 = ¢
21 s,t. Oznacza to, ze podzielnosé p | 2°3Y — 1 jest rownowazna kongruencji

2"t (mod p), przy czym

2%sx + 2y =0 (mod p — 1).

Niech p — 1 = 2%m, gdzie 2 f m. Udowodnimy, ze dla x = m istnieje taka liczba y postaci my’, ze
powyzsza kongruencja jest spelniona. Podstawmy wiec x = m oraz y = my’. Powyzsza kongruencja
przyjmuje postac

2%sm 4 2%tmy’ =0 (mod p — 1),
co jest rownowazne temu, ze

2%s + 2"y’ =0 (mod 2%).

Bez straty ogoélnosci zalozmy, ze a > b i wezmy f = o — a. Zazadajmy dodatkowo, by liczba 1 byta
postaci 2%y, Podstawiajac v’ = 2%7%y" otrzymujemy

2°s +2%y" =0 (mod 2%),

co jest rownowazne kongruencji
s+ty” =0 (mod 2°).

Wystarczy dobra¢ y” tak, aby speliona byla powyzsza kongruencja. Skoro liczba t jest nieparzysta, to
istnieje taka dodatnia liczba nieparzysta w, ze w -t = 1 (mod 2°). Niech s’ bedzie reszta z dzielenia s
przez 2°. Polozmy " = w (2° — ). Wowczas

s+ty' =s+tw (2’ —s)=s+2° -5 =0 (mod 2°).
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Zatem liczby © = m oraz y = m - 2% . w - (25 — s’) spelniajg warunki zadania.

23. Niech G bedzie nieskierowanym grafem prostym bez trojkatow, o n wierzchotkach, w ktérym

kazdy wierzcholek ma stopiei wiekszy niz 2n. Udowodni¢, ze graf G nie zawiera cyklu nieparzystej

5
dhugosci.

Rozwigzanie:

Dla n < 4 teza jest oczywista. Od teraz bedziemy zaktadac¢, ze n > 5. Zalézmy tez nie wprost, ze
w grafie G istnieje cykl nieparzystej dtugosci: vy, va, ..., v9r 1. Mozemy zatozy¢, ze jest to najkrotszy
cykl sposrod wszystkich takich cykli.

Rozwazmy wierzchotki vy, vo, vkio. Wtedy wierzchotek vy o dzieli Sciezke vo, vs, ..., vogi1, v1 DA
dwie rowne czesci. Jezeli vy jest potaczony krawedzia z vy o, to jeden z cykli v, vkio, Vgas, ..., Vopa1, U1
lub vy, vs, ..., vk jest nieparzystej dtugosci, co przeczy minimalnosci oryginalnego cyklu. Analogicznie

uzasadniamy, ze wierzchotki vy i v, o nie sg potaczone krawedzia. Zgodnie z tymi obserwacjami taczna
liczba krawedzi wychodzacych z wierzchotkéw vy, vs, v o do pozostatych wierzchotkéw w grafie wynosi
€O najmniej

2 6 2 6
3({5@ —1—1)—QZgn—i—l—S{gn}>5n—22n—|—1—2:(n—3)+2.

7, zasady szufladkowej Dirichleta wynika, ze istnieje pewien wierzchotek x rézny od vy, vg, vys, ktory
jest potaczony z co najmniej dwoma z nich. Nie moze on by¢ potaczony jednoczesnie z vy i z vy, gdyz
wowcezas trojka wierzchotkow vy, ve, x stanowitaby trojkat. Oznacza to, ze = jest polaczony z v, o oraz
z jednym z wierzchotkéw vy, vy. Bez straty ogoélnosci zalézmy, ze = i vy sa polaczone krawedzia. Wtedy
jeden z cykli vgio, Vgis, ..., Vopa1, V1, Vg, ¢ 0 dlugosci k + 3 lub vs, vs, ..., Vg0, x 0 dlugosci k + 2 mialtby
nieparzysta dlugo$é. Z minimalnosci cyklu vy, vo, ..., vor 1 Wynika, ze 2k +1 < k+3lub 2k +1 < k+ 2.
Whioskujemy, ze k < 2, a zatem nasz minimalny cykl ma dtugosé¢ 5 (bo w grafie G nie ma trojkatow).
Dalej przyjmujemy oznaczenie v;.5 = v; dla kazdego :. Wtedy jedyne krawedzie pomiedzy wierz-
chotkami vy, vo, ..., v to te taczace v; z v;11, gdyz graf G nie zawiera trojkatow. Dla kazdego indeksu
oznaczmy przez S; zbior wszystkich wierzchotkéw potaczonych z v;_; oraz v;,q, réznych od v;. Laczna
liczba krawedzi wychodzacych z wierzchotkoéw v;_1, v;, v;41 do pozostatych wierzchotkéw wynosi co naj-

mniej
2 2
3({3% +1> —4:§n—1—3{5n}.

Poniewaz zaden wierzcholek nie moze byé¢ potaczony jednoczesnie z v; i v;41 (gdyz w grafie G' nie ma

trojkatow), wiec
6 2 1 2

Graf G nie zawiera trojkatow, zatem rozwazany cykl oraz zbiory Sy, ..., S5 sa parami roztaczne. Oznacza

to, ze
1 2 2
n>5+5(gn+2—3{gn}) :n—|—15—15{gn}.

Stad {2n} > 1. Otrzymana sprzecznosé koriczy dowod.

24. Dany jest czworoscian ABCD i punkt P w jego wnetrzu. Proste AP, BP, CP, DP przecinaja
sfere opisang na tym czworoscianie ponownie odpowiednio w punktach A’, B’, C', D’. Ptaszczyzna A’ B'C’
i plaszczyzna przechodzaca przez punkt P i rownolegta do plaszczyzny ABC przecinaja sie wzdluz
prostej {p. Proste 4, (g, {c okre§lamy analogicznie. Wykazaé, ze proste 4, (g, o, {p leza na jednej
plaszczyznie.
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Rozwigzanie:

Niech 7p bedzie plaszczyzna przechodzaca przez punkt P réwnolegla do ptaszezyzny ABC. Skoro
ptaszczyzna A’B’C’ nie jest rownolegla do mp, to przynajmniej dwie z prostych A’B’, B'C’, C' A" przeci-
naja prosta £p; bez straty ogélnosci przyjmijmy, ze sa to A’B’ i B'C’. Niech X bedzie punktem przeciecia
prostych A’B’ i {p, a 'Y punktem przeciecia prostych B'C" i {p.

Rozpatrzmy ptaszczyzne m wyznaczona przez proste AA', BB'. Zauwazmy, Ze na tej plaszczyznie leza
takze punkty P i X. Prosta PX zawiera sie w plaszczyZnie mp rownolegtej do ptaszczyzny ABC, a wiec
nie ma punktéw wspoélnych z prosta AB. Skoro jednak proste PX i AB zawieraja sie w plaszczyzZnie T,
to muszg by¢ rownolegte. Punkty A, B, A’, B’ leza jednoczesnie na jednej sferze, wiec leza na jednym
okregu. W takim razie

SXPA = SBAA = SBB'A’.

To prowadzi do wniosku, ze XA’ - XB' = X P?, zatem potegi punktu X wzgledem sfery opisanej na
czworoscianie ABC'D oraz punktu P sa rowne. Innymi stowy, punkt X lezy na plaszczyznie potegowej
punktu P i sfery opisanej na czworoscianie ABC'D. Analogicznie uzasadniamy, ze punkt Y takze lezy na
rozwazane]j plaszczyznie potegowej, wobec tego cata prosta £p sie w niej zawiera.




W podobny sposéb dowodzimy, ze pozostate proste {4, {5, (o takze sa zawarte w plaszczyznie pote-
gowej sfery opisanej na czworoscianie ABC'D oraz punktu P, co konczy rozwiazanie.

25. Wykazac, ze dla dowolnych liczb pierwszych p > ¢ uktad réwnan

a?+b*=p
2 +y?=q
(a—z)?+(b-y)’=p—gq

nie ma rozwigzan w liczbach catkowitych a, b, z, y.

Rozwigzanie:
Przypusémy, ze czworka liczb catkowitych (a, b, x,y) jest rozwiazaniem ukladu réwnan z zadania.

Sposob 1
Zauwazmy, ze

p—q=(a—2)?+Ob—-y)P?=a+b+2>+y* —2(ax +by) =p+q—2(ax +by), skad ¢=ax+by.
Korzystajac z tozsamosci Diofantosa i przyjmujac ¢ = ay — bx otrzymujemy
pq = (a® + %) (2 +y*) = (az + by)* + (ay — bx)* = ¢* + .
Skoro c¢ jest liczbg catkowita, a ¢ jest liczba pierwsza, to ¢ = gc; dla pewnej liczby catkowitej ¢;. Totez
pa=¢ +¢c, czyli p=q(l+c).

To za$ oznacza, ze q | p i stoi w sprzecznosci z zalozeniami zadania.

Sposob 11

Rozpatrzmy uktad wspotrzednych i jego punkty kratowe A = (0,0), B = (a,b), C = (z,y). Latwo
sprawdzi¢, ze punkty te sa parami rézne.

Z zalozen zadania wynika, ze [AB| = /p, |AC| = /g, |BC| = \/p —q. Na mocy twierdzenia
odwrotnego do twierdzenia Pitagorasa widzimy wiec, ze kat AC'B jest prosty.

7 drugiego rownania ukltadu widzimy, ze x, y sa wzglednie pierwsze. Oznacza to, ze wszystkie punkty
kratowe lezace na prostej AC' maja wspohrzedne postaci (nx, ny) dla pewnej liczby catkowitej n. Ale obraz
punktu B przy obrocie wokot punktu C' o kat 90 stopni jest punktem kratowym lezacym na prostej AC.
Oznacza to, ze dlugos¢ odcinka BC' jest wielokrotnoscig dtugosci odcinka AC, czyli BC' = ¢,/q dla pewne;
liczby calkowitej c. Ale wtedy

p= ]AB]Q = ]AC]2 + \BC\Q =q(l+ 02).

Totez q | p, sprzecznosc.

26. Okrag w wpisany w trojkat ABC' jest styczny do boku BC' w punkcie D. Prosta AD przecina
okrag w w punkcie G réznym od D. Prosta styczna do okregu w w punkcie G przecina boki AC' oraz
AB odpowiednio w punktach E i F. Okregi opisane na trojkatach DEF, GBC' przecinaja okrag w
odpowiednio w punktach M, N réznych od D, G. Wykazaé, ze proste AD oraz M N sg rownolegte.

Rozwigzanie:

Oznaczmy przez K i L punkty stycznosci okregu w odpowiednio do bokow AC' i AB. Niech P bedzie
punktem przeciecia prostych BC' i EF. Widzimy, ze punkt A lezy na prostej DG, ktora jest biegunowa
punktu P wzgledem okregu w. Stad i z prawa wzajemno$ci biegunowych wnioskujemy, ze punkt P lezy
na biegunowej punktu A, czyli prostej K L.
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Wystarczy udowodnié, ze proste NG i M D przechodza odpowiednio przez srodki odcinkéow PD i PG.
Wtedy otrzymamy, ze odcinki NG i MD sa symetryczne wzgledem symetralnej odcinka DG, wiec
GN M D bedzie trapezem réownoramiennym i stad wyniknie teza.

Niech I bedzie srodkiem okregu w, zas X i Y niech beda odpowiednio §rodkami odcinkéow DL i DK.
Z podobietistwa, trojkatow prostokatnych I DB oraz IX D wnioskujemy, ze IX - IB = ID?. Analogicznie
uzyskujemy, ze 1Y - IC' = ID?. Zatem IX - IB = IY - IC, wobec czego punkty X, Y, C, B leza na
jednym okregu.

Niech Z bedzie §rodkiem odcinka DP. Woéwczas Z lezy na XY, gdyz X, Y sa $rodkami odcinkéw
DL, DK. Ponadto okrag opisany na trojkacie DXY jest styczny do prostej BC' w punkcie D.

Mamy

ZD*=27X-72Y =ZB- ZC.

Wobec tego Z lezy na osi potegowej okregu w i okregu opisanego na tréjkacie BCG, czyli na prostej GN.
W takim razie GN dzieli odcinek PD na dwie rowne czesci. Zupeknie analogicznie dowodzimy, ze M D
dzieli odcinek PG na dwie rowne czesci. To konczy dowdd.

27. Dane sg dodatnie liczby rzeczywiste a, b, ¢ spetniajace réwnosé a? + b* + ¢ = 3. Dowiesé, ze

a® b° P 3

=
c3+1+a3+1+b3+1 2

Rozwigzanie:
Sposob 1
Korzystajac z nier6wnosci miedzy ciagami jednomonotonicznymi otrzymujemy
a5+b5+c5<a5+b5+65
ad+1 B+l S+1 A+1 ad3+1 B+1

Wystarczy wiec dowiesé, ze
a® b° e 3

Z
a3—|—1+b3+1+03—|—1 2
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Wykazemy teraz, ze jesli z > 0, to

Istotnie,

z° 1 7(z*—1) 82 —4(23+1)—7(2* = 1)(z* + 1)

»+1 2 8 8(x3 + 1)

2432 -T2 43

B 8(x3+1)

_ (z—1)*(2® + 22 + 6z + 3) 0

B 8(x3+1) -

7 powyzszej nieréwnosci wynika wiec, ze
a’ N v N o - +7(a2—1)+1+7(62—1)+1+7(02—1)
ad+1 B+1 B34+17 8 2 8 2 8

co konczy dowdd.
Sposob 11
Podobnie jak w sposobie pierwszym sprowadzamy teze do udowodnienia nieréwnosci

a® b° cd 3

>
a3+1+b3+1+c3+1/2

Poniewaz
t5 B t2 t2
tB+1 B+1
wiec korzystajac z zalozenia a® + b? + ¢ = 3 wnioskujemy, ze postulowana nieréwnosé jest réownowazna
nastepujacej:
a® n b? n c? 3
ad+1 B+1 A+1 2

Nieréwno$é te udowodnimy korzystajac z nieréwnosci miedzy srednimi:

o b ¢ a> b’ c? 1 1 a2+ +c2 3
S =5 b <- -3 —/—— T2 =2
a3+1+b3+l+c3—|—1 2a3/2+2b3/2+203/2 9 (Va+Vo+e) B 3 5

Sposob 111
Z nieréwnoéci Cauchy’ego-Schwarza w formie Engela otrzymujemy

b b5 & o8 be S (a* + b* + c4)?
+ + = + + > :
A+1 ad+1 B+1 a3c3+a3 a3+ e+ ad+b3 4¢3+ a3k’ + b33 + c3ad

Wystarczy wiec udowodnié, ze
2(a* + b +c)? = 3(a® + b* + 7+’ + 0P + Fa?).

Stosujac nieréwnos¢ Cauchy’ego-Schwarza otrzymujemy

V3t +bt+ ) = (@2 + 2+ ) (a* + 0+ ch) > ad + 0P+
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Korzystajac z nieréwnosci (z + y + 2)? > 3(zy + yz + 22) otrzymujemy
(a® +b° +c*)? = 3(a®b® + b3 + *a?).

Wobec tego

3(a®+b* + A+ + 6P+ Pa®) < 3(a® + 7+ %) + (a® + 7 + )% < 3v/3(at + b + ¢*) + 3(a + b+ ¢*).
Oznaczmy t = a* + b* + ¢*. Chcemy uzasadni¢, ze

2t > 3v/3t + 3t.
Z nierownosci 22 + y? + 2% > £(z + y + 2)? otrzymujemy

1
t=a'+b" +c' > (a2+b2+02)2:§-32:3.

Wl

W takim razie
2% = 12 4+ 2 > 3v/3t + 3t,

co konczy dowdd.

Sposob 1V
2572

T jest rosnaca na przedziale (0,3) i wypukla na

Udowodnimy najpierw, ze funkcja f(z) =
przedziale (0,5%%). Zauwazmy, ze

(1.5/2)’ ($3/2 + 1) _ (365/2) (1.3/2 + 1)’ B 3+ gx3/2
(z3/2 + 1>2 o (23/2 + 1)2'

f'(x) =

Dla = € (0,3) powyzsze wyrazenie jest dodatnie, wiec f(x) jest rosngca na tym przedziale. Zauwazmy
teraz, ze

f!(x) = (:c3 + 202\ (@7 5¥2) (@32 +1)" — (7 + 32%?) <(:c3/2 + 1)2>/

= (333/2 -+ 1)2 a (.T3/2 + 1)4

(32 + BaV?) (297 +1) — (o5 + 30%7) 2 3012 37 (5—a%)
(.7}3/2 + 1)3 4 (ZUB/Z + 1)3

Druga pochodna f jest dodatnia dla x € (0, 52/ 3), wiec f jest wypukta na tym przedziale.

Oznaczmy z = a?, y = b?, 2 = . Wowczas 0 < z,y,2 < 3ix+y+ 2 = 3. Sprowadzamy teze
zadania w oparciu o ciagi jednomonotoniczne podobnie jak w sposobach pierwszym i drugim do postaci
fl@)+ fly) + f(2) = 5.

Rozwazmy najpierw przypadek max(x,y,z) > 52/3. Skoro f jest rosnaca i nieujemna na prze-
dziale (0, 3), to

5/ 3

f(@)+ fly) + f(2) > f (max(z,y, 2)) > f (5°%) = >

W przeciwnym przypadku max(z,y, z) < 5%°. Skoro liczby z, y, z sa dodatnie, a funkcja f jest
wypukta na przedziale (0, 52/ 3), to na mocy nieréwnosci Jensena otrzymujemy

@)+ Fy) + F(=) = 3¢ (%) ~3 -2
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Zatem dla dowolnych dodatnich , y, z spelniajacych z + y + z = 3 zachodzi f(z) + f(y) + f(z) = 3, co
byto do udowodnienia.

28. Danych jest 2n — 1 réznych dodatnich liczb rzeczywistych o sumie réwnej S. Udowodnié, ze
mozna ha co najmniej (2:__12) sposoboéw wybraé¢ sposrod nich n takich liczb, ze ich suma jest réwna
co najmniej S/2.

Rozwigzanie:

Oznaczmy 2n — 1 liczb z tresci zadania przez 1, xa, . .., X9, 1. Powiemy, ze (n — 1)-elementowy zbior
indeksow I jest zty, jesli ) ., x; > %S . W przeciwnym razie nazwiemy zbiér I dobrym. Zauwazmy, ze
kazde dwa zbiory zte musza mie¢ niepuste przeciecie, bo inaczej zachodzitaby nieréwnosé S > %S + %S .

Udowodnimy teraz nastepujace twierdzenie:

Twierdzenie (Erdds-Ko-Rado). Niech X = {1,2,...,n}, k < § oraz F bedzie rodzing podzbioréw X
takq, ze
|A| =k dla A € F,

oraz

ANB#£0 dla A,B€F.

n—1
< .
’f‘\<k_1>

Dowaod. Niech aq,as, ..., a, bedzie permutacja liczb 1,2, ..., n. Umie$émy liczby aq, as, ..., a, na okregu.
Zastanowmy sie ile zbiorow A € F wystepuje w tej permutacji jako cyklicznie spdjny fragment, to znaczy
wszystkie jego elementy zajmuja k kolejnych miejsc na okregu. Jako ze kazde dwa zbiory z rodziny F sie
przecinajg i kazdy ma moc k < 3, tatwo si¢ przekonac, ze zbiorow wystepujacych jako cyklicznie spojny
fragment moze by¢ co najwyzej k.

Rozwazmy pary (S, A), gdzie S jest permutacja zbioru {1,...n}, zas§ A € F wystepuje w S jako
cyklicznie spojny fragment.

Z jednej strony liczba takich par jest ograniczona z gory przez n!-k, co wynika z powyzszej obserwacji.
Z drugiej strony, mozemy te liczbe obliczy¢ w nastepujacy sposob: wybieramy najpierw zbior A na |F|
sposobow, nastepnie wybieramy miejsce w permutacji, gdzie A ma wystepowaé jako cyklicznie spojny
fragment na n sposobdéw, elementy zbioru A mozemy ustawi¢ na k! sposobéw, a elementy spoza zbioru A
mozemy ustawi¢ na (n — k)! sposobow. Zatem liczba ta wynosi

Wowczas zachodzi

|F|-n-k'-(n—k).

Zatem

-1
nl-k>|F|l-n-kl-(n—k) < <Z_1> > |F|,

co nalezalo udowodnic. O

7 powyzszego twierdzenia natychmiast wynika, ze zbioréw zlych moze by¢ co najwyzej (2:__22). Zatem
zbioréw dobrych jest co najmniej (2::11) — (25:22) = (2::12).

Jednak jesli D jest zbiorem dobrym, to F' = {1,2,...,2n—1}\ D jest zbiorem n-elementowym takim,
ze suma ) .., r; jest rowna co najmniej S/2. Zatem skoro zbioréw dobrych jest co najmnie; (2"*1), to

n—1
zbioréw spetniajacych warunki zadania tez jest co najmniej tyle.

29. Punkt P lezy na boku BC trojkata ABC'. Prosta rownolegta do prostej AC przechodzaca przez
punkt P przecina symetralng boku AB w punkcie B’. Prosta réwnolegla do prostej AB przechodzaca
przez punkt P przecina symetralna boku AC' w punkcie C’. Wykazaé, ze niezaleznie od wyboru punktu P
okregi opisane na trojkatach AB'C’ przechodzg przez ustalony punkt, rézny od A.
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Rozwigzanie:

Oznaczmy przez O srodek okregu opisanego na trojkacie ABC'. Ponadto niech M i N beda srodkami
bokow odpowiednio AB i AC. Udowodnimy, ze na czworokacie AB'OC” mozna opisa¢ okrag. Zalézmy,
ze punkt B’ lezy wewnatrz trojkata ABC i wewnatrz odcinka MO. Rozumowanie w pozostatych konfi-
guracjach jest podobne. Zauwazmy, ze

YBOB - %mog _ YACB - YB'PB.

Zatem na czworokacie BPO B’ mozna opisa¢ okrag. Analogicznie wykazujemy, ze na czworokacie PC'C'O
mozna opisa¢ okrag.
7 roéwnosci katow

1 1
5%(33’,4 =<JdIMB'B=<0PB =<300'C = §<)EAC’C

oraz z faktu, ze AB’ = BB’ i AC' = CC' wynika, ze trojkaty ABB’ i ACC" sa podobne. Wobec tego
IBAB' = <CAC'. Zatem

IB'AC' = $B'AC + <CAC' = SBAB' + ¥B'AC = ¥BAC.

Stad ¥ B’AC' +4C'OB’' = $BAC +<4<MON = 180°. Na czworokacie AB’OC’ mozna wiec opisa¢ okrag,
co konczy dowdd.

30. Chcecie bajki? Oto bajka: byla sobie Pchta Szachrajka, i byt takze skoniczony zbiér A punktow
na plaszczyznie oraz r > 0. Pchla Szachrajka na poczatku stoi w pewnym punkcie, ktory jest w odlegtosci
mniejszej niz r od pewnego punktu nalezacego do A. Co sekunde Pchta Szachrajka przeskakuje na srodek
ciezkosci zbioru punktow, ktore sa aktualnie w odlegtosci mniejszej niz r od niej. Wykazaé, ze od pewnego
momentu Pchta Szachrajka bedzie skaka¢ w miejscu.

Rozwigzanie:
W rozwiazaniu uzyjemy nastepujacego lematu.

Lemat. Na ptaszczyinie danych jest n punktow P, ..., P,. Punktem S, ktory minimalizuje sume

S ISP
=1

jest srodek ciezkosci Py, Ps, ..., P,.
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Dowdd. Niech P; = (x;,y;) oraz S = (z,y). Wtedy

n

Z |SP|* = Z ((z—2)’ +(y—w)’) = Z(f — @)+ Z(y — i)

=1 =1
= (m:Q —x-Qixi +ix?> + (ngf —y-Qiyi +iyl~2>
=1 =1 =1 =1

7 wtasnosci funkcji kwadratowej widzimy, ze obydwa wyrazenia w nawiasach przyjmuja najmniejsza

warto$é, jesli
1 < 1 <
T = ﬁ;azl oraz Yy = E;yl,
czyli doktadnie wtedy, gdy S jest srodkiem ciezkosci punktow Py, Ps, ..., P,. O]
Niech O bedzie aktualnym potozeniem Pchty Szachrajki i niech
So = Z min(|OPJ?,7?).
PeA

Wykazemy, ze Sp po kazdym skoku Pchty Szachrajki na odlegto$¢ wieksza od zera sie zmniejsza.
Poniewaz mozliwych pozycji Pchty Szachrajki jest skoniczenie wiele (gdyz podzbioréw A jest skoriczenie
wiele) otrzymamy, ze Pchta Szachrajka po skonczonej liczbie skokow musi zaczaé skaka¢ w miejscu.

Niech O" # O bedzie punktem, na ktory przeskoczy Pchta Szachrajka. Wtedy

Sor = Z min (|O'PJ?, r?)

PcA

= Z min (|O'P]*, r?) + Z min (|O'PJ?, r?)
PeA:|OP|<r PeA:|OP|2r

< Y min(|OPPr*)+ > min(JOPPr?)
PeA:|OP|<r PeA:|OP|>r

< Z min (|OP?,r?) + Z min (|OP[?, r?)
PcA:|OP|<r PcA:|OP|>r

= SOa

przy czym staba nieréwno$é¢ wynika z tego, ze wszystkie sktadniki w prawej sumie szacujemy z gory

przez r2, za$ ostra nieréwno$é¢ wynika z lematu. To konczy rozwigzanie zadania.

31. Niech P(k) oznacza liczbe podziatow liczby k, tj. liczbe niemalejacych ciggow liczb catkowitych
dodatnich sumujacych sie do k.
Wyznaczy¢ wszystkie dodatnie liczby catkowite n, dla ktorych spetniona jest rownosé

P(n)+ P(n+4)=P(n+2)+ P(n+3).
Przyktadowo P(4) =5, bo 4 =242=14+3=1+1+2=1+1+1+1.

Rozwigzanie:
Odpowiedz: Jedynymi rozwigzaniami sg 1, 31 5.
Liczbe podzialow N niezawierajacych elementow ze zbioru S bedziemy oznaczaé przez Ps(N).

Spostrzezenie. Jesli 0 < k ¢ S, to

Ps(N + k) = Ps(N) + Psugey (N + k).
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Korzystajac ze spostrzezenia mozemy zapisa¢ nastepujace rownosci:

P(n+4)=Puy(n+4) + P(n+3), (1)
Puy(n+4) = Puay(n+4) + Puy(n + 2), (2)
P(n+2) - P(n) = Puy(n+ 1) + Py (n +2). (3)

Korzystajac z (1)), rownos¢ z zadania mozemy zapisa¢ jako

Puy(n+4) = P(n+2) — P(n). (4)

Na mocy mozemy zamieni¢ w powyzszej rownosci prawg strone¢ na Ppy(n + 1) + Py(n + 2), a na
mocy ([2)) lewa strona jest rowna Py oy (n +4) + Ppy(n + 2). Wobec tego réwnanie dane w tresci zadania
jest rbwnowazne réwnaniu

P{lyz}(n + 4) + P{l}(n + 2) = P{l}(n + 1) + P{l}(n + 2). (5)

Jesli n spetnia , to m = n + 4 spetnia

P{l,g} (m) = P{l}(m — 3) (6)

Udowodnimy, ze @ nie ma rozwigzan dla m > 15. W tym celu zat6zmy, ze m > 15 i rozpatrzmy podziaty
jedno-, dwu- i wiecej niz dwuelementowe.

1.

2.

Istnieje dokladnie jeden jednoelementowy podziat m niezawierajacy liczb 1 i 2. Rowniez tyle jest
jednoelementowych podzialéw m — 3 niezawierajacych 1.

Kazdy dwuelementowy podzial liczby m na liczby wicksze od 2 mozemy jednoznacznie przyporzad-
kowaé jakiemu$ dwuelementowemu podzialowi liczby m — 4 poprzez zmniejszenie obu sktadnikow
o 2. Analogicznie, dwuelementowych podziatow liczby m — 3 na liczby wieksze od 1 jest tyle samo,
co dwuelementowych podziatow liczby m — 5.

Dwuelementowych podziatéow liczby k jest L%J , bo tyle jest sposobéw na wybranie nie wickszej liczby
w podziale, za$ nie mniejsza jest wtedy wyznaczona jednoznacznie. Czyli odpowiednich podziatow
liczby m jest co najwyzej o jeden wiecej niz odpowiednich podziatow liczby m — 3.

. Niech ¢ > 212 <k <ky<...< kg bedzie podziatem liczby m. Wtedy

1<k —1<ky—1<kys—1<ks<... <k

jest podziatem liczby m — 3. Zauwazmy, ze kazdemu takiemu podziatowi liczby m przyporzadku-
jemy inny podziat liczby m — 3 oraz ze podziatow (2,2,2,2,m — 11) oraz (2,2,2,2,2,m — 13) nie
przyporzadkowaliémy zadnemu podziatowi liczby m, bo to by znaczyto, ze 3 = ky < ky = 2.

Zatem odpowiednich podzialéw o wiecej niz 2 elementach liczby m — 3 jest co najmniej o 2 wiecej,
niz odpowiednich podziatow liczby m.

Podsumowujac, dla m > 15 zachodzi nieré6wnos¢

czyli

P{lvg}(m) +2< P{l}(m — 3) + 1,

P{LQ} (m) < P{l}(m — 3)
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Zatem aby prawdziwa byla réwno$é¢ z zadania, musi zachodzi¢ m < 15, czyli n < 11. Sprawdzajac
recznie te 10 przypadkoéw otrzymujemy, ze rOwnanie ma trzy rozwigzania:

P(1)+ P(5) = 8 = P(3) + P(4),
P(3) + P(7) = 18 = P(5) + P(6),
P(5) + P(9) = 37 = P(7) + P(8).

32. Udowodni¢, ze dla kazdej dodatniej liczby catkowitej d istnieje dokladnie jeden unormowany
wielomian P(z) stopnia d o wspolezynnikach rzeczywistych o nastepujacych wlasnosciach:

P(1) # 0,

e Dla kazdego ciggu liczb rzeczywistych ag, a1, ao, . . ., ktory dla kazdej liczby catkowitej n > 1 spelnia

zaleznosé
P(La,—1+ P(2)ap—o+ ...+ P(n)ag =0
istnieje taka dodatnia liczba catkowita k, ze ar = axyy = ... = 0.
Rozwigzanie:
Niech P(x) bedzie unormowanym wielomianem stopnia d i niech ag, ay, as, ... bedzie takim ciagiem

liczb rzeczywistych, ze ag # 0 oraz dla kazdej liczby caltkowitej n > 1 zachodzi

ZP@) “ @y = 0. (1)

W dalszej czesci rozwiazania wykorzystamy nastepujacy lemat.

Lemat. Dia kazdej nieujemnej liczby catkowitej j zachodzi

o0

#:Z(n—l—j)...(n—l—l)x”

n=0
Dowadd. Dla j = 0 jest to po prostu wzoér na sume szeregu geometrycznego. W kroku indukcyjnym
rozniczkujemy réwnos$é stronami wzgledem x. 7 jednej strony,

(S (L
o (

(1 Y 1 — x)2j+2 o (1 _ J;)j+2

7, drugiej strony,

(Z(n+j) (n+ 1z ) —O+Z n+j). + 1)nx _1:Z(n+j+1)(n+j)...(n+1)x". O

Niech P(z) = Z;l:o bj-x(x+1)...(z+j—1), Alz) =Y .2 az™. Wtedy dla kazdego j =0,1,...,d
zachodzi
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Zatem

d n

:Z Zam Zb i)

n=1

8

n

= Zx”_l : Za”—i - P(7)

n=1 i=1

:CLQP(l)

Stad otrzymujemy
ap - P(1) - (1 — x)d+!
>iob gt (1= )t
P(z) spelnia warunki zadania wtedy i tylko wtedy, gdy A(x) jest wielomianem, czyli wtedy, gdy

Ax) =

ij (1 =2)% | ag- P(1) - (1 — z)¥,

Poniewaz by = 1, wiec musi by¢ by = by = ... =bs1 = 0. Stad P(z) =x(z+1)...(x +d—1) jest
jedynym wielomianem spetniajacym warunki zadania.

33. Udowodnié, ze istnieje dodatnia liczba catkowita, ktéra mozna zapisa¢ na co najmniej dwa
rozne sposoby (kolejnosé sktadnikow nie ma znaczenia) jako sume 2019 parami réznych 2018-tych poteg
dodatnich liczb catkowitych.

Rozwigzanie:
Ustalmy dodatnig liczbe catkowita N. Wykazemy, ze jesli liczba N jest dostatecznie duza, to istnieja
takie dwa rozne 2019-elementowe podzbiory A, B zbioru Xy ={1,2,..., N}, ze >, ., a*'® =3, 5 b°%,

co zakonczy rozwiazanie zadania.
Zauwazmy, ze 2019-elementowych podzbioréw zbioru Xy jest dokladnie (2ﬁ9), natomiast mozliwych

wartosci sumy 2018-tych poteg 2019-elementowego podzbioru zbioru Xy jest co najwyzej 2019 - N2018,
Wystarczy wiec uzasadnié, ze dla dostatecznie duzej wartosci N zachodzi nieréwnosé

N
(2019) >2019- N8 réwnowaimie N(N —1)...(N —2018) > 2019 - 2019! - N21%,

Widzimy, ze wspotczynnik wiodacy wielomianu P(z) = z(z — 1)... (z — 2018) — 2019 - 2019! - 2218 jest
dodatni. Wobec tego P przyjmuje wartosci dodatnie dla dostatecznie duzych z; w szczegélnosci istnieje
dodatnia liczba catkowita N, dla ktorej P(N) > 0. To konczy rozwiazanie zadania.

34. Dany jest ciag (a,)°2; dodatnich liczb catkowitych oraz ciag (p,)22; liczb pierwszych, przy czym
dla kazdej dodatniej liczby calkow1teJ n zachodzi

a,
Pn | Gn OTAZ Ay = (p}loog 1).

Wykazaé, ze istnieje taka dodatnia liczba catkowita n, ze 2018 | a,.

Rozwigzanie:
Zauwazmy najpierw, ze 2018 = 2 - 1009 jest rozktadem liczby 2018 na czynniki pierwsze. Ponadto

P = 1= (pa— (0" + .. +pa+1).
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Wykazemy, ze istnieje n > 1, dla ktorego 1009 | p,, — 1. To zakoniczy rozwiazanie zadania, gdyz wtedy
Pn 7 2, czyli 2-1009 | pp — 1 | apys.

Przypusémy, ze dla dowolnego n zachodzi 1009 1 p,,—1. Wykazemy, ze wowczas kazdy dzielnik pierwszy
liczby pio08 4 ploo7 4 p, + 1 daje reszte 1 z dzielenia przez 1009, co doprowadzi do sprzecznogci.

Niech wige p bedzie dzielnikiem pierwszym pl0%® 4 pl007 4 = 4 p + 1 dla pewnego n. Oczywiscie
P # pp; niech d bedzie rzedem p,, modulo p, czyli najmniejsza taks dodatnia liczba catkowita, dla ktorej
p? =1 (mod p). Poniewaz p | pL0%® + pl007 4 4+ p, + 1| pt% — 1, wiec z wlasnosci rzedu otrzymujemy,
ze d | 1009. Wobec tego d = 1 lub d = 1009.

Zatozmy, ze d = 1. Oznacza to, ze p, = 1 (mod p), skad

Pl +pi 4+ 4 p, +1=1009 (mod p).

Wobec tego p = 1009; to za$ przeczy zatozeniu 1009 1 p,, — 1 dla kazdego n.

Zalozmy wiec, ze d = 1009. Na mocy malego twierdzenia Fermata p?~! = 1 (mod p). Wobec tego
1009 = d | p— 1. To konczy dowod tego, ze kazdy dzielnik pierwszy liczby pi0% + pl07 4+ . 4+ p. +1 daje
reszte 1 z dzielenia przed 1009.

Niech (b,,)%°; bedzie takim ciagiem dodatnich liczb catkowitych, ze b,, jest najwiekszym dzielnikiem a,,
niemajacym zadnego dzielnika pierwszego dajacego reszte 1 z dzielenia przez 1009. Woéwczas na mocy
poczynionej obserwacji oraz wlasnosci ciagu (a,)%2; otrzymujemy, ze dla kazdego n liczba b,.1 jest
dzielnikiem liczby ;—Z(p" —1). Stad

bn
bn-i-l < p_(pn - 1) < bn

Wobec tego (b,)22; jest nieskonczonym ciagiem malejacym dodatnich liczb catkowitych. Otrzymana
sprzecznos¢ konczy rozwiazanie zadania.

35. Na ptaszczyznie danych jest n parami réznych okregéw, przy czym:

e kazdy z nich ma promien 1,

e zadne dwa z nich nie sg styczne,

e nie ma wsrdd nich okregu roztacznego ze wszystkimi pozostatymi okregami.

Niech A bedzie zbiorem wszystkich punktow przeciecia danych okregéw. Udowodnié, ze |A| > n.

Rozwigzanie:

Sposob 1

Niech C bedzie zbiorem n okregéw z tresci zadania.

Dla kazdego C' € C oznaczmy przez N(C) liczbe elementow zbioru A lezacych na C. Dla kazdego
punktu p ze zbioru A oznaczmy przez m(p) liczbe okregéw przechodzacych przez p.

Rozwazmy punkt p € A oraz okrag C przechodzacy przez p. Zauwazmy, ze kazdy okrag C' # C
przechodzacy przez p wyznacza jednoznacznie punkt p’ € C' N C’ rézny od p i kazde dwa takie okregi
wyznaczaja roézne punkty. Wynika to z zatozen zadania: zadne dwa z naszych okregéw nie sg styczne i
wszystkie okregi maja ten sam promien. Liczba okregéw przechodzacych przez p réznych od C' wynosi
m(p)—1, aliczba punktow p’ € C'NA réznych od p wynosi N(C)—1. Oznacza to, ze m(p)—1 < N(C)—1,
czyli m(p) < N(C).

Rozwazmy sume .

S = Z Z N(C)’

CeCpeCnA
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Z jednej strony, dla kazdego C' € C suma ) 4 ﬁc) wynosi |[C' N A| - = 1, gdyz na okregu C

znajduje sie doktadnie N(C') punktow ze zbioru A. Wobec tego

S = ZZ =Y 1=[C|=n.

cec pGCﬁA cec

1
N(©)

Z drugiej strony, oznaczajac przez C(p) zbior okregow C' € C przechodzacych przez p, otrzymujemy

LY o <L (0 )~

pEA CeC(p pEA CeC(p pEA peEA

Wobec tego n < |A|, co koriczy dowod.

Sposob 11

Podobnie jak w sposobie pierwszym dowodzimy, ze jesli p € A oraz okrag C' € C przechodzi przez p,
to m(p) < N(C).

Przeprowadzimy dowdd indukcyjny po n. Dla n = 2 teza jest oczywista. Dalej zatézmy, ze n > 2.
Niech G bedzie grafem dwudzielnym o krawedziach miedzy zbiorami C i A, w ktérym krawedz pomiedzy
okregiem C' € C i punktem p € A istnieje wtedy i tylko wtedy, gdy p € C. Niech C; bedzie zbiorem
dowolnych n — 1 okregéw nalezacych do C.

Udowodnimy, ze zbiér C; spelnia warunek Halla w grafie G. Niech C; bedzie dowolnym niepustym
podzbiorem C;. Niech H bedzie grafem o wierzchotkach ze zbioru Cy, w ktérym krawedz pomiedzy
dwoma okregami istnieje wtedy i tylko wtedy, gdy te dwa okregi sie przecinaja. Wreszcie niech Cs
bedzie dowolna spojna sktadowa H. Jezeli |Cs| > 2, to z zalozenia indukcyjnego wynika, ze istnieje co
najmniej |Cs| punktow nalezacych do A, pochodzacych z okregow nalezacych do Cs. Jezeli zas |C5| = 1, to
z zalozen zadania istnieje co najmniej jeden punkt ze zbioru A nalezacy do tego jednego okregu tworzacego
spojna sktadowsg C3. Zatem sumujac po spéjnych sktadowych H otrzymujemy, ze w grafie G ze zbioru C
krawedzie wychodza do co najmniej |Cy| wierzchotkow. Wobec tego C; spelnia warunek Halla w grafie G.

Skoro zbior C; spelnia warunek Halla w grafie G, to |A| > n—1. Zalézmy wbrew tezie, ze |A| = n— 1.
Na mocy twierdzenia Halla istnieje doskonate skojarzenie pomiedzy wierzchotkami z C; oraz A. Poniewaz
dla kazdych p € C zachodzi m(p) < N(C), wiec liczba krawedzi wychodzacych ze zbioru C; w grafie G jest
nie mniejsza niz liczba krawedzi wychodzacych ze zbioru A, czyli jest nie mniejsza niz liczba wszystkich
krawedzi w grafie G, czyli jest réwna liczbie wszystkich krawedzi w grafie G. Jednakze istnieje krawedz
w (G, ktora nie jest incydentna ze zbiorem C;. Otrzymana sprzecznosé¢ konczy dowod.

36. Dany jest trojkat ABC wpisany w okrag o §rodku O. Punkty X, Y leza odpowiednio na
bokach AB, AC', przy czym odbicie prostej BC' wzgledem prostej XY jest styczne do okregu opisanego
na trojkacie AXY. Udowodnié, ze okregi opisane na tréjkatach AXY i BC'O sa styczne.

Rozwigzanie:

Rozwazmy okrag symetryczny do okregu opisanego na trojkacie AXY wzgledem XY. Okrag ten jest
styczny do prostej BC. Oznaczmy ten punkt stycznosci przez R.

Niech T bedzie punktem przeciecia okregéw opisanych na trojkatach BRX, CRY, r6znym od R. Na
mocy twierdzenia Miquela punkt 7" lezy na okregu opisanym na trojkacie AXY. Ponadto

IBTC = 4BTR+4RTC = 4BXR+ JRYC = $XAY + 4YRX = 294 BAC = 4BOC.

Wobec tego punkty B, T, O, C' leza na jednym okregu.
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Udowodnimy teraz, ze punkt 7" jest punktem stycznosci okregéw opisanych na trojkatach AXY, BCO.
Niech ¢ bedzie prosta styczna do okregu opisanego na trojkacie AXY w punkcie T. Mamy

I(XT,0)+¥((,TB) = 4XTB=4XRB=3IXYR=3XYT +ITYR = 4(XT, () + STCR.

Wynika stad, ze 4(¢,TB) = STCR. Réwnosé ta oznacza, ze prosta ¢ jest rowniez styczna do okregu
opisanego na czworokacie BTOC. To konczy dowod.
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Zawody druzynowe

1. Dane sa liczba rzeczywista a, liczba catkowita n > 0 oraz funkcje addytywne fi,..., f,: R = R,
przy czym dla dowolnej liczby rzeczywistej x zachodzi rownosé

fi(@) ... - fulz) = az”™

Wykazaé, ze istnieje b € R oraz i € {1,...,n} takie, ze f;(x) = bz dla dowolnej liczby rzeczywistej .
Uwaga: Funkcja f : R — R jest addytywna, jezeli dla dowolnych liczb rzeczywistych x, y zachodzi
flz+y) = f2)+ fy).

Rozwigzanie:
Dla dowolnego i € {1,...,n} oznaczmy ¢; = f;(1). Wowczas dla dowolnej liczby rzeczywistej x i do-
wolnej liczby catkowitej m mamy

n

a(l +mx)" = Hfz(l + mx) = H (ci + mfi(x)).

=1

Zatozmy najpierw, ze a # 0. Wowcezas ¢; # 0 dla kazdego i. Ustalmy x # 0. Rozwazmy wielomiany
P(t) = a(l + at)” oraz Q(t) = [[=,(ci + fi(x)t). Poniewaz P(m) = Q(m) dla nieskonczenie wielu m,
wiec wielomiany P, () sa rowne. Z jednoznacznosci rozktadu wielomianéw wynika wiec, ze istnieja takie
liczby by, bo, ..., b, , ze bj(1 + xt) = ¢; + fi(z)t dla kazdego i. Poréwnujac wspotezynniki otrzymujemy
b; = ¢; oraz bjx = f;(x) dla kazdego i. Wobec tego fi(z) = ¢;x dla z # 0. Dla x = 0 z addytywnosci f;
mamy f;(0) = 0. Ostatecznie, dla kazdego i funkcja f; jest dana wzorem f;(z) = ¢;x.

Przyjmijmy teraz, ze a = 0. Wykazemy, ze f; = 0 dla pewnego i. Przypusémy przeciwnie, czyli ze dla
kazdego i istnieje taka liczba rzeczywista a;, dla ktorej fi(a;) # 0. Niech

Ty = a1 +mas + ... +m" a,

dla dowolnej liczby catkowitej m. Wtedy na mocy réwnosci z zadania oraz addytywnosci funkcji f;

otrzymujemy
n

0= H fi(zm) = H (filar) + filaz)m+ ...+ fi(a,)m" "),

skad wniosek, ze dla pewnego ¢ wielomian zmiennej m
fi(ar) + filax)m 4 ... + fi(a,)m"*

jest tozsamosciowo réwny 0, co stoi w sprzecznosci z tym, ze f;(a;) # 0. W takim razie dla pewnego
indeksu ¢ zachodzi f;(z) = 0.

2. Wyznaczyé¢ wszystkie pary unormowanych wielomianéw P, () o wspotczynnikach rzeczywistych,
dla ktorych zachodzi
P|Q*+1 oraz Q|P?+1.

Uwaga: Wielomian nazywamy unormowanym, jezeli jeqgo wspotczynnik wiodgcy jest rowny 1.

Rozwigzanie:

Odpowiedz: Jedyna taka para (P, Q) to (1,1).

Zauwazmy na poczatku, ze P i (Q musza by¢ wzglednie pierwsze, a stad zadane podzielnosci sa
réwnowazne warunkowi PQ | P? + Q* + 1. Udowodnimy, ze wtedy deg P = deg Q.

Przypusémy nie wprost, ze istnieje taka para (P, Q) spelniajaca PQ | P? + Q* + 1, ze deg P # deg Q.
Wisréd wszystkich takich par rozwazmy te z najmniejsza suma deg P 4+ deg (). Bez straty ogoélnosci
mozemy przyjac, ze deg P > deg ().
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Niech S bedzie takim wielomianem, ze
= PO .

Zauwazmy, ze P jest rozwigzaniem réwnania kwadratowego X? — QSX + Q? +1 = 0. Stosujac wzory
Viete’a mozemy zauwazy¢, ze wielomian

S

Q" +1
P

jest unormowany oraz jest drugim rozwiazaniem tego réwnania. Zatem para (R, ()) réwniez spelnia
warunek postulowany w zadaniu. Pozostaje zauwazy¢, ze deg R = 2deg() — deg P < deg P, co stoi
w sprzecznosci z zalozeniem o minimalnosci sumy deg P + deg ).

Wobec tego deg(PQ) = deg(P? + Q? + 1), czyli wielomian S jest staly. Jesli P i Q nie sa stale,
to wspolezynnik przy najwyzszej potedze wielomianu P? + Q% + 1 jest réwny 2. Wielomian PQ jest
unormowany, wiec S = 2, a co za tym idzie P2+ Q* + 1 = 2PQ, czyli (P — Q)?> = —1, co jest oczywiscie
niemozliwe. Prowadzi to do wniosku, ze P i () sa state, co daje nam jedyne rozwigzanie P = @) = 1.

R=QS—P=

3. Mszana Dolna ma n mieszkaricow i kazdy z nich zna doktadnie 1000 innych mieszkaricow. Udo-
wodni¢, ze mozna wybra¢ pewna grupe mieszkancow S tak, ze co najmniej 55 0sob w .S ma doktadnie
dwoch znajomych w S.

Rozwigzanie:

Rozwazmy graf G, ktérego wierzchotkami sa mieszkancy Mszany Dolnej i w ktorym krawedz taczy
dwa wierzchotki wtedy i tylko wtedy, gdy wierzcholki te si¢ znajg.

W rozwiazaniu bedziemy korzystaé¢ z nastepujacych faktow.

Fakt 1. Jesli graf o n wierzchotkach ma co najmniej n krawedzi, to zawiera on cykl.
Fakt 2. Jesli graf zawiera cykl, to zawiera tez cykl bez cieciw (tzw. cykl indukowany).
Fakt 3. Podwojona liczba krawedzi grafu jest rowna sumzie stopni wierzchotkow.

Podamy algorytm konstrukeji grupy mieszkancéow S spelniajacej warunki zadania.

Niech poczatkowo bedzie to zbiér pusty. Dopoki graf G ma co najmniej n krawedzi, znajdZzmy w nim
dowolny cykl bez cieciw (niech to bedzie cykl cics . . . ¢x) 1 usunmy z grafu G wierzchotki ¢; oraz wszystkich
ich sasiadéw, przy czym jesli usuwamy z grafu wierzchotek, to usuwamy tez wszystkie krawedzie, ktore
z niego wychodza. Réwnoczesnie dodajmy ¢y, ..., ¢ do zbioru S.

Dzigki temu, ze usuwamy wierzchotki cyklu wraz z sgsiadami mamy pewno$é, ze wierzchotki dodane
w roznych krokach algorytmu nie maja krawedzi miedzy soba. Wystarczy zatem pokazaé, ze tacznie
dodamy ich wigcej niz 5i5s. Przez k; oznaczmy wielkos¢ cyklu znalezionego w i-tym kroku algorytmu.

Zauwazmy, ze usuwajac z grafu cykl dtugosci k wraz z sasiadami liczba wierzchotkéw w grafie zmniejsza
sie o nie wiecej niz k + (1000 — 2) - k = 999k wierzchotkow, zatem liczba krawedzi w grafie zmniejsza sie
o nie wiecej niz 1000 - 999k = 999000k. Zatem jesli po j-tym kroku algorytmu w grafie pozostato mniej
niz n krawedzi, to suma n + 25:1 999000 - k; wynosi wiecej niz liczba krawedzi w poczatkowym grafie,
ktora na mocy Faktu 3] jest rowna 500n. Stad

J
n+ Y 999000 - k; > 500n,

i=1

czyli

ji:iﬂ _499-n  n
2277999000 ~ 2019°
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n

Zatem zbior S ma wigcej niz 55

elementow, co konczy rozwiazanie zadania.

4. Dana jest dodatnia liczba catkowita n oraz zbior X sktadajacy sie z 2n punktow plaszezyzny, przy
czym zadne trzy z nich nie leza na jednej prostej. Skojarzeniem nazwiemy zbiér n odcinkéw, ktorych
zbiér koricow jest rowny X. Skojarzenie nazwiemy tadnym, jesli kazde dwa z odcinkéw skojarzenia sa
roztaczne. Niech f(n) bedzie najwieksza liczba o wtasnosci: dla dowolnego 2n-elementowego zbioru
punktow (z ktorych zadne trzy nie leza na jednej prostej) istnieje co najmniej f(n) réznych tadnych
skojarzen. Udowodni¢, ze f(n) jest liczba nieparzysta wtedy i tylko wtedy, gdy n + 1 jest potega dwojki.

Rozwigzanie:

Niech Pi, ..., Py, beda danymi punktami i niech P; = (z;, ;).

Mozemy bez straty ogolnosci przyjac, ze P, = (0,0) oraz ze dla kazdego innego punktu P; zachodzi
y; > 0 lub zachodza oba warunki y; = 0 oraz x; > 0. Mozemy tez zatozy¢, ze dla dowolnych 2 <7 < 7 < n
zachodzi <SP P; > 4SP P;, gdzie S = (1,0).

Zauwazmy teraz, ze dla kazdego i = 1,...,n prosta P;Py; dzieli zbior X \ {P;, Py;} na zbiory
{Py,...,Py_1} oraz {Py1,..., Py} o licznosciach odpowiednio 2(i — 1) oraz 2(n — i). Wowczas ist-
nieje co najmniej f(i — 1)f(n — i) tadnych skojarzen, w ktorych P jest polaczony z P,; (przy czym
przyjmujemy f(0) = 1). Wobec tego dla kazdego zbioru X zachodzi f(n) = > 1", f(i — 1)f(n —1).

Rozwazmy teraz przypadek, w ktorym X jest zbiorem wierzchotkéw wielokata wypuklego. Wowczas
punkty Py, ..., P, to jego kolejne wierzchotki. Wtedy jesli 1 < ¢ < j < k, to odcinek P; Py przecina odci-
nek P, P;. Wobec tego jesli istnieje tadne skojarzenie zawierajace odcinek P, P;, to liczba j jest parzysta.
Co wigcej, dla kazdego parzystego j, tadne skojarzenie mozna przedstawic¢ jako sume odcinka P, P; oraz
tadnych skojarzen zbiorow {Ps, ..., Pj_1} oraz {Pji1,..., Ps,}, ktore rowniez tworza wielokaty wypukte.
Na mocy zasady indukcji matematycznej otrzymujemy wiec, ze jezeli X jest zbiorem punktéw tworzacych
wielokat wypukty, to we wezesniej wykazanej nieréwnosci zachodzi réwnosé, to znaczy

Fin) =D £l =D f(n ).

Zadanie sprowadza sie zatem do wykazania, ze liczba f(n) zadana przez powyzszy wzor rekurencyjny
(oraz warunki poczatkowe f(0) = f(1) = 1) jest nieparzysta wtedy i tylko wtedy, gdy n + 1 jest potega
dwojki.

Zauwazmy, ze jesli 2 | n, to

n n/2
f) =" fli—1)f(n—1i) = 2Zf(i —1)f(n—1),

=1

czyli 2 | f(n). Jesli natomiast zachodzi n = 2k + 1 dla pewnego k € Z, to

f0) =3 fi=Df(n=i) =23 fi=Df(n =)+ f(k)"

Stad wniosek, ze f(2k + 1) = f(k) (mod 2). Laczac dwa powyzsze fakty natychmiast dostajemy teze.
Uwaga: Otrzymany powyzej wzor rekurencyjny jest jednym ze wzoréw definiujacych liczby Catalana.

Mozna udowodnic, ze f(n) = — - (*").

5. Okrag o srodku I wpisany w trojkat ABC' jest styczny do bokéw BC, C'A, AB odpowied-
nio w punktach D, E, F. Punkty M4, Mp, Mq sa $rodkami wysokosci poprowadzonych odpowiednio
z wierzchotkow A, B, C, zas punkt O jest srodkiem okregu opisanego na trojkacie ABC. Wykazaé, ze
proste MaD, MgE, McF oraz OI przecinaja sie w jednym punkcie.

Rozwigzanie:
Rozpoczniemy od wykazania, ze proste MaD, MgE, McF maja punkt wspolny. Niech Jyu, Jg, Jo
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beda srodkami okregéw dopisanych do trojkata ABC' stycznych odpowiednio do bokéw BC', C'A, AB.
Udowodnimy najpierw, ze punkty M¢, F, Jo leza na jednej prostej. Niech C” bedzie spodkiem wysokosci
trojkata ABC' poprowadzonej z wierzchotka C, oo — okregiem dopisanym do boku AB trojkata ABC,
P — punktem stycznosci okregu oc z bokiem AB, a () — takim punktem, ze P() jest $rednica oc.
Jednokltadnosé o srodku C' przeksztatcajaca okrag wpisany w trojkat ABC na okrag oo przeprowa-
dza promien IF na promien Jo(@Q), skad wniosek, ze punkty C, F, ) sa wspolliniowe. Jednokladnosé
o srodku F' przeksztatcajaca punkt C' na punkt ) przeprowadza odcinek C'C’ na odcinek QQP, zatem
przeprowadza tez srodek odcinka C'C’ na $rodek odcinka QQP. Wobec tego punkty Mg, F, Jo sa wspot-
liniowe. Analogicznie uzasadniamy, ze punkty My, D, J, sa wspotliniowe oraz punkty Mg, F, Jg sa
wspotliniowe. W takim razie wystarczy wykazaé, ze proste J4 D, JpFE, JoF maja punkt wspolny.

C

Q

Prosta JJp jest dwusieczng kata zewnetrznego przy wierzchotku C trojkata ABC, a wiec jest prosto-
padta do dwusiecznej kata wewnetrznego przy tym wierzchotku, czyli réwnolegla do prostej DE. Analo-
gicznie uzasadniamy, ze JpJo | EF 1 JoJa || FD. Trojkaty JaJgJo i DEF maja wiec odpowiednie boki
rownolegte i nie sa przystajace, bo drugi jest zawarty w pierwszym, wiec proste J4D, JgFE, JoF maja
punkt wspolny X, ktory jest srodkiem jednoktadnosci o skali dodatniej przeksztatcajacej trojkat JaJpJo
na trojkat DEF.
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Niech S bedzie srodkiem okregu opisanego na trojkacie JaJpJo. Jednoktadnosé o srodku X i skali
dodatniej przeksztalcajaca trojkat JaJgJo na trojkat DEF przeprowadza punkt S na srodek okregu
opisanego na trojkacie DEF', czyli na punkt I. Wobec tego punkty S, I, X sa wspoétliniowe. Ponadto
przy tej jednoktadnosci prosta SJo przechodzi na prosta [ F', wiec proste SJo i I'F sg rownolegle. Stad
oraz z prostopadtosci I F' do AB wnioskujemy, ze prosta SJc jest prostopadla do AB, zatem zawiera ona
punkt P. Poniewaz AP = BF, wiec rzut prostokatny srodka odcinka ST na prosta AB jest srodkiem
odcinka AB. Innymi stowy, $§rodek odcinka ST lezy na symetralnej odcinka AB. W podobny sposéb
uzasadniamy, ze srodek odcinka ST lezy na symetralnej odcinka BC', a wiec pokrywa sie on ze srodkiem O
okregu opisanego na trojkacie ABC'. Zatem prosta O przechodzi przez punkt X, co koriczy rozwiazanie.

6. Dany jest trojkat ABC. Niech ) bedzie okregiem dopisanym do tego trojkata, stycznym do
boku BC w punkcie D. Okrag w jest styczny wewnetrznie do okregu 2 w punkcie D oraz do okregu
opisanego na ABC' w punkcie T'. Styczne do w z punktu A przecinaja bok BC' w punktach X, Y, przy
czym X lezy na odcinku BY. Punkt P # A jest punktem przeciecia okregéw opisanych na trojka-
tach ABX i ACY. Wykazaé, ze punkty A, P, T sa wspotliniowe.

Rozwigzanie:
Udowodnimy najpierw nastepujacy lemat.

Lemat. Przekgtne czworokgta ABCD wpisanego w okrgg o przecinajq sie w punkcie P. Okrgg w jest
styczny do odcinkow AP 1 BP odpowiednio w punktach E i1 F oraz do okreqgu o w punkcie T'. Prosta EF
przecina odcinki AD i BC' odpowiednio w punktach K i L. Wowczas okrgg opisany na trojkgcie TK L
jest styczny do o w punkcie T i do prostych AD i BC w punktach K i L.

Dowdd. Niech M, N beda srodkami tych tukow AD i BC okregu o, ktére nie zawieraja punktu 7.
Wykazemy, ze punkty M, K i T sa wspotliniowe oraz punkty N, L i T sa wspotliniowe. Mozna to zrobié¢
na dwa sposoby.

Sposob 1

Niech S bedzie $rodkiem tego tuku DB okregu o, ktoéry nie zawiera punktu 7. Niech K’ bedzie
punktem przeciecia prostych AD i TM, a I punktem przeciecia prostych BM i AS. Jednokladnosé
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o $srodku T przeprowadzajaca w na o przeprowadza punkt F' na punkt S, zatem F jest punktem przeciecia
prostych T'S i BD. 7 twierdzenia Pascala zastosowanego dla sze$ciokata T'SADBM otrzymujemy, ze
punkty K', F'i I sg wspotliniowe.

Zauwazmy, ze I jest srodkiem okregu wpisanego w trojkat ADB. 7 lematu Sawayamy dla trdj-
kata ADB i okregu w wynika, ze punkt I lezy na prostej FF. Laczac to z powyzsza obserwacja otrzy-
mujemy, ze K = K’, czyli K lezy na prostej TM. Analogicznie L lezy na prostej T'N.

Sposob 11
7 twierdzenia Menelaosa dla trojkata APD i prostej K FF mamy
PF DK AE 1
FD KA EP
co w potaczeniu z faktem, ze PE = PF daje
DK FD (1)
KA AE

Niech teraz A; i Dy beda réznymi od T punktami przeciecia okregu w odpowiednio z prostymi AT i DT.
Wtedy z potegi punktu mamy DF? = DD, - DT, czyli

DT |DT DT_\/DF DT_\/DT
DF VDF DF \ DD, DF \ DD;

Analogicznie uzasadniamy, ze

AT [ AT

AE — \ AA,
Jednoktadnosé o srodku T' przeksztatcajaca okrag w na okrag o przeprowadza punkty Ay i D; odpowiednio
na Ai D, skad

AT DT

AT~ DiT’
co po przeksztatceniach daje

AT DT

AA, DDy
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Stad otrzymujemy

DT_\/DT _\/AT AT
DF N\ DD, \V AA, AE’
co w polaczeniu z réwnoscia prowadzi do wniosku

DK DT

KA AT
7 twierdzenia odwrotnego do twierdzenia o dwusiecznej wynika, ze prosta T K jest dwusieczng kata AT D.
Punkty M, K iT sa zatem wspotliniowe. Analogicznie uzasadniamy, ze punkty N, L i T sg wspotliniowe.

Wréémy teraz do dowodu lematu. Przeprowadzajac rachunki na katach otrzymujemy:

IDKL = SKAE + SKEA = $DAC + $PEF = SDTC + %(180" — SEPF)
= IDTC + %(%(DCA +9IBDC) = $DTC + SMTD + SNTC = ¥KTL.

Zatem okrag opisany na trojkacie TK L jest styczny do prostej AD w punkcie K. Analogicznie dosta-
jemy, ze ten okrag jest styczny do prostej BC' w punkcie L. Wreszcie niech I' bedzie okregiem stycznym
wewnetrznie do o w punkcie 7" oraz do odcinka AD w punkcie K”. Jednoktadnosé o srodku T przeprowa-
dzajaca okrag o na okrag I' przeprowadza punkt M na punkt K" stad T', K, M sa wspotliniowe, wiec
K = K". Ostatecznie otrzymujemy, ze I' jest okregiem opisanym na trojkacie TK L, a w szczegblnosci
okrag ten jest styczny do okregu o w punkcie 7. O]

Niech o bedzie okregiem opisanym na trojkacie ABC. Rozwazmy przeksztalcenie bedace ztozeniem
inwersji wzgledem okregu o srodku A i promieniu v AB - AC z symetrig wzgledem dwusiecznej kata BAC.
Obraz figury F w tym przeksztalceniu bedziemy oznaczaé przez F'. Wtedy €2 bedzie okregiem stycznym
do bokéw AB, AC oraz do okregu o w punkcie D’. Okrag ' jest styczny do o w punkcie D’ i styczny
do BC w punkcie 7". Punkty X’ i Y’ lezg na okregu o, przy czym AX' i AY’ sg styczne do okregu w’,
a punkt Y’ lezy blizej punktu B niz X'. Punkt P’ jest punktem przeciecia prostych BY' 1 CX’. Pozostaje
teraz wykazaé, ze punkty A, 7" 1 P’ sa wspotiniowe.
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7 lematu zastosowanego dla okregéw o, w’' oraz czworokata X’'BAC dostajemy, ze odcinek C' X' jest
styczny do okregu §2'. Analogicznie stosujac lemat dla czworokata Y'C AB otrzymujemy, ze odcinek BY”’
takze jest styczny do okregu 2.

Niech U i V beda punktami stycznosci okregu €2’ odpowiednio z AB i CX’, a W punktem stycznosci
odcinka AX' 7z w'. Ponownie korzystajac z lematu otrzymujemy, ze punkty U, T', W i V' sg wspotliniowe.
Ponadto z twierdzenia Brianchona dla szesciokata AU BP'V C' mamy, ze proste AP, UV i BC przecinaja
sie w jednym punkcie. Stad 7" lezy na AP’, co nalezalo wykazac.

7. Dowiesé, ze istnieje nieskoriczenie wiele liczb catkowitych n takich, ze [nv/2] jest potega dwojki.

Rozwigzanie:

Niech a;, = \2/—2 Wykazemy, ze dla nieskoniczeniu wielu liczb n postaci n = |ax| + 1 liczba |nv/2]
jest potega dwojki. Przypu$émy nie wprost, ze istnieje taka liczba kg, ze dla kazdego k > kg liczba
| (lax] + 1)v/2] nie jest potega dwojki.

Niech k > ko. Wykazemy najpierw, ze 28 < (|ay] 4+ 1)v/2 < 28 + 2. Istotnie,

% = V2 < (lag] +1) V2 <(ap+1)-vV2=2"+ V2 < 2F 42

Poniewaz zalozyliSmy, ze |(|ax] + 1)v/2] nie jest potega dwojki, wiec z powyzszej nieréwnosci wynika,
ze |(lax] + 1)v2] = 2F + 1. Z tozsamosci

(lae) + DV2 = (@ — {a} + )V2 = 2" — {a}v2+ V2
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otrzymujemy, ze

{a}_2’“+\/_—(LakJ+1)\/§<2’“+\/_—(2’“+1)_\/5—1<1
e NG h NG RV )

Wobec tego
{ani1} = {20} = 2{ax}.

Stosujac m-krotnie powyzsza rownos$é otrzymujemy dla dowolnego m

{ak+m} = 2{ak+m_1} =...= 2m{ak}

Poniewaz ay jest liczba niewymierna, wiec {ax} > 0. Mozna wiec dobrac liczbe m tak duza, ze
2™{ax} > 1. Otrzymujemy wowczas {ai,} > 1, co daje sprzecznosé, gdyz mantysa dowolnej liczby jest
mniejsza od 1.

8. Niech m, p beda dodatnimi liczbami catkowitymi, przy czym p jest liczba pierwsza. Zalézmy, ze
istnieja liczby catkowite a, cq, ..., ¢, takie, ze dla kazdego ¢ € {1,...,m} zachodzi

pta+i oraz pla+i—cl

Wykaza¢, ze m < 2,/p.

Rozwigzanie:

Liczbe calkowita t niepodzielna przez p nazywamy resztq kwadratowg modulo p, jesli istnieje taka
liczba calkowita z, ze t = x? (mod p). Liczby calkowite niebedace resztami kwadratowymi nazywamy
nieresztami. Bedziemy korzystaé z nastepujacych prostych faktow: iloczyn dwoch reszt jest reszta, iloczyn
reszty i niereszty jest niereszta.

W rozwigzaniu bedzie pomocny nastepujacy

Lemat. Niech ng bedzie najmniejszq dodatniq nieresztq modulo p. Wowczas ng < /p + 1.

Dowdd. Niech p = kng — r, gdzie liczby k, r sa calkowite oraz 0 < r < ng. Skoro p { kng, to r > 0.
Z minimalnosci ng, r musi by¢ reszta kwadratowa modulo p. Z drugiej strony, kng = r (mod p), wiec k
musi by¢ niereszta, czyli k > ng. Otrzymujemy p = kng — r > nZ — ng = ng(ng — 1), a stad natychmiast
wynika teza lematu. O

Rozwiazanie bedziemy opiera¢ na nastepujacej kluczowej obserwacji: jesli n jest niereszta modulo p,
to wszystkie liczby an + n,an + 2n, ... an + mn réwniez sa nieresztami jako iloczyny reszty i niereszty.
Ustalmy teraz niereszte n. Przypusémy nie wprost, ze n spelnia jednoczesnie nieré6wnosci

n<m oraz mn > p. (1)
Wykazemy, ze wtedy dla pewnych 1 < 7,7 < m zachodzi
an+jn=a+1i (mod p)
co jest niemozliwe, gdyz a + i jest reszta, a an + jn niereszta. Zauwazmy, ze wsroéd (mn — n) + m liczb

an+n,an+n+1,....an+mn —1,

a+l,a+2,...,a+m

pewne dwie musza dawac te same reszty z dzielenia przez p, gdyz mn + (m — n) > p. Znaczy to, ze dla
pewnego k spelniajacego n < k < mn, liczba an + k przystaje do pewnej z reszt a + 1,...,a + m, gdyz:
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e a+1,a+2,...,a+m daja rézne reszty z dzielenia przez p,

e jesli pewnie dwie liczby wsrod an +n,an +n+1,...,an +mn — 1 daja te same reszty modulo p,
to skoro sa to kolejne liczby catkowite, wszystkie reszty modulo p musza sie w tym ciagu pojawiaé,

e jesli liczby an+n,an+n+1,...,an+mn — 1 dajg rézne reszty modulo p, ktéras z nich musi by¢
réwna pewnej z reszt a+1,...,a + m.

Niech jo bedzie takie, ze jon < k < (jo + 1)n. Z warunku n < m wynika, ze przynajmniej jedna
z liczb an+ jon, an+ (jo+ 1)n réwniez przystaje do pewnej z reszt a+ 1, ..., a+ m, co daje nam zadana
sprzecznosc.

Skoro nieréwnosci nie mogg by¢ jednocze$nie prawdziwe, to dla dowolnej niereszty n zachodzi

mémax{n—l,%}.

Wystarczy wiec uzasadni¢, ze istnieje niereszta n modulo p w przedziale (%\/]_), 2\@], gdyz wowczas
max {n -1, %} <2,/p.

Z lematu wiemy, ze istnieje niereszta no nie wigksza niz /p. Mozemy zatem okreslic n = 4%,
gdzie ¢ jest najwickszym wykladnikiem, dla ktoérego 4‘ng < 2\/p. Wowczas n jest niereszta z prze-
dziatu (%\/ﬁ, 2\/]3], co konczy rozwigzanie.
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Pierwszy Mecz Matematyczny

1. Wyznaczy¢ wszystkie funkcje f: R — R spelniajgce dla dowolnych liczb rzeczywistych x, y réwnosé
fl@®+2f(y) = f(2)* +y + f(y).

Rozwigzanie:

Przez P(a,b) bedziemy oznacza¢ podstawienie © = a, y = b w rownosci danej w tresci zadania.

Zauwazmy najpierw, ze jesli f(a) = f(b), to z podstawien P(x,a) i P(z,b) wynika, ze a = b. Zatem
funkcja f jest réznowartoéciowa. Ponadto z podstawieri P(x,y) i P(—x,y) dostajemy f(z)? = f(—x)%
Korzystajac z roznowartosciowosci otrzymujemy

f(=z) =—f(z) dlaz#0. (1)
Niech ¢ = f(0). Przyjmijmy, ze ¢ # 0. Wtedy P(0,—c?) i P(0,c?) daja nam

F2f(=c*) = f(0)* = & + f(=c*) = f(=¢*) oraz f(2f(c%)) = f(0)* +¢* + f(c*) = 2¢° + f(c?).

7Z roznowartosciowosci otrzymujemy 2f(—c?) = —c?, a dzigki zatozeniu ¢ # 0 mamy f(—c?) = —f(c?),
czyli 2f(c?) = ¢®. Wobec tego f(c?) = f(2f(c?)) = 2¢* + f(c?), zatem ¢* = 0. Stad f(0) = 0. Zatem
rownosé (|1)) jest speliona takze dla x = 0.
Podstawiajac teraz P(z,0) dostajemy
fa?) = f(x)?, (2)
czyli wyjsciowe rownanie mozna przeksztalcié do postaci f(z? + 2f(y)) = f(2®) +y + f(y), co daje nam
flx+2f(y) = fle)+ fly) +y dlaz>0. (3)

Jesli z < 0, to —z > 0, wiec wstawiajac —x w miejsce x oraz —y w miejsce y w rownosci 1 stosujac
rownosé dostajemy

fla+2f(y)) = —f(=e +2f(=y)) = =(f(=2) + f(=y) + (=y)) = f(2) + [(y) +y dlaz <O,

zatem rownosé (3) zachodzi dla dowolnych liczb rzeczywistych z, y. Podstawiajac w niej ©+ = —y
dostajemy f(—y + 2f(y)) =y, zatem f jest surjekcja. Korzystajac z podstawienia P(0,y) otrzymujemy
f(2f(y)) =y + f(y), wiec na mocy (3) dostajemy

fla+2f(y) = flx) +y+ fly) = flx) + F2f (),
co w potaczeniu z tym, ze f jest surjekcja implikuje
flx+y) = f(z)+ f(y) dla wszystkich x,y € R.

Zatem f spelnia rownanie Cauchy’ego. Wiemy z (2), ze f przyjmuje dodatnie wartosci dla dodatnich
argumentow. 7 wilasnosci réwnania Cauchy’ego wynika, ze w takim razie f musi by¢ postaci

f(z) =ax

dla pewnej liczby rzeczywistej a. Podstawiajac to do wyjéciowego roéwnania otrzymujemy zaleznosé
ax? + 2a*y = a’x2* + y + ay, czyli rownowaznie

(1 —a)(az® —y —2ay) = 0 dla dowolnych z,y € R.
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Powyzsza tozsamosé jest spetniona tylko dla a = 1. Zatem f(z) =
Bezposrednio sprawdzamy, ze funkcja f(z) = x spelia warunki zadania.

2. Dane sa dodatnie liczby catkowite s < t. Rozwazmy ciag {a, }°°, dany wzorem
““/n
-2 ()

Udowodni¢, ze dla dowolnej liczby calkowitej n > 1 zachodzi nier6wnosé¢ a2 > a,_1an41-

Rozwigzanie:

Niech F,(x) = Zk S( ) k. Korzystajac ze wzoru (Z:i) + (agl)

F,(x) =k§;(<::i> + (";1) "

(‘;) dostajemy

Oznaczmy P, (z) = F2(x) — F,_1(z)F,41(7). Korzystajac z otrzymujemy

Po(x) = Fo(z) - Fo(z) — Fa(2) - Foga(

:FAJ;)\((Z:;) z° ( tl).’BH_l—i- (14 2)F,_ (a:))

S
~~

Fn(x)

@ (1) () e mnm)

-~

Fry1(x)

(G A L P (R Gy O
(0 (T @)

s

Poniewaz s < k < t, wiec zachodzg nieréwnosci

n—1\/(n n n—1 ) n\(n-—1 n—1\/(n
> 1 = .
s—1/)\k s—1 k t k t k
Zatem wielomian P, ma nieujemne wspo6tczynniki, skad
0 < Pn<1) = Fr%(l) - Fn71Fn+1(1) = ai — Qp—10n+1,

co chcielismy udowodnié.

3. Ustalmy graf H oraz liczbe naturalna k. Alicja i Bob graja w nastepujaca gre na grafie G,
poczatkowo ztozonym z N wierzchotkéw i nieposiadajacym zadnych krawedzi. W kazdym ruchu Alicja
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wskazuje k wierzchotkow w GG, pomiedzy ktorymi nie ma zadnej krawedzi. Nastepnie Bob dodaje do G
dowolny zbiér krawedzi pomiedzy wierzchotkami wybranymi przez Alicje, przy czym musi dodaé¢ co
najmniej jedng krawedz. Alicja wygrywa gre w momencie, gdy w G pojawi si¢ podgraf indukowany
izomorficzny z H, zas Bob wygrywa, gdy Alicja nie moze juz wykona¢ ruchu. Wykaza¢, ze dla kazdego
grafu H i liczby k istnieje taka liczba N, ze Alicja ma strategie wygrywajaca w powyzszej grze.

Rozwigzanie:

Nazwijmy gre opisana w tresci zadania (H, N)-grq. Udowodnimy przez indukcje ze wzgledu na liczbe
krawedzi grafu H, ze dla kazdego H istnieje taka liczba N, ze Alicja ma strategie wygrywajaca w (H, N)-
grze.

Jezeli w grafie H nie ma zadnej krawedzi, to wystarczy przyjaé¢ jako N liczbe wierzchotkéow grafu H,
wowezas Alicja od razu wygrywa (H, N)-gre.

Nastepnie niech H' bedzie ustalonym podgrafem H, ktéry ma o jedna krawedz mniej niz H. Z zalo-
zenia indukcyjnego wiemy, ze istnieje N’ dla ktorego Alicja ma strategic wygrywajaca w (H', N')-grze.
Niech G’ bedzie grafem o takiej samej liczbie wierzchotkow, co graf GG, poczatkowo niezawierajacym
zadnej krawedzi. W dalszej czesci rozwigzania, dla kazdego wierzchotka x grafu G przez x’ oznaczamy
odpowiadajacy mu wierzchotek grafu G'. W dowolnym momencie gry w grafie G’ wierzchotki ', v" sg
potaczone krawedzia wtedy i tylko wtedy, gdy w grafie G

e wierzcholtki u, v nie sa potaczone krawedzia,
e istnieje podgraf indukowany izomorficzny z H' zawierajacy u, v,
e dodanie krawedzi pomiedzy u, v utworzy podgraf indukowany izomorficzny z H.

Zalozmy, ze dla dowolnego N Alicja nie ma strategii wygrywajacej w (H, N)-grze. Wtedy Bob ma
strategic wygrywajaca w tej grze i zatozmy, ze Bob gra wedtug tej strategii. Zauwazmy, ze Bob w swoim
ruchu nigdy nie potaczy krawedzia wierzchotkéw, ktore byty potaczone krawedzia w grafie G', gdyz wtedy
by przegrat.

Lemat 1. Dla kazdego ¢ istnieje takie N, ze Alicja moze dobieracé ruchy w (H, N)-grze w taki sposdb, ze
w grafie G’ powstanie wierzchotek v' stopnia co nagmniej £, dla ktorego wierzchotki grafu G odpowiadajgce
¢ sqsiadom v' sq parami niepotgczone krawedzig.

Dowdd. Dowod przeprowadzimy przez indukcje ze wzgledu na ¢. Dla ¢ = 1 wystarczy wzig¢ N = N'.

Teraz zatézmy, ze teza zachodzi dla ¢, udowodnimy ja dla ¢ + 1. Na mocy zatozenia indukcyjnego
istnieje taka dodatnia liczba catkowita T}, ze Alicja moze dobiera¢ swoje ruchy w (H,T,)-grze w taki
sposob, ze w grafie G’ powstanie wierzchotek v’ stopnia co najmniej ¢, dla ktorego pomiedzy wierzchotkami
w grafie G odpowiadajgcymi ¢ sasiadom v’ nie ma krawedzi.

Niech N = N’ -T,. 7 zalozenia indukcyjnego wynika, ze Alicja moze dobieraé¢ ruchy w (H, N)-grze
tak, ze w grafie G’ powstanie N’ wierzchotkow i, ..., vl,, sposrod ktorych kazdy ma wlasnosé z tezy
lematu. Nastepnie Alicja moze zastosowaé strategie wygrywajaca w (H', N')-grze na grafie o wierzchol-
kach vy, ..., vnr. Wowcezas w grafie G' pojawi sie krawedz pomiedzy pewnymi dwoma wierzchotkami v,
v Wtedy wierzcholek v; spenia tez¢ lematu, gdyz w grafie G nigdy nie powstala krawedZ pomigdzy v;

a zadnym z wierzchotkéw odpowiadajacych ¢ sasiadom vj. O]

Lemat 2. Dla kazdego p istnieje takie N, ze Alicja moze dobieraé ruchy w (H, N)-grze w taki sposdb, ze
w grafie G' pojawi sie klika p-elementowa.

Dowaod. Dowdd przeprowadzimy przez indukcje ze wzgledu na p. Dla p = 1 teza jest oczywista, gdyz juz
na samym poczatku gry w grafie G’ istnieje klika jednoelementowa.

Teraz zalozmy, ze teza zachodzi dla p, udowodnimy ja dla p + 1. Zatem istnieje takie U,, ze Alicja
moze tak dobiera¢ ruchy w (H,U,)-grze, ze w grafie G’ powstanie p-elementowa klika. Niech N bedzie
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liczba z Lematu (1| zastosowanego dla ¢ = U,. Wtedy Alicja moze dobiera¢ ruchy w (H, N)-grze w taki
sposob, ze w grafie G’ pojawi sie wierzchotek v’ stopnia co najmniej U, taki ze wierzcholki w grafie G
odpowiadajace U, sasiadom v}, ..., vy, wierzcholka v' s parami niepolaczone krawedzig. Z zalozenia
indukcyjnego wynika, ze w dalszej czesci gry Alicja moze dobieraé¢ ruchy tak, ze w grafie G’ powstanie
klika K’ o p wierzchotkach sposrod vy, ..., vy, . Wtedy K" U {v'} tworzy klike (p + 1)-elementowa. [

7, Lematu [2| zastosowanego dla p = k otrzymujemy, ze istnieje NV, dla ktérego Alicja moze dobieraé
ruchy w (H, N)-grze w taki sposob, ze w grafie G’ powstanie k-elementowa klika. W nastepnym ruchu
Alicja wybiera odpowiadajace k wierzchotkéw w grafie G, a Bob musi doda¢ krawedz pomiedzy dwoma
z nich i przegrywa. Otrzymana sprzecznos¢ konczy dowod.

4. Wyznaczy¢ wszystkie liczby rzeczywiste ¢ o nastepujacej wtasnosci: dla dowolnej dodatniej liczby
catkowitej z kazdy wielokat Scisle wypukly o wierzchotkach w punktach o wspoétrzednych ze zbioru
{0,1,2,..., 2z} ma co najwyzej 100z¢ wierzchotkow.

Rozwigzanie:

Odpowiedz: Szukany zbior liczb ¢ to [3, 00).

W pierwszej czesci rozwiazania udowodnimy, ze wszystkie liczby ¢ > % spelniajg warunki zadania.
Wyréznijmy w naszym wielokacie wierzcholek A o najmniejszej wspolrzednej y (jezeli sa takie dwa, to
ten z mniejsza wspolrzednag x) oraz wierzchotek B o najwickszej wspohrzednej x (jezeli sa takie dwa,
to ten z mniejsza wspohrzedna y). Udowodnimy, ze obchodzac obwod tego wielokata przeciwnie do
kierunku ruchu wskazowek zegara od wierzcholka A do wierzchotka B przejdziemy co najwyzej 62%/3
bokow. Przeprowadzajac analogiczne rozumowanie dla trzech pozostatych ,¢wiartek” obwodu otrzymamy,
ze wielokat ma co najwyzej 24223 bokow.

Oznaczmy odwiedzone w ten sposob wierzcholki przez Ay, Ay, ..., Ay (gdzie Ay = A, Ay = B).
Oznaczmy takze przez v; = (w;,y;) wektor A;A;11. Z definicji punktéw A i B wynika, ze z; > 1 oraz
y; = 0. Dodatkowo jezeli A = (x4,ya) oraz B = (xp,yp), to g + 1 + ... )1 = Tp — T4 < 2z Oraz
Yo+ + ...+ Y1 =Y —Ya < 2.

Wektor (z;,y;) nazwiemy wysokim, jezeli y; > z'/°, szerokim, jezeli x; > z'/° oraz krétkim, jezeli
nie jest on ani wysoki, ani szeroki. Zauwazmy, ze skoro yo + ...+ yp_1 < 2z oraz y; = 0, to wektorow
wysokich jest co najwyzej z%/3. Analogicznie wektorow szerokich jest takze co najwyzej 2%/3. Wektory
krotkie maja obie wspolrzedne mniejsze niz 2'/3, zatem jest ich co najwyzej (213 + 1) < 422/3. Kazdy
wektor jest wysoki, szeroki, lub krotki (cho¢ moze by¢ jednoczesnie wysoki i szeroki), zatem wszystkich
wymienionych przez nas wektoréw jest co najwyzej 2%°% 4+ 22/3 4 422/3 = 62%/%. Pokazalismy wiec, ze
wszystkie liczby ¢ > % spetniajg warunki zadania.

W drugiej czesci rozwiazania udowodnimy, ze dla kazdego z > 100 istnieje wielokat speliajacy

1

warunki zadania o liczbie wierzchotkéw wiekszej niz mzw 3. Stad za$ wyniknie, ze zadna liczba ¢ mniejsza
2

niz £ nie speinia warunkéow zadania.

Rozwazmy wszystkie wektory o takich wspotrzednych catkowitych (z,y), ze 1 < x,y < z'/° oraz
NWD(z,y) = 1. Poniewaz NWD(z,y) = 1, wiec zadne dwa z tych wektorow nie sa rownolegte. Oznaczmy
je przez vy, ...,vp_1 1 bez straty ogélnosci zal6zmy, ze sa one posortowane rosnaco wzgledem kata po-
miedzy osig OX a danym wektorem. Nastepnie zdefiniujmy Ay = (0,0) oraz A; = A;_1 + v;_1. Latwo
zauwazy¢, ze tak zdefiniowane punkty Ay, Ay, ..., Ay sa wierzchotkami wielokata wypuklego. Ponadto
skoro tych wektorow jest co najwyzej 2%/3, a ich wspohrzedne wynosza co najwyzej z'/3, to jest jasne, ze
wspotrzedne wszystkich punktoéw A; wynosza co najwyzej z, zatem tak skonstruowany wielokat spetnia
warunki zadania. Pozostaje wykazac, ze k > 15:2%/3, tj. ze par (z,y) takich ze 1 < z,y < 23 oraz
NWD(z,y) = 1 jest wiecej niz ﬁzz/g’.

Oznaczmy M = |2'/3]. Pare (z,vy) taka ze 1 < x,y < M oraz NWD(xz,%) = 1 nazwiemy dobrg, a taka
ze 1 <x,y < M oraz NWD(z,y) > 1 nazwiemy 2tg. Jezeli NWD(z,y) > 1, to istnieje liczba pierwsza p,
taka ze p | NWD(x,y), czyli p |  oraz p | y. Przez B, oznaczmy zbior takich par (z,y), ze 1 < x,y < M

oraz p|xipluy.

1/3 1/3

1/3
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Niech Py; bedzie zbiorem wszystkich liczb pierwszych nie wigkszych od M. Wtedy zbior |J
zawiera wszystkie zte pary. Ponadto jesli (z,y) € By, top |z ip |y, a wigc

2 2
1B, < (M) _ M
P p

Otrzymujemy zatem nastepujace oszacowanie na liczbe ztych par:

U B, < Y Bl < Z—_M2Z—.

pEPM

pEP N PEP N pEP N PGPM
Udowodnimy, ze > p12 < 3 Otrzymamy wowczas, ze zlych par jest co najwyzej 2M?, wobec

22/3,

czego dobrych par jest co najmnlej 4]\4 2> 100

co zakoniczy dowod.

Niech S, = 22 + ...+ -3. Udowodnimy mdukcyjnie ze dlan > 2 zachodzi nier()wnoéc’ Sp < % — %
Dlan =2 zachodzi rOWnosé: Sy = 2% = % — 3. Zalozmy teraz, ze S, < 2 — =. Wowcezas
S -5 4 1 - 3 1 N 1 _ 3 1 n 1 3 1
TP 41254 n (n+1)? 4 n (n+ln 4 n4l

co konczy dowdd indukeyjny.

Zauwazmy wreszcie, ze » < Sy < 2. Wykazalismy wiec, ze dla kazdego z > 100 istnieje

pEP p 4 /
2/3

wielokat spelniajacy warunki zadania o liczbie wierzchotkoéw wiekszej niz Tooz . Pozostalo zauwazy¢,

ze dla kazdej liczby rzeczywistej ¢ < %, dla dostatecznie duzych wartosci z zachodzi nieréwnosé
1
1002° 223,
100

To koniczy rozwiazanie zadania.

5. Niech P, () beda wielomianami o wspotczynnikach rzeczywistych speliajacymi rownosé

dla kazdej liczby rzeczywistej . Rozstrzygnaé, czy z tego wynika, ze istnieje taki wielomian R o wspot-
czynnikach rzeczywistych, ze dla kazdej liczby rzeczywistej x zachodzi P(z) = (R(z))’.

Rozwigzanie:

Odpowiedz: Tak, taki wielomian R musi istniec.

Mozemy zalozy¢ bez straty ogdlnosci, ze P i () sa unormowane. Ponadto, jesli () jest wielomianem
stalym, to P tez jest wielomianem staltym oraz P(z) = (Q(z))?, wiec wystarczy przyja¢ R = Q.

Zatozmy zatem, ze () nie jest wielomianem stalym. Poréwnujac stopnie wielomianéw otrzymujemy

(deg P)* = 2deg Q.

Zatem dla pewnej dodatniej liczby catkowitej n mamy deg P = 2n oraz deg Q = 2n?.
Udowodnimy, ze istnieja takie wielomiany R, S o wspotczynnikach rzeczywistych, ze

P(z) = (R(x))" + S(x)

oraz deg R = n i deg S < m. Zapiszmy P(x) = 22" + a12*" ™' + ap2®™ 2 + ... + a9, 17 + a9,. Nalezy
znalez¢ taki wielomian R(z) = box™ + biz" ' + ... + by_12 + by, ze deg(P(x) — R(z)?) < n. Mamy

R(x)? = 20?4 2boby 22" + (2bgby + b)) 2?2 + (2bgbs + 2b1bg) x> + (2bgby + 2b1bs + b3)x* T 4 .
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Wobec tego spetnione muszg zostaé¢ réwnosci

1=b;
a; = Qb()bl
a9 — 2b0b2 + b%

Ay — 2b0bn + 2blbn—1 + ...

Ktadziemy by = 1. Z drugiego rownania obliczamy b, = 2“710, nastepnie z trzeciego rownania jestesmy

w stanie obliczy¢ bs, i tak dalej: majac wyznaczone by, by, ..., bx_o, obliczamy z k-tego réwnania

ap_1 — (2[)1[)]{,2 + 2bob_3 + .. )
2bg '

bp—1 =

Zatem istnieje wielomian R o postulowanej wlasnosci. Jako S wystarczy przyja¢ wtedy P(z) — R(x)%.
Teraz potozmy
A(x) = R(P(z)) oraz B(z) =S (P(x)).

Mamy zatem deg A = 2n? = deg (Q oraz

B(z) = S(P(z)) = P(P(2)) — R(P(2))* = Q(2)* — A(2)* = (Q(z) — A(2))(Q(2) + A(z)).

Ktorys z wielomianow Q(x) — A(z), Q(z) + A(x) ma stopien 2n?, gdyz deg Q@ = deg A = 2n?. Jesli
wiec B jest wielomianem niezerowym, to deg B > 2n?. Jednakze skoro B(z) = S(P(z)), to mamy
deg B < (n—1)-2n < 2n?, co daje sprzecznosé. Wobec tego B jest wielomianem zerowym. Z drugiej
strony wielomian P jest niestaly, wigc S = 0. Otrzymujemy zatem P(x) = (R(x))?, co nalezalo dowies¢.

6. Zbioér punktow na plaszczyznie pokolorowanych na czerwono i zielono nazwiemy trojkgtnym, jezeli
istnieje na plaszczyznie trojkat A taki, ze wszystkie punkty jednego koloru leza we wnetrzu A, a wszystkie
punkty drugiego koloru leza poza A. Dany jest skoniczony zbior A (o mocy wiekszej niz 2019) punktow
na ptaszczyznie pokolorowanych na czerwono lub zielono, lezacych w potozeniu ogélnym. Czy zawsze
prawda jest, ze jesli dowolne 2019 punktéw z A tworza zbior trojkatny, to zbior A tez jest trojkatny?

Rozwigzanie:
Wskazemy przyklad $wiadczacy o tym, ze tak nie jest. Zapomnijmy na razie o warunku potozenia
ogblnego. Rozwazmy 3n-kat foremny o wierzchotkach C, Cs, ..., Cs,, przy czym przyjmujemy oznaczenie

C; = Ciy3,. Niech Z; bedzie punktem przeciecia prostych C;C; 1 i Ciyp_1Ciyy,. Punkty C; kolorujemy
na czerwono, a Z; na zielono.

Wykazemy, ze zbior ztozony z powyzszych punktow nie jest trojkatny. Otoczka wypukta zielonych
punktow zawiera wszystkie czerwone punkty, zatem nie istnieje trojkat, ktory pokrywa tylko zielone
punkty. Zalézmy nie wprost, ze istnieje trojkat A, wewnatrz ktorego leza wszystkie czerwone punkty,
ale nie lezy w nim zaden zielony punkt. Dla kazdego boku tréjkata A rozwazmy czerwony punkt, ktory
znajduje sie najblizej tego boku i poprowadzmy przez niego prosta rownolegta do tego boku. Te trzy proste
wyznaczajg trojkat A’ C A, ktory zawiera wszystkie czerwone punkty w swoim wnetrzu lub na swoim
brzegu i kazdy bok A’ zawiera co najmniej jeden czerwony punkt. Wowcezas pewne dwa z tych trzech
czerwonych punktéw na bokach A’ sg postaci C;, Ciyq, gdzie a > n. Niech X bedzie tym wierzchotkiem
trojkata A’ ze jego boki, ktérych jednym z koricow jest X zawieraja punkty C; i Ci,. Zauwazmy, ze
prosta C;C; 1 przecina odcinek C;,,X. Ponadto z zalozenia a > n wynika, iz prosta C;,C;,_1 przecina
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odcinek C;X. Stad przeciecie prostych C;Ciy1 i CiyCivpn1, czyli punkt Z;, lezy wewnatrz trojkata
CiioC; X. W takim razie
Z;i € CipoC;X C A" C A,

co daje sprzecznosé z zatozeniem, ze wewnatrz trojkata A nie lezy zaden zielony punkt. Oznacza to, ze
nasz zbior nie jest trojkatny.

Ci “+a

Pokazemy teraz, ze dla n > g - 2019 ten zbioér spelnia zatozenia. Zdefiniujmy A; jako trojkat wy-
znaczony przez proste C;C; 1, Ciypn_1Ciyp, oraz prosta rownolegta do prostej C;C;,,, przechodzaca przez
punkt Cjio,. Wtedy jedyne zielone punkty lezace we wnetrzu trojkata A; lub na jego brzegu to Z;,
Litn-1s Litny Livon, Zivont1. Oznacza to, ze kazdy zielony punkt zawiera sie w doktadnie pieciu trojka-
tach A;. Trojkatow A; jest 3n > 5 - 2019, co oznacza, ze dla dowolnego 2019-elementowego podzbioru
istnieje takie j, ze wszystkie zielone punkty znajdujace si¢ w trojkacie A; sa poza tym podzbiorem. Troj-
kat ten spetnia wszystkie zalozenia poza niezawieraniem czerwonych punktéw na boku. Mozemy zatem
rozwazy¢ trojkat A%, bedacy obrazem trojkata A; przy jednokladnosci o srodku bedacym srodkiem wie-
lokata C1C5...C5, iskali 1+ ¢, gdzie € > 0 jest na tyle mata liczba, ze wszystkie zielone punkty sa na
zewnatrz A%, Wtedy wszystkie czerwone punkty leza we wnetrzu trojkata A%, czyli ten trojkat swiadezy

o trojkatnosci wybranego 2019-elementowego podzbioru.

Oi+2n
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Trzeba jeszcze wprowadzi¢ drobng zmiane w naszym zbiorze, aby punkty byly w potozeniu ogdlnym.
Wystarczy zauwazy¢, ze przesuwajac kazdy zielony punkt w strone srodka wielokata C1C5 ... Cs5, o od-
legltos¢ e, gdzie € jest dostatecznie mata liczba dodatnia, nie zaburzymy nigdzie naszego rozumowania.
Wobec tego skonstruowany zbior jest szukanym kontrprzyktadem.

7. Czworokat ABC'D jest wpisany w okrag i opisany na okregu. Polproste BA™ i C D™ przecinaja
sie w punkcie E, za$ potproste DA™ i C'B™ przecinaja sic w punkcie F. Niech I' bedzie okregiem
o $rednicy FF, a 7 okregiem stycznym do prostych EB, EC oraz stycznym wewnetrznie do okregu
opisanego na trojkacie FBC. Wykazaé, ze okregi I' oraz 7 sg prostopadte.

Uwaga: dwa okregi sq prostopadte, jezeli przecinajq sie oraz proste styczne do tych okregow w ich
punkcie przeciecia sq prostopadie.

Rozwigzanie:
Udowodnijmy najpierw nastepujacy lemat.

Lemat. Dany jest czworokqgt ABC'D wpisany w okrgg i rownocze$nie opisany na okregu w o $rodku 1.
Potproste BA™ i C D™ przecinajg sie w punkcie E, a potproste DA™ + CB™ przecinajq sie w punkcie F'.
Niech ponadto G bedzie punktem przeciecia prostych AC' 1 BD. Okrag opisany na tréjkqgcie ABF przecina
prostg EF ponownie w punkcie K. Wowczas punkty K, G, I lezg na prostej prostopadtej do EF.

Dowadd. Niech W, X, Y i Z beda punktami stycznosci okregu w odpowiednio z bokami AB, BC', CDi DA.
Dwukrotnie stosujac twierdzenie Brianchona dla okregu w oraz sze$ciokatow ABXCDZ i AW BCY D
otrzymujemy, ze proste WY i XZ przechodza przez punkt G.

F E

Rozwazmy biegunowg punktu G wzgledem okregu w. Z powyzszego wniosku punkt G lezy na biegu-
nowych punktow E i F, zatem EF jest biegunowa G, czyli GI L EF.

Pozostaje wiec udowodnié, ze KI 1 EF. Skoro AFAB ~ AFCD oraz w jest okregiem wpisanym
w trojkat F'C'D i dopisanym do boku AB tréjkata FAB, to

AW
WB

(AB + BF — AF)

(CD+DF —CF) DY

1 1
2 2

=1 =1 =
2 2

(AB+ AF —BF) LCD+CF—DF) YC
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7 twierdzenia Miquela wynika, ze czworokat ADFE K mozna wpisa¢ w okrag. W takim razie punkt K
jest punktem Miquela czworoboku wyznaczonego przez proste AB, BC, C'D i DA, wiec jest tez srodkiem

podobieristwa spiralnego ¢ przeksztalcajacego odcinek AB na odcinek DC. Z wcze$niejszej rownosci
stosunkow odcinkéw wynika wiec, ze ¢ przeksztalca réwniez W na Y. Mamy stad

IWKY = SJAKD = SAED = SWEY,

czyli czworokat WY EK mozna wpisa¢ w okrag. Zauwazmy, ze SIWE = 90° = IV E, skad I lezy na
okregu opisanym na czworokacie WY EK. Zatem SIKE = SIWE = 90°. ]

Przyjmijmy teraz oznaczenia jak w powyzszym lemacie i rozwazmy inwersje ¢ wzgledem okregu
o §rodku E i promieniu vVEA - EB. Wéwczas z potegi punktu otrzymujemy rownosé

FA-FEB=FEK - EF,

czyli ¥(F) = K. Inwersja zachowuje prostopadlosé, zatem 1 przeksztalca okrag I' prostopadly do EF
na prosta przechodzaca przez ¥(F) = K i prostopadla do ¢)(EF) = EF. Korzystajac z lematu mamy
wiec, ze Y(I') = K 1.

Okrag 7 jest styczny do prostych EB, EC i okregu opisanego na EBC, wiec 1(7) jest okregiem
stycznym do ich obrazow, czyli do prostych EB, EC i AD. Ponadto, ¥ (1) lezy po drugiej stronie
prostej AD niz punkt E. Zatem ¢(7) = w.

Obrazy okregow I' i 7 w inwersji ¢ to prosta K1 i okrag w. Sa one prostopadte, gdyz prosta K I prze-
chodzi przez §rodek okregu w. Skoro inwersja zachowuje prostopadtosé, to okregi I' i 7 tez sa prostopadte.
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8. Punkt [ jest srodkiem okregu wpisanego w trojkat ABC, w ktorym AB # AC. Punkt M jest
srodkiem BC', a punkt L jest $rodkiem tuku BAC okregu opisanego na ABC. Proste przechodzgce
przez M i rownolegte do BI i CI przecinaja AB i AC odpowiednio w F i F' oraz przecinaja LB i LC
odpowiednio w P i ). Okregi opisane na trojkatach EMF i PM(Q przecinaja siec w punkcie T' # M.
Wykazaé, ze punkty I, M iT sa wspotliniowe.

Rozwigzanie:
Wykazemy, ze punkt I lezy na osi potegowej okregéw opisanych na trojkatach EMFEF i PM@, co jest
rownowazne tezie.

A

e
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Zatozmy bez straty ogoélnosci, ze AB < AC'. Niech J bedzie $rodkiem okregu opisanego na trojka-
cie EMF. Skoro EM || BI, to

SBEM = SABI = 4IBC = 4BME,

czyli BE = BM. Analogicznie uzasadniamy, ze C'F = C'M. Zatem symetralne odcinkéow EM i FM
sg dwusiecznymi odpowiednio katow EBM i FCM, czyli J jest §rodkiem okregu w dopisanego do trdj-
kata ABC stycznego do odcinka BC.

Niech teraz Y i Z beda punktami stycznosci tego okregu odpowiednio z prostymi AB i AC. Niech
ponadto P’ i @)’ beda punktami przeciecia prostej Y Z odpowiednio z prostymi LB i LC. Wykazemy, ze
P'=Poraz Q' = Q.

Udowodnimy najpierw, ze M jest srodkiem okregu wpisanego w trojkat LP'Q)’. Niech My, My i M;
beda rzutami punktu M odpowiednio na proste LP’, LQ" i P'Q)". Jako ze LM jest dwusieczng kata BLC),
wiec MMy = M M,.

Niech B; i C] beda rzutami punktéw B i C' na prosta Y Z. Przyjmijmy ponadto oznaczenia

JCAB = 4A, $ABC =<B, <<BCA=<C.
Z réwnoramiennodci trojkatow AY Z, LBC oraz réwnosci 1Y AZ = < BLC = 4 A otrzymujemy

%:BYBl - %:CZCl - %:MBMl - 900 - %

Wobec tego trojkaty BB,Y, CC1Z i MM, B sa podobne, zatem

BB, CC; MM,
BY (CZ MB'

Wiemy jednak, ze dla dodatnich liczb rzeczywistych a, 0, ¢, d, jesli § = &, to ¢ = Zﬁ:. Oprocz tego
z twierdzenia o odcinkach stycznych otrzymujemy BY + C'Z = BC, natomiast M M; jest linig $rodkowa

w trapezie prostokatnym BB,C,C, a wiec

MM, BB;+CC; 2MM;
MB  BY+CZ  BC '’
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z czego bezposrednio wnioskujemy, ze M M3 = M M;. To dowodzi, ze M jest srodkiem okregu wpisanego
w trojkat AP'Q)’, w szczegolnosei prosta P'M jest dwusieczng kata BP'(Q).
Rachunek na katach daje $ABL = YABC — <LBC = 4B — (90° — %<IA) = %(%B — 4C). Totez

YA ¥B-3¥C
2 2 -

IBPY =4BYZ — 4P'BY = 90° — +C,

czyli $BP'M = %<)C Ale

§B $B-3C _34C

SLBI = YABI — SABL = 5 5 5

co oznacza, ze proste M P’ i BI sg rownolegle, zatem P’ = P. Analogicznie dowodzimy, ze Q' = Q.
W dalszym rozumowaniu potrzebny bedzie nastepujacy lemat.

Lemat. Punkt I jest srodkiem okregu o, wpisanego w trojkgt ABC. Punkt M jest Srodkiem odcinka BC,
punkt R zas — punktem styczno$ci okregu os dopisanego do boku BC' trojkgta ABC z odcinkiem BC.
Wowczas IM || AR.

J

Dowaod. Niech P bedzie punktem stycznosci okregu o; z bokiem BC' oraz niech () bedzie takim punktem,
ze PQ) jest srednicg okregu o;. Niech ponadto J bedzie srodkiem okregu o,. Rozpatrzmy jednoktadnosé ¢
o srodku w punkcie A przeprowadzajaca okrag o, na okrag o;. Poniewaz ¢(J) = I oraz JR || IQ (gdyz
obie te proste sa prostopadle do BC), wiec ¢(JR) = IQ. Wobec tego ¢(R) = Q, w zwiazku z czym
punkty A, @), R sa wspotliniowe.

7 twierdzenia o odcinkach stycznych wynika, ze

BP = %(AB +BC — AC) = CR,

wiec rowniez PM = M R. Dodatkowo PI = I(Q), wobec czego I M jest linig srodkowa w trojkacie PQR.
Stad natychmiast wynika teza lematu. O

Powr6émy do rozwiazania zadania. Niech S bedzie srodkiem okregu opisanego na trojkacie PMQ)
oraz niech R bedzie punktem stycznosci okregu w z prosta BC. Poniewaz trojkaty YBR, EBM sa
rownoramienne, wiec YR || EM || PM i analogicznie ZR || QM. Niech U bedzie punktem przeciecia
prostych BC'1Y Z. Na podstawie poczynionych obserwacji o réwnolegtosci odpowiednich prostych istnieje
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jednoktadno$é¢ o srodku w punkcie U przeprowadzajaca trojkat PM Q) na Y RZ; oczywiscie przeprowadza
ona Srodek okregu opisanego na PM() na $rodek okregu opisanego na Y RZ, totez punkty U, S, J sa
wspotliniowe.

L

Punkt U lezy na prostych BC' i YZ bedacych biegunowymi odpowiednio punktéw R i A wzgledem
okregu w, wobec czego prosta AR jest biegunowa punktu U wzgledem tego okregu. To oznacza, ze
AR L JU || JS. Ale na mocy lematu IM || AR, czyli IM 1 JS. Jednak M lezy na osi potegowej
okregéw opisanych na M P(Q) i M EF', wobec czego I rowniez bedzie leze¢ na tej osi, co daje teze.

9. Niech J bedzie srodkiem okregu dopisanego do trojkata ABC' stycznego do boku BC'. Okrag
przechodzacy przez punkty A i J przecina potproste AB~ 1 AC™ (poza bokami trojkata) odpowiednio
w punktach X i Y. Punkty S i T leza odpowiednio na odcinkach B.J i C'J, przy czym ¥BTJ = $AXJ
oraz 4CSJ = SAY J. Proste BT i C'S przecinaja sie w punkcie K, a proste K.J i T'S przecinaja sie
w punkcie Z. Wykazaé, ze punkty X, Y, Z leza na jednej prostej.

Rozwigzanie:
Udowodnimy najpierw nastepujacy lemat.

Lemat. Czworokqt ABCD jest wpisany w okrqg, przy czym E jest punktem przeciecia jego przekgtnych,
natomiast potproste AD™ ¢ BC™ oraz BA™ 1 C' D™ przecinajg sie odpowiednio w punktach F oraz G.
Wowczas ortocentra trojkgtow ABF, BCG oraz punkt E lezq na jednej prostej.

Dowdd. Niech Hy, Hs beda ortocentrami odpowiednio trojkatow ABF, BCG. Mozemy zalozy¢, ze
punkty Hy, Hy, E sa parami rozne.

Niech Ay, B; beda spodkami wysokosci w trojkacie ABF opuszczonych odpowiednio z wierzchot-
kow A, B. Niech o(XY) oznacza okrag o srednicy XY oraz niech pot(P,0) bedzie potega punktu P
wzgledem okregu o. Latwo zauwazy¢, ze

pot(Hy, 0(AC)) = HiA - HiA, = pot(Hy, o(AB)) = H\B - H B, = pot(H,, o(BD)).

Analogicznie uzasadniamy, ze punkt Hy ma réwne potegi punktu wzgledem dwdch rozwazanych okregow.
Ale
—
pot(E,o(AC)) = EA - EC = EB - ED = pot(E, o( BD)).
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Pozostato zauwazy¢, ze okregi o(AC) 1 o(BD) sa rozne, gdyz w przeciwnym przypadku ABCD jest
prostokatem, co przeczy istnieniu punktow F'i G. Wobec tego punkty H;, Hs, E leza na prostej bedacej
osia potegowa okregow o(AC) i o(BD). O

Uwaga: W podobny sposéb mozna uzasadnié, ze na prostej z tezy powyzszego lematu lezg réwniez
ortocentra trojkatow CDF i DAG.
PrzejdZzmy do rozwiazania zadania. Zauwazmy, ze

IKTJ=<BXJ =180°—J4CYJ = 180° — <CSJ,

wobec czego punkty K, S, T, J leza na jednym okregu. Udowodnimy, ze ortocentra trojkatow BT'J,
C'SJ leza na prostej XY, co na mocy udowodnionego lematu zakonczy rozwiazanie zadania.
A
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Bez straty ogolnoéci niech $AXJ > 90°. Niech U bedzie punktem symetrycznym do punktu X
wzgledem prostej B.J. Poniewaz kat BC'J jest ostry, wiec punkt U lezy we wnetrzu odcinka BC'. Wobec
tego SUCJ = <Y CJ oraz

JCUJ =180° — ¥BUJ = 180° — <BXJ = 4¥CY J;

taczac te rownosci z obserwacja, ze trojkaty CUJ, CY J maja wspolny bok C'J otrzymujemy, ze punkt U
jest symetryczny do punktu Y wzgledem prostej CJ.
Zauwazmy, ze

IBUJ = ¥BX.J = ¥BTJ,

wiec punkty B, U, T, J leza na jednym okregu. Ale na mocy znanej wlasnosci prostej Steinera dla
punktu U i trojkata BTJ widzimy, ze ortocentrum trojkata BTJ lezy na prostej XY. Analogicznie
dowodzimy, ze ortocentrum trojkata C'SJ lezy na prostej XY. Oczywiscie ortocentra te sg rézne; korzy-
stajac z lematu konczy to wiec rozwigzanie zadania.

10. Dany jest rosnacy ciag dodatnich liczb catkowitych {a,}. Wiadomo, ze kazda dodatnia liczba
catkowita jest elementem doktadnie jednego z ciagow {a,}, {a, + n}. Wykazaé, Ze istnieje nieskoriczenie
wiele dodatnich liczb catkowitych k, dla ktorych liczba a} jest podzielna przez k.

Rozwigzanie:

Zauwazmy najpierw, ze dla kazdego k liczba aj, 1 jest rowna najmniejszej liczbie catkowitej, ktora nie
jest réwna zadnej z liczb aq, a9, ..., ar, a1 + 1,a9 + 2,...ax + k, co oznacza, ze ciag ten jest wyznaczony
jednoznacznie.

Niech teraz ¢ = @ Wtedy ¢? = ¢ + 1. Oznacza to, ze
1+ L 20+1 20+1

o ©o+1 4o 20+1

Y

zatem z twierdzenia Beatty’ego dostajemy, ze ciagi [np| i [n(e + 1)| = [ng| + n sa rozlaczne i kazda
liczba catkowita dodatnia wystepuje w ktoryms z tych ciagéow. Oznacza to, ze a,, = |[nep].

Teraz dla dowolnego s > 0 wybierzmy k = FZ,_,, gdzie liczby F, sa dane wzorem rekurencyjnym
Fi=1,F,=1, F, =F, 1+ F, o, tj. F, jest n-ta liczba Fibonacciego. Udowodnimy, ze wtedy k | a3.
W tym celu wykazemy, ze

| F5_1p] = Fos_1 Py,

1 25—1 1\ 1 p¥2+1
Fo1 =2 (so - (—;) VA (1)
1 1\ 1 o1
Fpy=—=|¢*—(-= = . 2
’ V5 <gp ( 90) ) Vb P @)

1 S04572_+_1 1()043_1_ 19045_'_902_(@45_1)_ 1()02_1_1
BLeT TR @ s = VA

co oznacza, ze Fhs 1 — Fy, > 0, wiec takze FZ,_ o — Fo, 1 Fys > 0.

S

Udowodnimy teraz, ze Fz, ¢ — Fys 1 Fy, < 1. Uzywajac 1 otrzymujemy

S

Ze wzoru Bineta mamy

oraz

Zatem

F2sf1<P — =

1 p24+1 1 ¢* 241
2 _
FZS—].QO - F2S*1F25 - \/5 9025 ‘ \/5 (IDQS_I . (4)
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Mamy jednak 1 < ¢ < 2, co daje ciag nieréwnosci

4s—1 4s—2

L<p® ™t <l %2 <!

i S045 < 29048_17

ktore po zsumowaniu daja

45—2 4s—1

¥+ oY T4 PP+ 1 < Bt ezyli
(> +1)(p* 24+ 1) < 50" lub réwnowaznie
Ll L

< 1. 5)
\/g 4,025 \/g ()025—1 ()

Biorac (@) i (B) otrzymujemy F2,_ o — Fyy 1 Fby < 1.
Udowodnili$my zatem, ze

0<F5_1¢p— Fo_1F5 <1, skad
aF22571 = LF22871S0J - FQS—IFQS-

W szczegodlnoscei

Fos 1 | arz >

wiec dla wszystkich k postaci Fg,_; (czyli nieskoniczenie wielu) mamy k | ai, co koriczy rozwiazanie
zadania.

11. Dane sa dodatnie liczby calkowite a, b, ¢ wieksze od 1, przy czym a,b # c¢. Udowodnié, ze
istnieje nieskoriczenie wiele takich liczb pierwszych p, ze istnieje taka dodatnia liczba catkowita n, ze
pla®+b" —c"

Rozwigzanie:

Na poczatku zauwazmy, ze mozemy bez straty ogolnosci zatozy¢, iz NWD(a, b, ¢) = 1. Istotnie, jezeli
d = NWD(a,b,c) oraz wykazemy teze¢ dla liczb a1 = §, b1 = g oraz ¢; = ¢, to bedzie ona spetniona
rowniez dla liczb a, b, ¢, gdyz dla kazdego n zachodzi a} + b} — ¢} | d™ - (a} + b} — ¢}) = a™ + b" — ™.

Zalozmy wbrew tezie, ze istnieje jedynie skoriczenie wiele takich liczb pierwszych, ktore dziela liczby
postaci a™ + 0" — ¢™. Niech S bedzie zbiorem wszystkich takich liczb pierwszych. Niech

M=T[(p-1), az=a", by=0", c; =M.

peES

Z malego twierdzenia Fermata wynika, ze jesli p € S nie dzieli abe, to dla kazdej dodatniej liczby
catkowitej n zachodzi

@ + b — cf = (@) + (M) — (M)
— (an-M/(pfl))pfl + (bn-M/(pfl))pfl _ (CH-M/(pfl))pfl
=1+1-1
Z0 (mod p).
Niech Sy bedzie zbiorem tych liczb pierwszych p, dla ktoérych istnieje taka dodatnia liczba catkowita n,
ze p | aly + by — . Oczywiscie Sy C S. Z powyzszych rownosci wynika, ze kazda liczba p € Sy dzieli abe.
W dalszej czesci rozwiazania, dla dowolnej liczby pierwszej p oraz niezerowej liczby catkowitej k, przez

v,(k) oznaczymy najwieksza nieujemng liczbe catkowita m, dla ktoérej p™ | k.
Ustalmy liczbe pierwsza q, ktéra nie nalezy do Sy oraz

q > p,vp(a),v,(b), vy(c), vp(a+b),v,(a — c),v,(b—c)

dla dowolnej liczby pierwszej p € Ss.
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Rozwazmy dowolna liczbe pierwsza p € Sy. Bez straty ogolnosci zatozmy, ze p | co; w przypadkach

p | as, p | by rozumowanie przebiega analogicznie. Wtedy p 1 ag, by, poniewaz NWD(ag, by, c2) = 1.
Wykazemy, ze

2 2 2
vplaf +0§ — f') = vylad + b — ).

Najpierw rozpatrzmy przypadek p t as + by. Poniewaz ¢ > p > p — 1, wiec NWD(gq,p — 1) = 1. Zatem
istnieje ¢ takie, ze c¢ =1 (mod p — 1). Z malego twierdzenia Fermata otrzymujemy wiec

(a3)° = a2 # —by = ((—2)*)" (mod p),
skad p 1 ad + bl. Analogicznie dowodzimy, ze p 1 a%Q + ng, zatem w tym przypadku
vplaf +0§ —f) =0=v,(af + 1§ — ).

Teraz zalozmy, ze p | as + by. Wtedy

—_

q—

(—1)'ais =g (1) £ 0 (mod p).

=0
Zatem
qg—1
vpla +b§) = vy(az + bo) + vy (Z(—l)@a;b%l) = w,(ag + by) < ¢ < - vp(cz) = vy(cd).
=0

Wobec tego vy(aj + b3 — ) = v,(a3 + b)) = v,(az + be). Analogicznie dowodzimy, ze speiniona jest
. ‘i q° @ a* _ . a? @ a*\ _ q g q
rownosé v,(ad + b3 — ) =vy(ag + be), w zwiazku z czym v,(ad + 0§ — c3) = v,(ad + b3 — ).
Poniewaz ta rownosé¢ zachodzi dla dowolnej liczby pierwszej p € Sy, wiec

2 2 2
q q - _ 9 q q

Jednakze z zatozenia a,b,c > 1 wynika, ze dla dostatecznie duzego g warto$é¢ bezwzgledna lewej strony
jest wieksza od wartosci bezwzglednej prawej strony. Otrzymana sprzeczno$é konczy rozwiazanie zadania.
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Drugi Mecz Matematyczny

1. Dany jest ciag (a,) taki, ze 47 = ap = a1 < as < az < ... oraz

2 2, 2
A+ @, + a, ) — py1QpQp_1 =4

dla n > 1. Udowodnié¢, ze dla dowolnego n > 0 liczba

2+vV2+a,

jest kwadratem liczby catkowite;j.
Rozwigzanie:
Oznaczmy b, = 2 + a,. Korzystajac z rownosci danej w tredci zadania otrzymujemy dla n > 0
(b1 = 2)* + (bn = 2)" + (bn-1 = 2)* = (bns1 — 2)(bn — 2)(bp-1 — 2) = 4,
€O po wymnozeniu i przegrupowaniu wyrazow daje zalezno$é

(b1 +bn + by 1 —4)? = bpi1bpbn 1. (1)

Mamy by = 49 oraz by = 49. Korzystajac ze zwiazku dowodzimy indukcyjnie, ze dla kazdego
n liczba b, jest kwadratem liczby wymiernej. W szczegdlnosci b, jest réwniez liczbg wymierng, wiec
dla n > 2, b, jest pierwiastkiem wymiernym wielomianu unormowanego

(-T + bnfl + bn72 - 4)2 - xbnflban'

Na mocy twierdzenia o pierwiastkach wymiernych otrzymujemy, ze b, jest liczba catkowita. lLaczac te
dwie obserwacje wnosimy, ze b, jest kwadratem liczby calkowitej.
Oznaczmy wiec ¢, = /b, dla n > 0. Po spierwiastkowaniu rownosci otrzymujemy dla n > 0

2 2, 2
Cpy1tCp+Chy —4=cCpp1CnCnt.

Pot6zmy d,, = 2+ ¢,. Wykonujac analogiczne przeksztalcenia jak na poczatku rozwiazania otrzymujemy
(dn+l =+ dn + dnfl - 4)2 = dnJrldndnfl- (2)

Mamy dy = 9, dy = 9. Analogicznie jak w przypadku b, dowodzimy, ze liczba d,, jest kwadratem liczby
catkowitej dla kazdego n > 0. Ale d,, = 2+ ¢, = 2+ Vb, = 2+ /2 + a,, zatem otrzymaliémy teze
zadania.

2. Dana jest liczba rzeczywista a > 1. Okreslamy ciag aq, as, as, ... wzorem
an = |a"] —a-|a"].

Zmalez¢ wszystkie liczby a > 1, dla ktorych ciag aq, as, as, ... dany powyzszym wzorem jest od pewnego
miejsca okresowy.

Rozwigzanie:

Udowodnimy, ze ciag a, jest okresowy od pewnego miejsca wtedy i tylko wtedy, gdy a jest liczba
catkowitg.

Jesli a € Z, to ciag a, jest stale rowny zero, wiec jest okresowy.

Ustalmy teraz niecatkowitg liczbe a > 1 i nie wprost przypusémy, ze ciag (a,,) jest okresowy poczawszy
od wyrazu o indeksie ny. Niech T" bedzie okresem tego ciagu. Wowczas a, 7 = a, dla kazdego n > ny,
skad

[a" ) = [a" ] ca = [a"] = [a"] - q,
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czyli
a- ([ — |a"]) = (@] — o) (1)

dla n > ny.

Udowodnimy, ze |a™ "] — [a™] = 0. W przeciwnym razie réwnosé dla n = ng implikuje, ze a
jest liczba wymierng.

Stosujac réwnosé m-krotnie otrzymujemy

a™ - ([ T] — [a"]) = @] 0, 2)

Zapiszmy a = g, przy czym p, g sa wzglednie pierwszymi dodatnimi liczbami catkowitymi. Poniewaz
a ¢ 7, wiec ¢ > 1. Z rownosci dla n = ng wynika wtedy, ze

¢" | [a"*" ] — [a™]

i z dowolnosci m otrzymujemy, ze |a™*T | — |a™]| = 0.
Mozemy przyjaé¢ bez straty ogdlnosci, ze a’ — 1 > a~™, zastepujac w razie potrzeby okres T jego
dostatecznie duza wielokrotnoscia. Wowczas

a™tt — " =q"(a" —1) > 1,

co przeczy temu, ze [a™TT | = [a™|. Otrzymana sprzecznosé¢ koriczy dowod.

3. Ciag (a,) jest okreslony wzorami:
a=3, a1 =0, ay=2 oraz a,=a, s+ a,3 dlan>3.

Wykazaé, ze p | a, dla kazdej liczby pierwszej p.

Rozwigzanie:

Prezentujemy trzy rozwigzania tego zadania. Pierwsze dwa wykorzystuja podejscia algebraiczne i teo-
rioliczbowe, natomiast trzecie rozwigzanie wykorzystuje podejscie kombinatoryczne.

Sposob 1

Rozpoczniemy od znalezienia wzoru jawnego na ciag a,. Zastosujemy metode rozwiazywania reku-
rencji liniowych. Wielomianem charakterystycznym naszej rekurencji jest W(x) = 23 — z — 1. Zbadamy
najpierw, czy W(z) ma trzy parami rézne pierwiastki zespolone. W tym celu obliczymy najwiekszy
wspoélny dzielnik wielomianow W (x), W’(z) w pierscieniu wielomianéow C[z].

NWD(W (z), W' (z)) = NWD(2* — 2 — 1,32> — 1) = NWD(=3(2* — 2 — 1) + 2(32* — 1), 32% — 1)
= NWD(2z + 3,32% — 1) = NWD(2z + 3, —2(32% — 1) + 32(2x + 3))
= NWD(2z + 3,92 + 2) = NWD(2z + 3, —2(9z + 2) + 9(2x + 3))
= NWD(2x + 3,23) = 1.

Powyzszy rachunek pokazuje, ze wielomiany W (x) i W’(x) nie maja wspolnych pierwiastkow zespo-
lonych. Zatem W (x) ma trzy parami rézne pierwiastki zespolone x, s, 3. Wobec tego wzor jawny
ciagu a,, jest postaci

a, = ax} + bxry + cxy,

dla pewnych statych a, b, c. Wykorzystujac réwnosci

T+ T+ T3 = O, T1To + Tolky + T3x1 = —1, T1T2X3 = 1
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wynikajace ze wzoréow Viete'a otrzymujemy, ze rozwigzaniem uktadu réwnan

a+b+c=a9=3
al’1+b$2+0$3:(1120

az? + bx3 + cxrs = ag = 2
jest trojka (a,b,c) = (1,1,1). W takim razie uzyskujemy
a, =y + x5 + 3.
Stad i z uogo6lnionego wzoru dwumianowego Newtona mozemy napisaé

— P p p
ap = T + Ty + T3

_ p b
= (21 + 29+ 23)P — S(ky, ko, k
(1 4+ 22 + x3) E <k1,k2,k3) (K1, ko, k3)
k1+ka+ks=p
0<k1<ko<ka<p (1)
- ¥ P ) Sk, ko, k),
k17k27k3
k1+ka+ks=p
0<k1<ka<ks<p

gdzie S(ki, ko, k3) = > ., a¥ 282285 jest wielomianem symetrycznym zmiennych xq, 2o, 23. Zauwazmy,
ze kazdy ze wspotezynnikow

N
ko koo ks ) Ey oty

jest podzielny przez p. Ponadto z podstawowego twierdzenia o wielomianach symetrycznych wynika, ze
kazdy z wielomianow S(kq, ko, k3) jest wielomianem zmiennych wy = x1+xo+2x3, we = T1To+ T3+ 2371,
w3 = x1x9x3 0 wspotezynnikach catkowitych. Ze wzoréow Viete’a wynika, ze kazda z liczb wy, wq, ws jest
catkowita, wiec kazda z liczb S(ky, ko, k3) takze jest catkowita. W takim razie z zaleznosci wnosimy,
ze p | ap.

Sposob 11

Na poczatku zauwazmy, ze as = 2, ag = 3 oraz as3 = 644 = 23 -28. Zatem teza zadania jest spelniona
dla p € {2,3,23}.

Ustalmy teraz liczbe pierwsza p ¢ {2,3,23}. Rozwazmy ciag zadany wzorem z tresci zadania w
ciele Z,, liczb catkowitych modulo p. Nalezy udowodni¢, ze a, =z, 0.

Niech K bedzie rozszerzeniem ciala Z,, w ktérym wielomian z® —x — 1 rozktada sie na czynniki liniowe.
Jako K mozemy przyja¢ np. algebraiczne domkniecie ciala Z, lub cialo rozkladu wielomianu z* — 2 — 1
nad Z,. Mamy char(K) = char(Z,) = p, gdzie char oznacza charakterystyke ciala.

Prowadzac identyczne rachunki jak w sposobie pierwszym otrzymujemy, ze pierwiastki xy, zo, w3
wielomianu W(z) = 2® — 2z — 1 w ciele K sa parami rézne. Wobec tego ciag a, jest dany wzorem
an, = ax} + bzry + cxf 1 podobnie jak w sposobie pierwszym obliczamy a = b =c = 1.

Poniewaz w dowolnym ciele charakterystyki p zachodzi rownos¢ (t; + t)? = t] + 5, wiec

_ p p p __ _ p __ —
ap =K LL’1+.T2+JI3 =K ($1+$2+$3>p =K 41 =K 0P =K 0.

Wobec tego a, =z, 0, co konczy dowod.

Uwaga: Wielomiany W i W’ sa wzglednie pierwsze rowniez w cialach charakterystyki 2 i 3. Tak wiec
powyzsze wyprowadzenie wzoru jawnego na a, jest poprawne takze dlap =21p = 3.

W dowolnym ciele charakterystyki 23 zachodzi rownosé 23 —x—1 = (x—3)(z—10)?; wielomian 23 —x—1
ma wiec pierwiastek dwukrotny. Zatem w ciele Zy3 wzor jawny na a,, jest postaci a,, = a-3"+0-10"+c-n-10"

3
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dla pewnych statych a, b, c. Wykorzystujac warunki poczatkowe ay = 3, a; = 0, as = 2 mozna obliczy¢
a=1,b=2¢c¢=0.

Sposob 111

Niech n > 3 bedzie liczba catkowita, a C), cyklem dtugosci n. Udowodnimy, ze a,, jest liczba takich
niepustych podzbioréw wierzchotkow C,, ze pomiedzy kazda para kolejnych wierzchotkéow z tego pod-
zbioru znajduje sie jeden inny wierzcholek lub dwa inne wierzchotki. Podzbiory o tej wlasnosci nazwiemy
dobrymi. Ponumerujmy wierzchotki cyklu C), kolejno 1,2, ..., n. Dwa podzbiory wierzchotkéw uwazamy
za rozne, jezeli istnieje takie k, ze k-ty wierzchotek cyklu nalezy do jednego z tych podzbioréow, a do
drugiego nie.

Zauwazmy, ze jezeli udowodnimy powyzsza wtasnosé, to teza zadania wyniknie z tego, ze wszystkie
takie podzbiory mozna pogrupowaé¢ w klasy réwnowaznosci ze wzgledu na obroty cyklu. Z racji tego, ze
zaden taki podzbiér nie jest ani pusty, ani pelny, oraz p jest liczba pierwsza, kazda klasa réwnowaznosci
bedzie miata p elementéw. Skoro kazda klasa rownowaznosci ma p elementéw, to liczba wszystkich
podzbioréw (czyli a,) bedzie podzielna przez p.

Pozostaje zatem udowodni¢ wspomniang rownosé. Niech S,, oznacza liczbe dobrych podzbioréw wierz-
chotkéw cyklu C,. Udowodnimy, ze S, = S,_2 + S,_3 dla n > 5. Rozwazmy pewien dobry podzbioér
cyklu C,. Wezmy dwa wierzchotki o najmniejszych indeksach nalezace do tego podzbioru. Nastepnie
rozpatrzmy cykl, w ktorym ,sklejamy” ze soba te dwa wierzchotki. To znaczy, jezeli mieliémy do czynienia
z podzbiorem A = {ey, ey, €3,...,ex} cyklu C,,, przy czym e; < e < ... < e, to rozpatrujemy podzbior
B ={ei,es—(ea—e1),...,ex—(ea—e1)} cyklu Cp(ey—,). Mamy eg—e; = 21ub ey —ey = 3. Zauwazmy, ze
powyzsze przyporzadkowanie zbioru B zbiorowi A jest bijekcja pomiedzy dobrymi podzbiorami cyklu C,,
oraz dobrymi podzbiorami cykli C,,_5 oraz C,,_3. To pokazuje, ze S,, = S,,_o+S,,_3. Zauwazmy ponadto,
ze Sg =2 =asy, S3 =3 = a3, S4 =2 = ay, co w polaczeniu z tym, ze a, = a,_o + a,_3 na mocy zasady
indukcji matematycznej dowodzi, ze S, = a,, dla n > 2, co byto do udowodnienia.

4. Udowodni¢, ze istnieje taki nieskonczony zbiér dodatnich liczb catkowitych, ze suma jego kazdych
dwoch roznych elementéw ma parzyscie wiele réznych dzielnikéw pierwszych.

Rozwigzanie:
W rozwiazaniu nie bedziemy konstruowac tego zbioru. Skorzystamy z twierdzenia, ktére zagwarantuje
jego istnienie.

Twierdzenie (Ramsey — wersja nieskoriczona). Dany jest graf petny G o nieskoniczonym zbiorze wierz-
chotkow X. Kazdg krawed? w grafie G pokolorowano na czerwono lub zielono. Wowczas istnieje nie-
skonczony zbior Y C X, taki ze wszystkie krawedzie tgczqce wierzchotki ze zbioru Y sq tego samego
koloru.

Dowdd. Konstruujemy ciag wierzchotkow (a,,)° , oraz ciag nieskoriczonych zbioréw wierzchotkow (B,,)%2
indukcyjnie.

Niech By = X. Jesli zbior B, jest juz zdefiniowany, to definiujemy a,,; jako dowolny element
zbioru B,,. Jesli wierzcholek a, 1 jest juz zdefiniowany, to rozwazamy krawedzie taczace a, .1 z wierz-
chotkami ze zbioru B,,. Poniewaz B, jest nieskonczony, wiec nieskonczenie wiele rozwazanych krawedzi
jest jednego koloru. Definiujemy B,, 1 jako nieskonczony zbioér wierzchotkéw ze zbioru B, taki ze wszyst-
kie krawedzie taczace a,1 z wierzchotkami zbioru B, sa tego samego koloru.

Wreszcie, dodatnia liczbe catkowita n nazwiemy liczbg czerwong, jesli krawedzie miedzy a,, a wierz-
chotkami ze zbioru B,, sa czerwone. Jedli krawedzie miedzy a, a elementami zbioru B, sa zielone, to
n nazwiemy liczbg zielong. Wowcezas istnieje nieskorniczenie wiele dodatnich liczb catkowitych jednego
koloru, bez straty ogélnosci przyjmijmy, ze istnieje nieskonczenie wiele liczb zielonych. Wtedy wszystkie
krawedzie miedzy wierzchotkami ze zbioru Y = {a,: n jest liczba zielona} sa zielone. O

Skorzystamy z twierdzenia Ramseya w spos6b nastepujacy: niech
X={k+1:keZ}U{pk+2:keZ"},
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za$ kazdy dwuelementowy zbior {a,b} C X kolorujemy na czerwono, jesli liczba a 4+ b ma parzyscie wiele
roznych dzielnikow pierwszych, albo na zielono w przeciwnym wypadku.

Twierdzenie Ramseya daje nam nieskoniczony zbior Y C X, ktorego kazde dwuelementowe podzbiory
sg jednego koloru, czyli albo suma kazdych dwoch réznych elementéw Y ma parzyscie wiele réznych
dzielnikéw pierwszych, albo suma kazdych dwéch ma nieparzyscie wiele réznych dzielnikow pierwszych.

Jesli zachodzi pierwszy przypadek, to mamy teze. Zaldézmy zatem, ze suma kazdych dwoch réznych
elementéw Y ma nieparzyscie wiele réznych dzielnikéw pierwszych. Jako ze kazdy element Y daje reszte
1 albo 2 z dzielenia przez 5, to suma dwoch elementéw Y moze dawacé reszte 2, 3 albo 4 modulo 5.
W szczegolnoscei nie moze by¢ ona podzielna przez 5.

Rozpatrzmy teraz zbior

Z={by:yeY}.

Jesli 2y # 2o € Z, to istniejg elementy y; # yo € Y takie, ze 21 = 5y; i 29 = bys. W takim razie
21 + 2o = 5(y1 + y2). Poniewaz 5 1 y; + yo oraz y; + y» ma nieparzyscie wiele réznych dzielnikow
pierwszych, wiec z; + 22 = 5(y1 + y2) ma parzyscie wiele roznych dzielnikow pierwszych. Z jest wiec
poszukiwanym zbiorem.

5. Niech k bedzie dodatnia liczba catkowitg oraz niech n bedzie najmniejsza dodatnia liczba catkowita,
ktora ma doktadnie k dzielnikéw. Zatézmy, ze n jest szeScianem liczby catkowitej. Wykazaé, ze k nie ma
dzielnikéw pierwszych dajacych reszte 2 z dzielenia przez 3.

Rozwigzanie:

Przypusémy, ze istnieja dodatnie liczby catkowite k, n spelniajace zalozenia zadania takie, ze & ma
dzielnik pierwszy dajacy reszte 2 z dzielenia przez 3. Niech p; < ps < ... beda wszystkimi liczbami
pierwszymi oraz niech n = [[;", p{", przy czym o, # 0. Wowczas 3 | o dla i = 1,2,...,m oraz
k= (o1+1)(a2+1)...(ay +1). Ponadto na mocy minimalnosci n widzimy, ze oy > ... = ayy, > 0.

W celu uzyskania sprzecznosci postuzymy sie nastepujacym lematem.

Lemat. Niech o, +1 = ab dla pewnych liczb catkowitych a, b wiekszych niz jeden. Jesli ps < p < psy1,
toas >2b—12> agy.

Dowdd. Zauwazmy, 7e liczba n, = pl® "1y U, 4y, P ma doktadnie k dzielnikow, totez ny > n.

Oznacza to, ze
D as—b+1
PLestDITIph Tl S el eyl (—) > 1,
S

co na mocy zalozenia ps < p& pociaga za sobg ag > b — 1.
Podobnie korzystajac z zalozenia pf! < p,;; oraz nieréwnosci

_ (asy1+1l)a—1, b—1
nj = ple+ vt I
i#r,5+1

otrzymujemy a1 < b— 1. O]

Niech r bedzie najwickszym indeksem takim, ze a,. + 1 ma dzielnik dajacy reszte 2 z dzielenia przez 3;
niech a bedzie takim dzielnikiem oraz niech o, + 1 = ab. Skoro 3 | o, to b = 2 (mod 3). Wykazemy, ze
2 | a oraz 2 | b. Wyniknie stad, ze a, jest postaci 4c — 1 dla pewnej dodatniej liczby catkowitej c.

Niech s, t beda takie, ze

Ps < P! <Psr1 oraz pp < pl < Peri.

Na mocy postulatu Bertranda wiemy, ze %p;‘f < ps oraz pgy1 < 2pr, wiec

a+1

2 ' < Ps < Dy < Pst1 < P b+l

i analogicznie p Lep < pT < pry1 < p,
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Oznacza to w szczegc’)lnoéci ze s,t > r. Ponadto |s — t| # 1; istotnie, gdyby s = ¢t + 1, to mielibySmy
Pt < ps < p?ooraz pb < piy1 = ps < pitl. Oznaczaloby to, ze a = b+ 1 i przeczylo temu, ze
a=b=2 (mod 3). Podobnie odrzucamy przypadek ¢ = s + 1.

Na mocy lematu otrzymujemy, ze ay > b—1 > a4 1 analogicznie ap > a—1 > ayy1; silne nieréwnosci
wynikaja z rozwazenia reszt z dzielenia liczb a — 1, b — 1, «o; przez 3.

Zauwazmy teraz, ze liczba ny = pl® TH@ =1, 1 b= 1ptH1 [Lisrqa i ma k dzielnikow, wiee ng > n.

Oznacza to, ze

1 _ No B p7(»as+1)(at+l+1)_1pg_1p?;11 B p£a3+1)(at+1+1)—abp?;11—at+1 p£a5+1)(at+1+1)—ab+(b+1)(a—1—o¢t+1)
L — = =
n pgb 1pgép t+1 gs—b+1 pfna—l)(as—b—s—l)

Wobec powyzszego
0<(as+1D)(agp1+1)—ab+ b+ 1)(a—1—ai1) —(a—1)(as —b+1)
=1+ asap1 — acs + 2a5 — by + ab — 20
=1—(a; = b)(—a1 +a—2),

skad (as — b)(—apy1 +a —2) < 1. Poniewaz s > b, 3 | oy # b oraz a — 2 > ay4 1, wiec a — 2 = oy41. Na
mocy zalozenia o maksymalnosci r, a; + 1 nie ma dzielnikéw postaci 3742 dla m > ¢ > r; w szczegblnosci
dla takich i zachodzi 2 | «;. Otrzymujemy wiec, ze 2 | a1, czyli rowniez 2 | a. Analogicznie dowodzimy,
ze 2| b, czyli a, = 4c — 1 dla pewnej dodatniej liczby catkowitej ¢. Ponadto skoro 2 | oy, oraz 3 | auy, to
Oy = 4.

Korzystajac z lematu dla (a,b) = (¢, 4) otrzymujemy, ze a5 > 3 > ag1. Wiemy jednak, ze o, > 4,
am+1 = 0 oraz clag «; jest malejacy. Wobec tego s = m i w konsekwencji p,, < pf < ppt1-

Podobnie korzystajac z lematu dla (a,b) = (2¢,2) otrzymujemy, ze p,, < p*¢ < ppi1. Ta nieré6wnosé
wraz z poprzednia oznacza, ze w przedziale (p¢, p>*) nie ma zadnej liczby pierwszej, co przeczy postulatowi
Bertranda. Otrzymana sprzecznosé koniczy rozwiazanie zadania.

6. Dane sg dodatnie liczby catkowite p, ¢, m, zbiory p-elementowe Ay, ..., A,, i zbiory g-elementowe
By, ..., B,,. Spemhiony jest przy tym nast¢pujacy warunek: dla kazdych 1 < 4,5 < m zbiory A;, B; sa
rozl@czne Wtedy i tylko wtedy, gdy i = j. Wykazaé, ze m < (p ;q).

Rozwigzanie:

Niech

m

i=1
bedzie zbiorem wszystkich elementow wszystkich zbioréw z tresci zadania. Rozwazmy losowa permutacje
elementow S. Dla kazdego 1 < ¢ < m, niech C; oznacza zdarzenie, w ktorym wszystkie elementy zbioru A;
znajda sie¢ w permutacji przed wszystkimi elementami zbioru B;. Prawdopodobienstwo takiego zdarzenia
jest rowne prawdopodobienstwu, ze w losowej permutacji zbioru A; U B; wszystkie elementy A; znajda
sie przed elementami B;, czyli doktadnie

pl-q¢t 1
p+at ("))

Zauwazmy, ze zdarzenia C; oraz C; dla i # j wykluczaja sie wzajemnie. Istotnie, jezeli zachodzi Cj, to
pewien element zbioru A; N B; C B; znajduje si¢ w wylosowanej permutacji przed pewnym elementem
zbioru B; N A; C A;.

Prawdopodobienstwo tego, ze zajdzie ktorekolwiek ze zdarzen C4,...,C,, jest ograniczone z gory
przez 1. 7 drugiej strony, jako ze kazde dwa z tych zdarzen sie wzajemnie wykluczaja, prawdopodobien-
stwo tego, ze zajdzie ktorekolwiek z nich jest réwne sumie prawdopodobienstw ich zajscia. Stad

1
m - <1, zatem m < p+a
<p+q) D
p
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7. Udowodni¢, ze w kazdym grafie o 3k + 1 wierzchotkach niezawierajacym wierzchotkéw izolowanych
istnieje skojarzenie wielkosci £+ 1 lub mozna podzieli¢ zbiér wierzchotkéw na trzy zbiory A, B, C tak, ze:

e zbior A jest niepusty oraz nie ma wewnatrz niego krawedzi,
e nie ma zadnych krawedzi pomiedzy zbiorami A i C,

e istnieje skojarzenie miedzy zbiorami A i B zawierajace wszystkie wierzchotki ze zbioru B.

Rozwigzanie:

Pokryciem wierzchotkowym grafu G nazywamy taki zbior wierzchotkéw A, ze dowolna krawedz w G
jest incydentna z pewnym wierzchotkiem ze zbioru A.

W rozwiazaniu uzyjemy nastepujacego twierdzenia.

Twierdzenie (Konig). W grafie dwudzielnym G, rozmiar pokrycia wierzchotkowego G o najmniejszej
liczbie wierzchotkow jest rowny rozmiarows najliczniejszego skojarzenia G.

Przechodzimy do rozwiazania zadania. Niech G bedzie grafem o 3k + 1 wierzchotkach, ktéry nie
zawiera wierzchotkéw izolowanych. Oznaczmy zbiér wierzchotkéw grafu G przez V. Niech M bedzie
najliczniejszym skojarzeniem w G i niech V), bedzie zbiorem konicow krawedzi z M. Jezeli |M| > k, to
mamy teze. Dalej zatozmy, ze |M| < k oraz |Vyy| < 2k. Poniewaz M jest maksymalnym skojarzeniem,
to dowolne dwa wierzchotki ze zbioru I = V' \ V), nie sa polaczone krawedzia.

Rozwazmy graf dwudzielny GV, r ztozony z krawedzi grafu G pomiedzy wierzchotkami ze zbioréw Vi,
oraz I. Niech M’ oraz X bedg odpowiednio najliczniejszym skojarzeniem oraz pokryciem wierzchotkowym
w grafie Gy,, ; 0 najmniejszej liczbie wierzchotkow. Z twierdzenia Koniga otrzymujemy, ze | X| = |M’|.
Oczywiscie |[M'| < |M| < k, a stad | X| < k.

Udowodnimy, ze zbior Vj; N X jest niepusty. Gdyby tak nie bylo, to X C I. Jednoczesnie w G
nie ma wierzchotkéw izolowanych, wiec z kazdego wierzchotka z I wychodzi krawedz. Poniewaz X jest
pokryciem wierzchotkowym, wiec w takim razie musi by¢ I = X. Jednakze wtedy

V| =Vul+ || = [Vu| + | X]| < 2k + k = 3k,

sprzecznosc.

Poniewaz | X| = |M’|, wiec kazda krawedZ z M’ ma dokladnie jeden koniec w zbiorze X. Niech M*
bedzie zbiorem tych krawedzi z M’ ktore maja dokladnie jeden koniec w zbiorze Vj; N X 1 niech Vj-
bedzie zbiorem koricow krawedzi z M*. Udowodnimy, ze zbiory

A=Vy-NI, B=VynX, C=V\(AUB)

spetniaja warunki zadania. Zauwazmy, ze zbidér A jest niepusty oraz pomiedzy wierzchotkami z A nie
ma krawedzi, gdyz A C I. Ponadto pomiedzy zbiorami A oraz C nie krawedzi, gdyz wszyscy sasiedzi
wierzchotkéw nalezacych do A sa zaréwno w V), jak i w X. Ostatni warunek tezy zadania jest spetniony,
gdyz M* jest doskonatym skojarzeniem miedzy zbiorami A i B.

8. Dane sa nieparzyste liczby catkowite x, y, przy czym |z| # |y|. Kazda liczba catkowita zostala
pomalowana na jeden z czterech koloréw: arbuzowy, tososiowy, malinowy, truskawkowy. Udowodnié¢, ze
istnieja dwie liczby tego samego koloru, ktorych réznica wynosi x, y, x +y lub z — y.

Rozwigzanie:

Przeprowadzimy dowod nie wprost. Przypu$émy, ze istnieje takie kolorowanie f liczb catkowitych na
kolory Arbuzowy, f.ososiowy, Malinowy, Truskawkowy, ze kazde dwie liczby catkowite r6zniace sie o x, v,
z +y lub z — y sa roznokolorowe. To znaczy: istnieje taka funkcja f: Z — {A, 1., M, T}, ze dla dowolnej
liczby catkowitej a

f{a,a+z,a+y,a+x+y})={A L, MT}. (1)
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Rozpatrzmy kolorowanie g kraty Z x Z zadane wzorem
g(i,j) = fiz + jy).
Na mocy otrzymujemy

g({(@,7), i+ 1,7), (4, 5+ 1), i+ 1,5+ 1)}) = f ({iz + jy, iz + jy + z,ix + jy + y, iz + jy + = + y})
= { ) 71\'17T}a

czyli wierzchotki dowolnego kwadratu jednostkowego sa roznokolorowe. (x)

Powiemy, ze wiersz Z x {k} jest poziomkowy, jesli funkcja g|zx(x) jest okresowa o okresie 2. Podobnie
definiujemy poziomkowosé kolumn.

W celu uzyskania sprzecznosci postuzymy sie dwoma nastepujacymi obserwacjami.

Spostrzezenie 1. Jesli istnieje kolumna, ktora nie jest poziomkowa, to istnieje poziomkowy wiersz.

Dowod. Zatézmy, ze pewna kolumna nie jest poziomkowa. Woéwcezas istnieja trzy kolejne elementy tej
kolumny, ktérym przypisaliSmy trzy rézne kolory; bez straty ogélnosci niech bedzie to sytuacja

M
Korzystajac z obserwacji () widzimy, ze kolorowanie to rozszerza sie jednoznacznie do

M M
T T.
M

Kontynuujac to rozumowanie otrzymujemy, iz jedyne mozliwe rozszerzenie kolorowania w tych trzech
wierszach to
M M M M M M
. T T T T T T .
M M M M M M M
otrzymujemy wiec trzy poziomkowe wiersze. O

Spostrzezenie 2. Jesli istnieje wiersz 7 x {k}, ktory jest poziomkowy, to kazdy wiersz jest poziomkowy.
Co wiecej, jesli ¢ = k (mod 2), to zbiory kolorow uzyte w wierszach Z x {k} oraz Z x {{} sq rdwne,
natomiast jesli £ # k (mod 2), to zbiory te sq roztgczne.

Dowdd. Przyjmijmy, ze kolorowanie w wierszu Z x {k} to

Na mocy (x) widzimy, ze kolorowanie to rozszerza si¢ do poprawnego kolorowania zbioru Z x {k,k + 1}
na doktadnie dwa sposoby:

M TMT M T M T M T

lub

ey

wobec czego wiersz Z x {k + 1} jest poziomkowy. Kontynuujac to rozumowanie otrzymujemy, ze kazdy
wiersz powyzej Z x {k} jest poziomkowy. Podobnie rozumujac otrzymujemy, iz kazdy wiersz ponizej
Z x {k} jest poziomkowy.

7 powyzszego rozumowania natychmiast wynika tez druga czes¢ spostrzezenia. O]
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Ze wzgledu na symetryczng role wierszy i kolumn przyjmijmy bez straty ogélnosci na mocy Spostrze-
zenia [ ze istnieje poziomkowy wiersz. Korzystajac ze Spostrzezenia [2] wnosimy, iz kazdy wiersz jest
poziomkowy. Przyjmijmy bez straty ogolnosci, ze g(0,0) = A oraz g(1,0) =

Poniewaz y jest nieparzyste, wiec g(y,0) = .. Ponadto skoro z jest liczba nieparzysta, to korzystajac
ponownie ze Spostrzezenia [2| widzimy, iz ¢(0,x) € {M, T} . Ale z okreslenia funkcji g wynika, ze

9(y,0) = f(zy) = g(0, z).
Otrzymana sprzecznosé konczy rozwiazanie zadania.

9. Dany jest czworokat ABCD wpisany w okrag w. Okrag styczny do bokéw AD i AB jest styczny
wewnetrznie do okregu w w punkcie T'. Proste styczne do okregu w w punktach A i T przecinaja sie
w punkcie P. Wykazaé, ze jesli okregi wpisane w trojkaty ABC oraz AC'D maja rowne promienie, to
prosta taczaca $rodki tych okregéw przechodzi przez punkt P.

Rozwigzanie:

Oznaczmy przez K i L odpowiednio srodki tukéw AB i AD okregu w niezawierajacych C. Niech I’
bedzie okregiem stycznym do bokéw AD i AB oraz stycznym wewnetrznie do okregu w; niech ponadto
X 1Y beda odpowiednio punktami stycznosci okregu I' do bokow AB i AD. Jednoktadnosé o srodku T
przeksztalcajaca okrag w na okrag I' przeprowadza punkt K na punkt X, zatem punkty 7', K, X sa

2 o . . . . . » o . TX TY .
wspotliniowe. Analogicznie uzasadniamy, ze punkty T', L, Y sa wspotliniowe. Ponadto 77 = 77, gdyz
oba te stosunki sa réwne skali rozwazanej jednoktadnosci. Wynika stad, ze % = % Mamy tez

IKAX = SKTA,

gdyz katy te sg oparte na rownych tukach okregu w. Wobec tego trojkaty K AX oraz KT A sa podobne.
Stad

AK KX [AK KX  [KX
TK AK VTK AK V\V TK

Analogicznie dowodzimy, ze % = \/%. Wobec tego

AK AL
TK TL
Zatem z twierdzenia o symedianie wynika, ze punkt P lezy na prostej K L.

Oznaczmy przez I, I, odpowiednio $rodki okregdéw wpisanych w trojkaty ABC, AC'D. Na mocy
twierdzenia Menelaosa dla trojkata C'K L do wykazania tezy zadania potrzeba i wystarcza, by

KL, Cl, KP

cl, LI, LP’
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Trojkaty PAK oraz PLA sa podobne (gdyz SALP = $PAK), wiec

(5.

B AL

gdzie symbolem [F] oznaczamy pole figury F.
Z drugiej strony z lematu o trojlisciu mamy K1, = KA oraz LI, = LA, wiec

KI, AK

LI, AL’

Oznaczmy przez O i R odpowiednio srodek i promieni okregu w. Niech r bedzie promieniem okregdw
wpisanych w trojkaty ABC', AC'D. 7 twierdzenia Eulera wynika, ze

OI} = R* —2Rr = OI3.
Wobec tego punkty I; oraz I maja rowng potege wzgledem okregu w. Stad C'I - KI; = Cly - LI, zatem

Cl, KI, AK
Cl, LI, AL’

Laczac otrzymane réwnosci otrzymujemy

KI, CI, KI, CI, AK AK PK
cr, LI, LI, CI, AL AL PL’

czyli rownosé, do ktorej sprowadzona zostata teza zadania.
10. Czworokat ABC'D jest wpisany w okrag o srodku O. Na bokach BC'i AD budujemy na zewnatrz
trojkaty BCE i ADF, przy czym
BE =CE, AF =DF oraz YBEC + 4AOD = SAFD + ¥BOC = 180°.

Punkty M i N sa srodkami odpowiednio bokéw AB i C'D. Wykazaé¢, ze proste BN, CM i EF maja
punkt wspolny.

Rozwigzanie:
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Niech P bedzie punktem przeciecia przekatnych AC'i BD. Wykorzystujac warunki dane w tresci zadania
otrzymujemy

YACD = YABD = %MOD —90° _ %azBEc — YBOE = ¥CBE.

Trojkaty ABP i DCP sa podobne, skad wniosek, ze trojkaty BMP i CNP sa podobne, wiec mamy
IYBPM = JCPN. Stosujac twierdzenie Jacobiego dla trojkata BPC' otrzymujemy, ze proste BN,
CM i PE maja punkt wspolny X. Analogicznie uzasadniamy, ze proste AN, DM i PF maja punkt
wspolny Y. 7 twierdzenia Pappusa dla szesciokata ANBDMC' otrzymujemy, ze punkty Y, P, X sa
wspotliniowe, w zwiazku z czym punkty £, X, P, Y, F' leza na jednej prostej, co koriczy rozwiazanie.

11. Dany jest czworokat wypukly ABCD, w ktorym katy przy wierzchotkach A i C' sa réwne.
Udowodni¢, ze jedna ze wspolnych stycznych do okregow wpisanych w trojkaty ABD i BC'D przechodzi
przez srodek przekatnej AC.

Rozwigzanie:

Jezeli punkty A i C' sg symetryczne wzgledem przekatnej BD lub wzgledem srodka przekatnej BD,
to teza zadania jest oczywista. Od teraz bedziemy rozwazaé pozostate przypadki. Wtedy trojkaty ABD
i CBD maja wspélng styczna zewnetrzng ¢ roznag od BD i bez straty ogélnosci mozemy zaltozyé, ze ¢
przecina proste AD i CD.

Niech ¢ przecina proste BD, AD, CD, AC odpowiednio w punktach X, Y, Z, M. Musimy wykazac,
ze AM = MC.

Stosujac twierdzenie Menelaosa dla trojkata AC'D i prostej] MY Z otrzymujemy

AM CZ DY

. . =1.
MC ZD YA
Wobec tego wystarczy udowodnié, ze
czZ YA
ZD DY’

Niech P i @) beda punktami stycznosci okregu wpisanego w trojkat ABD odpowiednio z bokami BD
i AD. Korzystajac z twierdzenia Brianchona dla zdegenerowanego sze$ciokata ABP XY () wnioskujemy;,
ze proste AX, BY, PQ przecinaja sie w jednym punkcie; oznaczmy go przez 1. Stosujac twierdzenie
Menelaosa dla trojkata ADX i prostej BY'T otrzymujemy

AY DB XT

YD BX TA -

Ponownie stosujac twierdzenie Menelaosa, tym razem dla trojkata ADX i prostej TQP otrzymujemy

XT AQ DP

i A
TA QD PX

Ponadto DP = D(Q). Zatem
AY  BX AQ 1
YD DB PX’ (1)
Podobnie, oznaczmy przez R i S punkty stycznosci okregu wpisanego w trojkat BC'D odpowiednio z
bokami BD i CD. Z twierdzenia Brianchona zastosowanego do zdegenerowanego szesciokata C'SZX RB
dostajemy, ze C'X, SR, ZB przecinaja sie w jednym punkcie, powiedzmy U. Z twierdzenia Menelaosa
dla trojkata C'DX i prostej BUZ wynika, ze

CZ DB XU _

: : 1.
ZD BX UC
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Twierdzenie Menelaosa dla trojkata C'DX i prostej USR daje

XU CS DR

2o,
UC SD RX

Poniewaz DS = DR, wiec
¢z BX (CS

= . . (2)
ZD DB RX

Ad
Korzystajac z zaleznosci (1) i (2), mozemy przepisaé teze do postaci
AQ PX
CS  RX'

Niech I, J oraz r, ' beda $rodkami oraz promieniami okregéw wpisanych w trojkaty ABD, CBD.

Woéwcezas
AQ rctg S BAD ~r IP PX

CS  r'ctg 54BCD ~r  JR RX’

co konczy dowdd.
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10.

11.

12.

13.

Regulamin Meczu Matematycznego

Ustalenia wstepne

. W Meczu biora udzial dwie druzyny. Kazda z druzyn wybiera ze swojego grona Kapitana.

. W pierwszej fazie Meczu obie druzyny rozwiazuja 11 zadan dostarczonych przez Jury i przygotowuja

sie do zreferowania rozwiazan przy tablicy. Druga faza Meczu jest rozgrywka.

Rozgrywka

. Ekipy na przemian wywotuja druzyne przeciwng do zreferowania przy tablicy rozwiazania jednego

z niewybranych dotad zadan. Numer zadania jest wybierany przez druzyne wywotujaca. Wywoly-
wanie rozpoczyna druzyna wylosowana tuz przed rozgrywka.

. Druzyna wywotana do rozwiazania zadania deklaruje, czy przyjmuje zadanie. Dalszy przebieg

rozgrywki zalezy od decyzji druzyny wywotanej.

Jesl druzyna wywotana przyymuje zadanie...

. Druzyna wywotana staje sie druzyng referujaca.

Zawodnika druzyny referujacej, ktory przedstawia rozwigzanie przy tablicy, wyznacza Kapitan dru-
Zyny przeciwne;j.

Zawodnik moze by¢ wyznaczony jedynie wtedy, gdy kazdy zawodnik z jego druzyny zakonczyt
referowanie zadania nie mniej razy niz on. Nie mozna wyznaczy¢ zawodnika po raz drugi do tego
samego zadania. Jezeli do referowania wyznaczono Kapitana, wskazuje on na czas pobytu pod
tablica swego zastepce.

Jesli zawodnik zostaje wybrany do referowania po raz n-ty, przystepuje do referowania z praw-

dopodobienstwem (%)l_nm, gdzie m oznacza minimum liczby zakonczonych referowan sposrod
wszystkich zawodnikéw druzyny referujacej. W przeciwnym wypadku Kapitan druzyny referujacej

wyznacza osobe do referowania zgodnie z punktem 7.

Osoba referujaca nie moze korzysta¢ z notatek, ani konsultowaé sie ze swoja druzyng. Druzyna
przeciwna nie moze przeszkadzac¢ lub przerywac referujacemu.

Kapitan druzyny referujacej moze odwotywaé osoby referujace dowolna liczbe razy. Takze osoba
referujaca moze zrezygnowac¢ z referowania. Wowczas Kapitan druzyny przeciwnej wskazuje ko-
lejng osobe druzyny referujacej do kontynuowania rozwigzania przy tablicy na zasadach opisanych
w punktach 7—9. Druzyna zmieniajaca referujacego traci N punktéw przy swojej N-tej zmianie
w czasie Meczu.

Laczny czas na zreferowanie rozwigzania przez druzyne referujaca wynosi 10 minut. Po uptywie
tego czasu Jury moze przerwaé referowanie, poprosi¢ o streszczenie dalszej czesci rozwiazania lub
pozwoli¢ na dalsze referowanie, w zaleznosci od tego, czy rozwiazanie zdaniem Jury rokuje nadzieje
na poprawnos¢ i zbliza sie do konca.

Po oznajmieniu przez referujacego, ze referowanie rozwiazania zostato zakonczone, druzyna prze-
ciwna moze zglosi¢ zastrzezenia co do poprawnosci lub kompletnosci rozwiazania, a nastepnie refe-
rujacy odpowiada na te zastrzezenia.

Jezeli podczas dyskusji druzyna wywolujaca zwrécita uwage na btedy lub luki dyskwalifikujace
rozwigzanie, ma ona prawo do zreferowania brakujacych czesci rozwiazania na zasadach okreslonych
w punktach 6—-11. W tym przypadku, jezeli przedstawione rozwiazanie nie zostanie uznane przez
Jury za poprawne, druzyna otrzymuje —10 punktow i opuszcza sie punkt 14.
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14.

15.

16.

17.

18.

19.

20.

Ostatecznie Jury ocenia zaprezentowane referaty oraz dyskusje i przyznaje obu druzynom nieujemne
liczby punktéw o sumie nie przekraczajacej 10 punktéow. Druzyna, ktora przedstawita poprawne
rozwiazanie, otrzymuje co najmniej 7 punktéw. Jury ma prawo zadaé¢ pytania referujacemu w celu
ustalenia oceny.

Jesli druzyna wywotana nie przyjmuje zadania...
Druzyna wywolujaca staje sie druzyna referujaca i prezentuje rozwiazanie zgodnie z zasadami okre-
slonymi w punktach 6—11.

Ostatecznie Jury przyznaje druzynie referujacej od 7 do 10 punktow, jezeli zaprezentowane roz-
wiazanie jest poprawne, albo —10 (minus dziesie¢) punktow w przeciwnym przypadku. Jury moze
rowniez przydzieli¢ druzynie przeciwnej punkty za wskazanie luk lub bledéw w przedstawionym
rozwigzaniu. Jury ma prawo zada¢ pytania referujacemu w celu ustalenia oceny.

Ustalenia konicowe
Rozgrywka koniczy sie po wywotaniu 8 zadan lub gdy réznica pomiedzy wynikami obu druzyn jest
wieksza niz 40 punktow. W przypadku remisu wywotuje sie dodatkowo 2 zadania.

Po 3 godzinach meczu czas na referowanie zadania zostaje skrocony do 5 minut, a wszystkie punkty
ujemne licza sie dwukrotnie.

Przewodniczacy Jury moze natozy¢ kare punktowa na druzyne za niezgodne z niniejszym regulami-
nem zachowania jej zawodnikow.

Interpretacja niniejszego regulaminu nalezy do przewodniczacego Jury.
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