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Wstep

Obodz Naukowy Olimpiady Matematycznej odbyt sie w dniach 30 maja — 12 czerwca 2021 w Mszanie
Dolnej, w Osrodku Sportowo-Rekreacyjnym ,Stoneczny”. Kadre obozu stanowili: Piotr Ambroszczyk,
Damian Burczyk, Tomasz Ciesla, Maciej Dziuba, Jacek Jakimiuk, Justyna Jaworska, Tomasz Kieltbasa,
Natalia Kucharczuk, Mikolaj Leonarski, Konrad Majewski i Tomasz Slusarczyk.

W dniach 31 maja oraz 1, 2, 4, 7, 8, 9 i 10 czerwca odbyly sie zawody indywidualne, 3 czerwca mialy
miejsce zawody druzynowe, a 5 i 11 czerwca rozegrane zostaly mecze matematyczne (regulamin meczu
znajduje sie na koricu tego zeszytu).

Podczas kazdego dnia zawodow indywidualnych uczestnicy mieli cztery i p6t godziny na rozwigzanie
czterech zadan. Zawody druzynowe polegaly na rozwiazywaniu przez kilkuosobowe druzyny osmiu zadan
i trwaly od rana do wieczora, a mecze matematyczne — od wieczora dnia poprzedniego do popotudnia.

W ramach zawodéw indywidualnych mozna byto uzyskaé¢ 192 punktow. Trzy najlepsze wyniki to 150,
144 i 101 punktow. Punkty uzyskane za poszczegdlne zadania przedstawia tabela na nastepnej stronie.
W tym miejscu wypada nadmienié, ze nie wszyscy uczestnicy byli na calym obozie, co powoduje, ze sumy
liczb w poszczegdlnych wierszach moga sie r6znic.

W czasie obozu odbyta si¢ wycieczka: 6 czerwea na Cwilin i Snieznice.

Niniejszy zeszyt zawiera wszystkie zadania z Obozu wraz z rozwigzaniami. Zeszyty z poprzednich
Obozéw Naukowych znajduja sie na stronie internetowej Olimpiady Matematycznej: om.mimuw.edu.pl.



7 adanie Liczba prac Liczba prac | Liczba prac | Liczba prac
na 6 punktéow | na 5 punktéw | na 2 punkty | na 0 punktow
1. 17 0 0 3
2. 14 0 2 4
3. 2 3 0 15
4. 2 0 1 17
D. 6 5 3 6
6. 9 4 0 7
7. 4 1 2 13
8. 1 1 0 18
9. 19 0 1 0
10. 13 3 0 4
11. 0 1 2 17
12. 1 1 0 18
13. 12 1 2 5
14. 2 2 1 15
15. 4 0 0 16
16. 0 0 1 19
17. 12 0 0 7
18. 5 0 1 13
19. 1 0 2 16
20. 0 0 1 18
21. 12 0 0 7
22. 6 3 4 6
23. 8 2 1 8
24. 4 0 1 14
25. 13 0 3 3
26. 7 0 1 11
27. 4 1 0 14
28. 0 0 3 16
29. 0 0 0 19
30. 13 0 0 6
31. 7 2 0 10
32. 0 0 0 19




Tresci zadan

Zawody indywidualne

1. Dany jest trapez ABC'D o podstawach AB i C'D, ktoéry nie jest réwnoleglobokiem i w ktory nie
mozna wpisaé¢ okregu. Dwusieczne katow ABC i BC'D przecinaja sie w punkcie F, a dwusieczne katow
CDA i DAB przecinaja sie w punkcie F. Dwusieczne katéw ABC i DAB przecinaja sie w punkcie G,
zas dwusieczne katow BC'D i CDA przecinaja sie w punkcie H. Udowodnié¢, ze prosta taczaca srodki
odcinkéw EF i GH jest prostopadia do prostej AB.

2. Wyznaczy¢ wszystkie pary dodatnich liczb catkowitych (a, b), dla ktorych zachodzi réwnosé

2021% = b* — 8h + 1.

3. Dane sg wielomiany Pi(z), Py(z), Q1(x), Q2(x) o wspoélezynnikach wymiernych spelniajace dla
dowolnej dodatniej liczby catkowitej n réwnosé

Wykazaé, ze pewien z wielomianow P;(z), Pa(x), Q1(x), Q2(x) jest wielomianem zerowym lub Q4 (z) =
Qg ($)

4. Niech n > k beda dodatnimi liczbami catkowitymi i niech F bedzie rodzing skoniczonych zbioréw
o nastepujacych wlasnosciach:

e F zawiera co najmniej (Z) + 1 réznych zbioréw majacych doktadnie k elementow,
e dla kazdych dwoch zbiorow A, B € F zachodzi AU B € F.

Udowodni¢, ze F zawiera co najmniej trzy rozne zbiory zawierajace co najmniej n elementow.

5. Niech Z* oznacza zbior dodatnich liczb caltkowitych. Wyznaczy¢ wszystkie takie funkcje f : ZT —
77", 7e dla dowolnych a,b € ZT liczba a® + f(a) f(b) jest podzielna przez liczbe f(a) + b.

6. Dany jest trojkat ABC, w ktorym 2(AB — AC) = BC'. Niech D bedzie takim punktem na boku
BC, 7e AB+ BD = AC + CD. Wykaza¢, ze 29 ADC = SACB.

7. W turnieju frisbee wzieto udziatl n > 2022 druzyn. Kazda druzyna zagrata z kazda doktadnie raz,
nie byto remiséw. Wykazaé, ze istnieje taki ciag niekoniecznie réznych druzyn Ay, Ao, ..., A,, ze

e dla wszystkich i € {1,2,...,n — 1} zachodzi A; # A;41 oraz druzyna A; wygrala z druzyna A1,

e dla wszystkich i € {1,2,...,n — 2022} zachodzi A; # A;i2022 oraz druzyna A; wygrata z druzyna
Ai 2022

8. Wyznaczy¢ wszystkie takie funkcje f : [0, 00) — [0, 00), ze nier6wnosé

2f(3x) +4f(3y) < 3f(2x + 4y)

jest spelniona dla dowolnych z,y > 0.

9. Dany jest spojny graf o n wierzchotkach i m krawedziach. Wykazaé, ze mozna tak pokolorowaé
kazdy z wierzchotkéw danego grafu na jeden z m — n + 3 ustalonych koloréw, aby kazde dwa wierzchotki
polaczone krawedzia zostaly pokolorowane réznymi kolorami.



10. Dane sa dodatnie liczby rzeczywiste ay,...,a, 1 b1,...,b,, przy czym by < by < ... < b, oraz dla
kazdego k = 1,2, ..., n speliony jest warunek

ay+ ... +ap <b+ ...+ b

Udowodni¢, ze zachodzi nier6wnosé

Qn
——l—...+b—<bl+...+bn.

11. W trojkacie nierownoramiennym ABC punkt [ jest srodkiem okregu wpisanego, zas punkty
D, E| F to punkty stycznos$ci odpowiednich okregéw dopisanych do bokéw BC,CA, AB. Wykazaé, ze
okregi AID, BIE, CIF maja punkt wspolny rézny od I.

12. Niech Z oznacza zbior liczb catkowitych. Dane sa a,b,n € Z, przy czym n > 1. Wykazaé, ze
zbior
Z\ {az" +by" | z,y € Z}
jest nieskoniczony.

13. Na tablicy napisano wyrazenie
max(a, b) + max(a, ¢) + max(a, d) + max(b, ¢) + max(b, d) + max(c,d) > 0.

Mikotaj chce zastapi¢ m wyrazen max(x, y) wyrazeniami min(x, y) (nie moze zmieni¢ argumentow funkcji)
w taki sposob, ze po zamianie wyrazenie jest prawdziwe dla dowolnych liczb rzeczywistych a, b, ¢, d o
zerowej sumie. Wyznaczy¢ wszystkie m, dla ktorych Mikotaj moze to zrobié.

14. Niech N oznacza zbior dodatnich liczb catkowitych. Dany jest zbior A C N, ktory zawiera element
rozny od 1. Okazalo sie, ze dla dowolnego n € A oraz dowolnych ay, as, ..., a, € A liczba

ap +az+---+ay

takze nalezy do A. Wykazaé, ze istniejg takie dodatnie liczby catkowite P, @), ze dowolna liczba catkowita
n > P nalezy do A wtedy i tylko wtedy, gdy Q|n — P.

15. Znalez¢ wszystkie wielomiany f(n) o wspotczynnikach catkowitych spetniajace dla kazdej liczby
catkowitej n > 2 warunki
f(n) >0 oraz f(n)|n"t—1.

16. Dany jest trojkat rownoramienny ABC wpisany w okrag w, w ktorym AC' = BC. Punkt M jest
srodkiem odcinka AB. Prosta styczna do okregu o srednicy C'M przechodzaca przez B, r6zna od prostej
BC', przecina okrag w po raz drugi w punkcie D. Wykazaé, ze istnieje okrag styczny do prostych DC|
C'A, AB oraz okregu w.

17. Dane sa wzglednie pierwsze liczby nieparzyste p i ¢. Udowodnié, ze zachodzi réwnosé

pa-l k k
Z(_1)L5J+LEJ =1
k=0
18. Dana jest dodatnia liczba catkowita n, graf G o wierzchotkach vy,..., v, oraz n nieujemnych
liczb catkowitych aq,..., a,. Wykazaé¢, ze nastepujace warunki sa rownowazne:



a) istnieje taka orientacja krawedzi G, ze dla kazdego i = 1,..., n do wierzchotka v; wchodzi co
najwyzej a; krawedzi,

b) dla kazdego niepustego podzbioru X zbioru {1, ..., n}, liczba krawedzi pomiedzy wierzchotkami
ze zbioru {v; : i € X} jest nie wigksza niz suma liczb ze zbioru {a; : i € X}.

19. Dany jest trojkat ABC, w ktorym AB < AC. Okrag w jest styczny do prostej AB w punkcie B
oraz do odcinka AC' w punkcie D. Punkt F jest rzutem prostokatnym punktu D na prosta BC. Okrag w
przecina okrag opisany na tréjkacie ABC w réznych punktach B i P. Udowodni¢, ze SCPE = 24 ACB.

20. Niech n bedzie dodatnia liczba catkowita i niech (p; ;)1<ij<n bedzie ciagiem n? liczb rzeczywistych.
Udowodnié¢, ze zachodzi nieréwnosé

2
n

DN EID DN DD BN E

1<i,j<n 1<a,b<n | k=1 | 1<i,5<n
nlai+bj—k

21. Dany jest trojkat ABC, w ktorym M jest srodkiem boku BC'. Udowodnié, ze $rodki okregow
wpisanych w trojkaty ABM i1 ACM oraz srodki okregéw dopisanych do nich, stycznych odpowiednio do
bokéow AB i AC leza na jednym okregu.

22. Wyznaczy¢ wszystkie wielomiany P(x) o wspotezynnikach catkowitych, dla ktorych liczba P(P(n)+
n) jest pierwsza dla nieskoriczenie wielu liczb catkowitych n.

23. Znalez¢ wszystkie funkcje f(x) okreslone na zbiorze dodatnich liczb catkowitych i przyjmujace
wartosci bedace liczbami rzeczywistymi, spetniajace dla dowolnej trojki dodatnich liczb catkowitych a, b,
¢ nieréwnosé

flac) + f(bc) — f(c) f(ab) = 1.

24. Na pewnym obozie matematycznym rozdzielono n uczniéw do k pokojow. Okazalo sie, ze dla
kazdych dwoch pokojow istnieja uczen z pierwszego pokoju i uczen z drugiego pokoju, ktoérzy sie nie
znaja. Udowodni¢, ze mozna tak rozmiesci¢ uczniow w n — k 4+ 1 pokojach, zeby nikt nie znat swoich
wspotokatorow.

25. Iloczyn dodatnich liczb rzeczywistych a, b, ¢ jest réwny (\/§ — 1)3. Wykaza¢, ze nie wszystkie z
liczb % — b, % — c,% — a s mniejsze od 2.
26. Dany jest trojkat ostrokatny ABC (AB < AC'), w ktorym AH jest wysokoscia, AM srodkowa, a

O jest srodkiem okregu opisanego. Symetralne bokéw AB i AC przecinaja AH w P i Q. Niech J bedzie
srodkiem okregu opisanego na OPQ. Udowodnié¢, ze SCAJ = S BAM.

27. Dany jest graf, ktorego wierzchotki moga by¢ kolorowane na biato lub czarno. Na poczatku
wszystkie wierzchotki grafu sa biate. W jednym ruchu mozemy wybraé¢ dowolny wierzchotek i zmienié¢
jego kolor oraz wszystkich jego sasiadow. Rozstrzygnaé, czy dla dowolnego grafu po skonczonej liczbie
ruchéw mozna pokolorowaé¢ wszystkie jego wierzchotki na czarno.

28. Niech p bedzie taka liczba pierwsza, ze liczba p%l takze jest liczba pierwsza. Niech a, b, ¢ beda
dowolnymi liczbami catkowitymi, niepodzielnymi przez p. Udowodnié, ze istnieje co najwyzej /2p + 1
dodatnich liczb catkowitych k& mniejszych od p, dla ktérych zachodzi

p|a"+b"+ "
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29. Danych jest 1000 czerwonych torebek oraz 2021 niebieskich torebek z cukierkami. W kazdej
czerwonej torebce jest co najwyzej 2021 cukierkéw, a w kazdej niebieskiej jest co najwyzej 1000 cukierkow.
Ponadto, taczna liczba cukierkéw w czerwonych torebkach jest mniejsza niz taczna liczba cukierkow w
niebieskich torebkach. Wykazaé¢, ze mozna wybraé taki niepusty podzbioér torebek 7', aby taczna liczba
cukierkéw we wszystkich czerwonych torebkach nalezacych do T' byla rowna tacznej liczbie cukierkow we
wszystkich niebieskich torebkach nalezacych do T'.

30. Danych jest n dodatnich liczb rzeczywistych aq,...,a, o iloczynie rownym 1. Udowodnié, ze
wartos¢ wyrazenia

ai az an

Ta (Utxa)(ita) T Oxa)(itam). . (1+a)

2"—1
AL

jest wieksza badz rowna

31. Dana jest liczba catkowita a; > 2. Dla dowolnej dodatniej liczby catkowitej n definiujemy wyraz
ciagu a,1 jako najmniejsza dodatnia liczbe catkowita, ktora nie jest wzglednie pierwsza z a,, oraz jest
rozna od kazdej z liczb ay,as,...,a,. Wykazaé, ze kazda liczba catkowita wieksza od 1 wystapi w tym
ciggu.

32. Niech I bedzie srodkiem okregu wpisanego w trojkat ostrokatny ABC'. Prosta [ jest symetralna
odcinka AI. Punkt P lezy na okregu opisanym na trojkacie ABC'. Proste AP il przecinaja sie w punkcie
Q. Niech R bedzie takim punktem na prostej [, ze S¥IPR = 90°. Prosta k przechodzaca przez érodki
odcinkéw AB i AC oraz prosta I() przecinaja sic w punkcie M. Udowodni¢, ze LAMR = 90°.



Zawody druzynowe

1. Dla dowolnej permutacji o zbioru {1,2,...,n} méwimy, ze para (i,7) € {1,2,...,n}? jest odwrd-
cona, gdy i < j, ale (i) > o(j). Zbior wszystklch odwréconych par permutacji o oznaczamy przez A(o).
Niech S,, bedzie zbiorem wszystkich permutacji zbioru n-elementowego. Wykazaé, ze

Z 20217 14@I < 3

0€82021

2. Dany jest niestaly wielomian P(x) o wspotczynnikach rzeczywistych. Dla kazdej dodatniej liczby
catkowitej n definiujemy wielomian @, (z) jako:
Qn(z) = (z+1)"P(z) +2"P(x + 1).
Wykazaé, ze istnieje jedynie skoniczenie wiele takich n, ze @, (x) ma komplet pierwiastkow rzeczywistych.
Uwaga: Wielomian W (z) ma komplet pierwiastkow rzeczywistych, jesli mozna go zapisa¢ w postaci
a(xr —x1)(x — z3) ... (x — x,,) dla pewnych, niekoniecznie réznych liczb rzeczywistych a, z1, s, ..., Tp,.

3. Dwoch graczy gra w gre z wykorzystaniem dwoch stosow monet. Poczatkowo pierwszy stos zawiera

m monet, a drugi n monet, gdzie m > n > 0. Gracze naprzemiennie wykonuja ruchy. W pojedynczym

ruchu gracz moze zabra¢ z jednego stosu pewna dodatnia liczbe monet bedaca wielokrotnoscia liczby

monet na drugim stosie. Wygrywa gracz, ktory zabierze ostatnia monete z jednego ze stosow. Wyznaczy¢
wszystkie liczby rzeczywiste «, dla ktorych dla dowolnych m i n prawdziwe jest zdanie:
jesli m > an, to gracz rozpoczynajacy ma strategie wygrywajaca.

4. Udowodni¢, ze w grafie, w ktorym kazdy cykl dlugosci co najmniej 4 ma cieciwe, istnieje wierzcho-
tek, ktorego sasiedztwo jest klika.

Uwaga:  Cieciwa cyklu A1 A, ... A, to krawedz A;A;, gdzie |i — j| > 1 oraz {i,j} # {1,n}. Klika
to taki zbiér wierzchotkow, ze kazde dwa z nich sa potaczone krawedzia (pojedynczy wierzchotek i zbior
pusty to takze kliki).

5. Dany jest trojkat ostrokatny ABC. Punkt O jest srodkiem okregu opisanego na tym trojkacie,
za$ H jego ortocentrum. Punkt D lezy na krotszym tuku BC' okregu opisanego na ABC', punkt T jest
punktem przeciecia prostych AD i BC, zas punkt E jest symetryczny do D wzgledem T'. Zal6zmy, ze
E # H. Wykazaé, ze katy OT' B oraz HE D sa réwne lub sumuja sie do 180°.

6. Dany jest trojkat ABC'. Niech n bedzie dodatnia liczbg catkowita iniech B = By, Bs, -+ , By, Byy1 =
C bedg punktami lezgcymi w tej kolejnosci na boku BC. Dla j = 1,...,n przez r; oznaczmy dlugos¢
promienia okregu wpisanego w trojkat AB;B;.; oraz przez r diugos¢ promienia okregu wpisanego w
trojkat ABC'. Udowodnié, ze istnieje A, ktoéra nie zalezy od n i dla ktorej spetniona jest rownosé

A—=r)A—=71) - (A —=rp) = A" (A = 7).

7. Udowodnié, ze istnieje nieskoriczenie wiele takich liczb naturalnych n, ze liczby n, n + 1, n + 2 sa
sumami dwoch kwadratoéw dodatnich liczb catkowitych.

8. Dane sa wzglednie pierwsze dodatnie liczby caltkowite n,r > 1, przy czym n jest nieparzyste.
Zalozmy, ze istnieja takie wielomiany P(z), @(x) o wspolezynnikach catkowitych, ze

(2 —1)" = (& — 1) = (2" — 1)P(x) + nQ(a).

Udowodnié, ze n | "1 — 1.



Pierwszy Mecz Matematyczny

1. Orzec, czy istnieja takie dwa nieskonczone podzbiory liczb catkowitych X i Y, ze kazda liczbe
catkowita mozna jednoznacznie przedstawié¢ jako x + vy, gdziex € X iy e Y.
2. Niech k > 1 bedzie ustalona liczba catkowita. Wykazaé, ze istnieje taka liczba rzeczywista x, ze
dla kazdego catkowitego 1 < n < 2021 zachodzi
{2"} < {2 '} wtedy i tylko wtedy, gdy k| n,

gdzie przez {y} oznaczamy czes¢ utamkows liczby y.

3. Dane sa liczby rzeczywiste 0 < a1 < ag < ... < a, < 1, gdzie n > 2. Wykazaé, ze

3 LN log,(n/8)
— Clj — Q; 2
1<i<j<n
4. Dany jest graf z wyréznionym wierzchotkiem. Dla dodatnich liczb catkowitych a, b, niech s(a,b)
oznacza liczbe tych podzbioréw A zbioru wierzchotkéw tego grafu, ktore spetniaja nastepujace warunki:

e A zawiera wyrdzniony wierzchotek,
o [A| =a,
e podgraf ztozony z wierzchotkéw ze zbioru A jest spojny,

e wierzchotkow spoza A, ktore sasiadujg z pewnym wierzchotkiem z A jest doktadnie b.

Udowodnié, ze s(a,b) < (“+Z_1).

5. Danych jest n smerféw uwiezionych przez Gargamela oraz 2n — 1 czapek ¢, ¢, ..., con_1. Garga-
mel zaktada kazdemu smerfowi jedna z czapek. Kazdy smerf widzi, jakie czapki sa na gtowach pozostalych
n — 1 smerféw, ale nie widzi, ktéra czapke zatozyt na jego gtowe Gargamel. Nastepnie Gargamel pyta
kazdego smerfa, ktora czapke ma na gltowie. Jesli co najmniej jeden smerf odpowie poprawnie, to wszyst-
kie smerfy zostana wypuszczone; w przeciwnym razie pozostang zamkniete w zamku Gargamela. Smerfy
moga ustali¢ strategie wczesniej, jednak po zalozeniu czapeczek nie moga sie komunikowaé (nie stysza
tez odpowiedzi innych smerfow). Czy istnieje strategia gwarantujaca smerfom wyjscie na wolnosé?

6. Dany jest wieloscian wypukly P, ktorego $ciany pomalowano na niebiesko i zielono (kazda $ciane
na jeden kolor) w taki sposob, ze $cian niebieskich jest wiecej niz zielonych, ale zadne dwie niebieskie
Sciany nie maja wspolnej krawedzi. Udowodnié¢, ze w wielo§cian P nie da sie wpisa¢ sfery.

7. Dany jest trojkat rownoramienny ABC' (AB = AC), w ktéorym punkt [ jest srodkiem okregu
wpisanego. Niech w bedzie okregiem przechodzacym przez C' i stycznym do prostej Al w punkcie [I.
Oznaczmy przez (Q i D punkty przeciecia okregu w odpowiednio z prosta AC i okregiem opisanym na
trojkacie ABC. Niech M, N beda srodkami odcinkéw odpowiednio AB oraz C'Q). Dowiesé, ze proste
AD, MN i BC przecinaja sie w jednym punkcie.

8. Trojkat ABC' jest wpisany w okrag o. Okregi o1 i 09 sa styczne do boku BC' odpowiednio w
punktach £ i F', a ponadto wewnetrznie do o oraz leza po tej samej stronie BC', co punkt A. Niech k
oznacza wspolna styczna zewnetrzna do o i 0y, r6zng od BC'. Okrag w przechodzacy przez B i C jest
styczny do k w punkcie T'. Okrag w’ jest styczny do k w T oraz do BC' w S. Wykazaé, ze prosta T'S jest
dwusieczna ETF.

9. Dany jest trojkat ostrokatny ABC, w ktorym wysokosci AD i BE przecinajg sie w punkcie H.
Niech M bedzie srodkiem odcinka AB. Okregi opisane na trojkatach DEM oraz ABH przecinaja sie w
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punktach P i @, przy czym P lezy po tej samej stronie C'H, co punkt A. Udowodnié, ze proste ED,
PH, MQ@ oraz okrag opisany na trojkacie ABC maja punkt wspolny.

10. Niech n > 1 bedzie liczba catkowita i Tp,(z) = 2" + a,_12" ' + ... + a1 + ag. Przypuéémy, ze
dla dowolnej nieujemnej liczby rzeczywistej ¢ zachodzi réwnosé T, (t + %) =t"+ tln Udowodnié¢, ze T,
ma wspotezynniki catkowite oraz dla kazdego ¢ = 0,1,...,n — 1 zachodzi NWD(n, a;) > 1.

11. Niech N oznacza zbiér dodatnich liczb catkowitych. Dana jest funkcja f: N — N, przy czym
dla dowolnych wzglednie pierwszych m, n € N liczby f(n) i f(m) sa wzglednie pierwsze, a ponadto
n < f(n) < n+2021. Udowodni¢, ze dla dowolnego n € N i liczby pierwszej p, jezeli p | f(n), to p | n.
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Drugi Mecz Matematyczny
1. Znalez¢ wszystkie funkcje f: (0,00) — (0, 00) spelniajace dla dowolnych x,y > 0 réwnosé

flz+y) = f@)f(yf(z)).

2. Rozstrzygnaé, czy istnieje zbior A C R o nastepujacych dwoch wlasnosciach:
e A nie zawiera rosnacego ciggu arytmetycznego dlugosci trzy,

e dla kazdego x ¢ A zbior AU {x} zawiera rosnacy ciag arytmetyczny diugosci trzy.

3. Dane sa dodatnie liczby rzeczywiste x1, zo, . . ., x,,, ktorych iloczyn wynosi 1. Wykazaé, ze zachodzi

n

1
2 Tira <!

=1

4. Dane sg niepuste zbiory Ay, Ay, ..., Apr1 € {1,2,...,n}. Wykazaé, zZe istnieja takie niepuste
roztaczne zbiory indeksow I, J, ze

el jeJ

5. Danych jest n liczb catkowitych aq,as, ..., a, spelniajacych dla dowolnego 1 < 7+ < n warunek
i—n < a; <i— 1. Udowodni¢, ze istnieje niepusty podzbior S C {1 ...,n}, dla ktorego

Zai:().

€S

6. Mamy dana prostokatna tabele o n wierszach i m kolumnach. W kazde pole wpisana jest liczba
rzeczywista w taki sposob, ze suma liczb w kazdej kolumnie i w kazdym wierszu jest catkowita. Udowod-
ni¢, ze mozna zamienic¢ kazda liczbe = w tabeli na |z lub [z] w taki sposob, aby sumy liczb w kolumnach
i wierszach sie nie zmienity.

7. Punkt O jest srodkiem okregu opisanego na trojkacie ostrokatnym ABC, a G jest jego srodkiem
ciezkosci. Niech D bedzie $rodkiem odcinka BC. Wysoko$¢ opuszczona z wierzchotka A przecina okrag
o Srednicy BC' wewnatrz trojkata ABC' w punkcie E. Proste EG i OD przecinaja sie w punkcie F. Na
boku BC' wybieramy takie punkty K, L, ze FFK || OB oraz FL || OC. Punkt M lezy na prostej AB i
spelnia MK | BC, za$ punkt lezy N na prostej AC' i spelnia LN 1 BC. Wykazaé, ze istnieje okrag
styczny do prostych OB, OC w punktach B, C oraz do okregu opisanego na trojkacie AMN.

8. Oznaczmy przez w i o odpowiednio okrag wpisany i opisany na trojkacie ABC. Niech I bedzie
srodkiem w. Okregi 7 i 75 odpowiednio o §rodkach M i N sa styczne zewnetrznie w punkcie I. Okrag
71 jest styczny wewnetrznie do o w punkcie 7', natomiast 7 jest styczny wewnetrznie do w w punkcie S.
Prosta T'M przecina o w punkcie P, a prosta PN przecina o w punkcie R. Wykazaé¢, ze okrag opisany
na trojkacie RST jest styczny do w.

9. Okrag wpisany w trojkat ABC' ma srodek w punkcie I oraz jest styczny do bokow BC, CAi AB
odpowiednio w punktach D, E i F. Punkty Iz, I sa $srodkami okregéw dopisanych do trojkata ABC,
odpowiednio naprzeciwko wierzchotkéw B i C'. Punkty P i @ sa srodkami odcinkéw IgF, IcF. Okrag
opisany na trojkacie APC przecina AB w punkcie R # A, a okrag opisany na trojkacie ABQ przecina
AC w punkcie S # A. Wykazaé, ze proste PR, QS i Al przecinaja si¢ w jednym punkcie.
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10. Dane sa dodatnie liczby catkowite n i N. Wykazac, ze istnieje taka dodatnia liczba catkowita k,
ze liczba 2¥ — n ma przynajmniej N réznych dzielnikéw pierwszych.

11. Dana jest dodatnia liczba catkowita a oraz liczba pierwsza p > 3, dla ktérych zachodzi p | a®*+a+1.
Udowodnié¢, ze p* | (a +1)P —a? — 1.
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Rozwiagzania

Zawody indywidualne

1. Dany jest trapez ABCD o podstawach AB i C'D, ktéry nie jest rownoleglobokiem i w ktory nie
mozna wpisa¢ okregu. Dwusieczne katow ABC i BC'D przecinaja si¢ w punkcie E, a dwusieczne katow
CDA i DAB przecinaja sie w punkcie F. Dwusieczne katow ABC i DAB przecinaja sie w punkcie G,
za$ dwusieczne katow BCD i C'DA przecinaja si¢ w punkcie H. Udowodnié, ze prosta taczaca srodki
odcinkéw EFF i GH jest prostopadta do prostej AB.

Rozwigzanie:

Najpierw wykazemy, ze punkty E i F' lezg na prostej taczacej $srodki ramion trapezu ABC'D. Poniewaz
punkt E lezy na dwusiecznej kata ABC to jego odleglo$¢ od prostej AB jest rowna odlegtosci od prostej
BC'. Podobnie odlegtosé¢ E od prostej BC' jest rowna odlegtosci od prostej C'D. Wobec tego punkt E jest
rownoodlegty od podstaw trapezu AB i C'D. Stad wynika, ze lezy on na linii sSrodkowej w tym trapezie.
Analogicznie dowodzimy, ze lezy na niej punkt F. Poniewaz linia §rodkowa jest réwnolegta do podstaw
trapezu to odcinek EF' tez jest do nich rownolegly. Zauwazmy, ze

JHEG = ¥BEC = 180° — $EBC — 4ECB = 180° — %(%ABC + $BCD) = 90°.

Podobnie wykazujemy, ze kat HF'G jest prosty. Zatem na czworokacie H EGF mozna opisaé okrag w,
za$ odcinek HG jest jego srednicg. Stad $rodek tego odcinka jest srodkiem okregu w. Poniewaz odcinek
taczacy $rodek okregu ze $rodkiem pewnej cieciwy jest prostopadly do niej, to odcinek taczacy srodki
EF i GH jest prostopadtly do EF', wiec jest tez prostopadty do BC.

2. Wyznaczy¢ wszystkie pary dodatnich liczb catkowitych (a, b), dla ktorych zachodzi réwnosé

2021% = b* — 8h + 1.

Rozwigzanie:
Poniewaz lewa strona jest liczba nieparzysta, to b musi by¢ parzyste. Stad otrzymujemy

1=b*—8b+1=2021° = 5 (mod 16),

co oznacza, ze a musi by¢ podzielne przez 4. Zatem lewa strona jest kwadratem liczby calkowitej. Dla
b > 0 zachodzi b* — 8b + 1 < b*, dla b > 4 mamy b* > 4b, a wiec b* — 80+ 1 > bt — 262 + 1 = (b> — 1)?,
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zatem dla takich b prawa strona lezy miedzy kwadratami dwoch kolejnych liczb catkowitych, wiec nasze
rOwnanie nie moze by¢ spetnione. Jesli b < 4, to

bt —8b+ 1 < 4 =256 < 2021 < 2021¢,

wiec rownanie z tresci zadania nie ma rozwiazan.

3. Dane sg wielomiany Pi(z), Py(z), Q1(x), Q2(x) o wspotezynnikach wymiernych spelniajace dla
dowolnej dodatniej liczby catkowitej n réwnosé

Pi(n) - Qu(n)" + Py(n) - Qa(n)" = 0

Wykazaé, ze pewien z wielomianow P;(z), Pa(x), Q1(x), Q2(x) jest wielomianem zerowym lub @ (z) =
Qg ($)

Rozwigzanie:

Wielomiany z tresci zadania maja wymierne wspotczynniki, wiec istnieje taka liczba catkowita M,

ze wielomiany Ry(x) = M - Py(z), Ro(z) = M - Pa(x),S1(x) = M - Q1(x),Ss(z) = M - Q2(r) maja
wspotezynniki bedace liczbami catkowitymi. Ponadto dla kazdej dodatniej liczby catkowitej n zachodzi

Ry (n)S1(n)" + Ra(n)Sa(n)" = M"(P1(n)Q1(n)" + Pa(n)Qa(n)") = 0.

Czyli wielomiany R;(x), Ra(x), Si(x), Sa2(x) rowniez spelniaja zalozenia zadania oraz oczywiscie
widaé, ze jezeli teza zadania zachodzi dla Ry(z), Ra(z), Si(x), Sa(x), to zachodzi rowniez dla Py(x),
Py(x), Q1(x), Q2(z). Zatem w dalszej czesci rozwiazania mozemy bez straty ogolnosci zatozy¢, ze Py (z),
Py(x), Q1(x), Q2(x) maja wspotezynniki catkowite.

Jezeli pewien wielomian sposrod Py (x), Py(x), Q1(z), Q2(x) jest wielomianem zerowym, to w oczywisty
sposob teza zadania zachodzi. Zaldézmy wiec, ze tak nie jest. Wtedy istnieje takie ng, ze dla kazdego n >
no zachodzi Py(n)Pe(n)Q:1(n)Q2(n) # 0. Udowodnimy, ze dla kazdego a > ngy zachodzi Q(a) = Q2(a),
z czego bedzie wynikaé teza zadania. Wezmy dowolne a > ng. Niech k& bedzie dowolna nieujemna liczba
catkowita i niech p bedzie dowolna liczba pierwsza. Wstawiajac w réwnodci z tresci zadania n = a + kp
otrzymujemy

0= Py(a+ kp)Qi(a+ kp)™™ + Py(a + kp)Qa(a + kp)*+

=, Pi(a)Q1(a)*Q1(a)"™ + Pa(a)Q2(a)*Qa(a)™

=, P1(a)Q1(a)*Q1(a)" + Pz( >Q2(a> Qz(a)
(a)Q1(a)®

przy czym przedostatnie przejécie wynika z Matego Twierdzenia Fermata. Oznaczmy

fla, k) = Pi(a)Qi(a)™™ + Py(a)Qa(a)™*.

Poniewaz f(a, k) jest podzielne przez dowolna liczbe pierwsza, zatem jest réwne 0, w szczegolnosei
f(a,0) = f(a,1) = 0. Korzystajac z tego, ze Q2(a)P;(a) # 0 otrzymujemy

() - (36)
wiee Q1(a) = Q2(a).

4. Niech n > k beda dodatnimi liczbami catkowitymi i niech F bedzie rodzina skonczonych zbioréw
o nastepujacych wtasnosciach:

e F zawiera co najmniej ( ) + 1 r6znych zbiorow majacych doktadnie k elementow,
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e dla kazdych dwoch zbioréw A, B € F zachodzi AU B € F.

Udowodni¢, ze F zawiera co najmniej trzy rozne zbiory zawierajace co najmniej n elementow.

Rozwigzanie:
Niech V' bedzie suma mnogosciowa wszystkich zbioréw w rodzinie F. Zbior A € F o doktadnie k
elementach nazwiemy generatorem. Rozwiazemy zadanie przez indukcje po k. Jezeli k = 1, do F nalezy

co najmniej n + 1 zbioréw o jednym elemencie, oznaczmy je {a1}, {as}, ..., {ant1}. W takim razie
zbiory

Xl :{Cll, az, ..., an}7

X2 = {&1, ag, ..., p-1, anJrl}a

X3 ={ay, az, ..., apy1}

takze naleza do F, sa parami rézne i kazdy z nich ma co najmniej n elementéw, co konczy rozwiazanie
dla k = 1. Zalézmy teraz, ze k > 2.

Przypuéémy, ze pewien a € V nalezy do co najmniej (Zj) + 1 generatorow. Niech F/' ={S € F|a €
S} oraz niech G = {S\ {a} | S € F'}. Wtedy G zawiera przynajmniej (7_}) +1 zbioréw o dokladnie k — 1
elementach i dla dowolnych A, B € G zachodzi AUB € G. W takim razie na mocy zatozenia indukcyjnego
istnieja rozne zbiory Xy, Xs, X3 € G, z ktorych kazdy ma co najmniej n — 1 elementéw. Z definicji G
wynika, ze zaden zbior sposrod X, Xy, X3 nie zawiera a oraz ze zbiory X;U{a}, XoU{a}, X3U{a} € F
sa trzema réznymi zbiorami zawierajacymi co najmniej n elementéow, co korniczy rozwiagzanie zadania w
tym przypadku.

Zalozmy wiec, ze dowolny a € V nalezy do co najwyzej (Zj) generatorow. Oznacza to, ze rodzina
generatorow niezawierajacych a zawiera co najmniej

(-G - (1)

generatorow, wiec ich suma mnogosciowa ma co najmniej n elementéw. Oznacza to, ze dla dowolnego
a € V rodzina F zawiera zbior X, niezawierajacy a o co najmniej n elementach. Ustalmy a € V', niech
b e X,. Wtedy zbiory X,, X, V sa parami rozne (a, b € V'), wszystkie naleza do V' i maja co najmniej
n elementoéw co koriczy rozwiazanie zadania.

5. Niech Z* oznacza zbiér dodatnich liczb catkowitych. Wyznaczy¢ wszystkie takie funkcje f : ZT —
7", ze dla dowolnych a,b € Z* liczba a® + f(a)f(b) jest podzielna przez liczbe f(a) + b.

Rozwigzanie:

Latwo sprawdzi¢, ze funkcja f dana wzorem f(n) = n spelnia warunki zadania. Pokazemy, ze jest
to jedyne rozwiazanie. Oznaczmy przez P(a,b) podzielnosé¢ f(a)+0b | a®+ f(a)f(b). Wstawiajac P(1,1),
otrzymujemy f(1)+ 1|1+ f(1)% Zatem liczba f(1) + 1 dzieli takze liczbe

L+fW)%) - O+ DO =1 = 1+ 1)) - (f()*-1) =2

Stad otrzymujemy, ze f(1) = 1. Z wlasnosci P(1,b) dostajemy 1+ 0 | 1 + f(b), wiec f(b) > b dla
kazdego b. Dalsze rozumowanie moze przebiegaé¢ na kilka sposobow.

Sposob 1

Udowodnimy indukcyjnie, ze f(a) = a. Wiemy juz, ze f(1) = 1. Zalézmy, ze f(a—1) = a—1. Wtedy
z wlasnosci P(a,a — 1) zachodzi f(a) +a —1|a*+ f(a)(a —1). Zatem liczba f(a) +a — 1 dzieli takze
liczbe

(a2+f(a)(a— 1)) —(fla)+a—-1)(a—1) = (a2 + f(a)(a — 1)) — (f(a)(a— 1)+ a*—2a+ 1) = 2a — 1.
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Stad f(a) +a—1< 2a—1, czyli f(a) < a. Z drugiej strony wiemy, ze f(a) > a. Zatem f(a) = a, co
konczy dowod indukeyjny.

Sposob 11

Z wlasnosci P(a, 1) dostajemy f(a) + 1| a*+ f(a), stad liczba f(a) + 1 dzieli takze liczbe

(a® + f(a)) = (f(a) +1) =a” — 1,

wiec f(a) < a® — 2 dla kazdego a. Niech p bedzie dowolng liczba pierwsza. 7Z wlasnosci P(p, f(p))
otrzymujemy 2f(p) | p*+ f(p) f(f(p)), stad f(p) | p*, czyli f(p) € {1, p, p*}. Poniewaz p < f(p) < p*—2
to f(p) = p dla dowolnej liczby pierwszej p.

Wstawiajac a = p do P(a,b), gdzie p jest liczba pierwsza, otrzymujemy p + b | p* + pf(b). Zatem
liczba p + b dzieli liczbe

(P* +pf(0) = (P+b)(f(b) +p—b) = (p*+pf(b) — (pf(b) +bf(b) +p* = b*) =b* — bf (b).

Dla ustalonego b liczba p + b moze by¢ dowolnie duza, zatem b*> — bf(b) = 0. Wobec tego f(b) = b dla
kazdego 0.

6. Dany jest trojkat ABC, w ktorym 2(AB — AC) = BC. Niech D bedzie takim punktem na boku
BC, ze AB+ BD = AC + CD. Wykazaé, ze 294 ADC = 4ACB.

Rozwigzanie:

Oznaczmy przez FE, I, M odpowiednio punkt stycznosci okregu wpisanego w trojkat ABC' do boku
BC', srodek okregu wpisanego w trojkat ABC oraz $rodek boku BC.

Niech D’ bedzie punktem stycznosci okregu dopisanego do ABC' do boku BC. Wtedy AB + BD' =
AB+ CE = AB + B&HACAB  ABRACEBC — AC 4 CD', stad D = D'

Y

Ponadto niech P i S beda takimi punktami na odcinku AD, ze PM 1 BC oraz SE 1 BC. Jed-
noktadnosé o srodku w A przeprowadzajgca okrag wpisany na okrag dopisany przeprowadza prosta [ F
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na prosta przechodzaca przez punkt D i prostopadia do BC. Stad wynika, ze punkt S lezy na okregu
wpisanym w ABC', czyli SE jest srednicg tego okregu. Zatem PM = %SE =1F.

Oczywiscie AB > AC, wiec B, D, E, C leza w tej kolejnosci na boku BC'. Wreszcie, wykorzystujac
zatozenie w tredci zadania otrzymujemy:

EM = %DE = —(CD—-CE) = %(BE — CE)

1
2
= L((BC+ AB — AC) ~ (BC + AC — AB)) = 1 (2(AB ~ AC)) = 1 BC.

4
Zatem DM = EM = EC, wiec trojkaty DM P i CEI sa przystajace, stad

JADC = JICE = %mcg.

7. W turnieju frisbee wzieto udziat n > 2022 druzyn. Kazda druzyna zagrata z kazda doktadnie raz,
nie byto remiséw. Wykazaé, ze istnieje taki cigg niekoniecznie réznych druzyn Ay, As, ..., A,, ze

e dla wszystkich i € {1,2,...,n — 1} zachodzi A; # A;;1 oraz druzyna A; wygrala z druzyna A;,1,

e dla wszystkich i € {1,2,...,n — 2022} zachodz A; # A;i2022 oraz druzyna A; wygrata z druzyna
Aiy2022-

Rozwigzanie:

Jezeli druzyna X wygrata z druzyna Y, oznaczymy to poprzez X — Y. Ciag m druzyn By, Ba, ..., By,
taki ze By - By — B3 — -+ — B,, — B nazwiemy cyklem dtugosci m. Ponadto przyjmiemy, ze kazdy
jednoelementowy ciag druzyn jest cyklem dlugosci 1. Wykazemy najpierw nastepujacy lemat:

Lemat 1. Jezeli istnieje cykl dtugosci m, to dla dowolnego 3 < k < m istnieje cykl dtugosci k.

Dowdd. Niech By — By — B3 — + -+ — B, — Bj bedzie cyklem dtugosci m iniech B = {By, Bs, ..., By}
Dowd6d poprowadzimy przez indukcje po k. Niech najpierw k = 3. Przypus$émy, ze nie istnieje cykl dtugo-
Sci 3. Zauwazmy, ze jezeli By — By, to By — Bjy1, gdyz w przeciwnym razie By, B, Bj11 tworzylyby cykl
dtugosci 3. Stosujac to rozumowanie dla [ = 2, 3, ..., m — 2, dochodzimy do wniosku, ze By — B,,_1,
wiec By, B,,_1, By, to cykl dtugosci 3.

Niech teraz 4 < k < m. Z zalozenia indukcyjnego istnieje cykl Cy — Cy — -+ — Cy_1; — C} dtugosci
k —1, przy czym Cy, Cs, ..., Cy_1 € B. Oznaczmy tez C = {Cy, Cy, ..., Cx_1}. Niech X € B bedzie
druzyng spoza C. Zaldézmy, ze X wygral z pewng druzyng C;, za$ przegral z pewng druzyng C;. Mozemy
przenumerowa¢ druzyny w C, tak, ze C; — X oraz C; — Cy — -+ — Cy_1 — (4. Niech t bedzie
najmniejsza liczba naturalna, taka ze X — C;. Wtedy istnieje cykl dtugosci k:

Ci—=0 = —=C1—=>X—=>C—Cyqg == Crop — O

Zatozmy wiec, ze kazdy X € B\ C wygral ze wszystkimi druzynami w C lub przegral ze wszystkimi
druzynami w C. Zalézmy teraz, ze istnieja takie druzyny X, Y € B\ C, ze X wygrala ze wszystkimi
druzynami w C, Y przegrala za wszystkimi druzynami w C oraz Y — X. Wtedy ponownie istnieje cykl
dtugosdci k:

Ci—=-0Cy—= - = Che—=Y =X = (C,

gdyz k > 3. Pozostaje wiec do rozwazenia przypadek, gdy B\ C mozna przedstawi¢ jako sume dwoch
roztacznych zbioréw C, i C_, takich ze dla dowolnych C' € C, X € Cy oraz Y € C_ mamy X — C — Y
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oraz X — Y. Skoro k < m, to przynajmniej jeden ze zbioréw C, i C_ jest niepusty — zaldézmy, ze jest to
C.. Skoro C, C; C Boraz C iC, sa niepuste, to istnieje druzyna B; € C, taka ze B;;1 € C; (przyjmujemy
tutaj By,p1 = Bi). Jednakze B; — B;,1 przeczy wlasnosciom C,. Dowod w przypadku, gdy C_ jest
niepusty przebiega analogicznie. O]

Silnie spajnym zbiorem nazwiemy taki zbior druzyn X, ze dla dowolnych druzyn X, Xy € X zachodzi
X7 — X lub istnieje t € Z, oraz istnieja parami rozne druzyny Vi, Ya, ..., Y; € X'\ {Xy, Xy}, takie ze

Xi—-YV—->Y%5— .- =Y = X,5.
W rozwiazaniu pomocny bedzie nastepujacy fakt dotyczacy zbioréw silnie spojnych w turniejach.

Lemat 2. Jezeli X jest silnie spojnym zbiorem druzyn, to istnieje cykl zawierajgcy wszystkie druzyny
2 X.

Dowdd. Niech C; — Cy — --- — Cy — C} bedzie najdtuzszym cyklem w zbiorze X (C; € X') i niech
C ={Cy,...,Ck}. Przypusémy, ze k < |X|. Wowczas — w podobny sposob jak w Lemacie 1 — wykazemy,
ze powyzszy cykl mozna wydtuzyé, co bedzie sprzeczne z jego definicja.

Jezeli istnieje druzyna X € X'\ C taka, ze C; — X oraz X — C; dla pewnych ¢, j, to istnieje indeks
t taki, ze Cy — X oraz X — Cyyq (przyjmujemy Cyyq = C1). Wowcezas w X istnieje cykl dlugosci k + 1
powstaly przez wstawienie druzyny X pomiedzy druzyny C; i Cyy; w poczatkowym cyklu.

W takim razie kazda druzyna ze zbioru X'\ C nalezy albo do zbioru Cy = {X | X — C dla kazdego C €
C}, albo do zbioru C_ = {X | C — X dla kazdego C € C}. Poniewaz k < |X|, przynajmniej jeden z tych
zbiorow jest niepusty. Bez straty ogoélnosci rozwazmy druzyne X € C,. Skoro zbior X jest silnie spojny,
to aby istniata $ciezka od C7 do X, musi istnie¢ druzyna Y € C_ taka, ze Y — X. Wowczas w zbiorze
X istnieje cykl dtugosci k + 2:

Ci—=Y—=>X—=>0—-—Cp,— (Ch,
co konczy dowdd lematu. O

Wr6émy do rozwigzania naszego zadania. Mozemy podzieli¢ wszystkie druzyny biorace udzial w
turnieju na parami roztaczne maksymalne (pod wzgledem inkluzji) zbiory silnie spojne Xy, Xy, ..., Xpn.
Na mocy Lematu 2 w kazdym z tych zbioréw istnieje cykl zawierajacy wszystkie druzyny tego zbioru,
wiec jezeli ktorys zbior X; miatby co najmniej 2021 elementéw, to na mocy Lematu 1 w turnieju istniatby
cykl dtugosci 2021: By — By — +++ — Bagyg — By. Mozemy wtedy zdefiniowaé¢ A; = B,., gdzie r jest
reszta z dzielenia i przez 2021. Nietrudno sprawdzié, ze jest to szukany ciag druzyn.

Zatozmy teraz, ze wszystkie X; maja mniej niz 2021 elementéw. Skoro sg one zbiorami maksymalnymi,
to nie istnieje cykl zawierajacy druzyny z réznych zbioréw. Oznacza to, ze mozemy tak ponumerowaé
zbiory silnie spdjne, ze po wybraniu dowolnych X; € X; dlai =1, 2, ..., m mamy X; — X, dla ¢ < j.
Niech teraz X;; — X2 — --- = X, ,,, = X, 1 bedzie cyklem zawierajacym wszystkie druzyny zbioru &;.
Ustalmy

(Ah A27 ey An) - (Xl,la X1,27 T Xl,n1a X2,17 X2,27 ceey XQ,nza X3,17 DRI Xm,’n,m)'

Po prawej stronie kazda druzyna biorgca udzial w turnieju pojawia sie doktadnie raz, zas takich druzyn
jest n. Zauwazmy, ze z definicji X, mamy A, — A,y dlai € {1, 2, ..., n — 1}. Ponadto skoro
|Xk| < 2021, to A; oraz A; 9092 naleza do roznych zbioréw silnie spéjnych, wiec zgodnie z poprzednimi
obserwacjami A; — A;12022, co koticzy rozwigzanie zadania.

8. Wyznaczy¢ wszystkie takie funkcje f : [0,00) — [0, 00), ze nier6wnosé
2f(3x) +4f(3y) < 3f(2z + 4y)
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jest speliona dla dowolnych x,y > 0.

Rozwigzanie:

Przez P(a,b) bedziemy oznaczaé¢ wstawienie do wyjsciowej nierownosci = :=a iy := b.

Oczywiscie nieréownosé jest spelniona dla f postaci f(x) = ax dla dowolnej nieujemnej liczby rzeczy-
wistej a. Wykazemy, ze wszystkie szukane funkcje f sa tej postaci.

Podstawiajac * = y = 0 otrzymujemy 3f(0) > 6£(0), czyli f(0) = 0. Przypusémy, ze istnieje z > 0
taki, ze f(x) = 0. Wowcezas biorac y < %x 1 wstawiajac P (— T %) oraz korzystajac z nieujemnosci f
mamy

0= 3f(x) > 2f(y) + Af G (x—%y)) > 2f(y) > 0.

W takim razie w powyzszych nieréwnosciach wszedzie zachodza rownosci, w szczegolnosci f(y) = 0. To
pokazuje, ze f = 0 na [O, %x] oraz dla kazdej dodatniej liczby catkowitej n mamy f ((%)n x) = 0. Poniewaz

. n . , . . , s . . .
liczba (%) x moze by¢ dowolnie duza, to rownosé¢ f = 0 musi zachodzi¢ na calym zbiorze [0, co).

Zalozmy teraz, ze dla dowolnego = > 0 zachodzi f(x) > 0. Jesli z,y > 0 sa takie, ze y > %x, to

1)z 3@+ 31 (3 (v 30) ) 2 37

Powtarzajac to rozumowanie n-krotnie otrzymujemy, ze dla dowolnej liczby naturalnej n zachodzi impli-

- y> (%)x = 1) > (;‘)nﬂx).

2x mozemy podstawi¢ P (% BI —

r < 2 (3 (az——y))
v (3) =< (g)nf(w)-

Przypusémy teraz, ze f nie jest postulowanej postaci, to znaczy ze istnieja takie liczby x,y > 0 oraz
0<b<a,ze f(r)=ax oraz f(y) = by. Wowczas, jezeli wezmiemy takie dodatnie liczby catkowite m, n,
ze (%)m Yy = (%)n x, to biorac dowolne z, dla ktoérego (%)m Y=z (%)n x 1 stosujac powyzej udowodnione

3 4

implikacje otrzymujemy, ze (i)m by > f(z) > (§>n ax. Przeksztalcajac te nieréwnosci do postaci

Y AN" 3\ " y b AN\N" 3\ "
Z> (=) (2 oraz Z-—> (-] (2
T 3 2 T a 3 2
dochodzimy do wniosku, ze jesli tylko znajdziemy takie dodatnie liczby catkowite m,n, ze
Y AN" /3Ny b
2> (= . > 2.2
x (3) (2) T a

to otrzymamy sprzecznosé konczaca dowod.
W dalszej czesci rozwiazania skorzystamy z nastepujacego lematu.

3

W podobny sposob dla y < 3

1 otrzymac

W takim razie

Lemat (Twierdzenie Dirichleta o aproksymacji). Niech o« bedzie liczbg niewymierng i niech N bedzie
dodatniq liczbg catkowitq. Wtedy istniejq liczby catkowite p i q, dla ktorych |qa — p| < %

Dowadd. Poniewaz « jest liczbg niewymierna, to catkowite wielokrotnosci o sg parami rézne. Zatem z
zasady szufladkowej, wsrod liczb 0, o, 2ay, . .., Na istniejg takie dwie, ze ich czesci utamkowe réznig sie o
mniej niz . Wtedy istnieja liczby catkowite p, ¢ spetiajace |ga — p| < +. O
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Wracajac do rozwiazania zadania, logarytmujac (przy podstawie 2) ostatnia nieréwnosé, otrzymujemy
rownowazng, postac

b
log, (g) > (2n+m) — (n+ m)log3 > log, (g) + log, <—) .
x x a
Z lematu otrzymujemy, ze istnieja liczby catkowite p, ¢, dla ktorych |¢ — plog, 3| < —log, (2) Wtedy
dla pewnej liczby catkowitej k£ zachodzi

y Y b
1 (—) > k(q—plogy,3) >1 <—> 1 - .
082 T (¢ — plogy 3) > log, - + 10gy a
Rozwiazujac uktad réwnan

2n +m = kq
n+m=kp

otrzymujemy n = k(¢ — p), m = 2kp — kq. Zauwazmy, ze 1 < log, 3 < 2, wiec w lemacie mozemy

1

1 . 1.
5 Tozy3’ Iozy 31 ) dzieki czemu

potozy¢é N > max <

1
q <plog,3+ —

N?
¢ g3+ <ot 1 o
p BTN N pN
a takze
> pl 3 —
> 1 3 >1—|—1 ! >1
—_— O R — e —

wobec czego 2p > q oraz q > p, dzieki czemu m, n > 0. Konczy to dowodd istnienia postulowanych liczb
m, n i rozwigzanie zadania.

9. Dany jest spojny graf o n wierzchotkach i m krawedziach. Wykazaé, ze mozna tak pokolorowaé
kazdy z wierzchotkow danego grafu na jeden z m — n + 3 ustalonych kolorow, aby kazde dwa wierzchotki
potaczone krawedzia zostaly pokolorowane réznymi kolorami.

Rozwigzanie:

Poniewaz dany graf G jest spojny, istnieje w nim drzewo rozpinajace T, czyli taki zbiorem n — 1
krawedzi grafu G, ze pomiedzy dwoma roéznymi wierzchotkami grafu istnieje doktadnie jedna $ciezka
wykorzystujaca krawedzie z T

Zaczniemy od pokolorowania wierzchotkow G dwoma kolorami tak, aby kazda krawedz e € T' taczyta
wierzchotki o réznych kolorach. Ustalmy pewien wierzchotek r grafu . Dla kazdego wierzchotka v
rozwazmy Sciezke od r do v wykorzystujaca tylko krawedzie drzewa T i niech d(v) bedzie liczba krawedzi
na tej Sciezce (z wlasnosci drzewa rozpinajacego jest tylko jedna taka $ciezka). Przypiszmy wierzchotkowi
v kolor 1, jesli d(v) jest nieparzyste, albo kolor 2, jesli d(v) jest parzyste. Rozwazmy dwa rézne wierzchotki
v 1 u polaczone krawedzia z drzewa T'. Twierdzimy, ze wierzchotki te otrzymaty rézne kolory. Bez straty
ogolnosci zatozmy, ze d(v) < d(u). Niech (vg,vy,...,vx), bedzie $ciezka w G taka, ze vg = r, v, = v
oraz v;v;41 € T. Poniewaz d(v) < d(u), tou #v; dlai =0,... k. Stad (vo,v1,...,vk, u) jest poprawna
Sciezka w G od r do u, ktéra wykorzystuje tylko krawedzie z T'. Poniewaz Sciezka ta jest o 1 dtuzsza od
Sciezki do r do v, to wierzchotki v 1 v musialy otrzymaé¢ rézne kolory.
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Niech teraz ey, e, ..., epn_(n—1) beda wszystkimi krawedziami grafu, ktére nie nalezg do 7. Niech x;
bedzie jednym z koricow krawedzi e; i niech X = {z; |i=1,...,m—(n—1)}. Przemalujmy wierzchotki z
X w taki sposob, aby kazdy wierzchotek z X otrzymal inny, unikalny kolor. Wykazemy, ze w ten sposéb
otrzymamy szukane kolorowanie grafu. Zauwazmy, ze |X| < m — (n — 1), wiec sumarycznie uzyjemy co
najwyzej 2+ m — (n — 1) = m — n + 3 koloréw. Ponadto kazda krawedz w grafie albo nalezy do T i
na mocy pierwszej czesci jej konice otrzymaja rozne kolory (ktore moga zosta¢ zmienione, ale tylko na
unikalne kolory), albo nie nalezy do T' i wtedy jeden z jej koncow nalezy do X, a stad wierzchotek ten
otrzyma kolor inny niz kazdy z pozostalych wierzchotkow.

10. Dane sa dodatnie liczby rzeczywiste ay,...,a, 1 by,...,b,, przy czym by < by < ... < b, oraz dla
kazdego k = 1,2, ..., n speliony jest warunek

ay 4+ ..o ap <B4 DY

Udowodnié¢, ze zachodzi nieréwnosé

a
—+...+

= <by+...+b,.
b, b 1+ +

Rozwigzanie:
Sposob 1
W rozwigzaniu pomocny bedzie nastepujacy lemat.

Lemat 1 (Przeksztatcenie Abela). Niech x1,...,Zn, Y1,...,Yn bedq liczbami rzeczywistymi i niech Y =
Zle yi dla k=1,...,n. Wtedy zachodzi tozsamosc:

n n—1
Z TpYp = Z(Jﬁk — Ts1) Yy + 2, Y.
k=1 k=1

Dowod. Ustalmy indeks k£ i poréwnajmy wspotezynniki stojace przy zp po obu stronach powyzszego
roOwnania. Po lewej stronie tym wspotczynnikiem jest yi. Jesli & = 1, to wspotezynnik przy z; po prawej
stronie jest rowny Y, = y; = yi. Jesli k > 1, to wspoétczynnik przy zp po prawej stronie jest réwny

Vi +Ye=—+o A me) Gt e T ) = e

Otrzymujemy stad, ze wyrazenia po obu stronach badanej réwnosci sa sobie rowne. O]

Wréémy do rozwiazania zadania. Rozwazmy wyrazenie
Zn: (bk—%) :ii(bi—ak).
k=1 b = bk
Stosujac do powyzszej sumy przeksztalcenie Abela (zy = i, yr = by — ag), otrzymujemy
i <bk _ %) — nzl <l _ L) (i(bZ _ a.)> L1 (i((ﬁ _ a.))

by b b ) \& ) T\ & T

7 zatozen zadania wiemy, ze é — ﬁ > 0 (poniewaz by, < by11), a ponadto sumy wyrazen postaci b7 — ay

sa nieujemne. Stad otrzymujemy, ze > ;_, (by — &) 2 0, co nalezalo wykazac.
Sposob 11
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Po pomnozeniu obustronnie przez b; i przeniesieniu na jedna stron¢ dowodzona nieréwnosé przyjmuje
postac

b b b
(0° — ay) = + (b2 — ag)— + ... + (b2 — a,)— > 0.
by by by,
Zdefiniujmy f(z1,...,2,) = (b —ay)z1 +...+ (b2 —a,)z,. Wobec zalozenia 0 < b; < ... < b, wystarczy
wykazaé, ze jesli 1 >z > ... >z, > 0, to f(x1,...,x,) = 0. Zaczniemy od udowodnienia nastepujacego

lematu:

Lemat 2. Niech liczby 1, ..., %0, Y1, ..., Yn bedq takie, Ze f(xq,...,2n), f(y1,...,yn) = 0. Wowczas dla
dowolnego t € [0, 1] zachodzi f(z1(t), ..., 2z,(t)) = 0, gdzie z;(t) = to; + (1 — t)y;.

Dowdd. Funkcja t — f(z1(t),...,2,(t)) jest liniowa, zatem teza lematu jest prostym wnioskiem z wta-
snosci funkcji liniowych. m

Wykazemy przez indukcje po m, ze dla dowolnych liczb x4, ..., x,, takich,ze l =21 > 2o > ... > x,,, >
0 zachodzi f(x1,...,Tm,...,Tm,0,...,0) = 0 (na pierwszych m pozycjach sa kolejno liczby x1, ..., 2y,
na nastepnych [ (0 < 1 < n—m) jest x,,, na ostatnich n—m —1{ jest 0). Podstawiajac m = n, otrzymamy
stad teze zadania.

Dla m = 1 dostajemy

l
flay,.a0,0,...,0) = f(1,...,1,0,...,0) = > (g} — b}),

k=1

co jest nieujemne z zatozen zadania. Przypusémy, ze m > 1. Z zalozenia indukcyjnego dla dowolnego
0<!l<n—mmamy f(z1,...,%m_1,0,...,0) = 0oraz f(z1,...,Tm_1,--+,Tm-1,0,...,0) > 0 (ostatnie
Tpm—1 Na pozycji m + 1), zatem z lematu zastosowanego do powyzszych nier6wnosci dla ¢ = — wynika,
ze f(Z1, ., Tm1,Tmy -y T, 0,...,0) = 0.

Sposob 11T

Rozwiazemy zadanie w przypadku ogélniejszym, gdy liczby a; moga by¢ niedodatnie. Dla n = 1
teza pokrywa sie z zalozeniem. Niech wiec n > 2 i ustalmy 1 < [ < n — 1. Rozwazmy przeksztatcenie
ap — a; +x, ajy1 — a;1 — x dla nieujemne]j liczby rzeczywistej x. Wobec zatozenia by > by > ... > b,
widzimy, ze lewa strona tezy nie maleje przy takim przeksztalceniu. Zatozenie dla k < [ i k > [ si¢ nie
zmienia. Jezeli wiec wezmiemy

a::b%+b§+---+bl2—a1—ag—---—al20,

to lewa strona tezy nie maleje, wszystkie zalozenia pozostana spelnione, zas w zalozeniu dla k = [
zachodzi rownosé. Stosujac to przeksztatcenie kolejno dla l =1, 2, ..., n — 1 dochodzimy do wniosku,
ze na koncu lewa strona tezy nie zmalata, w zalozeniach dla k < n — 1 jest rownos¢, zas zalozenie dla
k = n jest nadal spetnione. Wystarczy wiec wykaza¢ nastepujacy fakt.

Lemat. Dane sq liczby rzeczywiste ay, as, ..., a, oraz dodatnie liczby rzeczywiste by, ba, ..., b, przy
czym by < by < ... < b, oraz dla kazdego k=1, 2, ..., n—1 spetniony jest warunek

ap+ - tap =0+ + b7,

a takze

ay o ay, <402

Wowczas zachodzi nieréwnosé

Qn,
b g S b by
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Dowdd. 7 zalozenia w oczywisty sposob wynika, ze a; = b2 dlai =1, 2, ..., n—1oraz a, < 2. W
takim razie

a Qyp, ap
L =t by 2 <Dt by,
b1 bn bn
co konczy dowdd faktu i rozwiazanie zadania. O]

11. W trojkacie nierownoramiennym ABC punkt [ jest srodkiem okregu wpisanego, zas punkty
D, E| F to punkty stycznos$ci odpowiednich okregéw dopisanych do bokéw BC,CA, AB. Wykazaé, ze
okregi AID, BIE, CIF maja punkt wspolny rézny od I.

Rozwigzanie:

Oznaczmy srodki okregéw opisanych na trojkatach AID, BIE, CIF odpowiednio przez O4,Op, O¢.
Teza jest rownowazna temu, ze punkty O, Opg, Oc sa wspotliniowe. Niech a, b, ¢, z,y, z beda symetral-
nymi odcinkéw odpowiednio Al, BI,CI,AD,BE,CF. Niech K =bN¢, L=cNa, M =anNb, X =yNz,
Y =znNz, Z=2xNy. Korzystajac z twierdzenia Desarguesa dla trojkatow K LM i XY Z sprowadzamy
teze do udowodnienia, ze proste KX, LY, M Z przecinaja sie w jednym punkcie.

A

Udowodnimy, ze kazda sposréd tych trzech prostych przechodzi przez punkt I. Punkt K z lematu o
trojlisciu lezy na dwusiecznej kata BAC, zatem wystarczy wykazaé, ze X réwniez lezy na tej dwusiecznej.
Zauwazmy, ze BX = FX,CX = F X, ponadto znanym faktem jest, ze BF = C'E. Zatem trojkaty X BF
oraz X EC' sa przystajace, wiec X jest tak samo odleglty od prostych BF i C'E. Analogicznie dowodzimy;,
ze I lezy na prostych LY oraz M Z, co konczy dowod.

12. Niech Z oznacza zbior liczb catkowitych. Dane sa a,b,n € Z, przy czym n > 1. Wykazaé, ze
zbior

Z\ {az" +by" | z,y € Z}
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jest nieskoniczony.
Rozwigzanie:
Niech p bedzie dowolnym dzielnikiem pierwszym n. Wystarczy udowodnié, ze zbior

S:=7Z\A{ax? + by’ | v,y € Z}

jest nieskonczony, bo zbidr z tresci zadania zawiera S.
W rozwigzaniu wykorzystamy kilka razy nastepujaca obserwacje.

Spostrzezenie. Jezeli dla pewnej dodatnie] liczby catkowitej m @ pewnej liczby catkowitej 0 < r < m, dla

dowolnych x,y € 7 zachodzi ax? + by? # r (mod m), to zbior S jest nieskoriczony, bo zawiera wszystkie
liczby catkowite przystajgce do r modulo m.

Najpierw udowodnimy, ze jezeli x i y daja te samg reszte z dzielenia przez p, to 2P i y? daja te sama
reszte z dzielenia przez p*. Zauwazmy, ze jezeli x = y (mod p), to p | x — y i ré6wniez

p—1 p—1
Zmiyp’l’i = Pt =p-2?"1 =0 (mod p),
i=0 =0

stad p? | 2P — yP, wigc 2P = yP (mod p?). Stad
R:={az? +by? (mod p?) | z,y € Z} = {ax’ + by’ (mod p?) | z,y € {0,1,...,p—1}}.

Jezeli R ma mniej niz p? elementow, to teza zadania zachodzi na mocy spostrzezenia. Zalézmy zatem,
ze |R| = p?, wtedy widzimy ze p? | azP + by? wtedy i tylko wtedy gdy p | z,y. Zatem jezeli p? | axP + byP?,
to réwniez pP | azP + byP. Jezeli p > 3, to znaczy ze axz? + byP nie moze przyjmowaé reszty p? modulo p3,
wiec na mocy spostrzezenia zbior S jest nieskoniczony.

Pozostaje rozpatrze¢ przypadek p = 2. Zauwazmy, ze x* (mod 8) ma tylko trzy mozliwe wartosci,
tj. 0,1,4. Jezeli 4 | 22, y?, to rowniez 4 | ax? + by?. Zauwazmy, ze takich réznych par (2 (mod 8),y?
(mod 8)), ze 4 1 22 lub 4 t y? jest tylko 5, za$ reszt modulo 8, ktére nie sa podzielne przez 4 jest az 6.
Zatem ktora$ z nich nie jest przyjmowana przez wyrazenie ax? + by?, wiec na mocy spostrzezenie zbior
S jest nieskoniczony, co konczy dowdd.

13. Na tablicy napisano wyrazenie
max(a, b) + max(a, c) + max(a, d) + max(b, ¢) + max(b, d) + max(c,d) > 0.

Mikotaj chce zastapi¢ m wyrazen max(x,y) wyrazeniami min(zx, y) (nie moze zmieni¢ argumentow funkeji)
w taki sposob, ze po zamianie wyrazenie jest prawdziwe dla dowolnych liczb rzeczywistych a, b, ¢, d o
zerowej sumie. Wyznaczy¢ wszystkie m, dla ktorych Mikotaj moze to zrobié.

Rozwigzanie:

Wykazemy, ze tylko liczby m € {0, 1,2} speliaja warunki zadania. Zaczniemy od udowodnienia, ze
dla dowolnych liczb a, b, ¢,d o sumie réwnej 0 zachodzi nieré6wnos¢:

min(a, b) + min(c, d) + max(a, ¢) + max(a, d) + max(b, ¢) + max(b,d) > 0.
Zauwazmy, ze max(z,y) + min(x,y) = x + y, wobec czego teze mozemy przepisaé jako

0<a+b+c+d—max(a,b) — max(c,d) + max(a, d) + max(b, ¢) + max(b, d) + max(a, c) =
= —max(a, b) — max(c,d) + max(a, d) + max(b, ¢) + max(b, d) + max(a,c) .

Bez straty ogolnosci mozemy zatozy¢, ze a = max(a, b, ¢, d). W takim razie

max(a, c) + max(a,d) — max(a,b) =a+a—a=a.
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Wystarczy wiec wykazaé, ze
a + max(b, ¢) + max(b,d) — max(c,d) > 0.
Jezeli max(b, ¢, d) = b, mamy

at+b+c+d

5 0.

a + max(b, ¢) + max(b,d) — max(c,d) = a + 2b — max(c,d) > a+b >

Jezeli max(b, ¢, d) = ¢, mamy
a 4+ max(b, ¢) + max(b, d) — max(c,d) = a + ¢ — ¢ + max(b,d) = a + max(b, d) .
Zauwazmy, ze a + max(b,d) > ¢+ min(b, d), za$
a+ max(b,d) + ¢+ min(b,d) =a+b+c+d=0,

wobec czego a + max(b,d) > 0, co koriczy dowod w przypadku max(b, ¢, d) = c.

Jezeli max(b,c,d) = d, wystarczy zamieni¢ ¢ i d miejscami i przeprowadzi¢ dowod identyczny do
przypadku max(b,c,d) = ¢. WykazaliSmy wiec, ze m = 2 spelnia warunki zadania. Oczywiscie gdy
Mikotaj nie dokona zadnej zmiany lub dokona tylko jedna zmiane, otrzymane wyrazenie nie bedzie
mniejsze niz w odpowiednim przypadku m = 2, wiec m € {0, 1, 2} spelia warunki zadania.

Pozostaje udowodnié, ze jesli m > 3, to Mikolajowi nie uda sie wykonanie tego zadania. Zauwazmy,
ze jesli sposrod wszystkich szesciu wyrazen wybierzemy co najmniej trzy, to istnieja dwa wyrazenia, ktore
maja wspolng jedna ze zmiennych. Bez straty ogolnosci zaldézmy, ze zamieniliSmy wyrazenia max(a, b)
i max(a, c) na odpowiednie minima. Wtedy dla a = 3, b = ¢ = d = —1 zmienione wyrazenie jest nie
wieksze niz:

(-D+(-D+3+(-1)+(-1)+(-1)<0.

14. Niech N oznacza zbiér dodatnich liczb catkowitych. Dany jest zbior A C N, ktoéry zawiera element
rozny od 1. Okazalo sie, ze dla dowolnego n € A oraz dowolnych ay, as, ..., a, € A liczba

ay+ag+---+a,

takze nalezy do A. Wykazaé, ze istniejg takie dodatnie liczby catkowite P, @), ze dowolna liczba catkowita
n > P nalezy do A wtedy i tylko wtedy, gdy Q|n — P.

Rozwigzanie:

Sposob 1

Najpierw wykazemy, ze istnieje taka dodatnia liczba catkowita n, ze jesli a € A, to a +n € A.
Rozwazmy istniejace z zalozern zadania b > 1 nalezace do A. Wowczas dla dowolnego a € A mamy
a+b+...+be A (bwystepuje w sumie b — 1 razy). To pokazuje, ze n = b(b — 1) jest szukana liczba.

O reszcie r mod n powiemy, ze jest dobra, jesli istnieje a € A takie, ze a = r mod n. Zauwazmy,
ze jesli takie a istnieje, to liczby a + n,a + 2n, ... rowniez naleza do A. Wykazemy, ze zbiér dobrych
reszt jest postaci {x + kd modn : k = 0,1,...,n — 1} dla pewnych liczb catkowitych =, d. Z tego
wyniknie nam teza, bowiem wéwczas od pewnego miejsca zbior A pokrywa sie ze zbiorem liczb o reszcie
x mod NWD(d, n).

Zbior dobrych reszt jest oczywidcie niepusty, jesli jest jednoelementowy, to teza jest trywialna. Roz-
wazmy dwie rézne dobre reszty p, q, ktére minimalizuja warto$¢ p — ¢ mod n. Wowczas, biorac takie
k,1>0,zekn+p,in+qe A orazm =0,1,...,n—1, mamy m(kn+p)+(kn+p—m)(In+q) € A, zatem
pq + m(p — q) mod n jest dobrg reszta. 7 minimalnosci p — g wszystkie reszty musza by¢ tej postaci,
zatem dowiedliSmy postulowanego faktu, i co za tym idzie, tezy, przy t =pqid=p —q.
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Sposob 11
A zawiera co najmniej 2 elementy (jezeli 1 < p € A, to p < p?> € A). Zauwazmy, ze zbior {z —y |
x>y, x, y € A} jako podzbior liczb catkowitych dodatnich ma element najmniejszy, oznaczmy go przez
d. Niech p, ¢ € A beda takimi liczbami, ze ¢ — p = d. Zauwazmy, ze dla dowolnego k € Z, zachodzi
d]p*—q".

Poprzez indukcje po k wykazemy, ze wszystkie liczby postaci

Pt —¢*
prpf+d, ph2d, o pE 7 cd=¢"
nalezg do A.
Baza indukcji (k = 1) jest spelniona trywialnie. Zalézmy, ze teza indukcji jest spelniona dla pewnego
k. W szczegdlnosci liczby postaci p*~%¢* dla a € {0, 1, ..., k} naleza do A. Istotnie,
P —pf =p" = p" =0 (mod p—q).

k—a a

Mozemy potozy¢ p"~%q* oraz a; € {p, q}, zeby wykazaé, ze liczby
pk—i—l—aqa7 pk+1—aqa =+ d, pk-i-l—aqa + 2d, o ’pk’—i-l—aqa + pk—aqad — pk—aqa—i-l

naleza do A. Powtarzajac to rozumowanie dla a =0, 1, ..., k otrzymujemy teze indukcji.

Zauwazmy teraz, ze dla ng > log, , p przedziaty [p", ¢™]i[p"*!, ¢"*! zawieraja element wspolny, tj.
pott < g™, Niech k bedzie najwicksza liczbg caltkowita, taka ze p™ ™ +kd < ¢™. Jak juz udowodnilismy,
pott 4 kd g™ € A, wiec z minimalnosci d = ¢ —p musi zaj$é¢ p™ T +kd = ¢™. Oznacza to, ze w przedziale
[pm, ¢ wszystkie liczby postaci p™ + kd naleza do A. Powtarzajac to rozumowanie indukcyjnie dla
n > ng, dochodzimy do wniosku, ze w przedziale [p", co) wszystkie liczby postaci p™ + kd naleza do A.
7 minimalnosci d wnioskujemy, ze zadna inna liczba wieksza niz p"® nie nalezy do A, wobec czego teze
zadania speliaja liczby P = p™, QQ = q — p.

15. Znalez¢ wszystkie wielomiany f(n) o wspotezynnikach catkowitych spetniajace dla kazdej liczby
catkowitej n > 2 warunki
f(n) >0 oraz f(n)|n"t—1.

Rozwigzanie:
Wykazemy, ze jedyne wielomiany spetniajace warunki zadania to

f(I):Lf({L‘):ZL'—l,f((L'):(ZL‘—l)2

Zal6zmy, ze wielomian stale rowny ¢ > 0 spelnia warunki zadania, wtedy ¢ = f(2) | 2 — 1 =1, wiec
c = 1. W rozwiagzaniu przydatny bedzie nastepujacy nietrudny lemat.

Lemat 1. Niech P(x) bedzie wielomianem o wspotczynnikach catkowitych, m liczbg catkowitq dodatniq
oraz x,y liczbami catkowitymi. Wtedy jesli x =y (mod m) oraz m | P(x) to m | P(y).

Dowdd. Poniewaz m | x —y oraz x —y | P(xz) — P(y) to m | P(z) — P(y). Stad i z tego, ze m | P(x)
wynika, ze m | P(y). O

W dalszej czesci rozwiazania zakladamy, ze f(n) nie jest staly. Wtedy istnieja takie liczby catkowite
dodatnie p, n, ze p jest liczba pierwsza oraz p | f(n). Niech m bedzie rozwiazaniem uktadu kongruencji
x =2 (mod p — 1) oraz * = n (mod p). Takowe istnieje na mocy chiniskiego twierdzenia o resztach.
Wtedy na mocy lematu 1 zachodzi p | f(m), stad p | m™~! — 1. Zatem

0O=m"™'—1=m—-1 (mod p),
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przy czym ostatnie przystawanie wynika z malego twierdzenia Fermata. Wobec tegon =m =1 (mod p),
stad na mocy lematu 1 zachodzi p | f(1).

Zatem dla kazdej liczby pierwszej p, dla ktorej istnieje takie n, ze p | f(n) zachodzi p | f(1). Na mocy
ponizej udowodnionego lematu otrzymamy f(1) = 0.

Lemat 2. Dany jest niestaty wielomian P(x) o wspotczynnikach catkowitych. Wowczas istnieje nieskori-
czenie wiele liczb pierwszych p takich, ze p | P(n) dla pewnej liczby catkowitej n > 2.

Dowdd. Zatozmy nie wprost, ze py, ..., py to wszystkie takie liczby pierwsze. Poniewaz P(z) jest niestaly,
to istnieje N takie, ze 0 # P(N) =p{* - -+ - pi*. Niech C = N +m-pttt..... pz”l dla pewnej takiej
liczby caltkowitej m, ze C' > 2. Wykazemy, ze liczba postaci P(C') musi by¢ réwna z doktadnoscia do
znaku liczbie P(N). Zauwazmy, ze na mocy lematu 1 zachodzi p}* | P(C) dla kazdego i € {1,2,...,k}.
Podobnie, gdyby p®™ | P(C) to p®™ | P(N), zatem p®*™' { P(C). Wobec tego dla kazdej liczby

catkowitej m liczba P(N + m - p3** . ... -pgk“) = £pi" .- - ¥, co jest sprzeczne z niestaloscia
wielomianu P(z). O

Niech f(n) = (n—1)*-g(n), gdzie g(1) # 0. Wtedy wielomian g(n) réwniez spetnia warunki zadania,
wiec musi byé stale rowny 1. Pozostaje rozwazy¢ wszystkie wielomiany postaci f(n) = (n — 1)* dla liczb
catkowitych dodatnich k. Poniewaz (4—1)* | 4% —1, to wystarczy si¢ ograniczy¢ do rozwazania przypadku
k < 2. Dla k =1 w oczywisty sposob taki wielomian spetnia warunki zadania, dla k£ = 2 mamy

nfl_l
t . =l+n+--+n"?=Mn-1)-1=0 (modn—1),
n_

wiec warunki zadania sa rowniez spelnione dla wielomianu f(n) = (n — 1)2.

16. Dany jest trojkat rownoramienny ABC wpisany w okrag w, w ktorym AC' = BC. Punkt M jest
srodkiem odcinka AB. Prosta styczna do okregu o $rednicy C'M przechodzaca przez B, rézna od prostej
BC', przecina okrag w po raz drugi w punkcie D. Wykazaé, ze istnieje okrag styczny do prostych DC|
CA, AB oraz okregu w.

Rozwigzanie:

Oznaczmy przez ) okrag styczny do odcinkow AC, AB oraz okregu w. Niech D’ bedzie drugim
punktem przeciecia prostej stycznej do €2 i przechodzacej przez C z okregiem w. Wystarczy udowodnic,
ze D' = D. W tym celu wykazemy, ze <ABD + $ACD' = 180°, wtedy otrzymamy, ze proste C'D’ oraz
BD przecinaja sie na okregu w, co pociagnie za soba réwnosé¢ D' = D.

Niech J bedzie $rodkiem okregu €2, K i L rzutami J na AC' i AB, za$ N srodkiem odcinka MC.
Wtedy ACD' = 294 KCJ = 180 — 29 CJK oraz YABD = 24 M BN, wiec wystarczy wykaza¢ rownosé
SMBN = 4CJK (lub réwnowazng réwnosé SACJ = SMNB). Dalsza czeié rozwigzania mozna
przeprowadzi¢ na kilka sposobow.

Sposob 1

Oznaczmy srodek okregu wpisanego w trojkat ABC przez I. Ze znanego lematu, ktéry sformutujemy
i udowodnimy ponizej, wynika ze I jest $rodkiem odcinka K L. Punkt [ lezy takze na odcinku C' M, gdyz
trojkat ABC' jest rownoramienny, a takze lezy na prostej AJ, gdyz jest to dwusieczna kata BAC.
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Oznaczmy przeciecie prostych JK i CM przez P. Proste IM i JL sa rownolegle (bo obie sa prosto-
padle do AB), zatem na mocy twierdzenia Talesa mamy % = I;,—?, skoro za§ KI =1L, to KP = PJ.

Trojkaty prostokatne CKP i CMB sa podobne, gdyz < KCP = <MCB. Wobec tego % = %.
Poniewaz KJ = 2K P oraz NM = %CM , otrzymana réwnosé stosunkow daje % = %. Wynika stad,
ze trojkaty prostokatne CKJ i NM B sa podobne (cecha bkb), a zatem <M BN = 4CJK, co byto do
udowodnienia.

Sformutujemy teraz i udowodnimy lemat, z ktorego skorzystaliSmy na poczatku rozwiazania.

Lemat. Dany jest trajkgt ABC. Okrqg styczny do okregu opisanego na trdjkgcie ABC' jest rowniez
styczny do boku AB w punkcie K oraz do boku AC w punkcie L. Wowczas srodek odcinka KL jest
srodkiem okregu wpisanego w trojkqet ABC'.

Dowdd. Oznaczmy przez o okrag opisany na trojkacie ABC', przez s okrag styczny do o oraz odcinkdw
AB i AC, przez D punkt stycznosci okregéw o i s, a przez F' i E punkty przeciecia okregu opisanego na
trojkacie ABC' z prostymi odpowiednio DK i DL. Jednokladnos¢ o srodku w D przeksztalcajaca s na
o przeprowadza K na F, stad prosta styczna do o w F' jest rownolegta do AB. Zatem F jest srodkiem
tuku AB okregu o. Analogicznie dowodzimy, ze E jest srodkiem tuku AC. Z twierdzenia Pascala dla
szesciokata ABEDFC wpisanego w okrag wynika, ze przeciecia prostych AB i DF, AC i DFE oraz BE i
C'F lezg na jednej prostej. Stad I lezy na prostej K L. Poniewaz trojkat AK L jest rownoramienny i Al
jest dwusieczng kata K AL, to I musi by¢ $rodkiem K L. m

Sposob 11
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Z symetrii YANM = <BNM, wicc wystarczy wykazaé¢, ze $ACJT = SANM. Rozwazmy inwersje o
srodku w A. Przez X* bedziemy oznaczaé obraz X przy tej inwersji. Teze do udowodnienia przepisujemy
réwnowaznie jako SAM*N* = S AJ*C*.

9

Zauwazmy, ze A, M*, N*, C* leza na jednym okregu i jesli oznaczymy przez S srodek odcinka
C*M*, to poniewaz trojkaty ACM i AM*C* sa podobne, to rowniez ANM i ASC* sa podobne. Stad
SAM*N* = SJANM = SASC*. Sprowadzilismy teze do udowodnienia, ze punkty A, S, J*,C* leza na
jednym okregu.

o

Zachodzi $SC*A = SM*C*A = $SAMC = 90°. Musimy zatem wykaza¢, ze <SJ*A = 90°. Poniewaz
SAJ*L* = SALJ = 90°, to wystarczy udowodnié, ze L*S L AJ*.

Obrazem okregu w w inwersji jest prosta B*C*, stad 0* jest okregiem dopisanym do tréjkata AB*C*.
Stad AL* = (AB* + AC* + B*C*) = AB* + ;AC*, wigc B*L* = AC* = B*S. Zatem L*S jest
prostopadta do dwusiecznej kata L*B*S, ktora jest rownolegta do dwusiecznej kata B*AC*, czyli prostej
AJ*. To konczy dowod.

17. Dane sa wzglednie pierwsze liczby nieparzyste p i ¢. Udowodnié, ze zachodzi réwnoscé

pg—1

Rozwigzanie:
Rozwazmy dowolng liczbe k ze zbioru {0, 1, ..., pg—1} i przedstawmy ja w postaci k = ap+b = cq+d,
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gdzie a, b, c,d sa nieujemnymi liczbami catkowitymi oraz b < pid < q. Woéwcezas 2k = ap + cq + b+ d.
Zauwazmy, ze
b+d=—-ap—cq=—-a—c=a+c (mod?2),

czyli liczby a + ¢ oraz b + d sa tej samej parzystosci, a co za tym idzie
(—)Ledrle) = (Cpyere = (cpyprd,

Z chiniskiego twierdzenia o resztach wynika, ze przypisanie k +— (b, d) jest bijekcja pomiedzy zbiorami
{0,1,...,pg—1}1{0,1,...,p—1} x {0,1,...,g — 1}. To oznacza, ze suma z tresci zadania jest rowna

(1) = (i(—l)") (qZ(—l)d) —1-1=1.

p—1gq

b=0 d=0 b=0 d=0

18. Dana jest dodatnia liczba catkowita n, graf G o wierzchotkach vy,..., v, oraz n nieujemnych
liczb catkowitych aq,..., a,. Wykazaé¢, ze nastepujace warunki sa rownowazne:

a) istnieje taka orientacja krawedzi G, ze dla kazdego i = 1,..., n do wierzchotka v; wchodzi co

najwyzej a; krawedzi,

b) dla kazdego niepustego podzbioru X zbioru {1, ..., n}, liczba krawedzi pomiedzy wierzchotkami
ze zbioru {v; : i € X} jest nie wigksza niz suma liczb ze zbioru {a; : i € X}.

Rozwigzanie:

Najpierw wykazemy, ze b) wynika z a). Zauwazmy, ze dla dowolnego niepustego zbioru wierzchotkow
S, kazda krawedz pomiedzy dwoma wierzchotkami z S po zorientowaniu wchodzi do pewnego wierzchotka
z S. Zatem liczbe krawedzi pomiedzy wierzchotkami z S mozna oszacowac z gory przez liczbe wszystkich
krawedzi w G, ktore po zorientowaniu wchodza do pewnego wierzchotka z S. Z warunku a) wynika, ze
jest ich co najwyzej

co dowodzi implikacji z a) do b).
Nastepnie udowodnimy, ze b) implikuje a).
Sposob 1
Rozwazmy graf G', powstaly przez orientacje krawedzi G, ktéry minimalizuje wyrazenie

M(G") = Z max(0, d”(v;) — a;),

gdzie przez dg, (v) oznaczamy liczbe krawedzi wchodzacych do wierzchotka v w grafie G'. Zatézmy wbrew
tezie, ze przy takiej orientacji to wyrazenie jest dodatnie. Wtedy musi istnie¢ takie k, ze do wierzchotka
v w G’ wchodzi wiecej niz ay krawedzi.

Niech X bedzie zbiorem indekséw wszystkich wierzchotkow, z ktorych istnieje $ciezka do vy, w G'. Z
warunku b) dla zbioru X oraz tego, ze d,(vy) — ar > 0 otrzymujemy, ze istnieje takie j € X, ze do v;
wchodzi mniej niz a; krawedzi z wierzchotkéw nalezacych do X. Jednakze wszystkie wierzchotki w G', z
ktorych istnieje krawedz wchodzaca do v;, z definicji zbioru X musza naleze¢ do X, stad d, (v;) —a; < 0.

Rozwazmy graf G” powstaly z grafu G', poprzez odwrocenie wszystkich krawedzi na pewnej $ciezce z
vj do vy w G'. Zauwazmy, ze tylko wierzcholki v, oraz v; maja rézne stopnie wchodzace w G'i G” oraz
zachodzi

max (0, dg, (vy) — ag) = dg(vi) — ar > dgn(vi) — a, = max(0, dg, (vg) — ag),
max (0, dg (v;) — a;) = 0 = max(0, dg. (v;) — a;).
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Stad M(G") > M(G"), czyli uzyskujemy sprzecznosé¢ z wyborem G’, co koriczy dowod drugiej implikacji.

Sposob 11

Niech E bedzie zbiorem krawedzi G, zas V' niech bedzie zbiorem, w ktorym znajduje sie po a; kopii
kazdego wierzchotka v; dla @ = 1,...,n. Rozwazmy graf dwudzielny miedzy zbiorami £ i V', w ktorym
krawedZz miedzy e € E oraz v € V wystepuje wtedy i tylko wtedy, gdy jednym z koncow e w grafie G jest
kopia wierzchotka v.

Wtedy warunek a) oznacza, ze kazdej krawedzi mozemy przyporzadkowaé jedna z kopii ktoregos z jej
koncow i bedzie to przyporzadkowanie roznowarto$ciowe. Innymi stowy, oznacza to, ze istnieje skojarzenie
z E do V. 7 twierdzenia Halla jest to rownowazne temu, ze dla kazdego podzbioru krawedzi ' C F
grafu G, jezeli dla X C {1,...,n} zbior {v;: i € X} jest zbiorem koricow krawedzi z F’, to suma liczb
ze zbioru {a;: i € X} jest rowna co najmniej |E’|. To za§ wynika bezposrednio z warunku b), bo E’ jest
podzbiorem krawedzi pomiedzy wierzchotkami ze zbioru {v;: i € X}.

19. Dany jest trojkat ABC, w ktorym AB < AC. Okrag w jest styczny do prostej AB w punkcie B
oraz do odcinka AC' w punkcie D. Punkt F jest rzutem prostokatnym punktu D na prosta BC'. Okrag w
przecina okrag opisany na tréjkacie ABC w réznych punktach B i P. Udowodnié, ze SCOPE = 24 ACB.

Rozwigzanie:

Sposob 1

Rozwazmy inwersje w punkcie B. Niech X* oznacza obraz X po tej inwersji. Poczyrimy kilka oznaczen
i obserwacji. Niech €2 bedzie okregiem opisanym na tréjkacie A* BD*. Zauwazmy, ze A*D* = D*B. Punkt
C* lezy na krotszym tuku BD* okregu (2. Prosta [, prostopadta do BD* i przechodzaca przez punkt D*,
przecina prosta BC* w punkcie E*. Punkt P* lezy na prostej stycznej do {2 w punkcie D* oraz na prostej
A*C*. Kat ACB jest rowny katowi C*A*B, zas kat C PFE jest rowny

IBPC — $BPE = 4BC*P* — 4 BE*P*.
Czyli aby wykazaé teze zadania, rownowaznie mozna udowodni¢ réwnosé
SBC*P* — {BE*P* = 29C*A*B

lub

YBE*P* = 4C*B*A — 4C*A*B.
A*

Niech C" bedzie takim punktem, ze czworokat A* BC*C' jest trapezem rownoramiennym. Oznaczmy
punkt przeciecia prostej BC” z prostymi D*P* oraz [ przez odpowiednio P’ i E’. 7 symetrii wzgledem
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symetralnej odcinka A*B wynika, ze P*D* = D*P’. Ponadto D* jest srodkiem tuku C*C” okregu (2,
czyli w trojkacie BE*E' prosta BD* jest dwusieczng prostopadla do przeciwlegtego boku. Wnioskujemy
stad, ze jest to trojkat rownoramienny i E*D* = D*E’. To w polaczeniu z uzyskang wczesniej rownoscia
P*D* = D*P’ oznacza, ze czworokat P*E*P'E’ jest rownoleglobokiem, a w szczegolnosci P*E* || P'E'.
Widzimy, ze
IBE*P* = 4E*BC’ = 4C*BA* — 4(O'BA* = 4C*BA* — 4C*A*B,

co nalezalo wykazac.

Sposob 11

Niech okrag w przecina odcinek BC' w punkcie X # B. Zauwazmy, ze

YXPC = 4BPC — $BPX = 180° — $BAC — YABC = 4DCX,

stad okrag X PC jest styczny do prostej AC. Poniewaz prosta PX jest osig potegowa w i okregu
opisanego na X PC', to musi przechodzi¢ przez srodek odcinka AC, oznaczmy go przez N. Wtedy NC =
NE = ND oraz
SNPC = SNCE = SNEC,

wiec N, E, C, P leza na jednym okregu. W takim razie

YCPE = ¥DNE = 23 ACB,

co konczy dowdd.

20. Niech n bedzie dodatnia liczba catkowita i niech (p; ;)1<ij<n bedzie ciagiem n? liczb rzeczywistych.
Udowodnié, ze zachodzi nier6wnosé

2

3

nty o< Y > iy

1<i,j<n 1<a,b<n | k=1 | 1<i,j<n
nlai+bj—k

Rozwigzanie:
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Niech w bedzie pierwiastkiem pierwotnym z jedynki stopnia n. Wtedy

2

Z Z wawbjpm _ Z Z waierjpi’j Z w’(a”bj)pi,j

1<a,b<n |1<4,5<n 1<a,b<n \1<t,5<n 1<,5<n

— Z Z pi,jpi’,j’iwa(i_i/)iwb(j_j/).
a=1 b=1

1<4,j<n 1</ ,j'<n

Zauwazmy, ze dla dowolnej liczby catkowitej m zachodzi

I
3
B
3
=

me(wm)k‘:w2m_‘_w3m+“.+wnm+wnm+m:wm_‘_w2m+w3m+”.+wnm
k=1
7 tego widzimy, ze

Z(Wm)k: n n|m

— 0 nfm,
stad
n n
Z Z Dijpi Z w =) Z W0 = n? Z Pi ;-
1<4,j<n 1</ ,j'<n a=1 b=1 1<i,5<n
Ponadto

n

Z w* ;| = Z w - Z Pij || < Z Di.j

1<i,j<n k=1 1<i,j<n k=1 | 1<ij<n
nlai+bj—k nlai+bj—k

3

Laczac powyzsze dostajemy teze zadania.
Uwaga: przedstawimy inny sposob rozwiazania, ale przy dodatkowym zalozeniu, ze n jest liczba
pierwsza.

Zauwazmy, ze dla dowolnych liczb rzeczywistych x1, xo, ..., x, zachodza nieréwnosci
E lz;| | = g |zix;] > g T = E x;
i=1 1<i,j<n 1<i,j<n i=1
oraz
o > 2 —9 2
lzi| | = |zix;| > Ty — Lilj = T; — i
i=1 1<i,j<n i=1 1<i#j<n i=1 i=1

Dla ustalonych a, b, oznaczmy

T = E Dij,

1<i,j<n
nlai+bj—k

S = Z Dij-

1<i,j<n

34



Korzystajac z wyzej udowodnionych nieréwnosci otrzymujemy, ze

n

2

Z Di,j

k=1 | 1<ij<n
nlai+bj—k

oraz

2

2

= Z Z pij | =95

k=1 1<ij<n

nlai+bj—k

n n n
E pijl | =2 E Pij | — E E Dij
k=1 1<i,5<n k=1 1<i,5<n k=1 1<i,5<n
nlai+bj—k nlai+bj—k nlai+bj—k
n
2
=2 E Dij - 5-.
=1 | 1<ij<n
nlai+bj—k

Sumujac otrzymane nieréwnosci po wszystkich 1 < a,b < n otrzymujemy

2

n

2Q2
E E E Di,j = n°S (1)
1<a,b<n k=1| 1<i,5<n
nlai+bj—k
oraz
2 2
n n
Al =2 | —n%s? (2)
Di 5 = Dij n .
1<a,b<n k=1 | 1<i,5<n 1<a,b<n k=1 1<e,5<n
nlai+bj—k nlai+bj—k

Rozwazmy wyrazenie
2

3

Z Dij

1<ig<n
nlai+bj—k

1<a,b<n k=1

Dla dowolnych 1 < 7,7,%, 5" < n, liczba stojaca przy p; jps j W tym wyrazeniu jest réwna liczbie takich
trojek 1 < a, b,k < n, ze
n|ai+bj—k oraz n|ai+bj —k.

Zauwazmy, ze takich tréjek liczb jest tyle samo, co par 1 < a,b < n, dla ktérych

nla(i—i)+b(j—J), (3)

gdyz dla pary a, b spetniajacej powyzsza podzielno$é k jest wyznaczone jednoznacznie.

Oznaczmy Ai =i —14', Aj = j —j'. Jezeli Ai = Aj = 0, to kazda para a,b spelnia (3)), czyli jest ich
doktadnie n%. Dalej zalézmy, Ze przynajmniej jedna z liczb Ai, Aj nie jest zerem, udowodnimy ze wtedy
takich par a, b spetniajacych jest doktadnie n. W tym miejscu rozwiazania wykorzystamy zalozenie,
ze n jest liczba pierwsza. Bez straty ogolnosci zatdézmy, ze Ai # 0. Poniewaz n jest liczba pierwszg, to
istnieje doktadnie jedna dodatnia liczba catkowita mniejsza od n, ktéra pomnozona przez A: daje reszte
1 modulo n, oznaczmy ja przez (Ai)~!. Liczby 1 < a,b < n spelniaja (3)) wtedy i tylko wtedy, gdy

a=—(Ai)"'bAj (mod n),
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stad dla kazdego b istnieje doktadnie jedno a, dla ktérego zachodzi . Czyli
2

Z Z Z pij | = (n*—n) Z p;; +ns?.

1<a,b<n k=1 1<i,5<n 1<i,5<n
nlai+bj—k
Wstawiajac powyzsza rownosé do otrzymujemy oszacowanie
2

n

Z Z Z Dij > 2(n* —n) Z p?ﬁj + (2n — n?)S2 (4)

1<a,b<n | k=1 | 1<i,j<n 1<i,5<n
nlai+bj—k

Mnozac (1)) przez 1 — % i dodajac do dostajemy

60 5 (8] 2 o) s 5

1<a,b<n k=1 | 1<i,y<n 1<i,j<n
nlai+bj—k

Mnozac obustronnie przez ﬁ otrzymujemy

2
n

2|2 2 | 20t X Pl

1<a,b<n k=1 | 1<i,9<n 1<i,5<n
nlai+bj—k

co konczy dowod.

21. Dany jest trojkat ABC, w ktorym M jest $rodkiem boku BC'. Udowodnié, ze srodki okregdw
wpisanych w trojkaty ABM i ACM oraz srodki okregéw dopisanych do nich, stycznych odpowiednio do
bokéw AB i AC leza na jednym okregu.

Rozwigzanie:

Niech Ig, Jp beda srodkami okregéw odpowiednio wpisanego i dopisanego do boku AB w trojkacie
ABM. Punkty A,Ig, B, Jp leza na okregu o érednicy IgJg. To oznacza, ze SAJpM = SABIg =
LIgBM. Oczywiscie réwniez SAMJp = SIgMB. To oznacza, ze trojkaty MAJg oraz MIgB sa
podobne. Mozemy zapisaé %_ﬁ = ]‘]f[/[—lg, czyli tez MIg - MJg = MA - MB. Analogicznie oznaczajac
pozostate srodki przez Io, Jo dostaniemy MA - MC = M- - MJs. Yaczac ostatnie dwie réwnosci i
korzystajac z twierdzenia o potedze punktu wzgledem okregu dostajemy teze zadania.

1
So |
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22. Wyznaczy¢ wszystkie wielomiany P(z) o wspolezynnikach catkowitych, dla ktorych liczba P(P(n)+
n) jest pierwsza dla nieskoriczenie wielu liczb catkowitych n.

Rozwigzanie:
Wykazemy, ze jedyne wielomiany spelniajace warunki zadania to

P(z) = p dla dowolnej liczby pierwszej p, P(z) = —2z + [ dla dowolnej liczby nieparzystej [.
W rozwigzaniu wykorzystamy dwa znane fakty o wielomianach.

Fakt 1. Dla dowolnego wielomianu P(x) o wspétczynnikach catkowitych i dowolnych dwdch réznych liczb
catkowitych a,b zachodzi podzielnosé
a—>b| P(a) — P(b).

Fakt 2. Dia dowolnych dwdch wielomianow F(z) i G(x) o wspdtczynnikach rzeczywistych, jezeli dla
nieskonczenie wielu x zachodzi F(x) = £G(x), to albo F(x) = G(z) dla wszystkich liczb rzeczywistych x
albo F(x) = —G(x) dla wszystkich liczb rzeczywistych x.

Dowdd. Jezeli dla nieskonczenie wielu = zachodzi F(x) = +G(x), to albo dla nieskonczenie wielu x
zachodzi F(x) —G(z) = 0, albo dla nieskoriczenie wielu z zachodzi F(x)+G(z) = 0. W obu przypadkach
po lewej stronie rownania uzyskujemy wielomiany majace nieskonczenie wiele pierwiastkow. 7 twierdzenia
Bezout wynika, ze w takim razie musza by¢ stale rowne zero. O]

Zatozmy, ze wielomian P(z) spetnia warunki zadania. Niech S bedzie zbiorem tych liczb catkowitych
n, dla ktorych P(P(n) + n) jest liczba pierwsza. Z zalozenia o P(x) zbior S jest nieskonczony.

Rozwazmy liczbe catkowita n € S. Zauwazmy, ze gdyby P(n) = 0, to P(P(n) +n) = P(n) = 0, co
byltoby sprzeczne z n € S. W takim razie korzystajac z faktu [l{dla a := P(n) + n, b := n widzimy, ze

P(n) | P(P(n)+mn).

Gdyby dla nieskonczenie wielu n zachodzito P(n) = %1, to z faktu [2| wielomian P(z) musiatby by¢ stale
rowny 1 lub stale rowny —1, a wtedy zbior S bytby pusty i uzyskaliby$my sprzecznosé. W takim razie,
dla nieskonczenie wielu n € S zachodzi

P(n) = £P(P(n) 4+ n).

Ponownie korzystajac z faktu[2 widzimy, ze P(z) = P(P(x)+x) dla wszystkich z lub P(z) = —P(P(x)+z)

dla wszystkich x. Poréwnujac stopnie po obu stronach réwnan widzimy, ze musi by¢ deg P(x) < 1.
Pozostaje sprawdzi¢, ktore wielomiany postaci P(x) = kx + [ dla pewnych liczb catkowitych k, I,

spelniaja warunki z treéci zadania. Zauwazmy, ze wtedy dla dowolnej liczby catkowitej n zachodzi

P(P(n)+n)=Pkn+1+n)=(k+1)(kn+1).
Jezeli k+ 1 & {—1,1}, to tylko dla skoinczenie wielu n liczba (k + 1)(kn + 1) moze by¢ pierwsza. Jezeli
k =0, to | musi by¢ liczba pierwsza i kazdy wielomian P(z) stale rowny p dla pewnej liczby pierwszej p
spelnia warunki zadania. Jezeli k = —2, to

P(P(n)+n) =2n—1.

Jezeli [ jest parzyste, to powyzsze wyrazenie jest zawsze parzyste, wiec nie moze by¢ liczba pierwsza dla
nieskoniczenie wielu n. Jezeli [ jest nieparzyste, to zbior

{P(P(n)+n):neZ}
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zawiera wszystkie liczby nieparzyste, wiec w szczegdlnosci wszystkie nieparzyste liczby pierwsze i warunek
z zadania jest spetniony.

23. Znalez¢ wszystkie funkcje f(z) okreslone na zbiorze dodatnich liczb catkowitych i przyjmujace
wartosci bedace liczbami rzeczywistymi, spetniajace dla dowolnej trojki dodatnich liczb catkowitych a, b,
¢ nierdwnosé

Flac) + F(be) — F(c) f(ab) > 1.

Rozwigzanie:

Na poczatek ustalmy pewna catkowita liczbe n > 1 i zdefiniujmy funkcje g okreslona na zbiorze
nieujemnych liczb catkowitych jako g(k) = f(n*). Wtedy nasza nieréwnosé dla dowolnych nieujemnych
liczb calkowitych a, b, ¢ przyjmuje postac

gla+c)+g(b+c) = g(c)gla+b) = f(n® - n) + f(n’ - n%) — f(n°) f(n* - n’) > 1.
Dla a = b = ¢ = 0 otrzymujemy
29(0) — g(0)* > 1,
czyli 0 > g(0)% — 2¢(0) + 1 = (g(0) — 1)?, wiec g(0) = 1.
Dla dowolnego calkowitego x > 0, po podstawieniu a = 0, b = ¢ = z oraz a = b =z, ¢ = 0
otrzymujemy odpowiednio

g9(z) + g(2z) — g(x)* > 1 oraz 2g(x) — g(2z) > 1,

co po zsumowaniu stronami daje 3g(z) — g(x)?* > 2, czyli 0 > g(x)* — 3g(x) + 2 = (g(z) — 1)(g(z) — 2),
wiec
g(x) € [1,2].
Nastepnie bedziemy korzysta¢ z podstawienia a = b = ¢, dla ktérego mamy 1 < 2¢9(2a) — g(a)g(2a),
czyli

1< 9(20)(2 = g(a)).
Wykazemy indukcyjnie, ze dla kazdej dodatniej liczby catkowitej ¢ i dla nieujemnej liczby catkowitej
x > 0 zachodzi g(z) < 14 1. Dlat = 1, skoro 1 < ¢(22)(2 — g(z)), to g(x) # 2, wigc g(x) < 2. Dale]
zalozmy, ze dla pewnego t i kazdej liczby catkowitej z > 0 zachodzi g(z) < 1+ }. Zachodzi 2 — g(z) > 0,
wiec z nieréwnosci g(2z)(2 — g(z)) > 1 otrzymujemy

L < (2)<1+1
2 —g(z) 7 t
Z tego wynika, ze
) o) > to_ 1
— €x - = = R
R T t+1

wiec g(z) <1+ t%, co koriczy dowdd kroku indukeyjnego.

Poniewaz nier6wnosé g(x) < 1+ 1 zachodzi dla wszystkich dodatnich liczb catkowitych ¢, to g(z) < 1
dla kazdego calkowitego = > 0, co w polaczeniu z poprzednim wnioskiem daje nam g(x) = 1. Skoro
g(x) = f(n®) = 11 n bylo dowolng dodatnia liczba calkowita, to otrzymujemy, ze f(n) = 1 dla kazdego

n. Oczywiscie ta funkcja spelia zatozenia zadania.

24. Na pewnym obozie matematycznym rozdzielono n uczniéw do k pokojow. Okazalo sie, ze dla
kazdych dwoch pokojow istnieja uczen z pierwszego pokoju i uczenn z drugiego pokoju, ktoérzy sie nie
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znaja. Udowodni¢, ze mozna tak rozmiesci¢ uczniéw w n — k 4+ 1 pokojach, zeby nikt nie znat swoich
wspotlokatorow.

Rozwigzanie:
Zadanie mozna wyrazi¢ w jezyku teorii graféw. Podzbiér wierzchotku grafu nazwiemy niezaleznym,
jezeli kazde dwa wierzchotki tego podzbioru nie sa potaczone krawedzia. Dany jest graf G, ktorego zbior

wierzchotkéw V' mozna przedstawic¢ jako sume k parami roztgcznych zbiorow Aq, As, ..., Ay, przy czym

dla kazdej pary 1 < i < j < k istnieja takie wierzchotki v; € A; oraz v; € V}, ze v; oraz v; nie sa polaczone

krawedzig. Trzeba wykazac, ze mozna podzieli¢ V na n — k 4+ 1 zbioréw niezaleznych By, Bs, ..., By k1.
Sposob 1

Dla k = 1 teza jest oczywista. Wykazemy, ze prawdziwos¢ tezy dla k > 1 implikuje jej prawdziwosé
dla k& + 1.

Zalozmy, ze |Ai| + |As| + ... + |Ax] = n/. Wtedy na mocy tezy indukcyjnej zbior Vi, = A; U Ay U
...UA;, mozna podzieli¢ na n’ — k + 1 zbioréow niezaleznych By, Bs, ..., By _ry1. Rozwazmy zbior X tych
wierzchotkéw z Vi, ktore sa niepotgczone z pewnym wierzchotkiem z A ;.

Udowodnimy, ze istnieje takie 1 <i < n'—k+1, ze B; C X. Gdyby tak nie bylo, to dla kazdego i
zachodzitoby | X N B;| < |B;| — 1, czyli

IX| < (B = 1)+ (Bol = 1) o4 (|Bwpga] = 1) =0/ — (0 —k+1) =k — 1.

Zauwazmy jednak, ze |X| > k, poniewaz w kazdym ze zbioréw Ay, ..., Ay istnial cho¢ jeden wierz-
chotek niepotaczony z pewnym elementem Aj,;. Ta sprzecznosé dowodzi, ze istnieje takie i, ze B; C X.
Niech |Agi1| = s. Skonstruujemy s zbioréw niezaleznych C.,, przy czym v € Agyq. Dla kazdego

v € Agyq niech v € C, oraz dla kazdego u € B; niech u € C, dla pewnego v € A1 niepotaczonego z u
(powyzej udowodnilismy, ze w ogole jakis istnieje). Latwo zauwazy¢, ze zbiory C, beda niezalezne.

Po zastapieniu w ciagu By, ..., By i1 zbioru B; przez s zbiorow C, dla v € Ajyq, otrzymujemy
n'4+s—k=n—(k+ 1)+ 1 roztacznych zbioréw niezaleznych sumujacych sie do V', co konczy dowod
indukcyjny.

Sposob 11

Przeprowadzimy dowod indukcyjny po n. Dla n = 1 teza jest oczywista. Dalej zalézmy, ze teza
zadania jest prawdziwa dla n — 1.

Jezeli dla kazdej liczby i = 1,..., k zbior A; jest co najwyzej jednoelementowy, to teza jest oczywista.
Zalozmy bez straty ogolnosei, ze |A;| > 2 i niech v, u beda dwoma réznymi wierzchotkami z A;.

Rozwazmy graf G’ powstaly przez zastapienie w G wierzchotkéw u i v’ jednym wierzchotkiem w,
ktorego sasiedztwo jest przecieciem sasiedztwa w i v’ w G (lub inaczej mowiac, dopelnienie sasiedztwa
w jest suma dopekien sasiedztw u i u’). Niech A} = A; \ {v,u} U{w}. Wtedy wierzchotki G’ mozna

podzieli¢ na takie zbiory A}, As, ..., Ay, ze z kazdej pary zbioréw mozna wybraé¢ po jednym wierzchotku,
miedzy ktérymi nie ma krawedzi. W takim razie z zalozenia indukcyjnego wierzchotki grafu G’ mozna
podzieli¢ na (n — 1) — k + 1 = n — k zbioréw niezaleznych By, ..., B, _, bez straty ogolnosci zatozmy, ze
w € Bl-

W takim razie kazdy wierzcholek v € By nie jest potaczony krawedzia z u lub z ', wiec mozemy
przedstawi¢ B; jako sume roztacznych zbiorow B, i By, przy czym dla kazdego v € B, wierzchotki v i u
nie sa polaczone krawedzia i podobnie dla kazdego v € B, wierzchotki v i v’ nie sg potaczone krawedzia.
Wtedy B, By, Bo, ..., B,_i jest podzialem V na n — k + 1 zbioréw niezaleznych, co nalezato dowies¢.

25. Tloczyn dodatnich liczb rzeczywistych a, b, ¢ jest rowny (v/2 — 1)3. Wykazaé, ze nie wszystkie z
liczb é — b, % - c,% — a sa mniejsze od 2.

Rozwigzanie:
Zatozmy, ze teza zadania nie jest prawdziwa. Mnozac nieréwnosci % —-b<2i % — ¢ < 2 odpowiednio
przez a oraz 2ab dostajemy
1 <2a+ab oraz 2a < 4ab+ 2abc,
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czyli po dodaniu stronami
1 < 5ab + 2abc = 5ab + 2(v/2 — 1)*,

wiec

ab>3—-2v2=(V2-1)%
Po pomnozeniu tej nieréwnosci z analogicznymi nieréwnosciami be > (v/2 — 1) oraz ca > (V2 — 1)?
dostajemy sprzecznosé, ktora konczy dowdd nie wprost.

26. Dany jest trojkat ostrokatny ABC (AB < AC'), w ktorym AH jest wysokoscia, AM srodkowa, a
O jest srodkiem okregu opisanego. Symetralne bokéw AB i AC przecinaja AH w P i Q. Niech J bedzie
srodkiem okregu opisanego na OP(Q. Udowodnié¢, ze SCAJ = SBAM.

Rozwigzanie:

Sposob 1

Zauwazmy, ze trojkaty ABC i OP() sa podobne, poniewaz ich odpowiednie boki sg prostopadte. Skala
tego podobieristwa jest rowna stosunkowi AH do wysokosci opuszczonej z O w trojkacie O PQ), ktora jest
rowna HM. 7 drugiej strony jest rowna stosunkowi promieni okregéw opisanych na tych tréjkatach.
Ponadto odpowiednie promienie sa prostopadte. Stad

% = ;—]\h; oraz AO 1 OJ,

wiec AAOJ ~ ANAHM, zatem
IBAM = SBAH + SHAM = $CAO + YOAJ = $CAJ.

Sposob 11
Zauwazmy, ze trojkaty APB i AOC' sa podobne. Istotnie, oba sa réwnoramienne, a katy przy pod-

stawach sa w obu tréjkatach réwne 90° — <CBA. Wobec tego ﬁ—g = 2‘—3- Analogicznie dowodzimy, ze

ﬁ—g = %. Dzielac otrzymane dwie rownosci stronami otrzymujemy
AP AB?
AQ  AC?

Niech X bedzie punktem przeciecia prostej BC' ze styczna w punkcie A do okregu opisanego na
trojkacie ABC. Wowczas S XAB = SACX i co za tym idzie trojkaty X AB, XCA sa podobne. W
takim razie

XB [XBA] AB’

XC [XC4]  Ac*
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gdzie kwadratowe nawiasy oznaczaja pole wielokata.

Zauwazmy tez, ze trojkaty OPQ i ABC sa podobne i tak samo zorientowane, gdyz ich odpowiednie
boki sa prostopadte. Istnieje wiec podobieristwo spiralne o kacie obrotu 90° przeksztalcajace trojkat O PQ)
na trojkat ABC'. Podobienstwo to przeprowadza J na O. Co wiecej, punkt A jest przeprowadzany na
punkt X, gdyz A lezy na przedtuzeniu odcinka PQ, X lezy na przedtuzeniu odcinka BC' oraz ﬁ—g = %.
W takim razie prosta AJ jest przeprowadzana na prosta X O, i wobec tego AJ L XO.

Oznaczajac przez D punkt symetryczny do A wzgledem X O otrzymamy, ze D lezy na AJ, a ponadto
XD jest styczna do okregu opisanego na trojkacie ABC. Z powszechnie znanych wtasnosci symedian

wynika wiec, ze AJ jest symediang w trojkacie ABC. W szczegolnosci SCAJ = SBAM.

27. Dany jest graf, ktorego wierzchotki moga by¢ kolorowane na bialo lub czarno. Na poczatku
wszystkie wierzchotki grafu sa biate. W jednym ruchu mozemy wybraé¢ dowolny wierzchotek i zmienié¢
jego kolor oraz wszystkich jego sasiadow. Rozstrzygnaé, czy dla dowolnego grafu po skonczonej liczbie
ruchéw mozna pokolorowaé wszystkie jego wierzchotki na czarno.

Rozwigzanie:

Wykazemy indukeyjnie po liczbie wierzchotkéw, ze w dowolnym grafie mozna przemalowaé wszystkie
wierzchotki na kolor przeciwny. Dla grafu o jednym wierzchotku teza jest oczywista.

Niech V' to zbior wierzcholtkow, a E to zbior krawedzi rozwazanego grafu. Zatézmy, ze |V| > 2.
Rozwazmy dowolny wierzchotek v € V. Z zalozenia indukcyjnego, mozemy po skonczonej liczbie ruchow
zmieni¢ kolory wszystkim wierzchotkom z V' \ {v}. Gdyby po takiej procedurze kolor v tez sie zmienil,
to krok indukcyjny bytby udowodniony. Zatézmy zatem, ze dla kazdego wierzchotka v € V' zastosowanie
odpowiednich ruchéw zmieniajacych kolory V'\ {v} nie zmienia koloru v. Nazwijmy te procedure zmiany
koloru wszystkich wierzchotkow poza v mruganiem wierzchotka v.

Niech deg(v) to stopieni wierzchotka v. Jezeli istnieje wierzcholek v, dla ktorego 2 | deg(v), to wystar-
czy mrugna¢ nim oraz wszystkimi jego sasiadami. Wtedy w sumie bedzie nieparzyscie wiele mrugniec,
nieparzysta liczbe razy, wiec v i jego sasiedzi nie zmienig koloru, a wszystkie pozostale wierzchotki zmie-
nia. Wystarczy teraz, ze wykonamy jeden ruch zmieniajac kolory v i jego sasiadow.

Dalej zaktadamy, ze stopien kazdego wierzchotka jest nieparzysty. Z lematu o usciskach dtoni wiemy,

> deg(v) =2|E|,

veV

VAS)

czyli suma |V| liczb nieparzystych jest parzysta, a zatem 2 | |V|. To znaczy, ze gdy mrugniemy kazdym
wierzchotkiem, to kazdy zmieni kolor 2 1 |[V| — 1 razy, co konczy dowdd kroku indukcyjnego.

28. Niech p bedzie taka liczbg pierwsza, ze liczba ’%1 takze jest liczba pierwsza. Niech a, b, ¢ beda
dowolnymi liczbami catkowitymi, niepodzielnymi przez p. Udowodnié, ze istnieje co najwyzej /2p + 1
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dodatnich liczb catkowitych £ mniejszych od p, dla ktérych zachodzi

pla® 4+ b+

Rozwigzanie:
Niech ¢ = ’%1. Z zatozenia q jest liczba pierwsza, wiec p musi by¢ wicksze od 3. Gdyby zachodzito
a = +b (mod p) oraz a = ¢ (mod p), to

a® +bF +cF =3ad" (mod p) lub a* + b+ =+d" (mod p),

jednak liczby a, b, ¢ nie dziela sie przez p oraz 3 { p, czyli w tym przypadku nie istnieje zadna liczba
k spelniajaca warunek z zadania i teza zachodzi. W dalszej czesci rozwigzania zaktadamy bez straty
ogblnosci, ze

a# +b (mod p).

Poniewaz a jest wzglednie pierwsze z p, to liczby a, 2a, ..., (p — 1)a daja rézne reszty z dzielenia
przez p. Stad istnieje 1 < e < p — 1, dla ktérego ae = 1 (mod p). Oznaczmy przez d rzad eb modulo
p, czyli najmniejsza dodatnig liczbe catkowita [, dla ktorej (eb)! = 1 (mod p). Wykorzystamy znany
nastepujacy znany fakt rzedzie.

Fakt. Niech p bedzie liczbg pierwszq, p t+ x i niech d bedzie rzedem x modulo p. Wtedy dla dowolnej
dodatniej liczby catkowitej k, jesli z* =1 (mod p), to d | k.

Dowdd. Niech r bedzie reszta z dzielenia k przez d. Wtedy r < d oraz " = 1 (mod p), stad z definicji
rzedu wynika r = 0, co koriczy dowod faktu. O

Z malego twierdzenia Fermata (eb)?"' = 1 (mod p), wiec d dzieli p — 1 = 2q. Poniewaz eb # +1
(mod p), to
d=gq lub d=2q.

Oznaczmy przez S zbior takich liczb catkowitych 0 < k < p, ze p | a* +bF +c*. Dlat € {1,...,p—2},
niech s; bedzie liczba uporzadkowanych par liczb (i, j) ze zbioru S, dla ktorych ¢ — j = ¢ (mod p — 1).
Udowodnimy, ze jesli t # ¢, to

s < 2.

Rozwazmy takie (i,7) € S, ze i —j =t (mod p — 1). Zauwazmy, ze

@+ +c =0 (mod p)
A+ + =0 (mod p)
@™+ —a' b =0 (mod p)
czyli ‘ ‘
@ (d—ad)y=v-(b'—c) (modp).
Zauwazmy, ze gdyby p | ¢ —a’, to p | o' — ¢!, z czego wynikatoby a' = 0* (mod p). Jednak wtedy byloby
(eb)! =1 (mod p), stad musialoby by¢ ¢ | d | t, a to jest sprzeczne z q # t < 2q. Mozemy zatem zapisaé

bt — ¢t

ct — at

(eb)! = (mod p).

Dla ustalonego ¢ prawa strona jest stata, a reszty poteg liczby eb modulo p powtarzaja si¢ co ¢ lub 2¢, to
istnieja maksymalnie dwa takie j € {1,2,...,p — 1}, aby (eb)? przyjmowalo pewna stala wartosé, czyli
faktycznie s; < 2.
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Rozwazmy teraz, ile jest uporzadkowanych par liczb (i, j) ze zbioru S, dla ktorych i —j # ¢ (mod 2q),
czyli na liczb¢ L = s1 + 524 ... + 541 + S¢g41 + ... + S24-1. Z jednej strony do kazdego ¢ mozemy dobrac
przynajmniej |S|—2 liczb j € S, tj. wszystkie elementy S oprocz i oraz ewentualnie oprocz i+¢q (mod 2q).
To oznacza, ze |S|(|S| —2) < L. Z drugiej strony L jest suma p — 3 liczb, z ktorych zadna nie przekracza
2, zatem L < 2(p — 3). Ostatecznie

1S1(15] —2) < 2(p—3)
(1S|—1)*<2p—5
S| <V/2p—54+1<+/2p+1,

co bylo do udowodnienia.

29. Danych jest 1000 czerwonych torebek oraz 2021 niebieskich torebek z cukierkami. W kazdej
czerwonej torebce jest co najwyzej 2021 cukierkéw, a w kazdej niebieskiej jest co najwyzej 1000 cukierkow.
Ponadto, taczna liczba cukierkéw w czerwonych torebkach jest mniejsza niz taczna liczba cukierkow w
niebieskich torebkach. Wykazaé¢, ze mozna wybra¢ taki niepusty podzbior torebek 7', aby taczna liczba
cukierkéw we wszystkich czerwonych torebkach nalezacych do T' byla rowna tacznej liczbie cukierkow we
wszystkich niebieskich torebkach nalezacych do T

Rozwigzanie:

Sposob 1

Oznaczmy liczby cukierkow w kolejnych czerwonych torebkach jako rq,79, ..., 71000, @ W niebieskich
torebkach jako by, bs, ..., bogo1. Z zalozenia wiemy, ze

r1+7ro+ ...+ 71000 < by +ba+ ...+ bygor.
Wobec tego dla dowolnego k£ mozemy wzia¢ najmniejszy mozliwy indeks f(k) o tej wtasnosci, ze
ritTre AT Kb b+ F by
Dla k =1,...,1000, niech d, = (by + ...+ bpa)) — (11 + ...+ 1) = 0. Jesli d; = d; dla pewnego i < j, to
(b1 + ... F+bsay) —(ri+ ... +71) =1+ ...+ bpjy) — (1 + ... +15).

Po skroceniu widzimy, ze suma 7,41 + ...+, jest zerem gdy f(i) = f(j) lub suma byiy41 + ... +bpi). W
obu przypadkach teza zachodzi. Zalozmy wiec, ze liczby dy, ds, . .. digoo sa parami rézne. Z definicji f(k)
wynika, ze

dk:(bl—i—...—l—bf(k))—(7’1+...+7“k):(bl—l—...—i—bf(k)_l)—(7’1+...+rk)—|—bf(k)<0+1000:1000.

To oznacza, ze kazda z liczb dy, da, . . . digoo jest jedna z liczb ze zbioru {0, 2, ...,999}. Mozliwych wartosci
jest tyle samo co zmiennych, zatem kazda wartosé pojawi sie doktadnie raz. W szczegolnosci dla pewnego
¢ mamy d; = 0, co w oczywisty sposob daje teze.

Sposob 11

Bedziemy oznaczac liczby cukierkow tak, jak poprzednio. Niech G bedzie grafem skierowanym, ktorego
wierzchotkami sa liczby naturalne od 1 do 3021, a zbiorem krawedzi

{Gii+c):ie{l,...,1000}} U{(i,i —ni_1000): i € {1001,...,3021}}.

Fakt. Jezeli w grafie skierowanym z kazdego wierzchotka wychodzi co najmniej jedna krawedz, to graf
zawiera cykl.
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Dowadd. Stworzymy ciag wierzchotkéw vy, ve, v3, ... W nastepujacy sposéb - v; jest dowolnym wierzchot-
kiem, natomiast dla kazdego 7 > 1, v; jest jakims wierzchotkiem, do ktérego prowadzi krawedz z v;_;.
Poniewaz wierzchotkow jest skoriczenie wiele, kiedys po raz pierwszy powtorzy sie jakis wierzchotek w tym
clagu - niech v; = v; (j > i). Wowczas wierzcholki v;, v, ..., v;_1,v; = v; tworza oczywiscie cykl. O

Powyzszy fakt stosuje sie do naszego grafu GG. Liczby cukierkéw z czerwonych torebek sa dodawane
do numeru wierzchotka, a z niebieskich odejmowane oraz po przejsciu cyklem numer wierzchotka sie nie
zmieni. To znaczy, ze suma liczb cukierkéw w odpowiednich torebkach czerwonych jest réwna sumie liczb
cukierkéw w odpowiednich torebkach niebieskich. Wybraliémy dodatnig liczbe torebek, ktore spetniaty
teze zadania, bo znaleziony cykl mial co najmniej jedna krawedz, co konczy dowod.

30. Danych jest n dodatnich liczb rzeczywistych aq,...,a, o iloczynie rownym 1. Udowodnié¢, ze
wartos¢ wyrazenia

aq a Qp,

Ta  (+a)(i+a) T 0Fa)0+a) . A+

jest wieksza badz rowna 22;1.
Rozwigzanie:
Niech by = 1 oraz dla i = 1,...,n niech
b 1
o (1+a1)<1+a1)
Zauwazmy, ze dla kazdego ¢ = 1,...,n zachodzi rownos¢
a.
‘ =0b,_1 — ;.
(I+a)...(1+a) !
Zatem . .
aJ‘
. — bi_ —bz :b —bnzl—bn
2 (1+a1)...(1+a) 2 (b =) = by

i=1 =1

Dla zakonczenia rozwiazania wystarczy udowodnié, ze
(14+a)...(14+a,) =2

Dla kazdego i = 1,...,n prawdziwa jest nierownos¢ 1 + a; > 2,/a;, stad

(1+ay)...(1+a,) =2"Va; ... a, =2

31. Dana jest liczba catkowita a; > 2. Dla dowolnej dodatniej liczby catkowitej n definiujemy wyraz
ciagu a,y1 jako najmniejsza dodatnig liczbe catkowita, ktora nie jest wzglednie pierwsza z a,, oraz jest
rozna od kazdej z liczb aq, as, ..., a,. Wykazaé, ze kazda liczba catkowita wieksza od 1 wystapi w tym
ciagu.

Rozwigzanie:
Na poczatku udowodnimy lemat, ktorego bedziemy wielokrotnie uzywaé¢ w dalszej czesci rozwiazania.

Lemat. Jezeli w ciggu ay,as, ... wystepuje nieskonczenie wiele liczb nie wzglednie pierwszych z k, to k
wystepuje w tym ciggu.

Dowod. Wybierzmy na tyle duzg liczbe N, ze kazda z liczb ayn, an.1, ... jest Scisle wicksza od k. Zgodnie
z zalozeniem istnieje M > N, dla ktérego aj; nie jest wzglednie pierwsze z k. Poniewaz M + 1 > N, to
aprr+1 > k, czyli k musiato juz wystapic. O]
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Rozwazmy najpierw przypadek, gdy istnieje liczba pierwsza p, ktora dzieli nieskoniczenie wiele liczb
z zadanego ciggu. Wtedy zgodnie lematem kazda liczba postaci pk w nim wystepuje. Skoro kazda liczba
postaci pmk pojawia sie w ciggu, to ponownie korzystajac z lematu wiemy, ze k pojawi sie w tym ciggu,
co dowodzi tezy zadania.

Zatozmy zatem nie wprost, ze kazda liczba pierwsza dzieli skoriczenie wiele wyrazow ciggu. To oczy-
wiscie znaczy, ze istnieje nieskonczenie wiele liczb pierwszych p, ktore dzielg jakis element z ciggu. Wy-
bierzmy wiec takie p, ktore dodatkowo nie dzieli a;. Pokazemy, ze 2p wystepuje w ciggu.

Niech n bedzie najmniejsza liczba, dla ktorej p | a,. Wiemy, ze n > 2, wiec niech ¢ bedzie najmniej-
szym dzielnikiem pierwszym a,_;. Skoro pq nie jest wzglednie pierwsze z a,_1, to a, < pq, ale a, ma
wspolny dzielnik z a,,_1, wiec a,, = pq. Liczba a,, > p to najwczedniejsza wielokrotno$é¢ p w ciagu. To zna-
czy, 7€ apy1 = p lub a,41 jest wielokrotnoscia ¢ mniejsza od p. Z kolei kazda z liczb ¢,2q, ..., (p—1)q < a,
nie jest wzglednie pierwsza z a,,_1, czyli musialy one wszystkie wystapi¢ w ciagu przed a,, z czego wynika
any1 = p. To znaczy, ze a,o jest wielokrotnoscia p, zatem a,, o = 2p lub 2p juz wystapito. Z tego wynika,
ze 2 dzieli nieskonczenie wiele liczb z ciagu, co jest sprzeczne z zalozeniem, co konczy dowod.

32. Niech I bedzie srodkiem okregu wpisanego w trojkat ostrokatny ABC. Prosta [ jest symetralng
odcinka AI. Punkt P lezy na okregu opisanym na trojkacie ABC'. Proste AP il przecinaja sie w punkcie
@. Niech R bedzie takim punktem na prostej [, ze SIPR = 90°. Prosta k przechodzaca przez érodki
odcinkéw AB i AC oraz prosta I(Q przecinaja sic w punkcie M. Udowodnié¢, ze SAMR = 90°.

Rozwigzanie:

Sposob 1

Oznaczmy przez T srodek odcinka AI. Niech M’ oznacza przeciecie 1Q) z okregiem w o Srednicy AR.
Teza sprowadza sie do pokazania, ze punkty M, M’ sie pokrywaja, czyli ze M’ lezy na prostej k. Niech N
bedzie punktem symetrycznym do P wzgledem prostej [. Wowcezas punkty I, ), N sa wspotliniowe, gdyz
sa symetryczne wzgledem | odpowiednio do A, ), P. Ponadto $RNA = ¥RPI = 90°, wiec punkt N lezy
na okregu w. Wiemy, ze §rodki krotszych tukow AC, AB leza na l. Oznaczmy je przez odpowiednio K, L.
Punkt I jest symetryczny do A wzgledem KL, a N jest symetryczny do P wzgledem KL, wiec punkty
K, L,I,N leza na okregu symetrycznym do okregu opisanego na trojkacie ABC' wzgledem prostej K L.

Z potegi punktu mamy, ze VIM'-IN = v/IT - IA. Rozwazmy inwersje o érodku w I oraz takim
promieniu. Niech K’ bedzie obrazem K w naszej inwersji. Oczywiscie A i T' sa swoimi obrazami, zatem
skoro SITK = 90°, to réwniez SIK'A = 90°. Prosta IK jest dwusieczng kata ABC, czyli odbicie
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symetryczne A’ punktu A wzgledem I K lezy na boku BC'. To oznacza, ze srodek odcinka AA’, ktorym
jest punkt K’, lezy na k. Analogicznie pokazujemy ze obraz inwersyjny L' punktu L lezy na k. To zas
oznacza, ze obrazem okregu o przechodzacego przez punkty K, L oraz $rodek inwersji jest prosta k. W
szczegolnoscei, skoro N € o, to M’ € k, co koriczy dowdd.

Sposob 11

Podobnie jak w sposobie pierwszym, oznaczamy odbicie P wzgledem K L przez N, pokazujemy, ze N
lezy na okregu w o Srednicy AR oraz na prostej I() i definiujemy M’ jako drugi punkt przeciecia okregu
w z prosta 1Q.

Oznaczamy przez K’', L' rzuty punktu A odpowiednio na BI, CI i tak jak w sposobie pierwszym
dowodzimy, ze leza one na k. Punkty K, K',T, A leza na okregu o $rednicy AK gdyz oba katy KK'A,
KTA sg proste. Stad IK - IK'=1A-IT = 1IN -IM’, wiec punkty K, K', M', N leza na jednym okregu.
Mamy

IM'K'Il = SM'NK = SINK = SAPK = 4CBK' = SL'K'I,

co oznacza, ze punkty K’ L', M’ sa wspotliniowe, tj. M’ lezy na prostej k. Stad M’ pokrywa sie z M i
mamy LAMR = 90°.
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Zawody druzynowe

1. Dla dowolnej permutacji o zbioru {1,2,...,n} méwimy, ze para (i,7) € {1,2,...,n}? jest odwrd-
cona, gdy i < j, ale (i) > o(j). Zbior Wszystklch odwréconych par permutacji o oznaczamy przez A(o).
Niech S,, bedzie zbiorem wszystkich permutacji zbioru n-elementowego. Wykazac, ze

Z 2021 140@) 3|

0€S2021

Rozwigzanie:
Udowodnimy nastepujace dwa lematy.

Lemat 1. Niech x € (0,1) oraz niech n € Z. Wtedy
>N e
(1—x)n1"
O’GSn
Dowdd. Niech P,(z) =3 .q #14I . Zastosujemy indukeje po n. Dla n = 1 mamy

1

P1($)=1=m-

Niech wiec n > 2. Zauwazmy, ze kazda permutacje o € S, mozemy w jednoznaczny sposob otrzymac z
pewnej permutacji o’ € S,,_1 poprzez ,wstawienie” elementu n+ 1 na jedna z n+ 1 pozycji — na poczatek,

po 1. elemencie, po 2. elemencie, ..., po n-tym elemencie (na koniec). Wtedy liczba odwroconych par
odpowiednio nie zmienia sie, ro$nie o 1, rosnie o 2, ..., ro$nie o n. Wobec tego zachodzi
1—z" P, y(x) 1
P,(x)=P,_ 1 e " =P,_ < < ,
gdyz na mocy zalozenia indukcyjnego P, _1(x) < m ]

Lemat 2. Dla dowolnego catkowitego n < 2 zachodzi

1 n
(1+3) <5
n
Dowadd. Zauwazmy, ze

nn—1)...(n—k+1)-n* 1 1 1
(1+ ) —1+Z I <1+ H<1+2:2,H<1+1_l=3.

k=1 k=1 2
O
Stosujac lemat 1 dla n = 2021 oraz x = 2021 otrzymujemy
1 1\ 2020
20217 M« — = (14— <3
Z = (1 _ _)2020 + 2020 )
o€52021 2021

gdzie ostatnia nier6wno$é wynika z lematu 2.
Uwaga:  Lemat 2 mozna zastapi¢ mocniejszym, znanym twierdzeniem.
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Twierdzenie. Niech a, = (1 + %)n Wtedy ciqg a, jest rosngcy @ dgzy do e =~ 2,718. Liczba e znana
jest jako liczba Eulera.

2. Dany jest niestaly wielomian P(x) o wspotczynnikach rzeczywistych. Dla kazdej dodatniej liczby
catkowitej n definiujemy wielomian @, (z) jako:
Qn(z) = (z+1)"P(z) + 2" P(x + 1).

Wykazaé, ze istnieje jedynie skoriczenie wiele takich n, ze @, () ma komplet pierwiastkéw rzeczywistych.
Uwaga: Wielomian W (z) ma komplet pierwiastkow rzeczywistych, jesli mozna go zapisa¢ w postaci

a(x —z1)(x — x3) ... (r — xp) dla pewnych, niekoniecznie réznych liczb rzeczywistych a, xq1, o, ..., Tp,.
Rozwigzanie:

Udowodnimy najpierw nastepujacy lemat.

Lemat. Jezeli wielomian P(z) = a,a™ + U1 2™ V4 a1 + ag ma m pierwiastkow rzeczywistych,
to afnfl — 20y, Q2 = 0.

m
Dowdd. Niech x4, s, ..., x,, beda pierwiastkami wielomianu. Wowczas z wzoréow Viete’a Y x; = —%,
i=1 "
Yo mz; = “=2. Mamy
1<i<j<m

m m 2 2
O<fo:(zzlxz> —2 Z xixj:(a;n_1> —QQZZQ.

i=1 1<i<j<m m

2

Zatem (“;”—‘1> —2%m=2 > () oraz a?, > 0, wiec mozemy pomnozy¢ nieréwnosé¢ stronami przez a?, otrzy-
m m

mujac am 1 — 2Gm—20, = 0. ]

Niech P(z) = az® + ba*~! + c2*~2 + R(z), gdzie R jest wielomianem stopnia co najwyzej k — 3 (jesli
k =1, to przyjmujemy ¢ = 0). Wowczas

Qu(z) = (z+ D)"(az” + b2 + e 2+ )+ 2™(a(z + D + b+ D e(x + 1240

= (2" +na"t + (Z) 2" 2 ) (az® F b e TE 4 )

k
+ 2™(a(z® + ka7t + (2) 2P )b (B =D ) (a4 )+ )

= 2ax"* + (2b + a(n + k))z" ! + (a ((Z) + (g)) +(n4+k—1)b+ 20) g

Gdyby ten wielomian mial n + £ pierwiastkow rzeczywistych oznaczatoby to na mocy lematu, ze

(2b+ a(n + k)2 —2-2a (a((Z) + (l;)) +(n+k—1)b+20> > 0.

Lewa strona jest funkcjg kwadratowa od n, w ktoérej wspotezynnik przy n? jest réwny —a?, w szczegolnosci
jest ujemny. Zatem z wlasnosci funkcji kwadratowej nieréwno$é moze byé spetniona tylko dla skonczenie
wielu n.

3. Dwoch graczy gra w gre z wykorzystaniem dwoch stoséw monet. Poczatkowo pierwszy stos zawiera
m monet, a drugi n monet, gdzie m > n > 0. Gracze naprzemiennie wykonuja ruchy. W pojedynczym
ruchu gracz moze zabra¢ z jednego stosu pewna dodatnia liczbe monet bedaca wielokrotnoscia liczby
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monet na drugim stosie. Wygrywa gracz, ktory zabierze ostatnia monete z jednego ze stosow. Wyznaczy¢
wszystkie liczby rzeczywiste «, dla ktérych dla dowolnych m i n prawdziwe jest zdanie:
jesli m > an, to gracz rozpoczynajacy ma strategie wygrywajaca.

Rozwigzanie:
Udowodnimy, ze zbior liczb « spelniajacych warunki zadania to przedzial [p, 00), gdzie ¢ =
jest jednym z rozwigzan rownania ¢? = ¢ + 1. Zaczniemy od pokazania prostego technicznego faktu.

S

1+
2

Lemat 1. Niech z, y bedqg dodatnimi liczbami rzeczywistymi. Wtedy f < @ wtedy 1 tylko wtedy, gdy
> .

Dowdd. Druga nieréwnos¢ jest réwnowazna nieréwnosci £ > ¢ — 1. Gdyby zachodzito % < ¢ oraz
4 < 2 ]-7 to

z Yy
l==-Z<plp-1)=¢’—p=1
y x
W analogiczny sposéb pokazujemy, ze nie moze jednoczesnie zachodzié % > poraz £ > ¢ —1. [

Wroémy do rozwiazania zadania. Stan podanej gry mozemy opisa¢ za pomoca pary liczb (m,n), gdzie
m,n = 0 to liczby monet odpowiednio na pierwszym i drugim stosie. Bedziemy pisa¢ (m,n) — (m’,n’),
jesli ze stanu gry (m,n) mozna wykonaé¢ taki ruch, po ktérym wysokosci odpowiednich stoséw sa rowne
m’ i n/. Powiemy, ze stan gry jest dobry, jesli m = n > 0 lub gdy max(m,n) > ¢min(m,n) > 0. W
przeciwnym razie powiemy, ze stan gry jest zfy.

Lemat 2. Jezeli stan gry (m,n) jest dobry, to istnieje ruch (m,n) — (m’,n’) prowadzqcy do ztego stanu
gry (m’,n').

Dowdd. Jezeli m = n, to ruch (m,n) — (0,n) jest poprawny i prowadzi do zlego stanu gry. Bez straty
ogélnosci zatézmy teraz, ze m > ¢n. Rozwazmy ruch (m,n) — (m),n}), gdzie m} = m — [ |n oraz
n’ = n. Widzimy, ze m}] < n). Jezeli stan (m},n}) jest zlty, to znalezlismy szukany ruch. W szczegolnosci
zauwazmy, ze gdyby [©| = 1, to z Lematu 1 zastosowanego dla x = n i y = m — n, stan (m},n}) jest

. .ony n
zty, poniewaz = < .

m—n

Zalozmy, ze stan (m],n}) jest dobry, czyli n} > om}. Wtedy z powyzszej obserwacji wnioskujemy, ze
|™] > 2, wigc mozemy rozwazy¢ ruch (m,n) — (my,ny), gdzie mhy = m — (|| — 1)n oraz njy = n, czyli
my . mitn

! / !/ ! ! !/ / s : d / /
my, = my +n} oraz ny = n}. Wtedy stan (mj,n}) jest zty, poniewaz m/, > n), oraz o= T

< @ na
mocy Lematu 1 zastosowanego dla = = n} iy = m].

O
Lemat 3. Jezeli stan gry (m,n) jest zty, to kazdy ruch (m,n) — (m/,n’) prowadzi do dobrego stanu gry.

Dowadd. Jezeli m = 0 lub n = 0, to teza w oczywisty sposob jest spelniona — nie mozna wtedy wykonaé
zadnego ruchu ze stanu (m,n). Bez straty ogolnosci zalozmy teraz, ze on > m > n > 0. Poniewaz ¢ < 2,
to jedyny ruch, jaki mozna wykonaé ze stanu (m,n), jest ruch (m,n) — (m’,n’), gdzie m’ = m — n oraz
n' = n. Mamy wtedy m’ > 0 oraz n’ = n > m —n > m’. Ponadto poniewaz ™ < ¢, to z Lematu 1

n
m—-n

zastosowanego dla z = n iy = m—n dostajemy % = > (p, co oznacza, ze stan (m’,n’) jest dobry. [

Z Lematow 2 i 3 tatwo wynika, ze jesli aktualny stan gry jest dobry, to gracz rozpoczynajacy ma
strategie wygrywajaca, a jesli stan gry jest zly, to gracz rozpoczynajacy nie ma strategii wygrywajacej.
Istotnie, wszystkie przegrywajace stany postaci (0,7n) i (m,0) sa z definicji zte. Ponadto, jesli poczatkowy
stan jest dobry, to na mocy Lematow 2 i 3, pierwszy gracz moze zagwarantowac, ze przed jego kazdym
ruchem stan gry jest dobry.

4. Udowodnié¢, ze w grafie, w ktorym kazdy cykl dtugosci co najmniej 4 ma cieciwe, istnieje wierzcho-
tek, ktorego sasiedztwo jest klika.
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Uwaga:  Cigciwa cyklu A1 A, ... A, to krawedz A;A;, gdzie |i — j| > 1 oraz {i,j} # {1,n}. Klika
to taki zbior wierzchotkow, ze kazde dwa z nich sa polaczone krawedzia (pojedynczy wierzchotek i zbior
pusty to takze kliki).

Rozwigzanie:

Niech E(G) bedzie zbiorem krawedzi grafu G i niech N(v) bedzie sasiedztwem wierzchotka v. Graf,
w ktorym kazdy cykl o co najmniej 4 wierzchotkach ma cieciwe nazwiemy grafem cieciwowym. Separator
grafu spojnego G to taki zbiér wierzchotkéw, ze po usunieciu tych wierzchotkéw i wszystkich krawedzi
z nich wychodzacych graf przestaje byé¢ spojny, ale nadal jest niepusty. Separator jest minimalny, jezeli
zaden jego podzbior nie jest separatorem. Wykazemy najpierw nastepujacy lemat.

Lemat (Twierdzenie Diraca o grafach cieciwowych). Kazdy separator minimalny spdjnego grafu cieciwo-
wego G jest klikg.

Dowdd. Niech V bedzie minimalnym separatorem G. Jezeli |V| = 1, teza jest trywialnie spetniona. Niech
wiec |V| > 2. Zaldézmy nie wprost, ze pewne u, v € V nie sg polaczone krawedzia. Niech Uy, Us, ..., Uy
beda spojnymi sktadowymi grafu G \ V' (z zalozen zadania k > 2. Gdyby v nie byt potaczony z zadnym
wierzchotkiem pewnego U;, to zbior V' \ {v} takze bylby separatorem (w grafie G nie istnialaby Sciezka
z U; do G\ (V UU;).), co przeczy minimalnosci V. Zatem dla kazdego i € {1, 2, ..., k} istnieje x;, taki
ze vx; € E(G). Podobnie, dla kazdego i € {1, 2, ..., k} istnieje y; (niekoniecznie rézny od z;), taki ze
uy; € E(G). 7 definicji sktadowej spojnej musi istnieé¢ $ciezka Py w Uy taczaca x1 z yp, wiec w V U U
istnieje $ciezka tgczaca u z v, ktéra nie zawiera wierzchotkow z V' poza u i v. Niech P; = uaqas ... anv
bedzie najkrotsza taks $ciezka. w nie sasiaduje z v, wiec m > 1. Gdyby u sasiadowat z a; dla ¢ # 1, v
sasiadowal z a; dla ¢ # m lub q; sasiadowal z a; dla |i — j| > 1 mogliby$my skrocié¢ Sciezke Py, co przeczy
jej minimalnosci. Przyjmijmy wiec, ze opisane wierzcholki nie sasiaduja (tj. gdyby uv € E(G), to w
cyklu wajas . .. a,v nie bytoby cieciw). Niech Py = ubibs ... b bedzie analogiczng najkrotsza Sciezka
taczaca u i v w V U U, gdzie by, by, ..., by € U,. 7 definicji separatora zaden a; nie sasiaduje z
zadnym b;. W polgczeniu z wezesniejszymi obserwacjami o niemoznosci skrocenia P; 1 P, wnioskujemy,
Ze uaias . . . apvbby_1 ... by jest cyklem niezawierajacym przekatnych. Skoro m, [ > 1, to cykl ten ma
dhugosé co najmniej 4, co przeczy zatozeniom lematu i konczy dowod.

]

Przejdzmy teraz do rozwiazania zadania. Wierzcholek nazwiemy fajnym, jezeli jego sasiedztwo jest
klika. Niech n bedzie liczba wierzchotkéw . Udowodnimy teze silniejsza — G zawiera co najmniej 2
niepolaczone fajne wierzcholki, o ile G nie jest klikg (wtedy zawiera co najmniej jeden fajny wierzchotek).
Dowdd przeprowadzimy poprzez indukcje po n. Dla n =1 teza jest trywialna (G jest klika). Niech teraz
n > 2. Jezeli G nie jest spdjny, to ma sktadowe spojne Gi, Go, ..., G,,, za$ z zalozenia G i Go
zawieraja co najmniej jeden fajny wierzcholek (sasiedztwo wierzchotka z G nie zmienia sie po dodaniu
innych sktadowych spojnych grafu G, wiec wierzchotki fajne w G, pozostaja fajne w G), wobec czego
G ma przynajmniej 2 niepolaczone fajne wierzchotki. Zalézmy teraz, ze G jest spojny. Jezeli G jest
klika, to oczywiscie wszystkie wierzchotki sa fajne. Niech wiec G nie bedzie klika. Wybierzmy dowolny
wierzchotek v, ktory nie sasiaduje z pewnym wierzcholtkiem v’. Zauwazmy, ze G \ {v, v’} jest separatorem
w G, wiec pewien podzbior U C (G'\ {v, v'} jest separatorem minimalnym, a wiec klika. W takim razie
istnieja niepuste i roztgczne zbiory wierzchotkéw A, B, takie ze gdy a € A oraz b € B, to a i b ze soba
nie sasiaduja, AUBUU = V(G) oraz A i B sa roztaczne z U. Gdyby A U U bylo klika, to dowolny
wierzchotek w A jest fajny w A U U. Jezeli A nie jest klikg, to z zatozenia indukcyjnego istnieja dwa
fajne wierzchotki w A U U, wiec istnieje przynajmniej jeden wierzcholtek w A, ktory jest fajny w AU U.
Wierzchotek x € A, ktory jest fajny w AU U jest tez fajny w G, gdyz N(z) N B = (. W takim razie
istnieje wierzchotek x € A, ktory jest fajny w G. Podobnie, istnieje wierzcholek y € B, ktory jest fajny
w GG, wiec w G istniejg przynajmniej 2 fajne wierzcholki. Skoro x € A1y € B, to x i y sa niepotgczone,
co konczy dowdd.
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5. Dany jest trojkat ostrokatny ABC. Punkt O jest srodkiem okregu opisanego na tym trojkacie,
za$ H jego ortocentrum. Punkt D lezy na krétszym tuku BC' okregu opisanego na ABC', punkt T jest
punktem przeciecia prostych AD i BC, zas punkt E jest symetryczny do D wzgledem T'. Zal6zmy, ze
E # H. Wykazaé, ze katy OT' B oraz HE D sa réwne lub sumuja sie do 180°.

Rozwigzanie:

Oznaczmy przez @), R drugie punkty przeciecia prostej AD odpowiednio z okregami opisanymi na
trojkatach AHB i AHC. Wtedy

JQRH = ¥ACH = $OCB = YOBC = SABH = <RQH,

BT _ QF
CT — RE"

wiecc AHQR ~ AOBC, zatem wystarczy wykazaé, ze

Zauwazmy, ze
IDRC = 180° — YARC = 180° — SAHC = YABC = $ADC,

wiec CR = CD, analogicznie BQ) = BD.
Niech W, U beda rzutami prostokatnymi odpowiednio punktow B,C' na prosta AD. 7 powyzszej
obserwacji wynika, ze sa one jednoczesnie srodkami odcinkéw odpowiednio DQ) oraz DR. 7 twierdzenia

Talesa wynika, ze % = % Jednoktadnos¢ o érodku w D i skali 2 przeprowadza punkty W, U, T
odpowiednio na @, F, R, skad % = g—g, co konczy dowod.

6. Dany jest trojkat ABC'. Niech n bedzie dodatnia liczbg catkowita iniech B = By, Bs, -+ , By, Byy1 =
C' beda punktami lezacymi w tej kolejnosci na boku BC. Dla j = 1,...,n przez r; oznaczmy dlugosc
promienia okregu wpisanego w trojkat AB;B;.; oraz przez r diugos¢ promienia okregu wpisanego w
trojkat ABC. Udowodnié, ze istnieje A, ktora nie zalezy od n i dla ktorej spelniona jest réwnosé

A=r)A=713) - (A =7p) = A" (A = 7).

Rozwigzanie:

Oznaczmy przez h dtugos¢é wysokosci opuszczonej z A w trojkacie ABC. Udowodnimy, ze A = h/2
spelia warunki zadania.

Najpierw rozwazmy przypadek, w ktorym n = 2. Zamiast By bedziemy uzywali oznaczenia D.
Dodatkowo oznaczmy ¢ = AB,b = AC,a = AB,d = AD,e = BD, f = C'D. Przyréwnujac znane wzory
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na pole trojkata otrzymujemy réwnosci

h—=2r b+c—a h—2r c+d—e h—=2r, b+d—f

h  b+ct+a h  c+d+e h  b+d+f

Przeksztalcamy teze rownowaznie:

(c+d—e)b+d—f)b+c+a)=(c+d+e)b+d+ f)(b+c—a)
(c+d)(b+d)a+efa=(c+d)f(b+c)+eb+d)(b+c)
cba + dba + cda + a(d® +ef) = (b+ c)d(e + f) + (b+c)(cf + be)
cba + a(d® + ef) = be(e + f) + A f + Ve
a(d* +ef) = b*e + c*f.

Ostatnia réownos¢ jest prawdziwa wprost z twierdzenia Stewarta.
A

1
2

B e D 7 c
Dowod dla dowolnego n przeprowadzamy przez indukcje. Przez 1’ oznaczmy promien okregu wpisa-
nego w trojkat ABB,,. Z zalozenia indukcyjnego mamy

A=1)A=71) - (AN =rp_y) = A" (A —1").

Podobnie mamy
A=Y A =r,) =X\ —r).
Mnozac rownosci stronami otrzymujemy teze zadania.

7. Udowodnié, ze istnieje nieskoriczenie wiele takich liczb naturalnych n, ze liczby n, n + 1, n + 2 sa
sumami dwoch kwadratow dodatnich liczb catkowitych.

Rozwigzanie:
Sposob 1
W rozwiazaniu pomocny bedzie nastepujacy fakt.

Fakt. Dla dowolnej dodatniej liczby naturalnej A réwnanie
-2 =1 (1)
ma nieskoriczenie wiele rozwigzan w dodatnich liczbach catkowitych x, y > A.

Dowdd. Zauwazmy, ze para (z, y) = (3, 2) spelnia réwnanie (1). Niech teraz (z1, y1) bedzie pewnym
rozwiazaniem rownania (1) oraz x, y; € Z,. Zauwazmy, ze

1= JI% — Qy% = (31]1 + 4y1)2 — 2(2%1 + 3y1)2 s
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wiec para (xq, y2) = (3z1+4y1, 2x1+3y1) takze jest rozwigzaniem danego rownania w dodatnich liczbach
catkowitych. Ponadto x1 4y < (3z1+4y1) + (221 +3y1) = 22+ y2. W takim razie z pewnego rozwiazania
rownania (1) w dodatnich liczbach catkowitych mozemy otrzymacé kolejne rozwiazanie o wiekszej sumie
zmiennych. Niech (x, y) bedzie rozwiazaniem (1) oraz z +y > 4A. Wtedy przynajmniej jedna z liczb
x, y jest wieksza niz 2A. Jezeli x > 2A, to

, a?—1 _ 4A?

= > > A2
) 9 9 )

jezeli zag y > 2A, to
w2 =14 2y* > 8A* > A,
W takim razie x, y > A, co konczy dowod Faktu. m

Niech teraz para (m, a) bedzie rozwiazaniem réwnania (1) oraz m, a > 1. Wykazemy, ze liczba
n = (6a)® + (18a*)*

spelnia warunki zadania. Dla réznych liczb a otrzymujemy rézne liczby n, zas mozliwych a jest nie-
skoniczenie wiele (na mocy Faktu istnieja rozwiazania (1) o dowolnie duzym a). Bedzie to oznaczato, ze
mozliwych n jest rowniez nieskoriczenie wiele, co zakoriczy rozwigzanie zadania.

Jasne jest, ze n jest suma dwoch kwadratow niezerowych liczb naturalnych. Zauwazmy, ze

n+1=(6a)*>+ (18a*)* + 1 = (14a* — 1)* + 64a*(2a® + 1) = (14a® — 1)* + (8ma)®.
Ostatnia réwno$é wynika z tego, ze m? = 2a? + 1. Ponadto
n+2=(6a)*+ (18¢°)* +2 = (18a° + 1)* + 1%.

Zatem kazda z liczb n, n+ 1, n+ 2 jest suma dwoch kwadratéw dodatnich liczb catkowitych, co koticzy
dowdd.

Uwaga: Roéwnanie 22 — Dy? = 1 nazywane jest réwnaniem Pella i ma nieskonczenie wiele rozwigzan
w dodatnich liczbach catkowitych, gdy D nie jest kwadratem liczby catkowitej.

Sposob 11

Wykazemy, ze dla kazdego a liczba

2

n=(a*—-a)’+ (a®> —a)’
spelnia warunki zadania. Zauwazmy, ze
n+1=(a®-1)*+ (a* — 2a)?
n+2=(a—-a+1)>+(a®—a—1)>.

Ponadto dla a > 3 kazdy z kwadratow jest niezerowy oraz dla réznych a otrzymujemy roézne n, co koriczy
dowdd.

8. Dane sa wzglednie pierwsze dodatnie liczby catkowite n,r > 1, przy czym n jest nieparzyste.
Zalozmy, ze istnieja takie wielomiany P(z), Q(z) o wspotezynnikach catkowitych, ze

(x—1)" = (2" =1) = (2" = 1)P(x) + nQ(x).
Udowodni¢, ze n | "~ — 1.

Rozwigzanie:
Poniewaz n i r sa wzglednie pierwsze, to rownowaznie mozna wykazac¢ ze n | r™ — r. Niech

Flx)=a2"""4 - 4+z+1.
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Oczywiscie mamy F'(1) = r, wiec wystarczy udowodnié¢, ze n | F'(1)"—F (1), a poniewaz n jest nieparzyste,
to mozna to jeszcze przeksztalci¢ do n | ((=1)"'F(1))" — (=1)""'F(1).

Niech w bedzie zespolonym pierwiastkiem pierwotnym z jedynki stopnia r. Wtedy w,w?, ..., w" ! sg
wszystkimi pierwiastkami F(x), wiec

k=1
Czyli wystarczy wykazaé, ze
r—1 r—1
n| [Jw =" =Wk -1).
k=1 k=1

Poniewaz n jest wzglednie pierwsze z r, to
{1,2,....,r =1} ={n,2n,...,(r— )n} (mod r),

stad mozemy sprowadzi¢ rozwiazanie zadania do wykazania

r—1 r—1
nl [T =0 =TT =1,
k=1 k=1
Korzystajac z rownosci z treéci zadania dla k = 1,...,r — 1 otrzymujemy

(WP = 1" = (W™ — 1+ nQ(W").

Mnozac réwnosci stronami, otrzymujemy

T — 10— JTH" — 1) = nR(w).

przy czym R jest wielomianem o wspolczynnikach catkowitych. Widzimy, ze R(w) jest liczba wymierna,
pozostaje udowodni¢, ze R(w) jest liczba catkowita.

Niech G(x) bedzie unormowanym wielomianem o wspotczynnikach wymiernych o najmniejszym moz-
liwym stopniu, ktorego pierwiastkiem jest w. Niech G;(z) bedzie reszta z dzielenia F(z) przez G(z).
Widzimy, ze G(w) = 0 (poniewaz F(w) =01 G(w) = 0) oraz G1(x) ma stopiei mniejszy niz wielomian
G(x). Zatem G1(z) musi by¢ wielomianem zerowym, a G(z) musi dzieli¢ F(z).

Z lematu Gaussa wynika, ze G(z) jest wielomianem o wspotezynnikach catkowitych. Wreszcie niech
H (z) bedzie reszta z dzielenia R(z) przez G(z). Wtedy R(w) = H(w). Wielomian H (z)— R(w) ma stopien
mniejszy niz G(x), ma wspotczynniki wymierne i w jest jego pierwiastkiem, wiec musi by¢ wielomianem
zerowym. Czyli H(x) jest staly, a poniewaz ma wspolczynniki catkowite, to R(w) = H(w) jest liczba
caltkowita.

Uwaga: Rozwiazanie mozna skonczy¢ alternatywnie. Mamy réwnosé

ﬂ(wk —1)" - ﬂ((wk)" —1) =nS(w,w? ..., "),

przy czym S jest wielomianem symetrycznym r — 1 zmiennych. Z podstawowego twierdzenia o wielomia-
nach symetrycznych wynika, ze S(w,w?, ..., w"™1) mozna zapisa¢ jako warto$¢ wielomianu o wspotczyn-
nikach catkowitych dla » — 1 argumentow

r—1
E Wk, E Wik wlw?
k=1 1<k <ko<r—1

o4



ktore, jako wspotezynniki wielomianu F'(z) przemnozone przez +1, sa catkowite. To konczy dowod.
Uwaga:  jezeli n jest liczba pierwsza, wielomian (z — 1)" — (2™ — 1) ma wszystkie wspotezynniki
podzielne przez n. Istniejg rowniez liczby n,r, gdzie n jest liczba ztozong, spetniajace zalozenia zadania,
np. n =341 = 11-31, r = 2. Wielomian (z — 1) — (23! — 1) daje reszte (> ppesn (5p) — 1) (z+1) =
(2310 — 1)(x + 1) z dzielenia przez z* — 1. Poniewaz 341 -3 = 219 — 1, to 341 | 2340 — 1.
Wiecej o tedcie pierwszosci AKS mozna przeczytaé w pracy ,,PRIMES is in P, ktérej autorami sa
M.Agrawal, N.Kayal, N.Saxena.

95



Pierwszy Mecz Matematyczny

1. Orzec, czy istnieja takie dwa nieskoriczone podzbiory liczb catkowitych X i Y, ze kazda liczbe
catkowita mozna jednoznacznie przedstawié¢ jako x + vy, gdziex € X iy € Y.

Rozwigzanie:

Wykazemy, ze istnieja zbiory speliajgce warunki zadania. Dla dwoch zbioréw A, B C Z definiujemy
A+ B={a+b|a€ Abe B} Ponadto powiemy, ze para (A, B) podzbioréw liczb calkowitych jest
wyjgtkowa, jezeli kazdg liczbe ¢ € A + B mozna jednoznacznie przedstawi¢ jako a + b, gdzie a € A i
b € B. Bedziemy konstruowa¢ indukcyjnie skoniczone zbiory Xy, Xi, Xs, ... oraz Yy, Y7, Y5, ... w taki
sposob, aby dla kazdego n =0, 1, 2, ... spetlnione byly warunki:

(2) Sp C X+ Yo, gdzie Sop = {—k, —k + 1, k= 1,k} i Soprr = {—ky—k + 1, .. k— 1,k k+ 1},
(b) para zbiorow (X,,Y,) jest wyjatkowa,

(¢) X, € X,yqoraz Y, C VY,

(d) | Xn| < |Xpy1| oraz |Y,| < |Yiiq)-

Na poczatku zobaczmy, jak z tak skonstruowanego ciggu zbioréw otrzymac szukane dwa zbiory X i Y.
Definiujemy X = J >, X,, oraz Y = J,—, Y,,. Z wlasnosci (d) wynika, ze zbiory X 1Y sa nieskonczone.
Wezmy liczbe catkowita m. Poniewaz m € S|, to z wlasnoéci (a) liczbe m mozna przedstawic¢ jako
x4y, gdzie v € Xjom| € X iy € Yo C Y. Przypusémy teraz, ze m = x +y = 2’ + ¢/, gdzie z,2" € X,
v,y €Y. Z definicji zbioréw X 1Y wynika, ze istnieja indeksy 4,4, j, j takie, ze v € X;, 2’ € Xy, y € Y]
oraz y' € Yj. Niech k = max(i,7', j, 7). Wtedy z wlasnosci (c) otrzymujemy x, 2" € X oraz v,y € Yj.
Poniewaz x +y = 2’ + ¢/, zas para zbiorow (X, Yy) jest wyjatkowa, to musi zachodzi¢ x = 2" iy = ¢/, co
dowodzi, ze para zbiorow (X,Y) tez jest wyjatkowa.

Pozostaje skonstruowaé ciagi skoriczonych zbiorow (X,,) i (Y;,) spetiajace warunki (a)—(d). Okreslamy
Xo ={—1} 1Yy ={1}. Zalézmy, ze skonstruowalismy zbiory X,, i Y,, spelniajace powyzsze warunki. Bez
straty ogolnosci niech n = 2k bedzie liczba parzysta (dowod dla nieparzystych n przebiega analogicznie).
Niech m bedzie najmniejsza liczba dodatnia, ktora nie wystepuje w X, +Y,,. Z wlasnosci (a) zbiorow X,
1Y, wynika, ze m > k+ 1. Bedziemy chcieli zdefiniowaé¢ X, 1 = X,,U{x} 1Y, 11 =Y, U{y} dla pewnych
r ¢ X, 1y &Y, takich, ze x + y = m. Tak okreslone zbiory speliaja warunki (a), (¢) i (d). Zauwazmy,
ze par (z,y) spelniajacych x € X,,, y € Y,, oraz x + y = m jest nieskoriczenie wiele. Oznaczmy ten
zbior par przez Z. Aby para (X, i1, Y,+1) nie spetniata warunku (b) musi zachodzié¢ jeden z warunkow:
T+ =31+ Y, T+ Y= T2+ Yo, T+ Y = T + Yo, gdzie 7; € Xy, y; € Y,. Poniewaz zbiory X,, i Y, sg
skoriczone, kazdy z tych warunkow wyklucza tylko skoriczenie wiele par (x,y) ze zbioru Z. W takim razie
istnieja wartosci x 1 y, dla ktorych otrzymane zbiory X, 41 1 Y,,41 spelniaja wszystkie warunki (a)—(d), co
konczy dowdd indukeyjny.

2. Niech k£ > 1 bedzie ustalona liczba catkowita. Wykazaé, ze istnieje taka liczba rzeczywista xz, ze
dla kazdego catkowitego 1 < n < 2021 zachodzi

{2"} < {2"'} wtedy i tylko wtedy, gdy k| n,

gdzie przez {y} oznaczamy cze$¢ utamkows liczby y.

Rozwigzanie:

Sposob 1

Wykazemy mocniejsza teze, ze dla dowolnej permutacji o zbioru {1,...,2021} istnieje taka liczba
z, 7e {2°W} < {2°®} < ... < {27®02D) Zeby zobaczyé, ze ta teza rzeczywiscie jest mocniejsza,

wystarczy rozwazy¢ permutacje, w ktorej wszystkie liczby podzielne przez k wystepuja przed wszystkimi
niepodzielnymi przez k.
Zanim przystapimy do wlasciwego dowodu, wykazemy bardzo prosty fakt:
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Fakt. Jesli 0 < x <y orazc >0, to v/x+c— x> {y+c— ¥y.
Dowdd. Korzystajac ze wzoru a® — b* = (a — b)(a** + ... + b*! mamy
1 1
\/kx+c_\k/5: E—1 e kflz\'ky+c_\k/§'

(x4+c)F +... 4+ F (y+c) L 4y

]

Wroémy do dowodu wiasciwej tezy. Wybierzmy odpowiednio duzg liczbe catkowita dodatnia M (to,
jak duza, bedzie wynikalo z dalszej czesci rozwiazania). Przez T oznaczmy permutacje odwrotna do o, to
znaczy taka, ze dla i = 1,2,...,2021 zachodzi 7(0(i)) =i = o(7(i)). Skonstruujemy liczby rzeczywiste
ag, by dla k =1,2,...,2022 o nastepujacych wlasnosciach:

1. Mzal<a2<...<a2022<b2022<b2021<...<b1:M—|—3,

2. Dla k=1,2,...,2021 i dla kazdego = € (axs1, bxs1) zachodzi 7(2’521 <Az

(
2021
3. Dla kazdego k zachodzi b, — aj, > 2 ({“/M’C +1— M)

Dla k£ = 1 oczywiscie wszystkie warunki sa spelnione. Przypusémy, ze dla & < 2022 wybraliSmy
juz liczby aq,...,ag, by, ..., by zgodnie z powyzszymi warunkami. Zauwazmy, ze warunku 3, nieréwnosci
ar > M i powyzszego faktu wynika, ze istnieje taka liczba calkowita dodatnia m, ze ap < ¥/m <
vVm +1 < bg. Istotnie, roznica miedzy pierwiastkami k-tego stopnia liczb catkowitych nie mniejszych
od M jest mniejsza niz potowa dlugosci przedziatu (ay, by), wiec musza w nim wystapi¢ co najmnie;

dwie takie liczby. Definiujemy a1 = /m + 7(21321 b = A/m+ ;égl Warunki 1 i 2 sg spelnione w

oczywisty sposob, trzeba sprawdzi¢ warunek 3.
Korzystajac z powyzszego faktu i przytoczonego w jego dowodzie wzoru, dla odpowiednio duzego M
otrzymujemy nieré6wnosc

1 1 2
> >
2021 ~ 2021k(M + 3)F-1 7 (k + 1) M*

bk+1—ak+1>M+3—</(M+3)k— >2(’““ M’f+1+1—M).

Widzimy, ze warunek, jaki musimy nalozy¢ na M, aby trzecia z powyzszych nieréwnosci byta spetniona,
k—1 . ) , .. . . ) .
to M > 4042k (M) . Przy M dazacym do nieskonczonosci lewa strona dazy do nieskonczonosci, a

ey M
prawa do 4,8%“, zatem dla dostatecznie duzych M jest on spelniony. Dla k£ = 1,2,...,2021 naktadamy

skonczenie wiele takich warunkéw, zatem istnieje M, ktore spetnia je wszystkie.
Warunki 11 2 zapewniaja, ze dowolny x € (asg22, bao2e) spelnia teze.

Sposob 11
Niech z(m) = m + 1%, gdzie m jest nieujemng liczba catkowita, zas P jest pewna liczba pierwsza
wieksza niz 2021. Udowodnimy, ze dla dowolnego ciagu liczb catkowitych postaci 1 = ay, as, ..., ai,

gdzie 1 < 202110 < a; < P — 1, istnieje wartos¢ m, dla ktorej {z(m)"} € [%,%H) dlan =1,2,...,L.
Teze zadania otrzymamy, przyjmujac a, =n mod k dlan =1,2,...,2021.

Dla [ = 1 nasza teza oczywiscie zachodzi dla dowolnej Wartos’,ci m. ZaléZmy7 ze teza jest speliona
dla pewnego | > 1. Rozwazmy ciag 0 = ay, as, ..., a1, gdzie 0 < a; < P — 1. WeZzmy takie catkowite
mo, ze {z(mo)"} € [%, @) dlan =1,2,...,1. Niech m = mg + tP'~, gdzie ¢ jest liczba catkowity z
przedziatu [0, P). Wtedy dlan = 1,2, .. l mamy

(o)) = { (m i+ ) b= (o 5) ] = Gty
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Pozostaje tak dobraé wartosc ¢, aby {x(m)*+'} € [2t2, 21y Mamy

{alm)+1} - {(m SeP g %)} - {<m r3) 1>;}

Poniewaz [ + 1 < 2021 < P, to
{t+1)-0,l+1)-1,....,(l+1)-(P-1)}=p{0,1,...,P—1}.

Zatem rozwazajac t = 0,1,..., P — 1, wartos¢ {x(m)"1} moze naleze¢ do dowolnego przedziatu postaci
[, %), co konczy dowdd.

3. Dane sa liczby rzeczywiste 0 < a1 < as < ... < a, < 1, gdzie n > 2. Wykaza¢, ze

Z 1 > n? logy(n/8) .
l<ics Clj — Q; 2
i<jsn

Rozwigzanie:

Dla n < 8 prawa strona nieréwnosci jest ujemna, zas$ lewa dodatnia, wobec czego nieréwnosé jest
trywialnie spelniona. Zalézmy wiec, ze n > 8. Rozwazmy zbior par indeksow A, = {(i,i+h) | 1 <i <
n — h}. Niech

(Z7J)GAh

Mozemy oczywiscie przepisaé¢ Sy jako

h—1
g ak+i+1 - ak+i) .

(i,5)€Ap k=0

W sumie po prawej stronie kazda z roznic ax,1 — ap pojawia sie co najwyzej h razy (gdyz dla co najwyzej
h par (i,j) € A zachodzi i < k < k+ 1 < j). Z zalozen zadania kazda z réznic a1 — ay jest dodatnia,
wiec

n—1

Sy < hZ(akH —ag) = h(a, —ay) < h.

k=1

7 nieréwnosci Cauchy’ego-Schwarza mamy

Z (aj—ai) Z ajiai>’Ah‘2_(n—h)2.

W takim razie

1 >(n—h)2>(n—h)2'

= =
(iean Y Sh h
Sumujac powyzsze nieréwnosci dla h =1, 2, ..., n — 1 otrzymujemy
n—1 n—1 n—1 n—1
1 1 3
2 2

= - — - 1) h = - — = -1 1
Z a; — aZ " h n(n—1)+ " h 2n(n ) (1)

1<i<j<n h=1 h=1 h=1 h=1

Wykazemy teraz nastepujacy lemat.
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Lemat. Dla catkowitego n > 3 zachodzi nierdwnosé

Zk loan.

Dowod. Udowodnimy teze przez indukcje matematyczna. Dla mn = 1 jest ona trywialnie spetniona.
Zalozmy teraz, ze dla pewnego n istotnie mamy

l
ot

Wykazemy, ze

1 1 log,(n + 1)
k 2
i=k
Wystarczy wykazaé, ze
n+1 n
1 1 log,(n + 1) logy, n
- — —>1+—=—7 -1 ,
F 2 ( T L
1=k 1=k
1 1 1 n+1
12 §(log2(n +1) —logyn) = 5 log,
Wystarczy wiec wykazaé, ze
27 5141,
n

co jest prawda na mocy Lematu 2 zadania 1 z zawodow druzynowych i nieréwnosci 1 + % <

QO
L]

Korzystajac z tego lematu i nieréwnosci (1), otrzymujemy

> n? (1 I logy(n — 1) 3) n2 log, nT_l > n2 log,(n/8)
2 2 ’

1<i<j<n 7 ¢

co konczy rozwiazanie zadania.

4. Dany jest graf z wyréznionym wierzchotkiem. Dla dodatnich liczb catkowitych a, b, niech s(a,b)
oznacza liczbe tych podzbioréw A zbioru wierzchotkow tego grafu, ktore spetniaja nastepujace warunki:

e A zawiera wyrdzniony wierzcholek,

Al = a,

podgraf ztozony z wierzchotkow ze zbioru A jest spojny,

wierzchotkéw spoza A, ktore sasiaduja z pewnym wierzchotkiem z A jest doktadnie b.

Udowodnié, ze s(a,b) < (“+Z_1).

Rozwigzanie:
Powiemy, ze podzbiér wierzchotkow grafu jest (a,b)-dobry, jesli spelnia warunki z tresci zadania.
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Niech Ui (a, b) bedzie rodzina wszystkich (a, b)-dobrych podzbioréw w G. Przedstawimy dwa rozwiazania
tego zadania.

Sposdb 1

Teze bedziemy dowodzi¢ indukcyjnie po a+b. Jezeli a = 1 lub b = 0, to teza w oczywisty sposob jest
spetniona (jako szukany podzbior A mozemy wziaé¢ co najwyzej jeden zbior). Zalozmy teraz, ze a > 2
ib > 1. Oznaczmy dany graf przez G i niech v bedzie wyréznionym wierzchotkiem w G. Jezeli v jest
wierzchotkiem izolowanym (tj. nie ma sasiadow w G), to teza trywialnie zachodzi. Przyjmijmy teraz, ze
u jest jednym z sasiadow v.

Rozwazmy graf GG; powstaly przez zastapienie w G wierzchotkéw v i u jednym wierzchotkiem w,
ktorego sasiedztwo jest suma mnogosciowa sasiedztwa v i u w G. Zauwazmy, ze kazdy podzbior (a,b)-
dobry w G, ktory zawiera u, odpowiada jednemu podzbiorowi (a — 1,b)-dobremu w G (z wyr6znionym
wierzchotkiem w).

Niech G bedzie grafem powstatym przez wyrzucenie wierzchotka u z G. Wtedy kazdy podzbior (a, b)-
dobry w G, ktory nie zawiera u, odpowiada jednemu podzbiorowi (a,b—1)-dobremu w G5 (z wyréznionym
wierzchotkiem v).

Laczac dwa powyzsze fakty i korzystajac z zatozenia indukcyjnego, otrzymujemy

s(a,b) = [Uc(a,b)| = [Ug, (a —1,b)| + [Uc, (a, b — 1)
co nalezalo wykazac.

< (a—1)+b—-1 N at(-1)—-1\ _(a+b-1
b b—1 b ’
Sposob 11

Niech v bedzie wyrdéznionym wierzchotkiem w danym grafie G. Rozwazmy losows permutacje wierz-
chotkow, w ktorej wierzchotek v znajduje sie na pierwszym miejscu.

Dla danego zbioru (a,b)-dobrego A niech X 4 bedzie zdarzeniem polegajacym na tym, ze kazdy wierz-
chotek z A wystepuje przed kazdym wierzchotkiem z N(A), gdzie N(A) oznacza sasiedztwo zbioru A
(IN(A)| = b). Widzimy, ze zdarzenie X4 zalezy tylko od wzglednej kolejnosci wierzchotkow z A\ {v} iz
N(A), skad prawdopodobienstwo zajscia zdarzenia X 4 jest rowne

T

Zauwazmy, ze zdarzenia X 4 sa parami roztaczne. Istotnie, przypusémy, ze dla ustalonej permutacji o
istnieja dwa rozne (a, b)-dobre podzbiory A i A’ takie, ze zdarzenia X4 i X4 zachodza dla o. Poniewaz
zbiory A i A’ sa spojne w G i zawieraja po a wierzcholtkow, istnieja takie dwa wierzchotki = i y, ze
re NANA iy e N(A)N A. Bez straty ogolnosci zatozmy, ze x wystepuje przed y w permutacji o.
To jednak prowadzi do sprzecznosci z zatozeniem, ze zdarzenie X, zachodzi dla o.

Skoro dla zadnej permutacji nie zachodzg dwa rézne zdarzenia X4, prawdopodobienistwo, ze zajdzie

przynajmniej jedno z nich jest réwne
-1
b

A€ MG(a7b)

ueanl< (7,7,

Stad otrzymujemy

co konczy dowod.

5. Danych jest n smerféow uwiezionych przez Gargamela oraz 2n — 1 czapek ¢, ¢, ..., con_1. Garga-
mel zaktada kazdemu smerfowi jedna z czapek. Kazdy smerf widzi, jakie czapki sa na gltowach pozostaltych
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n — 1 smerféw, ale nie widzi, ktéra czapke zalozyl na jego glowe Gargamel. Nastepnie Gargamel pyta
kazdego smerfa, ktorg czapke ma na gltowie. Jesli co najmniej jeden smerf odpowie poprawnie, to wszyst-
kie smerfy zostang wypuszczone; w przeciwnym razie pozostana zamkniete w zamku Gargamela. Smerfy
moga ustali¢ strategie wezesniej, jednak po zalozZeniu czapeczek nie moga sie komunikowaé (nie stysza
tez odpowiedzi innych smerfow). Czy istnieje strategia gwarantujaca smerfom wyjscie na wolnosé?

Rozwigzanie:
Niech V; bedzie zbiorem wszystkich (n — 1)-elementowych podzbioréw zbioru {ci, o, ..., 2,1}, a Vs
zbiorem wszystkich n-elementowych podzbioréw zbioru {cy,co,. .., con—1}. Rozwazmy graf dwudzielny

G, ktorego zbiorem wierzchotkow jest V = V) U Vs, a zbiorem krawedzi
E={(A,B): AecV,, BeV,, ACB}.

Rysunek przedstawia graf G dla n = 3.

Kazdy z wierzchotkow A € V) jest potaczony krawedzig z n wierzchotkami w V5: sa nimi zbiory postaci
AU{¢}, gdzie ¢; ¢ A. Podobnie, kazdy wierzcholek B € V; jest potaczony krawedzia z n wierzchotkami
w Vi: tymi wierzchotkami sa B\ {¢;}, gdzie ¢; € B.

Wykazemy najpierw, ze w grafie GG istnieje skojarzenie doskonate, tj. taki zbior krawedzi M, ze kazdy
wierzchotek G jest incydentny z doktadnie jedng krawedzia w M. Postuzymy sie w tym celu twierdzeniem
Halla.

Twierdzenie (Hall). Dany jest graf G, ktorego wierzchotki mozna podzieli¢ na dwa roztgczne i réwno-
liczne zbiory A i B, tak, Ze kazda krawedZ ma jeden koniec w A, zas drugi w B. Ponadto dla dowolnego
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podzbioru A" C A zbior B wszystkich wierzchotkow sqsiadujgcych z jakims wierzchotkiem z A’ jest wiel-
kosci co nagmniej |A'|. Wtedy w grafie G istnieje skojarzenie doskonate.

Zeby skorzysta¢ z twierdzenia Halla, musimy sprawdzi¢ jego zalozenia. Oczywiscie

2n —1 2n — 1
n—1 n

Rozwazmy dowolny V] C Vi o k elementach. Kazdy wierzcholek w V] ma stopien n, wiec wszystkich
krawedzi o jednym koricu w V] jest doktadnie kn. Zalozmy, ze zbior V, wszystkich krawedzi z V5 sa-
siadujacych z pewnym wierzchotkiem z V) ma co najwyzej k elementéow. Oznaczaloby to, ze wszystkich
krawedzi o jednym koricu w V/ (a wiec z definicji drugim koricu w Vi) jest co najwyzej (kK — 1)n, co
stanowi sprzecznosé i dowodzi, ze zatozenia twierdzenia Halla sg spelnione. W grafie G istnieje zatem
skojarzenie doskonate M.

Opiszemy teraz strategie wygrywajaca dla smerfow. Kazdy smerf zgaduje kolor swojej czapki w
nastepujacy sposob: jesli czapki pozostatych n — 1 smerféow tworza zbiér A, to smerf zgaduje, ze ma na
glowie czapke ¢;, gdzie krawedz (A, AU {¢;}) nalezy do skojarzenia M.

Taka strategia zapewnia wolno$¢ smerfom. W rzeczy samej, jesli oznaczymy zbior czapek na gtowach
smerfow przez B, to dla pewnego A € V; mamy (A, B) € M i wtedy B = AU{¢;} dla pewnego i. Wtedy
smerf, ktéry ma na glowie czapke ¢; poprawnie odgadnie kolor swojej czapki.

6. Dany jest wieloscian wypukly P, ktérego $ciany pomalowano na niebiesko i zielono (kazda Sciane
na jeden kolor) w taki sposob, ze $cian niebieskich jest wiecej niz zielonych, ale zadne dwie niebieskie
Sciany nie maja wspoélnej krawedzi. Udowodnié¢, ze w wieloscian P nie da sie wpisaé sfery.

Rozwigzanie:
Przypusémy, ze w wieloscian P da sie wpisac sfere S. Rozwazmy pewna $ciane F' = A1 A, ... Ay tego
wieloscianu i niech 7" bedzie punktem stycznosci pomiedzy sfera S a Sciang F'. Zdefiniujmy wyrazenie

k
o(F) =e(F) Z JAT A,

gdzie przyjmujemy A1 = A; oraz okreslamy £(F') = 1, jesli Sciana F jest niebieska, i e(F') = —1, jesli
Sciana F' jest zielona. Wprost z definicji funkcji o widzimy, ze o(F) = 360°, jesli F' jest niebieska, i
o(F) = —360°, jesli F jest zielona. W takim razie poniewaz $cian niebieskich jest wiecej niz zielonych,
wyrazenie
fPy="> a(s)
S — §ciana P

jest dodatnie. Policzymy teraz to wyrazenie w inny sposéb. Rozwazmy pewna krawedz AB tego wie-
loscianu. Niech F; i F, beda dwoma $cianami P o wspolnej krawedzi AB i niech T; bedzie punktem
stycznoscei sfery S i §ciany F; dla @ = 1,2. Definiujemy wyrazenie:

T(AB) = E(Fl) : %:ATlB + E(Fg) : %:ATQB .

7 tresci zadania wiemy, ze co najwyzej jedna ze $cian F} i Fy jest niebieska, a ponadto AATIB = ANAT»B,
wiec 7(AB) < 0 dla dowolnej krawedzi AB. Ponadto widzimy, ze mozemy zapisa¢

J(Py= > o)=Y (e,
S — &ciana P e — krawedz P

skad f(P) < 0. Otrzymana sprzecznos¢ konczy dowod tezy zadania.
Uwaga 1: Istniejg wieloSciany, ktore spelniaja warunki zadania. Podamy przyktadows konstrukcje
takich bryl. Niech F, bedzie wielo$cianem wypuklym, ktéry ma n wierzchotkéw i f $cian, przy czym
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n > f (jako Py mozemy wzia¢ np. szescian). Rozwazmy wieloscian P powstaly przez obciecie kazdego
naroznika Py za pomoca plaszczyzn przechodzacych blisko wierzchotkéw Fy. Otrzymany wieloscian P
spelnia warunki zadania, poniewaz kazda Sciane P bedaca obcietym naroznikiem Py mozemy pokolorowaé
na kolor niebieski, a pozostate $ciany na kolor zielony. Wtedy Scian niebieskich jest n, zas écian zielonych
jest f < n, a ponadto zadne dwie $ciany niebieskie nie maja wspolnej krawedzi.

Uwaga 2: Prawdziwe jest rowniez zdanie dualne do przedstawionego w treéci zadania:

Dany jest wieloScian wypukty P, ktorego wierzchotki pomalowano na niebiesko i zielono w taki sposob,
ze wierzchotkoéw niebieskich jest wiecej niz zielonych, ale zadne dwa wierzchotki niebieskie nie sg potaczone
krawedzia. Wtedy na wieloscianie P nie da sie opisa¢ sfery.

7. Dany jest trojkat rownoramienny ABC' (AB = AC), w ktéorym punkt [ jest srodkiem okregu
wpisanego. Niech w bedzie okregiem przechodzacym przez C' i stycznym do prostej Al w punkcie .
Oznaczmy przez () i D punkty przeciecia okregu w odpowiednio z prosta AC i okregiem opisanym na
trojkacie ABC. Niech M, N beda $rodkami odcinkéw odpowiednio AB oraz C'Q). Dowiesé, ze proste
AD, MN i BC przecinaja sie w jednym punkcie.

Rozwigzanie:
Niech P bedzie $rodkiem boku BC'. Zauwazmy, ze

IIQC = $PIC = 90° — S PCIT = 90° — 4QCI,

wiec $QIC = 90° i w konsekwencji N jest rodkiem w. Niech w przecina BC po raz drugi w punkcie H.
Wtedy SHDC = $HQC = 90° — <ACB. Wobec tego

YADH = YADC — YHDC = (180° — $ACB) — (90° — $ACB) = 90°,

wiec A, D, H, P leza na okregu o $rednicy AH.
A

Zauwazmy, ze NC' || M P oraz
JHNC =29HQC = 180° — 294 ACB = 4BAC,
wiec takze NH || M B. Niech K bedzie punktem przeciecia prostych BC'i M N. Wobec tego

KC KN KH
KP KM KB’

zatem KC' - KB = KH - KP. Stad K lezy na osi potegowej okregu opisanego na trojkacie ABC' oraz
okregu przechodzacego przez A, D, H, P, czyli K lezy na prostej AD, co nalezato dowies¢.

8. Trojkat ABC jest wpisany w okrag o. Okregi o1 i 09 sg styczne do boku BC' odpowiednio w
punktach F i F', a ponadto wewnetrznie do o oraz leza po tej samej stronie BC', co punkt A. Niech k
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oznacza wspélna styczna zewnetrzna do o; i 0y, r6zng od BC'. Okrag w przechodzacy przez B i C jest
styczny do k w punkcie T'. Okrag w’ jest styczny do k w T oraz do BC' w S. Wykazaé, ze prosta T'S jest
dwusieczna ETF.

Rozwigzanie:

Najpierw zal6zmy, ze k jest rownolegta do BC'. Wtedy proste BC, k oraz okrag o sa symetryczne
wzgledem symetralnej BC', wiec okregi o1 i 0y rowniez sa symetryczne wzgledem symetralnej BC'. W
takim razie BE = C'F. Widzimy, ze T'S 1 BC' oraz BT = CT, wiec z symetrii ET = F'T' i teza zachodzi.

Jezeli k }f BC, to niech P bedzie punktem przeciecia prostych BC' i k, X 1 Y punktami stycznosci
okregu o i odpowiednio okregéw o0, oraz oy. Punkty P, X, Y sa érodkami jednokladnosci przeprowa-
dzajacymi odpowiednio o; na oy, 0 na oy oraz o, na o, wiec sg wspotliniowe. Inwersja o srodku w P
przeprowadzajaca o, na o, przeprowadza X na Y oraz E na F',| stad i z potegi punktu P wzgledem o i w
otrzymujemy

PE-PF =PX-PY = PB-PA=PT".
Stad wynika podobienstwo trojkatow PTE i PFT. Ponadto PT = PS, zatem

IETS = 4PST — 4PET = 4STP — 4FTP = 4STF.

9. Dany jest trojkat ostrokatny ABC, w ktorym wysokosci AD i BE przecinajg sie w punkcie H.
Niech M bedzie srodkiem odcinka AB. Okregi opisane na trojkatach DEM oraz ABH przecinaja sie w
punktach P i @, przy czym P lezy po tej samej stronie CH, co punkt A. Udowodnié, ze proste ED,
PH, M@ oraz okrag opisany na trojkacie ABC maja punkt wspolny.

Rozwigzanie:
Oznaczmy przez () okrag opisany na trojkacie ABC. Rozwazmy inwersje o srodku w punkcie M i
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promieniu AM . Poniewaz YADB = SAEB = 90°, to AM = DM = EM = BM, wicc punkty A, D, E,
B zachowujg sie w tej inwersji. Stad okrag DEM przechodzi na prosta DE.

Niech prosta HM przecina okrag 2 w punktach U i W, przy czym U, H, M, W leza w tej kolejnosci.
Znanym faktem jest, iz odbicie H wzgledem M lezy na okregu €2, stad to odbicie musi by¢ punktem W.
Stad

MH-MU=MW - -MU=MA-MB = MA?,
wiec w rozwazanej inwersji H przechodzi na U. Stad okrag ABH przechodzi na okrag (). Zatem obraz

punktu @) lezy na prostej DE i okregu 2, stad proste DE i M () przecinaja sie na okregu opisanym na
trojkacie ABC.

Nastepnie rozwazmy inwersje o srodku w H i promieniu v HA - HD ztozong z symetria srodkowsa
wzgledem H. W tym przeksztalceniu A zamienia sie z D, B z E, stad okrag ABH przechodzi na prosta
DE.

Znanym faktem jest, iz C'W jest $rednicg okregu Q, stad SMUC = IWUC = 90° = SMF A, gdzie
F jest spodkiem wysoko$ci opuszczonej z wierzchotka C'. Zatem punkty M, F, U, C leza na jednym
okregui HM -HU = HF - HC, czyli w rozwazanym przeksztatceniu M przechodzi na U i w konsekwencji
okrag DEM przechodzi na okrag ).

W takim razie punkt P przechodzi na punkt przeciecia prostej DE i okregu 2, czyli réwniez prosta
PH przechodzi przez ten punkt przeciecia.

10. Niech n > 1 bedzie liczba catkowita i T),(z) = 2" + a,_ 12" ' + ... + a1 + ap. Przypuéémy, ze
dla dowolnej nieujemnej liczby rzeczywistej t zachodzi réwnosé T, (t + %) =t"+ tln Udowodnié¢, ze T,
ma wspolcezynniki catkowite oraz dla kazdego i = 0,1,...,n — 1 zachodzi NWD(n, a;) > 1.

Rozwigzanie:

Z nietrudnej tozsamosci t" + tin = (t"’l + t”%l) (t + %) — (15”’2 + tnl,g) zachodzacej dla n > 2 wynika,
ze wielomiany 7, sa opisane wzorem rekurencyjnym Ty(x) = 2, Ti(z) = x, T,,(x) = 2T,_1(x) — T,,_2(x)
dla n > 2. Z tego wzoru oraz ze wzoréow na Tg i 77 indukeyjnie wykazujemy, ze jesli 2 ¢ n — k to a; = 0,
stad dla takich k teza jest trywialnie spelniona. Niech a, bedzie wspotczynnikiem przy a* wielomianu
T, dla 0 < k < n oraz niech b, = ap -2k dla 0 < 2k < n. Naszym celem jest wyznaczenie wartosci
konczy dowod.

Jest jasne, ze byg =21 b, 0 =1 dlan > 0. Analizujac we wzorze rekurencyjnym na 7,, wspdlczynnik
przy ', otrzymujemy, ze a,; = @151 — Gn_27, WieC by = bp_1x — bp_ox_1. Wykazemy, ze dla
(n, k) # (0,0) zachodzi réwnosé

= (T (055):

65




Najpierw sprawdzimy, ze spetnione sa warunki poczgtkowe. Dla & = 0 i n > 0 otrzymujemy b,o = 1 =

(”31) — (”__21) (stosujemy konwencje (T) =0dlal < 0). Dlak > 0in = 2k mamy (—1)* ((k;gl) — (Z:;)) =

2 (—=1)k. Z drugiej strony réwnos¢ boy . = 2+ (—1)* otrzymujemy wstawiajac 7;,(0) do rekurencji definiu-
jacej wielomiany T,.
To, ze tak zdefiniowane b, j spelniaja oczekiwang rekurencje, wynika z rachunku

() () -
e () G- ) () -
e () ()

() ()

Teza dla warunkéw poczatkowych oraz k = 1 jest oczywista. Przyjmijmy, ze n > 2k > 2. Woéwcezas

- (") - (0 8L1) - ey (- ) -

(n—2k)(n—k—1)!
El(n — 2k + 1)!

_ (n=2k)(n—k—-1)!
 k!(n—2k+1)!

(n—k)(n—k+1)—k(k—1)) =

(Y

Widzimy, ze liczba (n — 2k) (("f“) — (";ﬁ;l)) jest podzielna przez n, przy czym pierwszy czynnik nie

moze by¢ podzielny przez n, wiec drugi nie moze by¢ wzglednie pierwszy z n, co konczy dowdd.

n(n—2k+1)=

11. Niech N oznacza zbiér dodatnich liczb catkowitych. Dana jest funkcja f: N — N, przy czym
dla dowolnych wzglednie pierwszych m, n € N liczby f(n) i f(m) sa wzglednie pierwsze, a ponadto
n < f(n) < n+2021. Udowodni¢, ze dla dowolnego n € N i liczby pierwszej p, jezeli p | f(n), to p | n.

Rozwigzanie:

Niech P(n) bedzie zbiorem wszystkich liczb pierwszych, ktore dziela przynajmniej jedna z liczb f(n),
f(n?), f(n3), .... Zbioér ten jest oczywiscie niepusty dla n > 1, gdyz wtedy f(n) > 1. Ustalmy liczbe
pierwsza p. Wykazemy najpierw, ze P(p) jest skoriczony. Zal6zmy przeciwnie. Niech ¢i, qa, ..., g2022
beda roznymi elementami P(p) roznymi tez od p. Na mocy chinskiego twierdzenia o resztach mozemy
wybraé takie n, ze

n=0 (mod q)
n+1=0 (mod ¢o)

n+2021 =0 (mod (hogg)
n=1 (mod p).
Skoro n nie jest podzielne przez p, to jest wzglednie pierwsze ze wszystkimi liczbami postaci p, p?, .. ..
Jednakze n < f(n) < n 4+ 2021, wobec czego f(n) jest podzielne przez przynajmniej jedna z liczb

qQi, Go, --., Qooze, Wiec nie jest wzglednie pierwsze z pewnym f(p*), co przeczy zalozeniom zadania.
Zatem P(p) jest skoniczony — niech P(p) = {q1, ¢2, .-, qr}-
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Wykazemy, ze P(p) zawiera liczbe pierwsza nie wicksza niz max (2022, p).

Zalozmy przeciwnie, tj. qi, q2, ..., qx > max(2022, p). Niech N = (¢1 — 1)(ga — 1) ... (g — 1). Z
malego twierdzenia Fermata wynika, ze liczba p” — 1 jest podzielna przez ¢iqs . .. q,. Wobec tego, skoro
fN) € [pN, pV+2021], to f(pV) nie jest podzielna przez zadna z liczb q1, ¢o, ..., qx co przeczy definicji
P(p).

Niech p; < ps < --- beda wszystkimi liczbami pierwszymi i niech p,, bedzie najwicksza liczba pierwsza
nie wieksza niz 2022. Z zalozen zadania wynika, ze zbiory P(p;) i P(p;) sa rozlaczne dla i # j. Zauwazmy,
ze zbior kazdy ze zbiorow P(pi), P(ps), ..., P(py) zawiera przynajmniej jedna liczba pierwsza nie
wigksza niz 2022. Liczb takich jest doktadnie m — wobec tego kazdy ze zbiorow P(p1), P(p2), ..., P(pm)
zawiera dokladnie jedna liczbe pierwsza nie wieksza niz 2022 i kazda liczba pierwsza nie wieksza niz
2022 jest zawarta w ktoryms P(p;) dla 1 < ¢ < m. W takim razie jedyna liczba pierwsza nie wieksza
max (2022, p), ktora moze naleze¢ do P(p,+1) jest pmy1. Podobnie wykazujemy, ze ppio € P(pmi2) 1
rozumujac indukeyjnie, ppix € P(pmak). Oznacza to tez, ze zbiory P(pmix) sa jednoelementowe. W
takim razie

P(p1)UP(p2)U...UP(pm) CA{p1, P2, -5 P}

wiec kazdy ze zbioréw takze musi by¢ jednoelementowy (bo zbiory te sa niepuste i roztaczne). W takim
razie kazdy ze zbiorow P(p) dla pierwszego p jest jednoelementowy, czyli dla dowolnego pierwszego p
istnieje pierwsze g oraz | € N, takie ze f(p*) jest potega ¢ o wykladniku calkowitym dla dowolnego
k € N. Dla uproszczenia oznaczen bedziemy zapisywaé¢ P(p) = q. Wykazemy, ze g = p.

Zalozmy przeciwnie, tj. dla pewnego p mamy P(p) = g # p. Jako ze zbiory P(p;) sa jednoelementowe,
roztaczne i dla p > 2022 mamy P(p) = p, to P jest bijekcja ze zbioru liczb pierwszych w niego samego.
Jezeli istnieje p, takie ze P(p) = ¢, musi istnie¢ takie pg, ze P(py) = qo > po. Zauwazmy, ze w kazdym
przedziale postaci

06, v+ 2021]

znajduje sie przynajmniej jedna potega liczby qo (jest nia f(po)). Dla odpowiednio duzych k > kg
przedzialy opisane wyzej sa roztaczne. Wobec tego w przedziale [0, K| dla K = pk + 2021 > pgo + 2021
zawartych jest przynajmniej k — ko roznych poteg qo. Oznacza to, ze

ph 42021 = gb R

Dla odpowiednio duzych k mamy pf > 2021, wiec

2pt > qp ",

k
2q00 > (@> .
Po

Lewa strona powyzszej nieréwnosci jest stata, zas prawa moze by¢ dowolnie duza dla odpowiednio
duzego k. Stanowi to sprzecznosé, ktora dowodzi, ze f(p) = p dla kazdego pierwszego p.

Wezmy teraz dowolne n € N. Niech @ = {q1, ..., ¢} jest zbiorem dzielnikow pierwszych n. Dla
dowolnego pierwszego ¢ ¢ Q mamy NWD(n, ¢) = 1, wiec takze NWD(f(q) = ¢', f(n)) =1, czyli f(n)
nie jest podzielne przez q. W takim razie jezeli liczba pierwsza p spetia p | f(n), musi takze zajsé p € Q,
czyli p | n, co konczy rozwiazanie zadania.
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Drugi Mecz Matematyczny
1. Znalez¢ wszystkie funkcje f: (0,00) — (0, 00) spelniajace dla dowolnych z,y > 0 réwnosé

fl+y) = f@)fyf(z)).

Rozwigzanie:

Wykazemy, ze jedynymi funkcjami spetniajacymi dane réwnanie sg funkcje postaci f(z) = 5 Jrlax dla
a > 0.

Wykazemy najpierw, ze funkcja f jest ograniczona z gory przez 1. Zatézmy przeciwnie i ustalmy ¢ > 0
takie, ze f(t) > 1. Zauwazmy, ze gdy x =t iy = ﬁ, tox,y >0ix+y=yf(xr). Zatem w rownosci
danej w tresci zadania mozemy skroci¢ czynniki f(x +y) 1 f(yf(z)) dostajac 1 = f(¢), co jest sprzeczne
z wyborem t. W takim razie nie istnieje ¢ > 0, dla ktorego f(¢) > 1.

Dla dowolnych z, y mamy wiec

flz+y) = f@)f(yf(z) < flx),

co oznacza, ze funkcja f jest nierosnaca.

Jesli istnieje t > 0 takie, ze f(t) = 1, to dla dowolnego y mamy f(t +vy) = f(¢)f(yf(t)) = f(y),
tzn. funkcja f jest okresowa. Jednakze nierosnaca funkcja okresowa musi by¢ stata. Otrzymujemy wiec
f(z) =1 dla kazdego x i bez trudu sprawdzamy, ze funkcja ta spelia warunki zadania.

Od teraz zaktadamy, ze wszystkie wartosci funkeji f sa mniejsze od 1. Wowcezas f jest malejaca, gdyz

[ +y) = fo)flyf(z) < f(x).

W szczegdlnoscei f jest roznowartosciowa.

Podstawienie y := % prowadzi do réwnosci

f (a: " %) — 1)/ ().

Zmieniajac role x i y w powyzszej réwnosci dostajemy
x

f(y)) ~ f)f (),

skad wynika, ze dla dowolnych x,y zachodzi réwnosé

(e gtn) =1 (e i)

7 roznowartosciowosci f dostajemy, ze dla dowolnych z,y

f(y+

+ +—
T+ ——=y+ —.
f(x) f(y)
Podstawmy y = 1 i obliczmy f(z) z powyzszej rownosci:
1
flz) = :
1+a- (ﬁl) —1)
To znaczy, ze f(z) = ; +1ax gdzie a = ﬁ — 1 > 0. Wszystkie takie funkcje spelniaja warunki zadania,
bowiem 1 ] )

l+ar l4+a-y- :1—|—a(x+y)'

1
14ax
2. Rozstrzygnac, czy istnieje zbior A C R o nastepujacych dwoch wlasnosciach:
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e A nie zawiera rosnacego ciggu arytmetycznego dlugosci trzy,

e dla kazdego x ¢ A zbior AU {x} zawiera rosnacy ciag arytmetyczny dlugosci trzy.

Rozwigzanie:
Sposob 1

Przyktadowym zbiorem spelniajacym warunki zadania jest zbior A ztozony ze wszystkich liczb rze-
czywistych z o nastepujacej wlasnosci: dla pewnego n € N takiego ze 3" > |z| nieskoriczone rozwiniecie
trojkowe liczby 2 - 3" 4+ x zawiera wylacznie cyfry 0, 2. Od tego momentu do korica rozwiazania przez
,rozwiniecie” bedziemy mieli na mysli nieskoniczone rozwiniecie trojkowe (chyba ze napisano inaczej).

Zauwazmy przy tym, ze warunek definiujacy elementy zbioru A jest réwnowazny takiemu: istnieje
n € N takie, ze 3" > |z| i dla kazdego m > n rozwiniecie liczby 2 - 3™ + x zawiera wylacznie cyfry 0, 2.
Istotnie, jesli m > n i 3™ > |z|, to rozwiniecie liczby 2 - 3™ + x powstaje przez wstawienie m — n zer za
pierwsza od lewej cyfra rozwiniecia liczby 2 - 3" + x.

Przyktadowo, 1 € A, bo 2:3'+1 = 7, a rozwiniecie liczby 7 to 20,2222222..., 1 € A, b0 2:3°+1 =2 a
rozwiniecie liczby % to 2,02020202. . .; z drugiej strony, 2 ¢ A, bo cyfra jednosci rozwiniecia liczby 2-3" +2
jest 1 (np. rozwinigciem liczby 2 - 3% 4+ 2 = 20 jest 201,222222...). Liczby 0 i —1 rowniez nie nalezg do
A, bo dla dowolnego n pierwsze cyfry od lewej rozwinie¢ liczb 2-3" +012-3" + (—}L) sa jedynkami.

Wykazemy teraz, ze A spelia pierwszy z zadanych warunkéw. Przypu$émy nie wprost, ze liczby
r1 < x9 < x3 stanowia ciag arytmetyczny zawarty w A. Wybierzmy n tak duze, ze dla i = 1,2, 3 zachodzi
3" > |x;| oraz liczby 2 - 3" 4+ z; maja w swoich rozwinieciach wytacznie zera i dwojki. Oczywiscie, skoro
ry < 3, t02-3"+ 21 < 2-3"+ x3, a wiec rozwiniecia tych dwoch liczb rézniag sie. Wtedy dla pewnego £
te rozwiniecia zgadzaja sie do (k + 1)-ej cyfry wiodacej, k-ta cyfra wiodaca liczby 2-3™ 4 1 jest 0, a k-ta
cyfra wiodaca liczby 2 - 3" + x5 jest 2. Ale wtedy k-ta cyfra wiodaca liczby 2 - 3" 4 x5 jest 1. W rzeczy
samej, oznaczajac =, = x; (mod 3*1) dla i = 1,2,3, mamy z}, = @ oraz
_0+2-3F _ T 3k 433

k
3 2 2 = 2

=23k

skad wynika, ze k-ta cyfra wiodaca liczby xs jest 1. Otrzymana sprzecznosé dowodzi, ze w zbiorze A nie
ma rosnacego ciaggu arytmetycznego dtugosci 3.

Do wykazania zostalo, ze A spelnia drugi warunek. Ustalmy liczbe rzeczywista y ¢ A. Wybierzmy n
tak duze, ze 3" > |y|. Wtedy rozwiniecie liczby 2 - 3™ + y zawiera co najmniej jedna jedynke. Wskazemy
teraz dwie liczby z, z ze zbioru A takie, ze * < y < z i ciag x,y, z jest arytmetyczny, tym samym
dowodzac tezy. Niech S C Z bedzie zbiorem tych k, ze k-ta cyfra wiodaca liczby 2 - 3" 4+ y jest jedynka.

Okreslmy liczby a (odpowiednio b) poprzez zastapienie wszystkich jedynek zerami (odpowiednio dwoj-
kami) w rozwinieciu liczby 2 - 3" + y. Wtedy ciag a,2 - 3" + y, b jest rosnacym ciagiem arytmetycznym.
Zdefiniujmy r = a—2-3"1 2 = b—2-3". Wtedy ciag x,y, z jest rosngcym ciggiem arytmetycznym. Jesli
S nie zawiera zbioru postaci {k,k — 1,k — 2,k —3,...} dla pewnego k € Z, to liczby z i z naleza do A i
dowod w tym przypadku jest zakonczony.

Zwroémy jednak uwage na to, ze jesli zbior S zawiera zbior postaci {k,k — 1,k — 2,k — 3,...} dla
pewnego k € Z, to definicja liczby a podana w poprzednim akapicie doprowadzitaby do liczby x nie-
nalezacej do A, gdyz po zamianie jedynek na zera otrzymaliby$my liczbe o skoniczonym rozwinieciu
trojkowym, ktorego ostatnia cyfra mogta by¢ dwojka. Wtedy (nieskoniczone) rozwiniecie tej liczby kon-
czyloby sie segmentem postaci 1222222 ... (potencjalnie przedzielonym w pewnym miejscu przecinkiem),
a wiec otrzymana liczba nie nalezataby do A. W tym zlosliwym przypadku zmienimy definicje liczb a i
b tak, aby liczby x i z nalezaly do A.

W tym celu zdefiniujmy a poprzez zastapienie jedynek na dwojki na pozycjach k—1, k—3,k—5,k—7, ...
i jedynek z pozostatych pozycji na zera (gdzie k jest takie jak na poczatku poprzedniego akapitu). Liczbe
b definiujemy na odwroét: zamieniamy jedynki na zera na pozycjach k—1,k—3,k—5,k—7,..., a jedynki
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na pozostatych pozycjach zamieniamy na dwojki. Wowczas liczby x, z okreslone tymi samymi wzorami
jak wyzej naleza do A, speliajg x < y < z i cigg =, vy, z jest arytmetyczny. Warunek drugi dany w tresci
zadania jest zatem spelniony, co konczy rozwiazanie zadania.

Sposob 11

Dowod, ze postulowany zbior A istnieje bedzie niekonstruktywny, oparty na lemacie Kuratowskiego-
Zorna. Zanim sformutujemy tres¢ lematu, wprowadzimy kilka definicji.

Niech A bedzie ustalong rodzing zbiorow. Powiemy, ze C C A jest tarnicuchem jesli dla dowolnych
A, B € C zachodzi A C B lub B C A. Powiemy, ze taiicuch C ma ograniczenie gorne, jedli istnieje A € A
taki, ze B C A dla kazdego B € C. Powiemy, ze A € A jest elementem maksymalnym rodziny A, jesli
nie istnieje B € A taki,ze B# A1 AC B.

Lemat (Kuratowski-Zorn). Niech A bedzie niepustq rodzing zbioréw o tej wlasnosci, ze kazdy tancuch
ma ograniczenie gorne. Wowczas rodzina A ma element maksymalny.

Przejdzmy do rozwiazania zadania. Obierzmy
A ={A C R: A nie zawiera rosnacego ciagu arytmetycznego dtugosci trzy}.

Sprawdzimy teraz, ze A spelnia zatozenia lematu Kuratowskiego-Zorna. Po pierwsze, rodzina A jest
niepusta, gdyz nalezy do niej zbiér pusty. Po drugie, rozwazmy dowolny tancuch C C A. Twierdzimy, ze
jego ograniczeniem goérnym jest

C:UC:{mGR:xEAdlapewnegoAGC}.

Wprost z definicji zbioru C' wynika, ze dla dowolnego A € C mamy A C C. Musimy jeszcze sprawdzi¢, ze
C € A. Przypusémy przeciwnie, wowczas C' zawiera rosnacy ciag arytmetyczny dtugosci trzy, nazwijmy
jego elementy z1, zo, x3. Wowczas dla ¢ = 1,2, 3 istnieja zbiory A; € C takie, ze x; € A;. Z zatozenia, ze C
jest taricuchem wynika, ze jeden ze zbioréw A;, A, Az jest nadzbiorem pozostatych dwoch, niech bedzie
to zbior A;. Wtedy jednak A; zawiera liczby w1, x2, z3, tym samym przeczac temu, ze A; nie zawiera
zadnego rosnacego ciggu arytmetycznego. Otrzymana sprzeczno$é dowodzi, ze C' € A, wobec czego C ma
ograniczenie gorne.

Zalozenia lematu sa wiec spetnione. Istnieje wiec zbior A € A bedacy elementem maksymalnym
rodziny A. Twierdzimy, ze zbiér ten spelnia warunki zadania. Pierwszy warunek zachodzi, bo A € A.
Gdyby drugi warunek nie byt spelniony, to dla pewnego x ¢ A zbior A U {z} nie zawieralby zadnego
rosnacego ciagu arytmetycznego dtugosci trzy. Wtedy jednak A U {z} nalezatby do A1 A C AU {z},
co przeczyloby temu, ze A jest elementem maksymalnym rodziny A. Wobec tego zbiér A spetnia takze
drugi warunek.

3. Dane sa dodatnie liczby rzeczywiste x1, zo, . . ., x,,, ktorych iloczyn wynosi 1. Wykazaé, ze zachodzi

n

1
2 Tirs <t

i=1
Rozwigzanie:
Udowodnimy najpierw nastepujacy lemat.

Lemat 1. Dana jest funkcja f : R — R wklesta na przedziale (—oo, k| i wypukta na przedziale [k, 00).
Wowczas maksimum wyrazenia f(x1) + f(xe) + ...+ f(xy,) dla liczb rzeczywistych xq, xs, . .., x, spelnia-
jacych x1 + xo + ... 4+ x, = a jest przyymowane gdy n — 1 sposrod x1,xs, ..., x, S¢ sobie rowne.
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Dowdd. Przyjmijmy bez straty ogoélnosci, ze x, < ... < Tpy1 < bk < 2, < ... < 77, Zauwazmy, ze
ciag (x1 +z2+ ... 2 — (m — Dk, k, k, ... k) majoryzuje ciag (x1, 2, ...ZTy), czyli na mocy nieréwnosci
Karamaty dostajemy

fx) + f(xe) ... f(om) < flor+ 22+ ...+ 20, — (m = 1)k) + (m — 1) f (k).

7, nieréwnosci Jensena

(m = V) + F@nsa) + o ) < (0= 1) <(m et ”n)

co konczy dowdd lematu. O]

Rozwazmy funkcje f(x) = ﬁlﬂw mozemy policzy¢, ze f’(x) = % Wnioskujemy stad, ze
dla x € (—o0,In(n — 1)] zachodzi f”(z) < 0, a dla z € [In(n — 1), 00) zachodzi f”(x) > 0. Oznacza to, ze
funkcja f jest wklesta na przedziale (—oo, In(n — 1)] i wypukla na przedziale [In(n — 1), 00). Dla kazdego
i€{1,2,...,n} zdefiniujmy y; = In(z;), mozemy tak zrobi¢ poniewaz x; sa dodatnie. Nier6wnos¢ z tezy

zadania jest rownowazna nieréwnosci f(y1) + f(y2) + ...+ f(yn) < 1. Z warunku z tresci zadania mamy

yi+y2+ ...+ y,=In(zq) +In(xs) + ...+ In(x,) = In(z122...2,) =0.

Aplikujac lemat mozemy przyja¢ ze * = x1 = T9 = ... = Tp_1, & T, = xnl,l. Dla utatwienia zapisu
oznaczmy k = n — 1. Nier6wnosé z tresci zadania przyjmuje wiec forme

k + 1 <1
k+x k:erLk\

Mnozac mianowniki i upraszczajac wyrazenie dostajemy, ze powyzsza nieréwnosé jest rownowazna nie-
réwnoséci —zk + x + k < 2'7%. Aby ja wykazaé¢ udowodnijmy uogdlnienie nieréwnoséci Bernoulliego, dla
ujemnego wyktadnika

Lemat 2. Dana jest liczba catkowita r < 0 oraz liczba rzeczywista x > —1. Wowczas zachodzi nierownosé
(14+2)" > 14 rz.

Dowod. Zauwazmy, ze dla r = 0 nieréwnos$¢ zachodzi. Zatézmy, ze nieréwnosé¢ zachodzi dla pewnego
r =n < 0, udowodnimy ze zachodzi tez dla r =n — 1. Prawda jest, ze

(14 z)" < 1+nx

1 n—1: >
(1+2) (1+x) 1+

>14+(n—1)x

gdzie ostatnia nieréwnos¢ wynika z
l+nz>(0+2)1+n—-12) &= 1+nz>l+r+nm—-Drz+n—-12° &= 0= (n—1)2°
O

Na mocy udowodnionego lematu dostajemy 2'=% = (1+(x —1))"* > 1+ (1 —k)(z—1) = 2+ k — zk,
co konczy dowdd.

4. Dane sg niepuste zbiory Ay, As, ..., A1 C {1,2,...,n}. Wykazaé, zZe istnieja takie niepuste
roztaczne zbiory indeksow I, J, ze
UJai =14,

i€l jeJ
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Rozwigzanie:
Oznaczmy a;; = 1 gdy ¢ € A; 1 a;; =0 gdy i ¢ A;. Rozwazmy uktad nastepujacych n réwnan
liniowych zmiennych rzeczywistych xq, 2o, ..., Tyy1:

1,101 + a12%T2 + 1303 + ...+ A1 pp1Tppr = 0,

A21T1 + A22%2 + A2373 + ... + A2 py1Tpg1 = 0,

Ap1T1 + A 2T + Ap3T3 + ...+ Ay 1Ty = 0.

Poniewaz uklad ma mniej réwnan niz zmiennych, to istnieje niezerowe rozwigzanie tego uktadu.
Ustalmy jedno z takich rozwiazan (zq, s, ..., Z,y1). Niech I bedzie zbiorem tych indekséw ¢, dla ktorych
x; > 0 oraz niech J bedzie zbiorem tych indeksoéw j, ze x; < 0. Twierdzimy, ze tak dobrane zbiory i J
spetniaja warunki zadania.

Udowodnimy, ze dla k = 1,2,...,n mamy réwnowaznos¢ k € J
swoja uwage na k-tym réwnaniu. Mozna przepisac je w postaci

Z QfiTi = Z ay,j (= ;).

iel jeJ

A, = kel ,A;. Skupmy

el =

Zwré¢my uwage na to, ze ap; > 0ix; >0dlat e JToraz ap; 201 —2; >0dla j € J.

Jesli k € |J;e; Ais to k € Ay dla pewnego 7' € I. Wtedy ap = 1, a zatem suma stojaca po lewej
stronie jest dodatnia. W takim razie suma stojaca po prawej stronie tez jest dodatnia, i w konsekwencji
apj = 1 dla pewnego j' € J. Zatem k € Aj, wigc k € Ujej A;.

Podobnie, jesli k ¢ (J,c; Ai, to k ¢ A; dla wszystkich i € I. Wtedy wszystkie liczby az; dla i € I sg
zerowe. To oznacza, ze lewa strona rownania jest zerowa, wiec prawa takze. Stad a;; = 0 dla wszystkich
j € J. Zatem k ¢ A; dla wszystkich j € J i ostatecznie k & (U, A;-

5. Danych jest n liczb calkowitych aq,as, ..., a, spetniajacych dla dowolnego 1 < ¢+ < n warunek
i—n < a; <i— 1. Udowodnié, ze istnieje niepusty podzbior S C {1 ..., n}, dla ktorego

Zai:().

ieS

Rozwigzanie:
Warunek z zadania mozna przepisaé jako:

1<1—a; <n.

Niech G bedzie grafem skierowanym, ktorego wierzchotkami sa liczby naturalne od 1 do n, a zbiorem
krawedzi

{(i,i—a;):1€{l,...,n}}.
Wykorzystamy nastepujacy fakt udowodniony juz w rozwiazaniu do zadania 29. z zawodéw indywi-
dualnych.

Fakt. Jezeli w grafie skierowanym z kazdego wierzchotka wychodzi co najmniej jedna krawedz, to graf
zawiera cykl.
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Niech 41,19, ..., 7 beda kolejnymi wierzchotkami tego cyklu. Woéwczas:

g =11 — Q4

13 = 19 — A4y

U = Up—1 — Qg4

11 = 1 — Qg

Sumujac te réwnania dostaniemy a;, + a;, + ... + a;, = 0, co konczy rozwiazanie.

6. Mamy dana prostokatna tabele o n wierszach i m kolumnach. W kazde pole wpisana jest liczba
rzeczywista w taki sposob, ze suma liczb w kazdej kolumnie i w kazdym wierszu jest catkowita. Udowod-
ni¢, ze mozna zamieni¢ kazda liczbe = w tabeli na | x| lub [x] w taki sposéb, aby sumy liczb w kolumnach
1 wierszach sie nie zmienity.

Rozwigzanie:

Sposob 1

Zauwazmy najpierw, ze mozemy zmodyfikowaé¢ zadanie zamieniajac kazda wartosé pola = na {z} €
[0,1). Latwo zobaczy¢, ze gdy rozwiazemy problem dla zmienionej tablicy, to stosujac tak samo podtogi
i sufity w oryginalnej rozwiazemy go réwniez dla niej. Zastosujemy teraz wielokrotnie procedure, ktora
zmienia wartosci w polach z przedziatu (0,1) na wartosci z [0, 1] tak, ze suma pol w kazdej kolumnie i
kazdym wierszu zostaje zachowana oraz co najmniej jedna niecatkowita warto$¢ zmienia sie na 0 lub 1.

Bedziemy chcieli znalezé taki zbior pol o niecatkowitych wartosciach, zeby kazda kolumna/wiersz
zawierajaca jakie§ pole z tego zbioru zawierala doktadnie dwa takie pola. Niech (7, j) oznacza pole na
przecieciu i-tego wiersza i j-tej kolumny. Skonstruujmy nieskierowany graf G' o n + m wierzchotkach
ay,...an, by, ... b, w nastepujacy sposob: jesli na polu (7, j) jest liczba niecatkowita, dodajemy krawedz
od a; do b;. Powstaly graf dwudzielny ma t¢ wlasnos¢, ze z kazdego wierzchotka o niezerowym stopniu
wychodza co najmniej dwie krawedzie (gdyby z jakiegos wierzchotka wychodzita tylko jedna krawedz to w
odpowiadajacym temu wierzchotkowi wierszu badz kolumnie bytaby tylko jedna warto$¢ niecatkowita, co
jest niemozliwe, poniewaz suma liczb w kazdym wierszu/kolumnie jest catkowita). Jesli w grafie nie ma
wierzchotkéw stopnia 1 i jest przynajmniej jedna krawedz, to istnieje w nim cykl prosty. Niech kolejnymi
wierzchotkami tego cyklu beda:

iy s bjm Wiy s bjz? weey Qg bjk

Na polach (i1, 71), (i2,72), -y (ik, jx) dodamy do wartosci pewna liczbe dodatnia €, zas od wartosci na
polach (is,j1), (i3,72),.--, (i1, k) odejmiemy €, przy czym e dobierzemy tak, aby co najmniej jedna z
wartosci stala sie catkowita, a kazda wartosé pozostata w przedziale [0, 1].

Widzimy, ze powyzsza procedura nie zmienia sum w wierszach i kolumnach oraz zmniejsza liczbe
pol niecatkowitych. Zadna wartosé¢ nie przestaje by¢ calkowita, wiec po wielokrotnym zastosowaniu
powyzszego procesu do momentu, kiedy nie bedzie warto$ci niecatkowitych otrzymamy sytuacje, gdzie
kazda warto$¢ x zmienila sie na |z lub [x] oraz sumy wierszy i kolumn pozostaly takie same, co konczy
dowod.

Sposob 11

Tak jak wyzej zakladamy, ze wartosci pol sa w przedziatach [0,1). Skonstruujmy sie¢ przeplywowa
na podstawie tabeli. Wierzchotkami beda reprezentowaly: abstrakcyjne zrodto i ujscie, kolumny, wier-
sze, pola z niecatkowitymi warto$ciami. Ze 7Zrodia prowadzimy krawedzie do wierzchotkow kolumn o
przepustowosciach réwnych ich sumom. Analogicznie prowadzimy krawedzie od wierzchotkdéw wierszy do
ujscia o przepustowosciach réwnych ich sumom. Dla wierzchotkéw poél prowadzimy do nich krawedz od
wierzchotka odpowiadajacej im kolumny i od nich krawedz do odpowiadajacego wierzchotka wiersza, obie
o przepustowosci 1.
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Przeanalizujmy ta sie¢. Maksymalny przeptyw nie jest wiekszy od sumy krawedzi wychodzacych z
ujscia, czyli inaczej sumy wszystkich pol tabeli. Z drugiej strony, mozemy ustali¢ przeptyw, ktory wzdtuz
krawedzi od i do wierzchotkow pél wynosi ich warto$é w tabeli, a wzdtuz krawedzi od Zrodta i do ujscia
jest rowny przepustowosci. Ma on wartos¢ rownag sumie pol w tabeli, wiec jest on maksymalny. Z kolei
ta sie¢ ma catkowite przepustowosci, zatem zgodnie z metoda Forda-Fulkersona istnieje maksymalny
przeptyw o catkowitych przeplywach wzdtuz krawedzi. Jezeli zgodnie z nim zmienimy x na [z], gdy na
wzdtuz odpowiednich krawedzi przeptyw wynosi 1, a na [z], gdy wynosi on 0, to widzimy, ze otrzymamy
szukana zmiane wartosci, co koriczy dowod.

7. Punkt O jest srodkiem okregu opisanego na trojkacie ostrokatnym ABC, a G jest jego $rodkiem
ciezkosci. Niech D bedzie srodkiem odcinka BC'. Wysokosé opuszczona z wierzchotka A przecina okrag
o $rednicy BC' wewnatrz trojkata ABC' w punkcie E. Proste EG i OD przecinaja sie w punkcie F. Na
boku BC wybieramy takie punkty K, L, ze FK || OB oraz FL || OC. Punkt M lezy na prostej AB i
spelnia MK 1 BC, za$ punkt lezy N na prostej AC' i spelnia LN 1 BC. Wykazaé, ze istnieje okrag
styczny do prostych OB, OC w punktach B, C oraz do okregu opisanego na trojkacie AMN.

Rozwigzanie:

Oznaczmy przez H ortocentrum tréjkata ABC. Niech punkty X,Y beda przecieciami prostej AC
odpowiednio z prosta OD oraz z wysokoscig trojkata ABC' opuszczong z wierzchotka B. Oczywiscie
punkty O, H, G leza na prostej Eulera,, czyli mozemy zapisaé

AE DF DL XN
EH FO LC NC°

Trojkaty prostokatne X DC| AY H maja te same katy, zatem sa podobne. Ponadto punkty N i E dziela
odpowiednie boki tych trojkatow w tym samym stosunku. To oznacza, ze SNDC = SHY E = SECB i
podobnie ¥ EBC = <M DB. Po dodaniu stronami otrzymujemy <M DB+<YNDC = $EBC+<YECB =
90°, czyli M DN = 90°. Punkt D jest érodkiem odcinka K L, zatem prosta OD, bedaca linia srodkowa
trapezu MK LN, przechodzi przez $rodek odcinka M N. Jest to srodek okregu opisanego na trojkacie
prostokatnym M DN, czyli prosta BC jest styczna do tego okregu. Mamy wiec <DNM = <M DB. Niech
Z bedzie punktem Miquela dla trojkata ABC i punktow D, M, N, czyli przecieciem okregéw opisanych
na trojkatach AMN, BMD,CND. Mozemy zapisa¢:

IMZB =<4MDB =<4DNM = <DNZ +<IMNZ = 4BCZ + YMAZ. (1)
Ponadto

IBZC = $BZD+ 4DZC = <4BMD + $CND
= 360° — YABC — SACB — YMDB — ¥NDC
= 360° — YABC — 4ACB — 90°
= 90° + ¥BAC.
Oznaczajac $rodek okregu w stycznego do odcinkéw OB, OC w B, C przez S dostajemy < BSC = 180° —

24 BAC, czyli punkt Z lezy na tym okregu. Znanym faktem jest, ze r6wnosé implikuje stycznosé
okregu opisanego na trojkacie AMN z okregiem w w punkcie S, co dowodzi tezy.
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8. Oznaczmy przez w i o odpowiednio okrag wpisany i opisany na trojkacie ABC. Niech I bedzie
srodkiem w. Okregi 7 i 75 odpowiednio o srodkach M i N sa styczne zewnetrznie w punkcie /. Okrag
71 jest styczny wewnetrznie do o w punkcie 7', natomiast 7 jest styczny wewnetrznie do w w punkcie S.
Prosta T'M przecina o w punkcie P, a prosta PN przecina o w punkcie R. Wykazaé, ze okrag opisany
na trojkacie RST jest styczny do w.

Rozwigzanie:

Oznaczmy przez X,Y punkty przeciecia prostych stycznych do okregu w poprowadzonych z punktu
T 7 okregiem o. Na mocy twierdzenia Ponceleta prosta XY jest styczna do okregu w. Niech ¢ i k beda
prostymi stycznymi do 7, odpowiednio w punktach I i S. Na mocy jednoktadnosci o §rodku w punkcie
T, przeksztalcajacej okrag 7 na okrag o, prosta T'I przechodzi przez srodek tuku okregu o wyznaczony
przez prosta f. Jako, ze prosta k jest rownolegta do prostej ¢ wnioskujemy, ze prosta T'I przechodzi
przez $rodek tuku okregu o wyznaczonego przez prosta k. Z drugiej strony prosta T'I jest dwusieczng
kata XTY, wiec prosta T'I przechodzi przez srodek tuku XY okregu o. Wnioskujemy stad, ze XY jest
rownolegta do k. Jako, ze zar6wno XY jak i k sa styczne do w dostajemy, ze XY i k sie pokrywaja, czyli
XY jest styczna do w i 75 w punkcie S. Ponownie korzystajac z jednoktadno$ci mozemy zaobserwowac,
ze punkt P jest punktem antypodycznym do 7" wzgledem o.

A

Sprowadzilismy wiec zadanie do nastepujacego lematu
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Lemat. Dany jest trojkqt ostrokgtny ABC, w ktorym AB # AC. Okrgg w o $rodku w I jest wpisany w
trajkgt ABC' i styczny do boku BC w D. Oznaczmy przez o okrag opisany na trdjkqcie ABC. Punkt A’
jest punktem antypodycznym do A wzgledem o. Punkt M jest Srodkiem ID. Prosta A’M przecina o w
punkcie X. Wykazaé, zZe okrgg opisany na trojkgcie AX D jest styczny do boku BC'.

Dowad. Bez straty ogoélnosci zatozmy, ze AB < AC. Oznaczmy przez E i F' punkty styczno$é okregu w
odpowiednio z bokami AC' i AB. Zauwazmy, ze istnieje dokladnie jeden okrag styczny do prostej BC
w punkcie D i jednoczesnie przechodzacy przez punkt A, oznaczmy ten okrag przez 7. Niech okrag 7
przecina okrag o w punktach A i Y. Wystarczy udowodni¢, ze punkty X i Y sie pokrywaja, czyli ze
punkty Y, M i A’ sa wspotliniowe. Niech proste EF i AY przecinaja BC' odpowiednio w punktach 7' i
S. Oznaczmy przez P punkt przeciecia prostej AD z T'I. Jako, ze proste AD, BE oraz C'F przecinaja
sie w jednym punkcie mamy (B, C; D,T) = —1. Rozpisujac potege punktu S wzgledem okregu 7 oraz o
wnioskujemy, ze SD? = SA-SY = SC - SB. Na mocy lematu Newtona wnioskujemy, ze S jest srodkiem
odcinka T'D. Ponadto prosta AD jest biegunowa T' wzgledem okregu w, wiec AD L TT || SM. Dostajemy
stad, ze punkt P jest spodkiem wysokosci w trojkacie I DT'. Korzystajac z podobienstwa trojkatow SY D
i ASD mozemy zapisaé¢ réwnos¢ katow

SSYD = 4SDA =90° — $DSM = $SMD.

Dostajemy stad, ze punkty S, D, M iY leza na jednym okregu, czyli SAY M = SMDS = 90° = SAY A,
co implikuje teze.

]

9. Okrag wpisany w trojkat ABC' ma srodek w punkcie I oraz jest styczny do bokow BC, CAi AB
odpowiednio w punktach D, E i F. Punkty I, I sa Ssrodkami okregéw dopisanych do trojkata ABC,
odpowiednio naprzeciwko wierzchotkéw B i C'. Punkty P i @ sa srodkami odcinkéw IgF, IoF. Okrag
opisany na trojkacie APC przecina AB w punkcie R # A, a okrag opisany na trojkacie ABQ) przecina
AC w punkcie S # A. Wykazaé, ze proste PR, QS i Al przecinaja si¢ w jednym punkcie.

Rozwigzanie:

Sposob 1

Udowodnimy najpierw nastepujacy lemat.

Lemat. Dany jest trojkgt ABC. Okrgg wpisany jest styczny do bokow BC,CA, AB w punktach D, E, F.

Punkt 14 jest srodkiem okregu dopisanego do tego trojkqta, stycznego do odcinka BC. Punkt M jest
srodkiem odcinka DI1,. Wowczas okrag opisany na trojkgcie BC'M jest styczny do okregu wpisanego.
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Dowdd. Oznaczmy okrag wpisany w trojkat ABC przez o. Mamy DF || 14B, gdyz obie te proste sa
prostopadte do BI. Podobnie, DE || I4C. Linia $rodkowa trapezu DF BI, przechodzi przez $rodki
odcinkéow BF' i BD, wiec jest osig potegowa okregu o i punktu B. Podobnie rozumujac dowodzimy, ze
linia srodkowa trapezu DEC', jest osia potegowa okregu o i punktu C'. W takim razie M jest $rodkiem
potegowym o, BiC. Stad MB? = MD-MT = MC?, gdzie T jest drugim punktem przeciecia prostej M D
z 0. Z rownosci M B? = M D-MT mamy podobienstwo trojkatéow M BT i MDB, skad <BTM = <M BD.
Podobnie, $MTC = ¥DCM. Stad <BTC + SCMB = <BTM + SMTC + SCMB = <MBC +
SBCM + SOMB = 180°, wiec punkt T lezy na okregu opisanym na tréjkacie BOM, ktory oznaczymy
przez w. Pozostalo wykazac, ze okregi o i w maja wspolna styczng w punkcie T'. Niech k£ bedzie styczna do
o w punkcie T. Mamy wtedy < (k,TD) = STDB = STMB + SMBD = STCB + <BCM = <TCM,
a zatem prosta k jest styczna do w. L]

T4

Przejdzmy juz do naszego zadania. Z lematu wynika, ze okrag opisany na tréjkacie AB(Q) jest styczny
do okregu wpisanego. Dla trojkata ABS sa to odpowiednio okrag opisany oraz A—mixtilinear. Znanym
faktem jest, ze $rodkiem okregu wpisanego w ten trojkat bedzie $rodek odcinka EF (dowdéd mozna
znalez¢ w rozwiazaniu zadania 16 z zawodéw indywidualnych). Ponadto z dowodu lematu wiemy, ze @
jest srodkiem tuku AB okregu AB.S, czyli prosta QS jest dwusieczng kata AS B, skad polowi ona odcinek
EF. Analogicznie PR potowi odcinek E'F. To oznacza, ze te proste przecinaja sie w srodku EF, ktory
oczywiscie lezy na Al.
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Sposob 11
Niech X i Y beda rzutami Iz odpowiednio na proste AB i AC i niech N bedzie srodkiem AC. Ze
znanych réwnosci

BF — BA—l—BZO—AO otz BX — BA+BQC+AC

otrzymujemy, ze F'X = AC' = 2NC'. Z réwniez znanej rownosci AE = Y C' wynika, ze PN 1 AC oraz
PN = %IBY = %]BX. Stad AXIgF ~ ANPC, zatem

JIgFX = $PCN = 4PCA = $PRA = 4PRX.

Czyli IgF || PR, wiec PR przechodzi przez $rodek odcinka E'F. Analogicznie uzasadniamy, ze QS
rowniez przechodzi przez srodek odcinka EF', co koniczy dowdd.

10. Dane sa dodatnie liczby catkowite n i N. Wykazaé, ze istnieje taka dodatnia liczba catkowita k,
ze liczba 28 — n ma przynajmniej N réznych dzielnikéw pierwszych.

Rozwigzanie:
Na poczatku zauwazmy, ze zamiast rozwaza¢ liczbe n, mozemy rozwaza¢ najwickszy jej dzielnik
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nieparzysty. Istotnie, jeli zapiszemy n = 2%(2b+1), to dla duzych k mamy 28 —n = 2¢(2k=2—(2b+1)), czyli
warunek o nieograniczonosci liczby réznych dzielnikéw pierwszych nie zmienia sie. Zal6zmy nie wprost,
ze dla pewnej dodatniej liczby catkowitej n liczba réznych dzielnikow pierwszych liczb postaci 28 — n jest
ograniczona. Wybierzmy jedno z takich k, ze jest ona najwicksza mozliwa. Zapiszmy 2F —n = p{* ... p%s.
Woéwezas istnieje takie M, ze dla kazdego i mamy pM { 2 — n. Niech

S

| [

i=1

Wtedy z twierdzenia Eulera dla dowolnego indeksu i zachodzi podzielnogé pM | 2! — 1. Rozwazmy liczbe

28+t — p dla pewnego duzego t. Widzimy, ze modulo dowolne p} zachodza réwnosci
okt _p=2F. 2 —n=2F—n=0.
To oznacza, ze kazda z liczb py, pa, . . ., ps jest dzielnikiem pierwszym liczby 25+ —n. Z wyboru k wynika,

ze musza to by¢ wszystkie dzielniki pierwsze tej liczby. Mozemy zatem zapisa¢

2k‘+tl —n = pfl pﬂs

e
Skoro ¢t mogliémy wybra¢ dowolnie duze, to dla pewnego wyboru musi zajs¢ nieréwnos¢ §; > M dla
pewnego indeksu i. Widzimy teraz, ze modulo p mamy

0=281 _pn=20F. 20 —n=2F_n.
Otrzymalismy sprzecznos¢ z wyborem M, co konczy dowod nie wprost.

11. Dana jest dodatnia liczba catkowita a oraz liczba pierwsza p > 3, dla ktérych zachodzi p | a®>+a+1.
Udowodnié¢, ze p* | (a +1)P —a? — 1.

Rozwigzanie:

Whpierw wykazemy, ze liczba p jest postaci 6k + 1. Wystarczy wykluczy¢ mozliwosé p = 6k 4 5, bo
pozostate reszty z dzielenia przez szes¢ daja liczby podzielne przez 2 lub 3. Przyjmijmy wiec nie wprost,
ze p = 6k+5. Mamy a®—1 = (a—1)(a*+a+1) =0 (mod p), wiec a® = 1 (mod p) i z malego twierdzenia
Fermata dostajemy 1 = a% = (¢®)?**!.a =a (mod p), skad 0=a*+a+1=1+1+1=3 (mod p),
co przeczy zalozeniu, ze p > 3. Dalsze rozumowanie przeprowadzimy na dwa sposoby.

Sposdb 1

Udowodnimy, ze istnieje taki wielomian F'(x) o wspotezynnikach catkowitych, ze

p(®+z+1)7° F(z)= (v +1)P —aP — 1.

Wtedy wstawiajac x = a w powyzszej rownosci otrzymamy teze zadania. Niech G(x) = % ((x+1)P —aP —1).
Zauwazmy, ze G(x) jest unormowanym wielomianem o wspotezynnikach catkowitych, poniewaz

(x+1)1’—x1’—1:§(z>xk

k=1

oraz dla kazdego 1 < k < p — 1 liczba (Z) jest podzielna przez p.

Wielomian (22 4+ z + 1)? jest unormowany, zatem dla zakonczenia dowodu wystarczy sprawdzi¢, ze
wszystkie jego pierwiastki (zespolone) z krotnosciami sa rowniez pierwiastkami wielomianu G(x).

Niech w = #5 bedzie pierwiastkiem pierwotnym trzeciego stopnia z jedynki. Wtedy w?+w-+1 = 0.
Liczby w i w? sa pierwiastkami wielomianu 2? + x + 1. Pamietajac, ze p jest postaci 6k + 1, mozemy
napisac¢
(F1P(?) —w? —1) =

G(w):%((w+1)p—wp—1): (—w*—w—-1)=0

=

1
p
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oraz
G'w) =+ 1Pt Pt = (1Pl 2w l=1-1=0.

Podobnie dowodzimy, ze G(w?) = G’'(w?) = 0. Dowdd jest zakoniczony na mocy ponizszego, powszech-
nie znanego faktu.

Fakt. Jezeli dla pewnego z oraz wielomianu P(x) zachodzi P(z) = P'(2) =0, to (x — 2)* | P(z).
Sposob 11

Zauwazmy, ze
20+1#0 (mod p).

W przeciwnym razie bytoby 0 = (2a + 1)* =4a* + 4a+ 1 =4(a* + a+ 1) — 3 = —3 (mod p), co znowu
datoby sprzecznosé z zalozeniem p > 3.
Poczynimy jeszcze obserwacje, ze
pfa oraz pta-+1.

Istotnie, gdyby p |a badZz p|a+1,tozp|a®*+a+1=a(a+ 1)+ 1 wynikloby, ze p | 1, co oczywiscie
nie jest prawda.
Zmajdziemy teraz taka liczbe b postaci a + mp, ze

pPY+b+ 1.
Liczba a® + a + 1 dzieli si¢ przez p, wige dla pewnej liczby s mamy a* + a + 1 = ps (mod p?). Mamy

V' +b+1=(a+mp)+ (a+mp)+1
=a? 4 2amp +m?*p* +a+mp+1
=a*+a+1+pm(2a+1) (mod p?)
=ps+pm(2a+1) (mod p?).

Wybierajac m w taki sposob, aby m(2a + 1) = —s (mod p), dostaniemy ps + pm(2a + 1) = 0 (mod p?),
czyli p? | 0 + b+ 1. Wybér liczby m jest mozliwy, gdyz 2a + 1 Z 0 (mod p).
Wykazemy teraz, ze p* | (a + 1) —a? — 1 <= p* | (b+ 1)? — W’ — 1. Mamy

(b+ 1) = (a+1+mp) = (a+ 1) + <11’> (a+ 1P mp + z_p; (f) (a+ 17~ (pm)’,

Weszystkie skladniki w sumie dzielg sie przez p3, wiec
(b+ 1P = (a+ 1P+ p’m(a+1)P"  (mod p?).
Analogicznie rozumujac otrzymujemy 0P = a? + p*maP~' (mod p?). Wobec tego
b+1P -V —1=(a+1)P—a”—1+mp*((a+1)" " —a’') (mod p?).
Na mocy malego twierdzenia Fermata mamy, ze
(a+1)P'=1=a’" (mod p)

i wobec tego
mp*((a+1)P"' —a” ') =0 (mod p?).

Ostatecznie wnioskujemy, ze

(b+1)P =t —1=(a+1)’—a” -1 (mod p?).
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Teraz udowodnimy, ze da si¢ dobra¢ n tak, ze ¢ = b+np* spelnia p® | ¢ +c+1. Liczba b +b+ 1 dzieli
sie przez p?, wiec b> + b+ 1 = tp* (mod p3) dla pewnego t. Wykonujac podobne rachunki jak wezesniej,
dostajemy

Ftet+l1=0+b+1+n*p" +p°n(20+1) =p*(t +n(2b+ 1)) (mod p?).

Mamy 2b+1 =2a+1# 0 (mod p), wiec mozemy dobra¢ n tak, ze n(2b+1) = —t (mod p), tym samym
zapewniajac sobie, ze ¢ + ¢+ 1 =0 (mod p?).
Wykazemy teraz, ze p* | (c+1)P —? —1 <= p* | (b+ 1)’ — b — 1. Mamy

P
(c+1)P=(b+1+np’P =b+1)+> (f) b+ D(np?)' = (b+1)" (mod p*),
i=1
gdyz wszystkie sktadniki sumy dzielg sie przez p3. Podobnie, ¢ = P (mod p?). Ostatecznie otrzymujemy

(c+1)P—c”—1=(b+1)* - -1 (mod p?).

Wystarczy wiec sprawdzié, ze (c+1)? —c? — 1 =0 (mod p?). To jest jednak niemal natychmiastowe.
Przypomnijmy, ze ¢*> + ¢+ 1 = 0 (mod p?). Mamy wiec rowniez ¢ = 1 (mod p?). Pamictajmy tez, ze
p = 6k + 1. Mamy przeto

(c+1)P = —1=(c+1)(+2c+1)3F - _1=(c+1)-F—c—1=(c+1)—c—1=0 (mod p?).

81



10.

11.

12.

13.

Regulamin Meczu Matematycznego

Ustalenia wstepne

. W Meczu biora udzial dwie druzyny. Kazda z druzyn wybiera ze swojego grona Kapitana.

. W pierwszej fazie Meczu obie druzyny rozwiazuja 11 zadan dostarczonych przez Jury i przygotowuja

sie do zreferowania rozwiazan przy tablicy. Druga faza Meczu jest rozgrywka.

Rozgrywka

. Ekipy na przemian wywotuja druzyne przeciwng do zreferowania przy tablicy rozwiazania jednego

z niewybranych dotad zadan. Numer zadania jest wybierany przez druzyne wywotujaca. Wywoly-
wanie rozpoczyna druzyna wylosowana tuz przed rozgrywka.

. Druzyna wywotana do rozwiazania zadania deklaruje, czy przyjmuje zadanie. Dalszy przebieg

rozgrywki zalezy od decyzji druzyny wywotanej.

Jesl druzyna wywotana przyymuje zadanie...

. Druzyna wywotana staje sie druzyng referujaca.

Zawodnika druzyny referujacej, ktory przedstawia rozwigzanie przy tablicy, wyznacza Kapitan dru-
Zyny przeciwne;j.

Zawodnik moze by¢ wyznaczony jedynie wtedy, gdy kazdy zawodnik z jego druzyny zakonczyt
referowanie zadania nie mniej razy niz on. Nie mozna wyznaczy¢ zawodnika po raz drugi do tego
samego zadania. Jezeli do referowania wyznaczono Kapitana, wskazuje on na czas pobytu pod
tablica swego zastepce.

Jesli zawodnik zostaje wybrany do referowania po raz n-ty, przystepuje do referowania z praw-

dopodobienstwem (%)l_nm, gdzie m oznacza minimum liczby zakonczonych referowan sposrod
wszystkich zawodnikéw druzyny referujacej. W przeciwnym wypadku Kapitan druzyny referujacej

wyznacza osobe do referowania zgodnie z punktem 7.

Osoba referujaca nie moze korzysta¢ z notatek, ani konsultowaé sie ze swoja druzyng. Druzyna
przeciwna nie moze przeszkadzac¢ lub przerywac referujacemu.

Kapitan druzyny referujacej moze odwotywaé osoby referujace dowolna liczbe razy. Takze osoba
referujaca moze zrezygnowac¢ z referowania. Wowczas Kapitan druzyny przeciwnej wskazuje ko-
lejng osobe druzyny referujacej do kontynuowania rozwigzania przy tablicy na zasadach opisanych
w punktach 7—9. Druzyna zmieniajaca referujacego traci N punktéw przy swojej N-tej zmianie
w czasie Meczu.

Laczny czas na zreferowanie rozwigzania przez druzyne referujaca wynosi 10 minut. Po uptywie
tego czasu Jury moze przerwaé referowanie, poprosi¢ o streszczenie dalszej czesci rozwiazania lub
pozwoli¢ na dalsze referowanie, w zaleznosci od tego, czy rozwiazanie zdaniem Jury rokuje nadzieje
na poprawnos¢ i zbliza sie do konca.

Po oznajmieniu przez referujacego, ze referowanie rozwiazania zostato zakonczone, druzyna prze-
ciwna moze zglosi¢ zastrzezenia co do poprawnosci lub kompletnosci rozwiazania, a nastepnie refe-
rujacy odpowiada na te zastrzezenia.

Jezeli podczas dyskusji druzyna wywolujaca zwrécita uwage na btedy lub luki dyskwalifikujace
rozwigzanie, ma ona prawo do zreferowania brakujacych czesci rozwiazania na zasadach okreslonych
w punktach 6—-11. W tym przypadku, jezeli przedstawione rozwiazanie nie zostanie uznane przez
Jury za poprawne, druzyna otrzymuje —10 punktow i opuszcza sie punkt 14.
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14.

15.

16.

17.

18.

19.

20.

Ostatecznie Jury ocenia zaprezentowane referaty oraz dyskusje i przyznaje obu druzynom nieujemne
liczby punktéw o sumie nie przekraczajacej 10 punktéow. Druzyna, ktora przedstawita poprawne
rozwiazanie, otrzymuje co najmniej 7 punktéw. Jury ma prawo zadaé¢ pytania referujacemu w celu
ustalenia oceny.

Jesli druzyna wywotana nie przyjmuje zadania...
Druzyna wywolujaca staje sie druzyna referujaca i prezentuje rozwiazanie zgodnie z zasadami okre-
slonymi w punktach 6—11.

Ostatecznie Jury przyznaje druzynie referujacej od 7 do 10 punktow, jezeli zaprezentowane roz-
wiazanie jest poprawne, albo —10 (minus dziesie¢) punktow w przeciwnym przypadku. Jury moze
rowniez przydzieli¢ druzynie przeciwnej punkty za wskazanie luk lub bledéw w przedstawionym
rozwigzaniu. Jury ma prawo zada¢ pytania referujacemu w celu ustalenia oceny.

Ustalenia konicowe
Rozgrywka koniczy sie po wywotaniu 8 zadan lub gdy réznica pomiedzy wynikami obu druzyn jest
wieksza niz 40 punktow. W przypadku remisu wywotuje sie dodatkowo 2 zadania.

Po 3 godzinach meczu czas na referowanie zadania zostaje skrocony do 5 minut, a wszystkie punkty
ujemne licza sie dwukrotnie.

Przewodniczacy Jury moze natozy¢ kare punktowa na druzyne za niezgodne z niniejszym regulami-
nem zachowania jej zawodnikow.

Interpretacja niniejszego regulaminu nalezy do przewodniczacego Jury.
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