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Wstep

Obodz Naukowy Olimpiady Matematycznej odbyl sie w dniach 4 — 17 czerwca 2023 w Mszanie Dolnej,
w Osrodku Sportowo-Rekreacyjnym ,Stoneczny”. Kadre obozu stanowili: Lukasz Bozyk, Tomasz Ciedla,
Jacek Jakimiuk, Michal Kieza, Mikotaj Leonarski, Konrad Majewski, Lukasz Orski, Mateusz Scharmach
i Radostaw Zak.

W dniach 5, 6, 7, 9, 12, 13, 14 i 15 czerwca odbyly sie zawody indywidualne, 8 czerwca miaty miejsce
zawody druzynowe, a 10 i 16 czerwca rozegrane zostaly mecze matematyczne (regulamin meczu znajduje
sie na koricu tego zeszytu).

Podczas kazdego dnia zawodow indywidualnych uczestnicy mieli cztery i p6t godziny na rozwigzanie
czterech zadan. Zawody druzynowe polegaly na rozwiazywaniu przez kilkuosobowe druzyny osmiu zadan
i trwaly od rana do wieczora, a mecze matematyczne — od wieczora dnia poprzedniego do popotudnia.

W ramach zawodow indywidualnych mozna byto uzyska¢ 192 punkty. Trzy najlepsze wyniki to 130,
122 1 107 punktéw. Punkty uzyskane za poszczegdlne zadania przedstawia tabela na nastepnej stronie.
W tym miejscu wypada nadmienié, ze nie wszyscy uczestnicy byli na catym obozie, co powoduje, ze sumy
liczb w poszczegdlnych wierszach moga sie r6znic.

W czasie obozu odbyla sie wycieczka: 11 czerwca na Turbacz i Gore.

Niniejszy zeszyt zawiera wszystkie zadania z Obozu wraz z rozwigzaniami. Zeszyty z poprzednich
Obozéw Naukowych znajduja sie na stronie internetowej Olimpiady Matematycznej: om.mimuw.edu.pl.



7 adanie Liczba prac Liczba prac | Liczba prac | Liczba prac
na 6 punktéw | na 5 punktéw | na 2 punkty | na 0 punktow
1. 15 3 2 0
2. 14 2 0 4
3. 4 2 2 12
4. 2 2 0 16
5. 14 1 2 3
6. 7 0 2 11
7. 7 0 1 12
8. 10 1 1 8
9. 12 1 0 7
10. 5 1 2 12
11. 4 0 1 15
12. 4 0 0 16
13. 17 1 0 2
14. 10 5 1 4
15. 4 0 1 15
16. 0 1 0 19
17. 14 3 1 2
18. 6 0 1 13
19. 2 0 2 16
20. 0 0 0 20
21. 12 0 3 5
22. 12 0 0 8
23. 7 0 0 13
24. 2 0 0 18
25. 4 4 1 11
26. 5 1 1 13
27. 2 0 0 18
28. 1 0 0 19
29. 8 1 0 11
30. 15 0 0 5
31. 4 3 0 13
32. 0 0 1 19




Tresci zadan

Zawody indywidualne

1. Wyznaczy¢ wszystkie funkcje f: R — R spetniajace dla dowolnych liczb rzeczywistych x, y réwnanie

flz+2y) =2f(x)f(y).

2. Dana jest liczba naturalna n > 1. Wyznaczy¢ najmniejsza liczbe naturalng m o nastepujacej
wlasnosci: z kazdego m-elementowego podzbioru zbioru {1,2,...,3n} mozna wybraé¢ liczby a, b, dla
ktorych

n<a—>b<2n.

3. Dana jest liczba catkowita n > 1 wzglednie pierwsza z 6. Niech S bedzie zbiorem wszystkich
dodatnich liczb catkowitych mniejszych od n, ktore sa wzglednie pierwsze z n. Stefan obliczyl sume
odwrotnosci elementéw zbioru S i zapisal wynik w postaci utamka nieskracalnego. Udowodnié¢, ze licznik

tego utamka dzieli sie przez n?.

4. Dany jest trojkat ABC. Punkt D lezy na boku BC, przy czym okregi wpisane w trojkaty ABD
i AC'D sa przystajace. Oznaczmy przez 2p okrag o Srednicy AB, a przez (2o — okrag o srednicy AC.
Udowodni¢, ze prosta AD jest prostopadta do jednej z dwoch wspoélnych stycznych do okregow 2 i Q¢.

5. Dane sa dodatnie liczby catkowite m,n. Wykazac, ze

(2" —1)2 2" -1 <= m(2™ - 1) | n.

6. Dany jest czworokat ABCD opisany na okregu o. Proste AB i C'D przecinaja si¢ w punkcie F.
Okrag o0y jest styczny do boku BC w punkcie K oraz do przedtuzeri bokow AB i C'D, zas okrag o, jest
styczny do boku AD w punkcie L oraz do przedtuzen bokow AB i C'D. Wykazaé, ze jesli punkty F, K,
L leza na jednej prostej, to §rodki bokow BC' i AD oraz srodek okregu o sa wspoétliniowe.

7. Dana jest dodatnia liczba catkowita n. Rozwazamy n liczb rzeczywistych xq, ..., z, spelniajacych
warunek Y1 |z;| = 1. Wyznaczy¢, w zaleznodci od n, najmniejsza mozliwg wartosé wyrazenia

k—1
=1

n

D

k=1

8. Danych jest n > 2 punktéw na plaszczyznie. Zatozmy, ze dla kazdego punktu X, istnieje doktadnie
jeden punkt N(X), ktory jest blizej X niz wszystkie pozostate punkty. Dla kazdego punktu X, rysujemy
z niego odcinek do N(X) oraz kolorujemy N (X)) na czerwono. Zatdézmy, ze na koniec kazde dwa z danych
punktow sa poltaczone tamang. Udowodnié, ze jest co najmniej (n — 2)/4 czerwonych punktow.

9. Udowodni¢, ze planszy 5 x 7 nie mozna pokry¢ pewna dodatnia liczba warstw ponizszych klockow
(ktére mozna obracac¢) w taki sposob, aby kazde pole byto pokryte przez te sama liczbe klockow.




10. Znalez¢ wszystkie takie liczby pierwsze p > 3, ze dla dowolnej liczby pierwszej ¢ < p, reszta z
dzielenia p przez q jest bezkwadratowa.

Uwaga: liczba jest bezkwadratowa, jezeli nie jest podzielna przez zaden kwadrat liczby catkowitej
wiekszej od 1.

11. Punkt 7 jest srodkiem okregu wpisanego w trojkat ostrokatny ABC, w ktorym AB > AC. Punkt
@ lezy na okregu opisanym na tréjkacie ABC, przy czym SAQI = 90°. Proste AQ i BC przecinaja
sie w punkcie P. Prosta CI przecina okrag opisany na trojkacie ABC' ponownie w punkcie K # C.
Udowodni¢, ze srodek okregu opisanego na trojkacie QIC' lezy na prostej K P.

12. Znalez¢ wszystkie funkcje f: R — R spelniajace dla dowolnych =,y € R réwnanie
[ = f(y) = flz) +2f(y) + F(f(y))

13. Dany jest trojkat ABC', w ktorym AC' = 3AB. Punkt [ jest srodkiem okregu wpisanego w ABC.
Niech D bedzie rzutem na AC' $rodka tuku BAC' okregu opisanego na ABC. Dowiesé, ze D lezy na
okregu opisanym na tréjkacie BIC.

14. Dane sa unormowane i niestate wielomiany P, ..., P, o wspotczynnikach rzeczywistych. Dla kazdej
liczby rzeczywistej y niech S, oznacza zbior takich liczb rzeczywistych x, ze P;(z) = y dla pewnego i.
Udowodni¢, ze jesli dla dowolnych liczb rzeczywistych yi, y» zbiory Sy, i Sy, maja tyle samo elementow,
to wszystkie wielomiany P, ..., P, sa tego samego stopnia.

15. Niech n > 3 bedzie liczbg naturalna. Ania wpisata liczby od 1 do n? w pola tablicy n x n, tak
ze i oraz i + 1 s3 w sgsiadujacych komorkach dla ¢ = 1,2,...,n% — 1. Bartek chcialby dowiedzie¢ sie,
w ktérym polu wpisana jest jedynka. Niestety Ania nie zamierza mu pokazaé¢ tablicy, ale Bartek moze
wybra¢ dowolng komérke i spytaé Anie o jej zawartosé.

Liczbe n nazwiemy mitg, jesli Bartek jest w stanie odnalez¢ jedynke nagabujac Anie mniej niz 3n
razy, niezaleznie od uktadu liczb w tablicy. Rozstrzygnaé, czy liczb mitych jest nieskonczenie wiele.

16. Dana jest funkcja f : Z, — Z,, gdzie Z, oznacza zbior liczb catkowitych dodatnich, spelniajaca
nastepujgce warunki dla dowolnych x,y, k € Z:

o flz) < 3w
o 28|z +y = 28| f(x)+ f(y).

Udowodni¢, ze dla kazdej dodatniej liczby catkowitej a istnieje dokltadnie jedna taka dodatnia liczba
caltkowita x, ze f(z) = 3a.

17. Dana jest liczba caltkowita n > 2 oraz liczby z1,...,z, € [1,2]. Udowodni¢ nier6wnos¢

n 2 n
E ’$i—$i+1‘<§ E T
—1 i1

przy standardowej konwencji x1 = x,,.1 oraz rozstrzygnac, kiedy w tej nieréwnosci zachodzi réwnosc.

18. Niech I bedzie $rodkiem okregu wpisanego w trojkat ABC, za$ punkty M i N odpowiednio
srodkami tukow ABC' i BAC okregu opisanego na trojkacie ABC. Wykazaé, ze M, I, N sa wspotliniowe
wtedy i tylko wtedy, gdy AC'+ BC' = 3AB.

19. Zawodnika A turnieju nazwiemy A-mistrzem, jesli dla kazdego zawodnika C, ktory wygral z A
istnieje co najmniej A\ réznych zawodnikéow B takich, ze A wygral z B, a B wygral z C'. Wykaza¢, ze jesli
kazdy zawodnik jest A-mistrzem w n-osobowym turnieju, to n > 4\ — 1.

Uwaga: Turniej to zawody, w ktorych kazdy gra z kazdym dokladnie raz. Kazdy pojedynek konczy
sie zwyciestwem jednego z graczy.



20. Dana jest taka liczba pierwsza p, ze 8 | p + 1. Wykazaé, ze

i{kQﬂLkJ 2P+ 3p+T

k=1 p 6

21. Centralng Magistrala Kolejowa jezdzi n > 2 pociagoéw, z ktorych kazdy kursuje miedzy pewnymi
dwoma miastami. Wszystkie pociagi zatrzymuja sie na stacji Opoczno. Udowodnié, ze dla pewnych dwoch
pociagéw, dhugo$é czesci wspolnej tras, na ktorych kursuja obydwa pociagi, wynosi co najmniej Z—j
dhugosci trasy jednego z tych pociagéw.

22. Karol znalaz! na strychu zepsuty kalkulator, w ktorym dziata tylko jeden przycisk (ale za to jakil!).
Jesli na wyswietlaczu znajduje sie liczba x bedaca szeScianem liczby caltkowitej, to przycisk zamienia ja
na /z. W przeciwnym razie za$ przycisk zamienia wyswietlang liczbe z na 2z + 1. Kalkulator ma tez
pewna ograniczong ilo$¢ pamieci, przez co nie moze wyswietla¢ zbyt duzych liczb (proba wyswietlenia
takowej konczy sie jego zawieszeniem). Poczatkowo na ekranie widnieje pewna liczba catkowita A > 1.
Udowodni¢, ze po pewnej skoniczonej liczbie naci$nieé¢ przycisku kalkulator zawiesi sie.

23. Jednowymiarowy pasikonik mieszka na tace bedacej prosta rzeczywista. W tym roku przygotowuje
sie do zawodéw w skoku w dal. Dlatego n-tego dnia pasikonik wykonuje n skokéw o dlugosci kolejno
1k, 2% . nF gdzie k jest pewna ustalona dodatnig liczba calkowita. Kazdy skok moze byé wykonany
w lewo lub w prawo. Pasikonik zaczyna kazdy trening w swoim domu znajdujacym sie w punkcie 0.
Udowodni¢, ze dla kazdego wyboru k istnieje taka liczba M > 0 niezalezna od n, ze kazdego dnia
pasikonik moze zakoriczy¢ swoj trening w odlegltosci najwyzej M od domu.

24. Dany jest trojkat ABC oraz punkty D, E, F' lezace odpowiednio na odcinkach BC, C'A, AB.
Zatozmy, ze w czworokaty AEDF, BFED, C DFE mozna wpisa¢ okregi. Udowodnié, ze okrag wpisany
w trojkat ABC ma dwa razy wiekszy promieni niz okrag wpisany w trojkat DEF.

25. Rozstrzygnaéd, czy istnieje taki ciag dodatnich liczb catkowitych aq,as,..., ze kazda dodatnia
liczba catkowita wystepuje w nim doktadnie raz oraz dla kazdego n > 1 liczba a,, + a, 11 jest kwadratem
liczby catkowite;j.

26. Wykazac, ze dla dowolnych liczb a, b, ¢ € [0, 1] zachodzi nier6wnosé

b
5 <o

a
+
\/bc—i—% \/ca—l—% \/ab—l—%

27. Czworokat ABC'D jest wpisany w okrag o srodku w punkcie O. Proste AD i BC' przecinaja sie
w punkcie F, a proste AC' i BD przecinaja sie w punkcie F. Okrag w jest styczny do prostych AC' i
BD. Odcinek PQ jest érednica okregu w. Udowodnié, ze jedli punkt F' jest ortocentrum tréjkata FEPQ),
to $rodek okregu w lezy na prostej OF.

28. W pewnym kraju jest n miast oraz pewna liczba dwukierunkowych drog, z ktorych kazda taczy
pewne dwa miasta. Fifonz zauwazyl, ze dla dowolnego podziatu kraju na dwie czesci, liczba drog pomiedzy
dwiema czesciami jest rowna co najwyzej kn (gdzie k jest ustalona dodatnia liczba catkowita). Udowodni¢,
ze istnieje zbior ztozony z przynajmniej ;- miast, z ktorych zadne dwa nie sg potaczone droga.



29. W czworokacie wypuktym ABCD przekatne AC' i BD sa réwne. Na bokach AB, BC, C'D, DA
budujemy (na zewnatrz) cztery trojkaty rownoboczne o srodkach odpowiednio Oy, Oy, O3, O4. Wykazagé,
ze proste 0103 1 0,0, sa prostopadte.

30. Niech n > 1 bedzie liczba catkowita. Janusz i Grazyna graja w gre. Najpierw Janusz wybiera n+1
podzbioréw Ay, As, ..., Apy1 zbioru {0,1,...,2" — 1} o licznosci 2"~ kazdy, po czym Grazyna wybiera
n + 1 liczb catkowitych ay, as, ..., a,1. Nastepnie Janusz wybiera liczbe catkowita J. Jesli Grazyna jest
w stanie wskaza¢ takie 1 < i < n+ 1, ze (J — a;) mod 2" € A;, to wygrywa, a w przeciwnym razie
przegrywa. Udowodnié, ze Grazyna moze wygraé¢ niezaleznie od wyboréow Janusza.

31. Wyznaczyé¢ wszystkie dodatnie liczby catkowite n > 2, dla ktorych liczby
B4+1, 2242 ..., n+n

daja parami rézne reszty z dzielenia przez n.

32. Dane sg dwie liczby catkowite b > a > 0. Udowodnié, ze istnieje dodatnia liczba catkowita n oraz
wielomian postaci
+ldaota®+.. 2"

podzielny przez wielomian 1 4 ¢ + 2.



Zawody druzynowe

1. Rozstrzygnaé, czy dla kazdego ciagu liczb dodatnich aq, as, ... istnieje nieskoriczenie wiele takich
liczb naturalnych n, ze spetniona jest nieréwnosé

1
n.(M_1> > 1.
an

2. Udowodni¢, ze istnieje taka stata C' > 0, ze dla dowolnych liczb rzeczywistych a,b > 0 takich, ze
a + b jest liczbg catkowita, zachodzi

2 2 C
{a}+{b}+m<2a

gdzie {z} = x — |x| oznacza cze$¢ utamkowa liczby x.

3. Danych jest 101 kart, na ktorych sa napisane kolejne liczby naturalne od 0 do 100. Wykonujemy
nastepujaca operacje: tasujemy karty, nastepnie zdejmujemy je po kolei z talii i po zdjeciu kazdej karty
z wyjatkiem ostatniej piszemy na tablicy $rednia arytmetyczna dotychczas zdjetych kart. Powtarzamy te
operacje 100 razy, za kazdym razem liczac do $redniej tylko karty zdjete po ostatnim tasowaniu. W ten
sposob napisalismy na tablicy 10000 liczb. Udowodnié, ze pewne dwie z nich sa rowne.

4. Wykazac, ze dla kazdej liczby catkowitej n > 1 liczba pokry¢ dominami prostokata n x (n+ 1) jest
nieparzysta.

5. Dany jest trojkat ABC, w ktorym H jest ortocentrum, a D jest spodkiem wysokosci opuszczonej
na bok BC. Punkt P spelnia warunek AP = HP oraz prosta AP jest styczna do okregu opisanego na
trojkacie ABC'. Prosta PD przecina proste AB, AC' odpowiednio w punktach X, Y. Udowodni¢, ze katy
Y HX oraz ¥ BAC sa réwne lub dopelniaja sie do 180°.

6. Dany jest trojkat ostrokatny ABC oraz jego ortocentrum H. Punkt P lezy wewnatrz trojkata
BHC, przy czym <HPC = 3¥HBC oraz $HPB = 33HCB. Punkty X i Y sg odbiciami punktu P
odpowiednio wzgledem prostych BH i CH. Punkt S jest srodkiem okregu opisanego na trojkacie AXY .
Udowodnié, ze $BAS = SCAP.

7. Wykazaé, ze istnieje nieskonczenie wiele takich dodatnich liczb catkowitych n, ze najwiekszy dzielnik
pierwszy liczby n + 1 jest wiekszy niz 2n.

8. Dana jest dodatnia liczba catkowita n. Méowimy, ze liczba m jest n-bezkwadratowa jesli nie istnieje
2n + 1 réznych liczb pierwszych p; takich, ze p? | m. Wezmy dwie wzglednie pierwsze dodatnie liczby
catkowite a,b. Udowodnié, ze istnieja takie dodatnie liczby catkowite z,y ze liczba ax™ + by" jest n-
bezkwadratowa.



Pierwszy Mecz Matematyczny

1. Ciagi aj,as,...,b1, b, ... zdefiniowane sa wzorami
1+ a, + a,b, 1+ b, + anb,
G =1, by =2, = Oy 200 Gnbn
bn an
dlan=1,2,.... Dowies$¢, ze asgg < 5.
2. Dana jest liczba catkowita n > 3 oraz liczby rzeczywiste dodatnie aq, as, ..., a,, by, ba, ..., by,
spetniajace rownania a; +as + ...+ a, = 1 oraz bibs ... b, = 1, przy czym liczby by, bo, ..., b, sa parami

rozne. Udowodnié nieréwnosé

1

1 n naj n—1
n_lz(l—aj)b]?( E) :

J=1

3. Znalez¢ wszystkie funkcje f: R — R spelniajace dla dowolnych liczb rzeczywistych z, y réwnosé

flay+ fW) f(x) =2 f(y) + flay).

4. Dane sg skoniczone zbiory Ay, By, As, By, ... C N o nastepujacej wlasnosci: dla dowolnego nieskon-
czonego zbioru X C N istnieja 4, j takie, ze |[A; N X| > 21 |B; N X| > 2. Rozstrzygnac¢, czy musza istniec
k, ¢ takie, ze |Ax N By| > 2.

5. W pewnym panstwie znajduje sie n miast potaczonych drogami. Kazda droga taczy dwa miasta,
zas$ kazde dwa miasta taczy co najwyzej jedna droga. Kazda droga jest patrolowana przez pewna liczbe
straznikow. Z powodu inflacji wprowadzono nastepujace ograniczenia:

e na kazdej drodze jest co najwyzej czterech straznikow;

e jesli kazde dwa sposrod miast A, B, C sa potaczone drogami, to na kazdej z nich jest co najwyzej
trzech straznikow;

e jesli kazde dwa sposrod miast A, B, C', D sa polaczone drogami, to na kazdej z nich jest co najwyzej
dwoch straznikow.

Udowodnié, ze wszystkie drogi sg patrolowane tacznie przez co najwyzej n? straznikow.

6. Niech n bedzie dodatnig liczba catkowitg. Danych jest 2n niepustych podzbioréw Ay, ..., Ay, zbioru
{O, 1,2,...,2n — 1}, przy czym |Aj| + -+ 4 |Ag| = (2”;1). Udowodnié, ze mozna tak wybra¢ po jednej

liczbie z kazdego podzbioru, aby suma wybranych liczb byta réwna (22”)

7. Wykazaé, ze istnieje taka liczba rzeczywista ¢ > 0, ze dla dowolnej liczby pierwszej p istnieje nie
2
wiecej niz ¢p3 takich dodatnich liczb catkowitych n, ze p | n! + 1.

8. Niech S bedzie niepustym zbiorem dodatnich liczb catkowitych o tej wtasnosci, ze jesli a,b € S, to
ab+ 1 € S. Udowodnié, ze zbior wszystkich liczb pierwszych, ktére nie dziela zadnego elementu S, jest
skonczony.

9. Dany jest trojkat ABC wpisany w okrag o. Punkty X, Y leza na okregu o, a cieciwa XY przecina
boki AB i AC odpowiednio w D i E. Wykazaé, ze srodki odcinkéw XY BE, C'D, DFE lezg na okregu.

10. Dany jest trojkat ABC. Punkt [ jest srodkiem okregu wpisanego w ABC', J jest srodkiem okregu
dopisanego stycznego do boku BC', a G srodkiem ciezkosci trojkata BIC. Niech BI przecina AC' w E, a
C1 przecina AB w F. Udowodni¢, ze $BGC + SEJF = 180°.

10



11. Dane sa dwie roztaczne przystajace elipsy & i & o srodkach odpowiednio X i Y, przy czym duza
o$ & i mata o$ & lezg na jednej prostej. Niech ¢; i /5 beda wspdélnymi stycznymi wewnetrznymi do tych
elips i zat6zmy, ze 1 L {5. Niech /35 bedzie jedna ze wspolnych stycznych zewnetrznych do & i &. Niech
P bedzie punktem przeciecia ¢1 i f5, () punktem przeciecia ¢ i ¢3, a R punktem przeciecia /5 i {5. Przy
tym X@Q < X R. Udowodnié, ze trojkaty PXQ i PRY sa podobne.

11



Drugi Mecz Matematyczny

1. Orzec, czy istnieje zbior S ztozony z 2023 liczb rzeczywistych o nastepujacej wtasnosci: dla dowol-
nych a,b € S (niekoniecznie réznych) istnieja takie rézne ¢, d € S, ze ab = ¢ + d.

2. Dane sa dodatnie liczby catkowite n, ay, as, . . ., a, oraz funkcja f: Z — R spelniajaca dla dowolnych
liczb catkowitych k oraz ¢ # 0 réwnosé

> fk+at) = 0.
=1

Udowodni¢, ze funkcja f(z) jest stale rowna 0.

3. Dany jest skonczony zbiér A oraz jego podzbiory Ay, As, ..., A,,. Zalozmy, ze dla kazdego k =
1,2,...,m suma dowolnych k z nich zawiera co najmniej k + 1 elementéw. Udowodnié¢, ze elementy
zbioru A mozna pomalowaé¢ na bialo i czerwono w taki sposob, ze kazdy ze zbioréw Aj, Ao, ..., Ay
zawiera elementy obu koloréow.

4. Przy okraglym stole siedzi n > 3 graczy. Na poczatku graczom rozdano 3n kart ponumerowanych
liczbami od 1 do 3n w taki sposob, ze kazda osoba dostata pewne 3 karty. Co minute kazdy gracz przekazuje
karte o najmniejszym numerze (sposrod trzymanych przez siebie kart) graczowi po swojej lewej, a karte
o najwiekszym numerze graczowi po prawej. Udowodni¢, ze niezaleznie od poczatkowego rozdania kart
kazdy gracz bedzie miat w rece taki sam zestaw kart po n — 1 minutach, co po 2n — 1 minutach.

5. Kazde pole planszy o wymiarach 2023 x 2023 zostato pomalowane na jeden z dwoch koloréow w taki
sposob, ze pola kazdego z kolorow tworza Sciezke (tj. dla kazdego z koloréow graf, w ktoérym wierzchotkami
sa pola tego koloru, a krawedzie miedzy nimi wystepuja wtedy i tylko wtedy gdy pola maja wspolny bok,
jest Sciezka). Wykazaé, ze srodkowe pole planszy jest jednym z konicow jednej z dwoch jednokolorowych
Sciezek na ktore podzielona zostala plansza.

6. Niech W(xy, s, ..., x,) bedzie niezerowym wielomianem o wspotczynnikach catkowitych stopnia
mniejszego niz n. Niech p bedzie liczba pierwsza. Udowodnié, ze jesli W (0,0, ...,0) jest podzielne przez
p, to istnieja takie liczby calkowite y1, o, . . ., y, nie wszystkie podzielne przez p, ze W (y1,y2, ..., Yn) jest
podzielne przez p.

Uwaga. Stopien niezerowego wielomianu n zmiennych to najwieksza suma o + s +. .. + a, sposrod tych

(v, ..., ), dla ktorych wspotezynnik przy jednomianie z{*x5? ... x2" jest niezerowy.

7. Rozstrzygnaé, czy istnieje taki skonczony zbior S liczb pierwszych, ze dla kazdej dodatniej liczby
catkowitej m istnieje dodatnia liczba catkowita n i p € S, dla ktoérych p™ | n!, ale p™ ™! { nl.

8. Wykaza¢, ze dla dowolnej nieparzystej liczby pierwszej p licznik liczby
p—1 2 p—1
<1 +p2k1> 1S e
k=1 k=1

zapisanej w postaci utamka nieskracalnego dzieli sie przez p*.

9. Dany jest trojkat ABC oraz punkty P i ), ktére sg swoimi obrazami inwersyjnymi wzgledem
okregu opisanego na trojkacie ABC. Niech punkt X bedzie punktem przeciecia prostej BC' z prosta
taczaca punkt P z obrazem symetrycznym punktu @) wzgledem BC. Analogicznie dla prostych C'A oraz
AB definiujemy odpowiednio punkty Y oraz Z. Wykazaé, ze punkty X, Y, Z leza na jednej proste;j.

10. Sfera wpisana w ostrostup ABCD.S o podstawie réwnolegtoboku ABC'D jest styczna do podstawy
w punkcie P, a odcinek SQ jest wysokoscia ostrostupa. Wykazaé, ze jesli P # @, to prosta PQ przechodzi
przez punkt przeciecia przekatnych réwnolegtoboku.
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Rozwiagzania

Zawody indywidualne

1. Wyznaczy¢ wszystkie funkcje f: R — R spetniajace dla dowolnych liczb rzeczywistych x, y réwnanie

flz+2y) =2f(x)f(y).

Rozwigzanie:
Prawa strona jest symetryczna ze wzgledu na x,y, wiec lewa tez musi, zatem

flz+2y) = f(y + 2z).

Podstawiajac © = —3t, y = 5t dostajemy

f(t) = f(0),
skad wniosek, ze f jest funkcja staly. Wstawiajac do rownania f(x) = ¢ dostajemy zaleznosé ¢ = 2¢?, skad
c=01lubc= % Bezposrednio sprawdzamy, ze funkcje f(x) =01 f(x) = % speliaja warunki zadania.

2. Dana jest liczba naturalna n > 1. Wyznaczy¢ najmniejsza liczbe naturalng m o nastepujacej
wlasnosci: z kazdego m-elementowego podzbioru zbioru {1,2,...,3n} mozna wybraé¢ liczby a, b, dla
ktorych

n<a—>b<2n.

Rozwigzanie:

Wykazemy, ze najmniejsza liczba o zadanej wtasnosci jest n + 2.

Niech M bedzie dowolnym (n + 2)-elementowym podzbiorem zbioru {1,2,...,3n}. Jesli ¢ jest naj-
wieksza liczba w tym zbiorze, to zwiekszajac wszystkie liczby ze zbioru M o jednakowy sktadnik 3n — ¢
otrzymujemy (n+ 2)-elementowy zbior M’, zawarty w zbiorze {1,2,...,3n} i zawierajacy liczbe 3n. Zbior
M zawiera taka pare liczb a,b, ze n < a — b < 2n wtedy i tylko wtedy, gdy zbior M’ zawiera taka pare.
Zatem wystarczy ograniczy¢ uwage do zbioréw (n + 2)-elementowych, ktorych najwiekszym elementem
jest liczba 3n. Niech M bedzie takim zbiorem.

Jesli zbior M zawiera co najmniej jedna liczbe b spelniajaca nieréwnosci n < b < 2n, to wystarczy
przyja¢ a = 3n: réznica a — b jest wtedy wieksza od n i mniejsza od 2n.

Jesli zbior M nie zawiera takiej liczby, to wowczas zbior M \ {3n} jest podzbiorem roztacznej sumy
Ay U...UA, zbiorow dwuelementowych

Ay ={12n}, Ay ={22n+1}, ..., A,={n,3n—-1}.

Zbior M \ {3n} ma n + 1 elementéw, wiec co najmniej jeden ze zbioréw A, ma dwuelementowa czesé
wsp6lng z tym zbiorem. Oznaczajac elementy zbioru Ay przez a i b mamy szukang pare: a — b = 2n — 1.

Zatem liczba n + 2 ma wtasno$é, o ktoéra chodzi. Liczba n + 1 tej wlasnosci juz nie ma, bowiem
(n + 1)-elementowy zbior {1,2...,n} U {3n} nie zawiera pary liczb a, b, dla ktérych n < a — b < 2n.

3. Dana jest liczba catkowita n > 1 wzglednie pierwsza z 6. Niech S bedzie zbiorem wszystkich
dodatnich liczb caltkowitych mniejszych od n, ktore sa wzglednie pierwsze z n. Stefan obliczyl sume
odwrotnosci elementéw zbioru S i zapisal wynik w postaci utamka nieskracalnego. Udowodni¢, ze licznik

tego utamka dzieli sie przez n?.

Rozwigzanie:
Sposob 1. Zauwazmy, ze jesli k jest liczba catkowita wzglednie pierwsza z n, to n — k tez. Ponadto
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jesli 0 < k < n, to 0 < n —k < n. Stad k nalezy do S wtedy i tylko wtedy, gdy n — k nalezy do S.
Elementy zbioru S mozemy wiec potaczy¢ w pary postaci {k,n — k}. Zauwazmy przy tym, ze nie moze
zdarzyc¢ sie, ze k = n — k, gdyz wtedy liczba n bytaby rowna 2k, a z zalozen zadania wiemy, ze n nie jest
parzysta.

Oznaczmy X

P = —.

W obrebie kazdej pary {k,n — k} jedna z liczb jest mniejsza od %, a druga — wicksza, a ponadto jedna
jest parzysta, a druga nieparzysta. Oznaczmy przez X zbior wszystkich liczb mniejszych od § nalezacych
do zbioru S, a przez Y zbiér parzystych liczb ze zbioru S. Wowczas

P:Z(%+nik>zz(%+nik)'

keX keYy

Zauwazmy jeszcze, ze k nalezy do X wtedy i tylko wtedy, gdy 2k nalezy do Y. Mamy zatem nastepujacy
ciagg réwnosci:

3P:4'Z(%+nik)_z(%+nik>:

key keX
1 1 1 1
3 (gt mam) -2 (G )
keX keX
B 4+ 4 1 1 B
N ok n—2k k n—k)
B 1+ 41 B
- E n—2 n—%k/)

n2

k(n — k)(n — 2k)

, 1
- 'Zk(n—k)(n—zk)‘

keX

Wszystkie utamki stojace w ostatniej sumie maja mianowniki wzglednie pierwsze z n. Te sume mozna
wige zapisa¢ w postaci utamka 2, gdzie ¢ jest wzglednie pierwsze z n. W takim razie

7, zatozen zadania n nie dzieli sie przez 3, wiec powyzsze wyrazenie zapisane w postaci utamka nieskra-

calnego ma licznik podzielny przez n?.

Sposob 2.
Parujac liczby k, n — k widzimy, ze

1 1 (1 1 ) 1 n—k)+k n 1

] € R ML L L) pheL

keSk 2 & k- n—k 2 & k(n — k) 2 k(n — k)

Wystarczy dowies¢, ze licznik liczby >, o —L__ zapisanej w postaci utamka nieskracalnego dzieli sie

k(n—k)
przez n.
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W dalszej czesci rozwigzania wykonujemy dziatania modulo n. Nalezy udowodnié, ze ostatnia suma
przystaje do 0 modulo n. Mamy

I D BRI SS9

kesS kesS kesS kesS

przy czym ostatnie przejscie wynika z tego, ze branie odwrotnosci modulo n, tj. funkcja S > k+— k=1 € S,
jest bijekcja ze zbioru S w siebie. Rowniez funkcja S 3 k +— (2k mod n) € S jest bijekcja, bo 2 { n.

W takim razie
DR =) (k)7 =4) K

keS kesS kesS
skad 3", ¢ k% = 0 i ze wzgledu na to, ze 31 n, mamy >, _ok* = 0.

4. Dany jest trojkat ABC. Punkt D lezy na boku BC, przy czym okregi wpisane w trojkaty ABD
i AC'D sg przystajace. Oznaczmy przez (lg okrag o Srednicy AB, a przez ()¢ — okrag o $rednicy AC.
Udowodni¢, ze prosta AD jest prostopadta do jednej z dwdch wspoélnych stycznych do okregow g i Q¢.

Rozwigzanie:

Niech I'g i I'c beda obrazami odpowiednio 25 i (¢ w jednokladnosci o srodku A i skali 2. Wtedy
srodkami I'p i I'c sa odpowiednio B i C' i oba te okregi przechodza przez A. Wystarczy udowodnié, ze
prosta AD jest prostopadla do jednej ze wspélnych stycznych do okregow I'p i ['c.

Niech ¢ bedzie ta ze wspoélnych stycznych do I'g i ', ktora lezy blizej punktu A. Oznaczmy punkty
stycznosci prostej ¢ z okregami I'g i I'¢ odpowiednio przez X i Y. Wéwcezas BX 1 /1 CY L £. Niech O
bedzie srodkiem okregu opisanego na trojkacie AXY . Niech I bedzie srodkiem okregu wpisanego w trojkat
ABC.

7 zaleznosci miedzy katami srodkowymi, wpisanymi i dopisanymi mamy
IXOA=29XYA=<9YCA oraz JABX = 29AXY = JAOY.

Z tych réwnosci wynika, ze SOAX = SCAY i $XAB = Y AO. Po dodaniu stronami otrzymujemy
SOAB = 4CAO, co oznacza, ze O lezy na dwusiecznej kata BAC, czyli na prostej Al.

Niech D’ bedzie takim punktem lezacym na BC', ze AD" 1 . Wystarczy udowodnic¢, ze okregi wpisane
w trojkaty ABD' 1 ACD' sa przystajace. Oznaczmy srodki tych okregow odpowiednio przez Ig i Ic.
Wystarczy sprawdzi¢, ze Iglc || BC.

Zauwazmy, ze prosta BO jest dwusieczna kata ABX, bo AB = BX i OA = OX. Mamy

IBAIp = %%EBAD’ = %%(ABX = YABO,

wiec IgA || BO. Analogicznie dowodzimy, ze IcA || CO. W takim razie z twierdzenia Talesa mamy

Iy 1A Il

IB 10 IC’
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a z twierdzenia odwrotnego do twierdzenia Talesa upragniona rownolegltosé¢ Igles || BC.

5. Dane sa dodatnie liczby catkowite m,n. Wykazac, ze

2" —1)2 2" -1 <= m(2™ - 1) | n.

Rozwigzanie:
Dla dowolnych k,d zachodzi kongruencja

okntd _1=9¢_1 (mod 2" —1),

wiegc 2™ — 1 dzieli 2" — 1 wtedy i tylko wtedy, gdy m dzieli n. Zatem zaréwno gdy (2™ — 1)? | 2" — 1 jak
i gdy m(2™ — 1) | n, liczba n jest wielokrotnoscia m. Zapiszmy n = km, gdzie k jest liczba catkowita
dodatnig. Woéwczas

2" —1 2km _ 1

= =1427"+... +2m¢
gn—1  gm—1 2 e

oraz
T42m 4 4o =1 pomyp @24 42" =14124+.. . 41" =k (mod 2™ —1).

Zatem
2n — 1

M 1) "1 = 2™ —1
(@" ~ 17| | T

— 2" -1k <= m(2"—-1)|n.

6. Dany jest czworokat ABC'D opisany na okregu o. Proste AB i C'D przecinaja sie w punkcie E.
Okrag o0y jest styczny do boku BC w punkcie K oraz do przedtuzeri bokow AB i C'D, zas okrag o, jest
styczny do boku AD w punkcie L oraz do przedtuzenn bokow AB i C'D. Wykazaé, ze jesli punkty F, K,
L leza na jednej prostej, to srodki bokéw BC' i AD oraz srodek okregu o sg wspotliniowe.

Rozwigzanie:

Przyjmijmy dla ustalenia uwagi, ze punkt B lezy na odcinku AFE, a punkt C' lezy na odcinku DFE.
Niech ponadto M i N beda §rodkami bokéw BC'i AD, I srodkiem okregu o, a P i () punktami stycznosci
okregu o odpowiednio z odcinkami BC'i AD.

E C D

Zatozmy, ze jednoktadno$é o srodku E przeksztalcajaca okrag o, na okrag o przeprowadza punkt L
na L'. Prosta AD przechodzi w tej jednokladnosci na styczng do okregu o w punkcie L' réwnolegta do
AD, a odcinek QL' jest rednicg okregu o. Okrag o jest wpisany w trojkat ADE, a okrag o, jest dopisany
do boku AD tego trojkata, wiec N jest srodkiem odcinka QL. Z twierdzenia Talesa wynika, ze odcinek
IN jest rownoleglty do prostej LL’, czyli prostej E L.
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Zalozmy, ze jednoktadnosé o srodku F przeksztalcajaca okrag o; na okrag o przeksztalca punkt K na
K'. Punkt K’ lezy na prostej zawierajacej punkty F, K, L. Prosta BC' przechodzi w tej jednoktadnosci
na styczna do okregu o w punkcie K’ réwnolegta do BC, za$ odcinek K'P jest srednicg okregu o. Okrag
01 jest wpisany w trojkat BC'E, a okrag o jest dopisany do boku BC' tego trojkata, wiec CP = BK,
skad wniosek, ze punkt M jest srodkiem odcinka PK. Z twierdzenia Talesa wnioskujemy, ze odcinek I M
jest rownoleglty do prostej K K', czyli do prostej EL. To za$ oznacza, ze punkty I, M, N lezg na prostej
rownolegltej do E'L.

7. Dana jest dodatnia liczba catkowita n. Rozwazamy n liczb rzeczywistych xq, ..., z, spetniajacych
warunek Y1 |z;| = 1. Wyznaczy¢, w zaleznosci od n, najmniejsza mozliwa wartosé wyrazenia

Rozwigzanie:
Polézmy z; = 217", 2; = 271" dla i = 2,3, ..., n. Prosty rachunek pozwala sprawdzié¢, ze wowczas
warunek Y, |z;| =1 jest spelniony oraz x) — Zf;ll x; =0dla k > 2, wiec

k—1
Tk — g X
i=1

Pokazemy przez indukcje wzgledem n, ze 217" jest szukanym minimum.
Przypadek bazowy n = 1 jest trywialny. W kroku indukcyjnym wezmy n > 2 i dowolne liczby

n

D

k=1

= |ZE1| = 21—71‘

x1,...,%, spelniajace zalozenia zadania. Oznaczmy minimalizowane wyrazenie przez S,. Jesli |z,| = 1,
to zp = 0 dla k < n, wiec S,, = 1 > 27" Teraz zalézmy, ze |r,| < 1, zdefiniujmy yp = 1f|’;n| dla
k=1,...,n—11oznaczmy
n—1 k—1
Sp-1 = Z Yk — Yi| -
k=1 i=1

Woéwezas z zatozenia indukcyjnego S,_; > 227", Rozwazmy dwa przypadki:
1. |z, <271 Wowczas

n—1

$n_§ Tk

k=1

Sp = (1 - |xn|) Sp-1+ = 271. 22 =2l

2. |z,| > 271 Wowezas z nieréwnosci trojkata mamy

n—1 n—1
T — Y k| = |wa| = Y |wi] = 2| — 1.
k=1 k=1

7 powyzszej nierownosci i z zatozenia indukcyjnego mamy

3
—

Sp = (1 —|z,]) Spe1 + |2 — x| = (1 — ]:Cn|)22’" + 2|z, - 1=

x>

1
=277 4 (Ja,| —27) (2-227") > 2!
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W obu przypadkach uzyskalismy S,, > 2'=", co koriczy dowdd.

8. Danych jest n > 2 punktéw na ptaszczyznie. Zalézmy, ze dla kazdego punktu X, istnieje dokltadnie
jeden punkt N(X), ktory jest blizej X niz wszystkie pozostate punkty. Dla kazdego punktu X, rysujemy
z niego odcinek do N (X') oraz kolorujemy N (X) na czerwono. Zaldzmy, ze na koniec kazde dwa z danych
punktow sa polaczone tamana. Udowodnié, ze jest co najmniej (n — 2)/4 czerwonych punktow.

Rozwigzanie:

Z kazdego punktu X narysujmy krawedz skierowana do punktu N(X). Niech (A, B) bedzie para
punktéw o najmniejszej odlegtosci miedzy nimi. Wtedy N(A) = B oraz N(B) = A, wiec krawedz AB
jest dwukierunkowa. 7 tredci zadania wynika, ze graf nieskierowany utworzony z zaznaczonych krawedzi
jest spojny, wiec liczba zaznaczonych krawedzi jest wicksza lub réwna n — 1. Z drugiej strony mamy
n punktow, przy czym dla punktéw A i B zaznaczone krawedzie sie pokrywajg. Wynika stad, ze nie moze
sie pokry¢ wiecej zaznaczonych krawedzi, bo wtedy byloby ich mniej niz n — 1. W szczegdlnosci nie ma
innych krawedzi dwukierunkowych niz AB.

A B

Udowodnimy teraz nastepujacy lemat.
Lemat. Kazdy punkt w powstatym grafie nieskierowanym ma stopien co najwyzej 5.

Dowdd. Ustalmy punkt X i zalézmy, ze ma przynajmniej szesciu sasiadow. Wtedy istnieja tacy dwaj
jego sasiedzi Y, Z, ze Y XZ < 60°. Bez straty ogolnosci zatozmy, ze XY > XZ. Wowcezas N(X) # Y.
Gdyby YZ > XY, to YZ bylby najdtuzszym bokiem trojkata XY Z, wiec kat Y X Z bytby wickszy od
60°, sprzecznos¢. W takim razie YZ < XY i1 N(Y) # X. Punkty X i Y nie sa wiec polaczone krawedzia,
sprzecznosc. O

Zatem z kazdego punktu réznego od A, B wychodzi jedna krawedz i wchodza co najwyzej cztery
inne. W przypadku punktéow A i B mamy jedng krawedz ktéra jednoczesnie wchodzi i wychodzi oraz
co najwyzej cztery inne wchodzace. Zatem taczna liczba krawedzi wchodzacych wynosi najwyzej 4c + 2,
gdzie ¢ to liczba czerwonych punktéw. Poniewaz liczba krawedzi wychodzacych i wchodzacych jest rowna,
wiec

n—2

n<4dc+2 =

~ C7
co koriczy dowdd.

9. Udowodni¢, ze planszy 5 X 7 nie mozna pokry¢ pewna dodatnia liczba warstw ponizszych klockow
(ktére mozna obracac¢) w taki sposob, aby kazde pole byto pokryte przez te sama liczbe klockow.

Rozwigzanie:

Zatozmy nie wprost, ze pokrycie opisane w tresci zadania jest mozliwe i kazde pole planszy zostato
pokryte przez doktadnie k klockéow. Kolorujemy pola w nieparzystych wierszach i nieparzystych kolumnach
na czarno. Plansza sktada sie z 35 pol, sposrod ktorych 12 jest czarnych.
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Zauwazmy, ze kazdy klocek pokrywa co najwyzej jedno czarne pole. W takim razie liczba klockéw,
ktore pokrywaja jakiekolwiek czarne pole to doktadnie 12k. Te klocki pokrywaja jakiekolwiek pole planszy
doktadnie 3 - 12k = 36k razy, skad wniosek, ze pewne pole zostato pokryte co najmniej % -k > k razy.
Otrzymana sprzecznosé konczy dowod.

10. Znalez¢ wszystkie takie liczby pierwsze p > 3, ze dla dowolnej liczby pierwszej g < p, reszta z
dzielenia p przez q jest bezkwadratowa.

Uwaga: liczba jest bezkwadratowa, jezeli nie jest podzielna przez zaden kwadrat liczby catkowitej
wiekszej od 1.

Rozwigzanie:

Liczba p = 3 spelnia warunki zadania. Przyjmijmy, ze p > 3. Jesli ¢ | p— 4 dla jakiejs liczby pierwszej
piq > 3, toreszta z dzielenia p przez ¢ wynositaby 4, co jest niemozliwe. W takim razie p — 4, jako liczba
nieparzysta, musi by¢ potega trojki, czyli p = 3¥ +4 dla pewnej nieujemnej liczby catkowitej k. Dla k = 0
dostajemy p = 5, dla k = 1 mamy p = 7, za$ dla k = 2 obliczamy p = 13, i bezposrednio sprawdzamy, ze
wszystkie te liczby spelniaja warunki zadania.

Od teraz zaktadamy, ze p > 13. Gdyby ktoras z liczb p — 8, p — 9 miata dzielnik pierwszy g > 9, to
ponownie reszta z dzielenia p przez ¢ wynositaby 8 lub 9, co jest niemozliwe. W takim razie jedynymi
dzielnikami pierwszymi tych liczb moga by¢ 2, 51 7. Ponadto p — 8 i p — 9 sa wzglednie pierwsze, wiec
ktoras z tych liczb jest potega liczby pierwszej. Poniewaz 2 | p— 9, dostajemy trzy przypadki: p—9 = 2™,
p—8=>5"lub p— 8 = 7" dla pewnej nieujemnej liczby catkowitej m.

W pierwszym przypadku mamy 2" +5 = p — 4 = 3*. Dla m < 2 nie dostajemy rozwigzan, dla m = 2
mamy rozwiazanie p = 13, ktore juz znalezlismy, za$ dla m > 2 mamy 3* = 2™ +5 =5 (mod 8), co daje
sprzecznosé, bo jedynymi mozliwymi resztami poteg trojki modulo 8 sa 11 3.

W drugim przypadku w podobny sposéb otrzymujemy réwnanie 57 4 4 = 3. Rozwazajac rownanie
modulo 4 dostajemy, ze 2 | k, wiec 5™ = (3%/2 — 2)(3%/2 + 2). Oba czynniki sa potegami piatki i r6znig
sieo4,wiecsatolib, skad k=2, m=1ip=13.

W ostatnim przypadku mamy 7™ + 4 = 3*, co daje sprzecznoéé modulo 3. W takim razie jedynymi
liczbami spelniajacymi warunki zadania sg 3, 5, 7, 13.

11. Punkt 7 jest srodkiem okregu wpisanego w trojkat ostrokatny ABC, w ktorym AB > AC. Punkt
@ lezy na okregu opisanym na trojkacie ABC, przy czym $AQI = 90°. Proste AQ i BC przecinaja
sie w punkcie P. Prosta C'I przecina okrag opisany na trojkacie ABC' ponownie w punkcie K # C.
Udowodni¢, ze srodek okregu opisanego na trojkacie QIC lezy na prostej K P.

Rozwigzanie:

Sposdb 1. Oznaczmy okrag opisany na trojkacie ABC przez €2, okrag o Srednicy Al przez I', a okrag
opisany na tréjkacie BIC przez ©. Z lematu o trojlisciu wiadomo, ze srodkiem okregu O jest srodek tuku
BC' okregu €2 niezawierajacego punktu A — lezy w szczegblnosci na prostej Al. Zauwazmy, ze okregi
© i I" sa styczne w punkcie I, gdyz srodki obu okregéw leza na prostej Al i oba przechodzg przez I.
Prosta AQ) jest osia potegowa okregéw €2 i I', a prosta BC' — osia potegowa okregéow €2 i ©. Przeciecie
tych dwoch prostych, czyli punkt P, jest wiec srodkiem potegowym okregow 2, I' i ©, a prosta PI jest
styczna do I''i ©.
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Rozwazmy inwersje wzgledem okregu o §rodku P i promieniu PI = v PB - PC = \/PQ - PA. Inwersja
ta zamienia miejscami pary punktéow B i C' oraz A i (), a ponadto [ jest punktem stalym. W takim
razie obrazem okregu opisanego na trojkacie QIC jest okrag opisany na trojkacie AIB. W szczegdlnosci
srodki tych dwoch okregéow oraz punkt P leza na jednej prostej. Pozostaje zauwazy¢, ze srodkiem okregu
opisanego na trojkacie AIB jest punkt K na mocy lematu o trojlisciu.

Sposob 2. Oznaczmy okrag opisany na trojkacie AIB przez A. Punkt K jest srodkiem A na mocy
lematu o trojlisciu. Niech A’ bedzie punktem symetrycznym do A wzgledem prostej CI. Wtedy A’ lezy
na prostej BC' i na okregu A; przy tym A’ # B, chyba ze prosta BC' jest styczna do A w punkcie B.

Oznaczmy okrag opisany na trojkacie C'I(Q) przez X, a jego srodek przez S. Zauwazmy, ze
JISC =291QC = 2(FAQC — 90°) = 2(180° — SCK A —90°) = 2(90° — SCK A),

skad wniosek, ze LSCT = 4CIS = JCKA = JA'KC, wiec AK | SIiSC || KA.

Niech T # @ bedzie drugim punktem przeciecia prostej AP z okregiem . Odcinek I'T jest Srednica
¥, bo LI1QT = 90°. Zatem T jest odbiciem I wzgledem S i w szczegdlnosci ST || K A.

7 powyzszych obserwacji wynika, ze jednoktadnos¢ przeksztalcajaca okrag A na okrag 3 przeprowadza
punkt A’ na C, K na S i AnaT. Srodek tej jednoktadnogci lezy wiec na prostych A’C, KS i AT. Innymi
stowy: P lezy na prostej KS.

12. Znalez¢ wszystkie funkcje f: R — R spekniajace dla dowolnych =,y € R réwnanie
fle—f) = @) +xfy) + F(f(y)

Rozwigzanie:

Na poczatek rozwazmy przypadek, gdy f jest funkcja stata. Oznaczajac jej jedyna wartosé przez s i
podstawiajac x = 0 otrzymujemy zwigzek s = 2s, skad s = 0. Funkcja zerowa oczywiscie spetnia zadane
rOwnanie.
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Od teraz zakladamy, ze f nie jest stala. Oznaczmy ¢ = f(0). Podstawiajac z = f(y) uzyskujemy
c=f(0) =2f(f(y)) + f(v)*.

Dla y bedacych warto$ciami funkcji f mamy zatem

Rozwazmy dowolne liczby rzeczywiste 2/, y'. Oznaczmy = = f(2'), y = f(y') i z = x — y. Liczby x i y sa
wartosciami funkcji f, wiec

f(2)=flx—y)=flo—f)) = f@) +2f() + f(f) = flx) + oy + f(y) =

2 2 2 2
_c—x c—y (x—y)? z
= + a2y + =c 5 =c 5
Udowodnimy teraz, ze kazda liczba rzeczywista z ma przedstawienie w postaci réznicy wartosci funkceji
f. Ustalmy a takie, ze f(a) # 0. Wtedy dla dowolnego b mamy

f(b = f(a)) = f(b) = bf(a) + f(f(a))-

Dobierzmy b tak, by prawa strona powyzszej rownosci byta rowna z, tzn. potozmy b = (2 — f(f(a)))/ f(a).
Otrzymalismy w ten sposob przedstawienie z w postaci f(x)— f(y) dlaxz = f(b—f(a))iy = f(b). W takim
razie f(z) = c— % dla dowolnego z. Skadinad wiadomo, ze dla z bedacych warto$ciami funkcji f mamy

2 . . . . . . . 2 .
f(z) = . To prowadzi do wniosku, ze ¢ = 0. Bezposrednio sprawdzamy, ze funkcja f(r) = —% spelnia
rOwnanie z tresci zadania.

13. Dany jest trojkat ABC, w ktorym AC' = 3AB. Punkt [ jest srodkiem okregu wpisanego w ABC.
Niech D bedzie rzutem na AC' $rodka tuku BAC okregu opisanego na ABC. Dowie$¢, ze D lezy na
okregu opisanym na trojkacie BIC.

Rozwigzanie:

Oznaczmy $rodek tuku BAC okregu opisanego na trojkacie ABC przez S. Niech E bedzie odbi-
ciem punktu D wzgledem prostej AS. Wtedy trojkaty ADS i AES sa przystajace, a poniewaz AS jest
dwusieczna kata zewnetrznego BAC, wiec E lezy na prostej AB. Rowniez trojkaty SDC i SEB sa przy-
stajace, bo oba sa prostokatne, maja réwne przeciwprostokatne SC' i SB oraz réwne przyprostokatne SD
i SE. Wobec tego DC = BE = AB+ AE = AB + AD. Mamy AB + 2AD = AD 4+ DC = AC = 3AB,
skad AB = AD. Zauwazmy, ze $<BIC = 90° + %ﬁBAC’ oraz

1 1
¥BDC = 180° — $ADB = 180° — (90o — 5%(BAC> =90° + §<iBAC,

wiec $BIC = ¥BDC, skad wynika teza.




14. Dane sa unormowane i niestate wielomiany P, ..., P, o wspotczynnikach rzeczywistych. Dla kazdej
liczby rzeczywistej y niech S, oznacza zbiér takich liczb rzeczywistych x, ze P;(z) = y dla pewnego i.
Udowodni¢, ze jedli dla dowolnych liczb rzeczywistych y, y» zbiory S,, i Sy, maja tyle samo elementow,
to wszystkie wielomiany P, ..., P, sa tego samego stopnia.

Rozwigzanie:

W rozwiazaniu wykorzystamy proste wlasnosci wielomianéw. Nie tracac ogolnosci zatézmy, ze kazde
dwa z wielomianow P, ..., P, sa rozne. Dla dowolnego i = 1,2, ..., n mamy lim,_,,, P;(x) = oo. Ponadto
lim, , o P;(z) = —o0 gdy 2t deg P; i lim,_,  P;(z) = 0o gdy P, jest niestaly i 2 | deg P;. Dla dowolnego
i =1,2,...,n ustalmy taka liczbe M; > 0, ze wielomian P; jest monotoniczny na przedziatach (—oo, —M;)
i (M;, 00) (rosnacy na obu przedziatach jesli 2 t deg P;, a jesli 2 | deg P;, to malejacy na pierwszym i rosnacy
na drugim). Ponadto dla ¢ # j istnieje tylko skoniczenie wiele argumentow x takich, ze Pi(x) = P;(x), gdyz
kazdy taki  jest pierwiastkiem niestatego wielomianu P;—P;. Ustalmy liczbe y wicksza od My, My, ..., M,
i od wartosci bezwzglednych pierwiastkow wielomianéw P, — P; dla i # j. Z powyzszych faktéw wynika,
ze dla dowolnego i takiego, ze 2 1 deg P; wielomian P; przyjmuje wartosci y i —y doktadnie raz, a dla
dowolnego i takiego, ze 2 | deg P; warto$¢ y jest przyjmowana dokladnie dwa razy, a warto$¢ —y ani razu.
Poza tym z wyboru y wynika, ze warto$¢ y nie moze byé¢ osiggana przez rézne wielomiany dla takiego
samego argumentu. Oznaczmy przez p liczbe takich indeksow i, ze 2 | deg P;. Z powyzszej dyskusji wynika,
ze |Sy| = 2p+(n—p) = n+poraz |S_,| = n—p. Z warunkéw zadania zbiory S, i S_, sa réwnoliczne, wiec
p = 0. Zatem wszystkie wielomiany Py, P, ..., P, sa nieparzystego stopnia, a liczno$¢ zbioru .S; wynosi
n dla dowolnego t.

Wykazemy teraz mocniejsze niz teza zadania stwierdzenie, ze wykresy kazdych dwoch sposrod wie-
lomianéw P, ..., P, sa roztaczne. Zal6zmy nie wprost, ze dla pewnych i # j i x,y zachodzi rownosé
P(z) = Pj(z) = y. Z warunku |S,| = n wynika, ze ktory$ z rozwazanych wielomianéw, powiedzmy P,
przyjmuje wartos¢ y wiecej niz raz. Wykazemy, ze w takim razie zbior takich y, ze Py przyjmuje wartoscé
y wiecej niz raz, zawiera przedzial dodatniej dtugosci. Istotnie, powiedzmy, ze Py(a) = s = Py(b) dla
pewnych a < b i s. Poniewaz Py jest niestalym wielomianem, wiec istnieje argument ¢ € (a,b) taki, ze
Py(c) # s. Przyjmujac bez straty ogolnosci Py(c) > s, z whasnosci Darboux wynika, ze Py, przyjmuje
dowolng warto$¢ z przedziatu (s, Pi(c)) co najmniej dwa razy: co najmniej raz na przedziale (a,c) oraz
co najmniej raz na przedziale (c,b).

Poniewaz wykresy kazdych dwoch réznych wielomianéw przecinajg sie tylko w skoriczenie wielu punk-
tach, to istnieje y € (s,t) taki, ze zadne dwa z rozwazanych wielomianoéw nie przyjmuja wartosci y w tym
samym punkcie. Poniewaz nasze wielomiany sg nieparzystego stopnia, to kazdy przyjmuje wartos¢ y co
najmniej raz, a Py przyjmuje ja wiecej niz raz. Stad |S,| > n, co daje sprzecznosc.

15. Niech n > 3 bedzie liczbg naturalna. Ania wpisata liczby od 1 do n? w pola tablicy n x n, tak
ze i oraz i + 1 s3 w sgsiadujacych komorkach dla ¢ = 1,2,...,n% — 1. Bartek chcialby dowiedzie¢ sie,
w ktérym polu wpisana jest jedynka. Niestety Ania nie zamierza mu pokazaé¢ tablicy, ale Bartek moze
wybra¢ dowolng komorke i spytaé Anie o jej zawartosé.

Liczbe n nazwiemy mitg, jesli Bartek jest w stanie odnalezé jedynke nagabujac Anie mniej niz 3n
razy, niezaleznie od uktadu liczb w tablicy. Rozstrzygnaé, czy liczb mitych jest nieskonczenie wiele.

Rozwigzanie:

Twierdzimy, ze wszystkie liczby postaci n = 2¥ — 1 dla k > 1 sg mile. Dowodzimy indukcyjnie. Dla
k =1 dostajemy n = 1, bedace oczywiscie mita liczba.

Teraz przyjmijmy, ze liczba n jest mita. Dowiedziemy, ze 2n + 1 réwniez jest mita. Zauwazmy, ze idac
po kolei od liczby 1 do liczby n2, odpowiednie pola tworzg $ciezke na szachownicy. Niech Bartek zapyta
o wszystkie pola w srodkowej kolumnie (jest ich 2n + 1). Niech m bedzie najmniejsza wartoscia, jaka tam
znajdzie. Odpowiada ona pierwszemu momentowi, gdy Sciezka wejdzie na srodkowa kolumne.

Jesli Bartek znalazt liczbe 1, to nie musimy robié¢ nic wiecej, wiec przyjmijmy ze to sie nie stato. Niech
sprawdzi jedno pole na lewo od komorki zawierajacej m. Jedli to pole zawiera liczbe mniejsza niz m,
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to Sciezka przyszta do m z lewej potowy planszy, i nie przecieta srodkowej kolumny planszy w zadnym
z wezesniejszych momentéw. Tak wiec rowniez pole zawierajace liczbe 1 musi znajdowaé sie na lewej
potowie planszy.

Podobnie, jesli pole na lewo od m zawiera liczbe wicksza niz m, to 1 musi znajdowaé sie na prawej
potowie planszy. W ten sposob Bartek wykorzystatl 2n + 2 zapytan, i moze ograniczy¢ sie do potowy
planszy. W podobny sposob, pytajac o odpowiednia potowe srodkowego rzedu i jedno dodatkowe pole,
moze ograniczy¢ sie do kwadratu n x n wykorzystujac jeszcze n + 1 ruchow, a wiec 3n + 3 ruchy tacznie.
W tymze kwadracie, z zalozenia indukcyjnego, bedzie w stanie zlokalizowac jedynke w 3n krokach, zatem
lacznie wykona 3n + 3 + 3n = 3(2n + 1) zapytar, co konczy dowod.

16. Dana jest funkcja f : Z, — Z,, gdzie Z, oznacza zbior liczb catkowitych dodatnich, spelniajaca
nastepujgce warunki dla dowolnych x,y, k € Z:

o f(z) < 3u;
o 2|z t+y <= 2%| f(x)+ fy).

Udowodni¢, ze dla kazdej dodatniej liczby catkowitej a istnieje dokladnie jedna taka dodatnia liczba
catkowita x, ze f(x) = 3a.

Rozwigzanie:

Oznaczmy przez vo(n) najwicksza taka nieujemna liczbe catkowita k, ze 2% | n. Drugi warunek z tresci
zadania orzeka, ze dla dowolnych x,y € Z, mamy vo(z + y) = vo(f(2) + f(y))-

Zaczniemy od wykazania roznowartosciowosci f. Przypusémy przeciwnie, ze dla pewnych dodatnich
liczb catkowitych x # y mamy f(x) = f(y). Wowczas istnieje taka dodatnia liczba catkowita n, ze
va(x + n) # va(y +n) (taka liczba jest na przyktad n = 2¢ — max(z,y) gdzie £ jest tak duza liczba, ze
2¢ > max(z,y)) i wowczas

va( +n) = va(f(x) + f(n)) = va(f(y) + (1)) = valy + 1),

sprzecznosé. Wobec tego wystarczy wykazaé, ze dla dowolnego a istnieje taki argument x, ze f(x) = 3a.
Poczynimy kilka pomocnych spostrzezen.

Spostrzezenie 1. vy(f(x)) = vo(x) dla wszystkich x.
Dowdd. Biorac x = y w drugim warunku dostajemy wvg(x) = v2(22) — 1 = v2(2f(x)) — 1 = ve(f(z)). O
Spostrzezenie 2. Jesli x +y = 2%, to albo f(x) + f(y) = 2%, albo f(z) =3z i f(y) = 3y.

Dowdd. Skoro vy(z + y) = va(f(z) + f(y)), to f(z) + f(y) = n - 2F dla pewnej liczby nieparzystej n.
Wobec tego, ze f(r) < 3z i f(y) < 3y, mamy f(x) + f(y) < 3-2% wiec n =1 lub n = 3. W pierwszym
przypadku dostajemy f(x) + f(y) = 2F, w drugim musi by¢ f(z) = 3z i f(y) = 3y, inaczej nieréwnosé
f(x) + f(y) < 3- 2% bytaby ostra. O

Spostrzezenie 3. f wyznacza dobrze okreslong funkcje modulo 2%, to znaczy jesli x = y (mod 2%), to

f(x) = f(y) (mod 2°).

Dowdd. Wezmy z taki, ze x+2z = y+2z =0 (mod 2%). Wowczas f(z)+ f(2) = f(y)+ f(2) =0 (mod 2%),
wiec f(z) = f(y) = —f(2) (mod 2%). O

Spostrzezenie 4. f wyznacza bijekcje modulo 2F.
Dowdd. Przypusémy, ze x i y sa takie, ze f(x) = f(y) (mod 2¥). Wezmy 2 taki, ze 2 + 2 = 0 (mod 2%),
wowezas 0 =2 + 2z = f(z) + f(2) = f(y) + f(2) =y + 2z (mod 2), co daje z =y (mod 2%). O
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Mozemy teraz przystapi¢ do dalszej czesci rozwigzania. Ustalmy dowolng dodatnig liczbe catkowita a.
Niech k bedzie takim wykladnikiem, ze 2¥~1 < 3a < 2*. Na mocy spostrzezenia istnieje taka liczba
x < 2k 7e f(x) = 3a (mod 2F) (nieréwnosé jest ostra dzigki spostrzezeniu (1))). Wykazemy, ze f(z) = 3a.
Przypusémy przeciwnie, wowczas skoro f(z) > 01 f(z) rézni si¢ od swojej reszty modulo 2%, to f(z) > 2%,
Woéwezas réowniez f(x) + f(2% —x) > 2%, wiec na mocy spostrzezenia zachodzi réwnos¢ f(x) = 3x.
Otrzymujemy wiec 3x = 3a (mod 2%), czyli x = a (mod 2¥). Ale skoro z,a < 2%, to x = a, wigc jednak
f(z) = 3z = 3a.

17. Dana jest liczba caltkowita n > 2 oraz liczby z1,...,z, € [1,2]. Udowodni¢ nier6wnos¢

n

n
D fai = @] < %sz
=1

i=1
przy standardowej konwencji x1 = x,,.1 oraz rozstrzygnac, kiedy w tej nieréwnosci zachodzi réwnosc.

Rozwigzanie:
Udowodnimy, ze jesli z,y € [1,2], to |z —y| < 3(z + y). Bez straty ogolnosci mozemy zalozy¢, ze
r < y. Nier6wnos¢ pomocnicza jest rownowazna nieréwnosciom:

1
y—1x < g(x +y)
2 o 4
J3Yx 57,
3Y 53
a ta ostatnia jest prawdziwa, bowiem
2 2 4 4
—y< --2==-< -z

3 3 3 3

Zauwazmy przy tym, ze réwno$é zachodzi wtedy i tylko wtedy, gdy jedna z liczb z,y jest rowna 1, a
druga 2.

Zapisujac nier6wnos¢ pomocnicza dla par (z,y) = (x;, 41), gdzie : = 1,2, ..., n i sumujac otrzymane
nieréwnoéci dostajemy teze. Rownosé zachodzi wtedy i tylko wtedy, gdy dla kazdego i = 1,2, ..., n mamy
rownoscé zbiorow {x;, x;11} = {1,2}. Gdy n jest parzyste, to otrzymujemy dwie n-tki realizujace rownosé:
(1,22, ..., x,) = (1,2,...,1,2),(2,1,...,2,1). Jesli za§ n jest nieparzyste, to nier6wnos¢ zawsze jest
ostra — warunki rownosci wymuszaja jednoczesnie x; = z,, i {zy, 2, } = {1, 2}.

18. Niech [ bedzie $rodkiem okregu wpisanego w trojkat ABC, za$ punkty M i N odpowiednio
srodkami tukow ABC' i BAC okregu opisanego na trojkacie ABC. Wykazac, ze M, I, N sa wspotliniowe
wtedy i tylko wtedy, gdy AC + BC = 3AB.

Rozwigzanie:
Niech K i L beda $rodkami odpowiednio tuku AB niezawierajacego punktu C' i tuku BC' niezawie-
rajacego punktu A. Zauwazmy, ze

1 1 1 1
INCB = 90° — §<IBNC =90° — §<IBA(J = §<I(JBA + §%EA(JB.
Wobec tego
INMK = NCK = INCB — YKCB = %%ECBA v %41403 _ %MCB _ %wBA _ YIBA.

Analogicznie dowodzimy, ze $KNM = <BAI. Zatem AKMN ~ AIBA na mocy cechy podobienstwa,
kat-kat. Zauwazmy tez, ze

S(NM,KC)=<4MNC +INCK = $MAC + %40314 = 90°,
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wiec MN 1 KI. Warunek wspoétliniowosci punktow M, I, N jest zatem réwnowazny temu, ze K1 jest
wysokoscia trojkata KM N. To jest réwnowazne rownosci

r IK
AB~ MN’
gdzie r jest dlugoscia promienia okregu wpisanego w trojkat ABC. Czworokat KILM jest réwnoleglo-
bokiem, bo KI L MN L LM, czyli KI | LM oraz $LMK = 90° + SNMK = 90° + 1 4BAC i
SILM = SACM = 90° — L SCMA = 90° — 1 SCBA, skad LMK + SILM = 180°, wiec KM || IL.
W takim razie IK = LM, wiec

(©)

IK LM 1 r
MN ~aN - A = 5

gdzie D jest rzutem punktu I na BC'. Stad réownosé (©) jest rownowazna réwnosci AB = DC'. Poniewaz
DC = L(AC + BC — AB), wigc rownos¢ AB = DC' jest rownowazna réwnosci 3AB = AC + BC, co
konczy dowdd.

19. Zawodnika A turnieju nazwiemy A-mistrzem, jesli dla kazdego zawodnika C, ktéry wygrat z A
istnieje co najmniej A\ réznych zawodnikow B takich, ze A wygral z B, a B wygral z C'. Wykaza¢, ze jesli
kazdy zawodnik jest A-mistrzem w n-osobowym turnieju, to n > 4\ — 1.

Uwaga: Turniej to zawody, w ktorych kazdy gra z kazdym doktadnie raz. Kazdy pojedynek koriczy
sie zwyciestwem jednego z graczy.

Rozwigzanie:

Trojelementowy zbioér zawodnikéw turnieju nazwiemy trdjkg remisowq jesli mozna ich oznaczy¢ przez
A, B, C' w taki sposob, ze A wygral z B, B wygrat z C oraz C wygral z A.

Przypusémy, ze w pewnym turnieju n-osobowym kazdy jest A\-mistrzem i oznaczmy przez t laczna
liczbe wszystkich trojek remisowych w tym turnieju. Skoro kazdy mecz jest zawarty w co najmniej A
roznych trojkach remisowych, a wszystkich meczéw jest (g), to

6t

n
x> A("), eyl A< —2
123(;). i A<

Pozostaje oszacowaé liczbe trojek remisowych w turnieju. Policzymy dwoma sposobami liczbe uporzad-
kowanych trojek réznych zawodnikow (A, B, C') o tej wlasnosci, ze A wygral z B oraz B wygral z C.
7 jednej strony kazda trojka remisowa odpowiada trzem takim trojkom, a kazda trojka nieremisowa —
jednej, co oznacza, ze taczna liczba rozwazanych trojek jest rowna

()=
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7, drugiej strony dla kazdego zawodnika B, ktory wygratl doktadnie £ meczéow jest £ mozliwych wyboréw

C oraz n — 1 — k mozliwych wyboréw A, co daje k(n — 1 — k) < (3(n — 1))2 trojek. Wobec tego

n n(n —1)2 . (n—1)n(n+1)
< — < .
(3> + 2t < 1 , czyli t< o

Ostatecznie mamy wiec
6t n+1
A < <

Snn-1) 4

czylin > 4\ — 1, co bylo do udowodnienia.

20. Dana jest taka liczba pierwsza p, ze 8 | p + 1. Wykazaé, ze

i VQHCJ 2P+ 3p+ T
k=1 p 6 .

Rozwigzanie:
Zauwazmy, ze

k:2+kmodp:k:2+k—pL

2[5

_ P+ DEr+1)  plp+1)  p20+3p+7)

k2+kJ

W zwiazku z tym wystarczy udowodnié, ze

p

Z(k2+kmodp):§p: k24 k) —
k=1

k=1

6 2 6
p(p—1)
=—". 2
. )
Oznaczmy teraz przez K wszystkie reszty kwadratowe modulo p w zbiorze {1,2,...,p— 1} czyli takie

reszty r dla ktorych istnieje pewna niezerowa reszta a, ze r = a*> (mod p). Wiadomo, ze kazda niezerowa
reszta kwadratowa jest kwadratem doktadnie dwoch réznych reszt: a oraz p — a. Nie moze byé wiecej
takich reszt, bo jesli > = a® (mod p) top | V> —a?> = (b—a)(b+a) czylib=alubb=p—a (aibto
reszty modulo p).
Zauwazmy teraz, ze
2 2 p+1 p+1

gdzie R(r) = jesli r > p/4 oraz R(r) =r + p jesli r < p/4. Ponadto k* + k + 2 = (k + ’il)Z.

1\’ 1\’ 1\’ 1\?
(1+]%) modp,(Q—i—I%) modp,(?)—l—]%) modp,...,(p+]%> mod p

jest permutacja ciagu
0? mod p, 1> mod p,2* mod p, ..., (p — 1)* mod p

Wynika stad, ze

—_

p

> (K + kmod p) = (R(k mod p) — 7%1) =R(0)+2> R(r)— pptl) (4)

bS]

=
Il
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Dwojka przed sumag w ostatnim wyrazeniu bierze sie z tego, ze kazda niezerowa reszta kwadratowa jest
kwadratem doktadnie dwoch reszt. Oczywiscie R(0) = p. Ponadto widzimy, ze

D R(r) =) r+p-|KN(0,p/4). (5)

rek rek
Wstawiajac to do dostajemy
p
+1
Z(l{:2—|—l{:modp):p+22r+2p-|Kﬂ(0,p/4)|—z%. (6)
k=1 reK

Zatem do rozwiazania zadania potrzebujemy wyznaczy¢ tylko sume wszystkich elementéow w K oraz
licznos¢ zbioru KN (0,p/4).

Poniewaz p jest postaci 8k + 7, to 2 € K oraz dla dowolnego 0 < r < p doktadnie jedna z reszt r,p —1r
nalezy do K. Ta druga wlasnos¢ wynika stad, ze niezerowych reszt kwadratowych jest doktadnie (p—1)/2
oraz w kazdej parze r,p — r co najwyzej jedna z nich jest reszta kwadratowa, gdyz w przeciwnym razie,
dla pewnych niezerowych reszt z,y zachodzitoby p | 22 + y?, co moze zachodzié¢ tylko dla p =1 (mod 4).

Skoro 2 € K, to mnozenie przez 2 modulo p jest permutacja K. Zauwazmy, ze po przemnozeniu
przez 2 zbior (KN (0,p/4)) U (KN (p/2,3p/4)) przejdzie na zbior KN (0, p/2), przy czym jest to bijekcja
miedzy tymi zbiorami. Istotnie, reszty z przedziatu (0, p/4) przechodza bijektywnie przy mnozeniu przez 2
na parzyste reszty z przedziatu (0,p/2). Z kolei reszty z przedziatu (p/2,3p/4) przechodza bijektywnie
przy mnozeniu przez 2 na nieparzyste reszty z przedziatu (0,p/2). Stad wynika réwnolicznosé zbiorow
(KN (0,p/4)) U (KN (p/2,3p/4)) oraz KN (0,p/2), a wiec w szczegdlnosci

KN (p/4,p/2)] = KN (p/2,3p/4)]. (7)

Teraz zauwazamy, ze zbior reszt z przedziatu (p/4, 3p/4) czyli {(p+1)/4, ..., (3p—1)/4} mozna podzieli¢
na (p + 1)/4 rozlacznych par postaci {r,p — r}. Poniewaz w kazdej takiej parze doktadnie jedna liczba
nalezy do K, to

KN (p/4,3p/4)] = (p+1)/4. (8)
Laczac i otrzymujemy
KN (p/4,p/2)] = (p+1)/8. (9)
Stad
KN (0,p/4)] = [KN(0,p/2)] = (p+1)/8. (10)

Oznaczmy teraz L. = KN (0,p/2). Zauwazmy, ze 21L, czyli zbiér elementéw z I przemnozonych przez 2,
to po prostu zbioér wszystkich parzystych reszt kwadratowych. Zauwazmy ponadto ze kazda para postaci
{r,p—r} dla 0 < r < p ma dokladnie jeden element z przedziatu (0, p/2) oraz doktadnie jeden element
parzysty. Skoro kazda taka para zawiera dodatkowo dokladnie jeden element z K to mozemy zapisacé

Zr— Zr+ Z

reK  re(0p/2)  re(0,p/2)
rek rgK
= E (2r —p) + (p—r)
re(0,p/2) re(0,p/2)
rekK
pp—1) p*-1
-9 —p|L — . 11
;EL r — p|L| + 5 3 (11)

27



Podobnie mozemy rozwazaé tylko reszty parzyste i zbior 2L, zapisujac

Zr:Zr+Z(p—r)

rekK 2|r 2|r
rek rgK
=> @r=p)+> (p—7)
2|r 2|r
rek
pp—1) p*—1
=2 — p|2LL — . 12
Sl P (12)

Oczywiscie

ZrzZZr. (13)

re2l rell

Przenoszac wyrazy na druga strone w i oraz korzystajac z rownosci |L| = |2L| dostajemy

plp—1 P -1 pP—1
Srapl - o Pl gy Pl (14)

rekK rell rel

Skoro ostatnie wyrazenie w powyzszej rownosci jest dwukrotnoscia srodkowego, to wszystkie musza by¢
rowne zero. W szczegolnosci

S rplL| = plp—1) (15)

2
reK
oraz v 1) (b 1)
PP — pp+
Sorpe KN (0,p) = B TP (16)
rek
Wstawiajac to do @ otrzymujemy
P
1 +1 —1
S (2 + k mod p) :p_p(pz ) p(p—1) _p(p4 ) _ p(p2 )’ (17)
k=1

co jak wskazano wczesniej jest rownowazne tezie. To koriczy dowod.

21. Centralng Magistrala Kolejowa jezdzi n > 2 pociggoéw, z ktorych kazdy kursuje miedzy pewnymi
dwoma miastami. Wszystkie pociggi zatrzymuja sie na stacji Opoczno. Udowodni¢, ze dla pewnych dwodch
pociagéw, dhugosé czesci wspolnej tras, na ktorych kursuja obydwa pociagi, wynosi co najmniej Z—:f
dtugodci trasy jednego z tych pociagow.

Rozwigzanie:

WprowadZmy o§ liczbowa na prostej z zadania (tj. Centralnej Magistrali Kolejowej). Oznaczmy od-
cinki tras pociagow jako Iy, I, ..., I, i niech i-ty odcinek ma korice w punktach a; oraz b;, przy czym
a; < b;. Mozemy zatozyé¢, ze odcinki zostaly ponumerowane w taki sposéb, aby a; < as < ... < ay,.
Zauwazmy, ze jesli istniejg takie indeksy ¢ < j, ze b; > b;, to odcinek I; jest zawarty w odcinku /;, a stad
para odcinkow (I, I;) speinia warunki zadania.

Zatozmy teraz, ze by < by < ... < b,. Ponadto a,, < by, poniewaz wszystkie rozwazane odcinki maja
punkt wspoélny. Rozwazmy zbior réznic

R={am—a;|i=12....n—1YU{b1—bi|i=12 ... ,n—1}
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Niech r € R bedzie minimalng liczbg w zbiorze R. Bez straty ogélnosci przyjmijmy, ze r = a1 — ax dla
pewnego k € {1,2,...,n—1}. Pokazemy, ze para odcinkéw (I, I}1) spelnia warunki zadania. Zauwazmy,
ze dtugosé odcinka [ N I, jest rowna co najmniej

k—1 n—1
b — apy1 = Z(biJrl —b;) + (by — a,) + Z (aiy1 — ai)
i=1 i=k+1

>(k—1)r+0b—a,)+(n—1—=k)r>=(n-2)r
Ponadto dlugosé odcinka I \ Iy jest rowna agyq — a = r, wiec |Ix| = (n — 1)r. Zatem

|]kﬂfk+1|: _|Ik\lk+1|>1_ T :n—2
| Tk L (n—1)r n-—1’

co nalezalo dowiescé.

22. Karol znalazt na strychu zepsuty kalkulator, w ktorym dziata tylko jeden przycisk (ale za to jaki!).
Jesli na wyswietlaczu znajduje sie liczba x bedaca sze$cianem liczby catkowitej, to przycisk zamienia ja
na /x. W przeciwnym razie za$ przycisk zamienia wySwietlang liczbe x na 2z + 1. Kalkulator ma tez
pewna ograniczona ilos¢ pamieci, przez co nie moze wyswietla¢ zbyt duzych liczb (proba wyswietlenia
takowej konczy sie jego zawieszeniem). Poczatkowo na ekranie widnieje pewna liczba catkowita A > 1.
Udowodni¢, ze po pewnej skonczonej liczbie naciénie¢ przycisku kalkulator zawiesi sie.

Rozwigzanie:

Dla dodatniej liczby calkowitej = przez vy (x) oznaczamy najwieksza liczbe naturalna n, dla ktorej 2"
dzieli liczbe x.

Niech (a,)5, bedzie ciagiem kolejnych liczb wyswietlanych na kalkulatorze, tj. ap = A, adlan > 1
wyraz a, jest liczba powstala po naci$nieciu przycisku kalkulatora, gdy na ekranie wyswietlata sie liczba
ap—1. Definiujemy ciag (b,)5%, wzorem b,, = vq(a, + 1). Pokazemy, ze ciag (b,) jest niemalejacy. Ustalmy
liczbe catkowita n > 1. Jesli a,_1 nie jest szeScianem liczby naturalnej, to

bn = Ug(an + 1) = U2(2an_1 + 2) =1 + ’Ug(an_l + 1) =1 + bn—l
Jesli a,_1 = k? dla pewnej liczby calkowitej &, to
bn—l = Ug(an_l + ].) = ’Ug(k’3 + ].) = UQ((]{} + 1)(l€2 —k + 1)) = Ug(k? + 1) + UQ(kQ —k + ].) = bn,

gdzie skorzystaliémy z tego, ze liczba k* — k + 1 jest nieparzysta dla kazdego k.

Przypusémy, ze ciag (a,) jest ograniczony. Wtedy ciag (b,) z definicji rowniez musiatby by¢ ogra-
niczony. 7Z powyzszego rozumowania wynika, ze dla dostatecznie duzych wartosci n musi zachodzi¢
an = Yan—1, gdyz operacja a, 1 — 2a,-1 + 1 powoduje wzrost ciagu b, o 1. Gdyby ré6wnos¢ a, = ¥a, 1
zachodzita dla wszystkich dostatecznie duzych liczb n, to od pewnego miejsca musiatoby zachodzi¢ a,, = 1,
co jest sprzeczne z tym, ze a, > 1 dla kazdego n.

Uwaga. Podobne rozumowanie mozna przeprowadzi¢ wprowadzajac ciag (c,), gdzie ¢, jest najwiek-
szym dzielnikiem nieparzystym liczby a,, + 1. Jesli a,, = 2a,-1 + 1, to ¢, = ¢, 1, gdy zas a, = Ya, 1, to
¢n < ¢n_1. To dowodzi, ze zaczynajac od dowolnej liczby catkowitej A > 1, w ciagu (a,) wystapi tylko
skoriczenie wiele szescianéw liczb naturalnych.

23. Jednowymiarowy pasikonik mieszka na tace bedacej prosta rzeczywista. W tym roku przygotowuje
sie do zawodow w skoku w dal. Dlatego n-tego dnia pasikonik wykonuje n skokéw o dlugosci kolejno
1k, 2% .. nF gdzie k jest pewna ustalong dodatnig liczbg calkowita. Kazdy skok moze byé wykonany
w lewo lub w prawo. Pasikonik zaczyna kazdy trening w swoim domu znajdujacym sie w punkcie 0.
Udowodni¢, ze dla kazdego wyboru k istnieje taka liczba M > 0 niezalezna od n, ze kazdego dnia
pasikonik moze zakoriczy¢ swoj trening w odleglosci najwyzej M od domu.
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Rozwigzanie:
Zadanie sprowadza si¢ do tego, by dla danego k& > 0 znalez¢ takie M > 0, ze dla dowolnego n > 0
istnieje ciag €1,€9,...,6, € {—1,1} spelniajacy nieréwnosé

|51-1k+€2~2k+...+5n~nk‘<M. (Q)

Ustalmy liczbe calkowita k > 0. Zauwazmy, ze (x + 1) — 2% jest wielomianem stopnia k — 1. Dlatego
istnieje taka stata catkowita C' > 100, ze dla dowolnego = > C' zachodzi

(x—1DF > (z+ 1)F -2k (M)

Udowodnimy, ze stala M = (C + 1)* spelnia warunki zadania.
Wystarczy dowodzi¢ tezy dla n > 3. Ustalmy liczbe catkowita n > 3. Udowodnimy, ze liczby

£1,E9,...,&, zdefiniowane wzorami €, =l oraz dlai=1,2,...,n—1
. 1 jeslie,ipi-n—i+ 1D +ejpo-n—i+2) +...+e,-nF<0
" —1 jeSlie, 1 n—i+1)*+e, - (n—i+2)+...+¢,-nF>0.

speliaja nieréwnosé (V) dla wyzej dobranej stalej M.
Niech ¢ > 2 bedzie najmniejszym indeksem, dla ktorego ¢, # e; (taki indeks istnieje, bo ciag

£1,E2,...,E, nie jest staly). Z okreslenia liczb €1, e, ..., &, wynika, ze liczby Z;L:Z gijhdlai=1,2,...,t
n
j=t+1

> e

j=t—1

maja taki sam znak (ujemny lub nieujemny), liczba ) g;j* jest znaku przeciwnego, a ponadto

n n
-k -k
Z €4 Z €j)
j=t j=1

Liczby 377, gij* i > i1 £;j* sa tego samego znaku i réznia si¢ o 1¥ +2F + ...+ (¢t — 1)*, wiec wartosé

th > > >

bezwzgledna ktorejs z nich jest rowna co najmniej 1%+ 2%+ ...+ (¢ —1)*. Stad i z poprzedniej nieréwnosci
wynika, ze
A L (e L

W szczegolnosci t* — (t — 1)k > (t — 2)*. Liczba t — 1 nie spelnia zatem nieréwnosci (#), wiec t — 1 < C
i t* < (C+1)F = M. Stad wynika, ze ‘Z?:l ejjk‘ < M i dowdd jest zakonczony.

24. Dany jest trojkat ABC oraz punkty D, E, F' lezace odpowiednio na odcinkach BC, C'A, AB.
Zatozmy, ze w czworokaty AEDF, BFED, C DFE mozna wpisa¢ okregi. Udowodnié, ze okrag wpisany
w trojkat ABC ma dwa razy wiekszy promieni niz okrag wpisany w trojkat DEF.

Rozwigzanie:

Sposdb 1. Niech D'E'F' bedzie trojkatem, dla ktorego DEF jest trojkatem srodkowym. Oczywiscie
D'E'F’" ma dwa razy dtuzszy promien okregu wpisanego niz DEF'. Udowodnimy, ze trojkaty D'E’'F’ oraz
ABC maja wspoélny okrag wpisany, co zakonczy dowdd.

Poniewaz w czworokat AFEDF mozna wpisaé¢ okrag, wiec AE + DF = AF + DE, wiec AE+ D'E =
AF + D'F. Stad istnieje okrag styczny do potprostych AE, AF, D'E, D'F, oznaczmy go przez w,. Ana-
logicznie definiujemy okregi wy, we.
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Zalozmy nie wprost, ze te okregi sa rozne. Poniewaz E'F’ oraz BC' sa wspolnymi stycznymi zewnetrz-
nymi okregéw wy, i w,, to ich przeciecie (punkt D) jest srodkiem jednoktadnosci o skali dodatniej prze-
prowadzajacej jeden okrag na drugi. Analogicznie F i F' sa srodkami jednoktadnosci przeprowadzajacej
odpowiednio w, na w, oraz w, na wy,. Z twierdzenia Monge’a wynika, ze punkty D, E, F sa wspotli-
niowe. Jednak jest to sprzecznos¢ z zatozeniem, ze te punkty lezg na bokach trojkata ABC'. Otrzymana
sprzecznos¢ konczy dowdod.

Sposdb 2. Oznaczmy okregi wpisane w wielokaty ABC, DEF, AEDF, BDEF, CEFD odpowiednio
przez ), w,wa, wp, we. Oznaczmy srodek jednoktadnodci o skali dodatniej przeprowadzajacej w na €2 przez
X. Zauwazmy, ze $rodkiem jednoktadnosci o skali dodatniej przeprowadzajacej {2 na wy jest A, a sSrodkiem
jednoktadnosci o skali dodatniej przeprowadzajacej wa na w jest D. 7Z twierdzenia Monge’a wynika, ze
punkty A, D, X sa wspoétliniowe. Analogicznie dowodzimy, ze X lezy na BE oraz na C'F.

Niech D', E’, F’ beda obrazami punktéow D, E, F' w jednokladnosci o skali dodatniej przeprowadza-
jacej w na (2. Nalezy wykazaé, ze skala tej jednoktadnosci jest rowna 2.

Proste D'E’, E'F’ i F'D’ sg styczne do €2, wiec z twierdzenia Ponceleta wynika, ze A, B,C, D', E', F’
leza na jednej stozkowej. Do dokoriczenia rozwiazania wystarczy udowodni¢ nastepujacy lemat:
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Lemat. Dany jest trajkgt ABC. Czewiany AD, BE,CF przecinajq sie w punkcie X. Rozwazamy para-
metr A > 0. Punkty Dy, Ex, F\ lezg na potprostych XD, X E, XF', przy czym

XDy XE, XF)\ _

XD XE XF 7

Wowczas A, B,C, Dy, Ex, F\ lezg na jednej stozkowej wtedy i tylko wtedy, gdy A\ = 2.

Dowadd lematu. Stosujac stosowne przeksztalcenie afiniczne mozemy zalozy¢ bez straty ogélnosci, ze X
jest ortocentrum trojkata ABC. Korzystajac z faktu, ze odbicia ortocentrum tréjkata leza na okregu
opisanym widzimy, ze punkty A, B,C, Dy, Es, F, leza na stozkowej. Niech Y, bedzie przecieciem AB
i DyE\, a Z, — punktem przeciecia AC' i D,F\. Z twierdzenia Pascala dla szesciokata ABFE;DyFyC
wynika, ze punkty Y3, X, Z5 sg wspolliniowe. Jesli A > 2, to punkty Y, i Z) leza po tej samej stronie
prostej YoZ5 co punkt D i w szczegélnosci punkty Yy, H, Z, nie leza na jednej prostej. Z twierdzenia
Pascala wynika wiec, ze szesciokat ABFE)\D,F,C' nie jest wpisany w stozkowa. Analogiczna sprzecznosé
otrzymujemy dla A < 2 z ta réznica, ze punkty Y) i Z, leza po drugiej stronie prostej Y5 Z5. Dow6d lematu
zostal zakoriczony.

EA

O

25. Rozstrzygnad, czy istnieje taki ciag dodatnich liczb catkowitych aq,as,..., ze kazda dodatnia
liczba catkowita wystepuje w nim doktadnie raz oraz dla kazdego n > 1 liczba a,, + a, 1 jest kwadratem
liczby caltkowite;j.

Rozwigzanie:
Podamy konstrukcje ciagu o zadanej wtasnosci. Przyjmijmy, ze a; = 1.
Przypusémy, ze dla pewnej liczby n > 1 wyrazy ai, ao, ..., a, zostaly juz wybrane, a najmniejsza

dodatnia liczbg caltkowita niewystepujaca posrod nich jest k. Niech M > max{3,k,ay,...,a,} bedzie
taka liczba catkowita, ze 2M + 1 + a,, + k jest kwadratem liczby calkowitej (mozna przyja¢ na przyklad
M = 1(9a, + 9%k + 8)(a, + k + 1)). Ustalajac

Any1 = M? — Qp, Api2 = (M + 1)2 — Qpy1 = 2M + 1+ Qp, Ap43 = k?

nietrudno przekonac sie, ze a,1 # Apio Oraz api1 > M, a,1o > M, co oznacza, ze liczby a,1 oraz a, o
nie pojawily sie wczesniej w ciggu. Ponadto kazda z liczb a,, + ani1, Gni1 + apio 04z apio + anyz jest
kwadratem liczby catkowite;j.
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W opisany wyzej sposéb wydtuzajac ciag o trzy wyrazy, uzupetiliSmy go o najmniejsza niewystepu-
jaca w nim liczbe. Powtarzajac to rozumowanie, uzyskujemy nieskoriczony roznowartosciowy ciag (ay,)
o tej wlasnoéci, ze kazda dodatnia liczba catkowita k£ znajduje sie posrod poczatkowych 3k — 2 wyrazow
tego ciggu.

26. Wykazac, ze dla dowolnych liczb a,b, ¢ € [0, 1] zachodzi nier6wnos¢

b
IS

a
+
\/bc—i—% \/ca—i—% \/ab—i—%

Rozwigzanie:
Sposdb 1. Szacujemy wszystkie mianowniki przez 4/abc + % i otrzymujemy

b n c <a—|—b—|—c

a
+ S :
\/bc+% \/ca—l—% \/ab+% \/abc—l—%

Wystarczy przeto udowodnié, ze

a+b+c<2vV2abe+ 1.

Roéwnowaznie:
Z(GZ + 2ab) < 8abe + 4.

cyc

Zauwazmy, ze

8abc + 4 — Z(a2 + 2ab) = H(l —a)+ Z (a(1=0)(1—c)+ (1 —ab)(1 —c¢) +a(l —a))+ 3abc > 0,

cyc cyc cyc

poniewaz 0 < a,b,c < 1. Dowo6d zostal zakoniczony.
Sposdb 2. Wykorzystamy nastepujacy fakt: Jesli f(z): [a,b] — R jest funkcja wypukta, to dla = € [a, D]
mamy f(z) < max{f(a), f(8)}.

Zauwazmy, ze funkcja
c

fla) = L b +
\/m \/ca—k% \/ab—l—%

jest wypukta. Istotnie, jesli przyjmiemy

p

9(x) = ——,
\/qx%—%
to I
3V2
") = P4 _ >0,
(2zq+1)2

wiec g(x) jest funkcja wypukla. To zas oznacza, ze drugi i trzeci skladnik wyrazenia f(a) jest funkcja
wypukla, zas pierwszy funkcja liniowa — ich suma jest wiec funkcja wypukta. Stosujac przytoczony na
poczatku fakt widzimy, ze lewa strona nieréwnosci osiagga najwicksza wartos¢ w jednym z przypadkow
a = 0 lub a = 1. Rozumujac analogicznie dla b i ¢ otrzymujemy, ze maksymalna wartos¢ lewej strony
danej nieréwnosci jest osiagana, gdy kazda z liczb a, b, ¢ bedzie réwna 0 lub 1. Ze wzgledu na symetrie
wystarczy rozwazy¢ trojki (0,0,0), (1,0,0), (1,1,0), (1,1,1). Pozostaje zauwazy¢, ze najwieksza wartosé
2v/2 otrzymamy dla trojki (1,1,0).
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27. Czworokat ABC'D jest wpisany w okrag o §rodku w punkcie O. Proste AD i BC przecinaja sie
w punkcie E, a proste AC' i BD przecinaja sie w punkcie F. Okrag w jest styczny do prostych AC' i
BD. Odcinek PQ jest srednica okregu w. Udowodni¢, ze jesli punkt F' jest ortocentrum trojkata EPQ,
to érodek okregu w lezy na prostej OF.

Rozwigzanie:
W rozwiazaniu wszystkie bieguny i biegunowe rozwazane beda wzgledem okregu opisanego na czwo-
rokacie ABCD.
Niech S bedzie srodkiem w i niech proste AB i C'D przecinaja sie w punkcie G'. Powszechnie wiadomo,
ze F'G jest biegunowg punktu E, wiec FG L OFE. Wystarczy udowodnié¢, ze SE 1 FG.

Niech p bedzie prosta styczng do w w punkcie P. Oznaczmy przez U, V', ()’ punkty przeciecia prostych
FA, FB, FQ z prosta p. Zauwazmy, ze jednoktadnos¢ o srodku F' i skali —% przeksztalca okrag w na
okrag dopisany do boku F'V trojkata FUV, a ponadto okrag w jest dopisany do boku FU tego trojkata.
Odcinki UQ' i V P sa rowne polowie obwodu trojkata FUV. W szczegolnosci srodek odcinka UV pokrywa
sie ze $rodkiem odcinka P@Q)’. Oznaczmy go przez M.

Zauwazmy, ze boki trojkata PE(Q) sa prostopadte do odpowiednich bokéw trojkata Q' FP. W szczegol-
nodci trojkaty te sa podobne, a srodkowa ES trojkata PEQ jest prostopadla do §rodkowej F'M trojkata
Q'FP. Do wykazania tezy pozostaje wspoltliniowosé punktow F, G, M.

Pek prostych FV,FU, FM,FE jest harmoniczny, bo M jest §rodkiem odcinka UV i FE | UV.
7 drugiej strony, pek prostych FV, FU, FG, FE jest harmoniczny, bo F'E jest biegunowa punktu G. Stad
proste F'M i F'G sie pokrywaja, co konczy dowod.

28. W pewnym kraju jest n miast oraz pewna liczba dwukierunkowych drég, z ktorych kazda taczy
pewne dwa miasta. Fifonz zauwazyl, ze dla dowolnego podziatu kraju na dwie czesci, liczba drég pomiedzy
dwiema czesciami jest rowna co najwyzej kn (gdzie k jest ustalona dodatnia liczba catkowita). Udowodnié,
ze istnieje zbior zlozony z przynajmniej ;- miast, z ktorych zadne dwa nie sa polaczone droga.

Rozwigzanie:

Niech G = (V, E) bedzie grafem przedstawionym w tresci zadania, tj. wierzchotkami grafu G sa
miasta (zbior V'), a krawedzie (zbiér F) odpowiadaja drogom miedzy miastami. Przez zbidr niezalezny
bedziemy rozumieli taki podzbiér wierzchotkéw grafu, z ktorych zadne dwa nie sa potaczone krawedzia.

Niech I; bedzie dowolnym maksymalnym zbiorem niezaleznym w grafie G, tj. takim zbiorem niezalez-
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nym, ze dla dowolnego wierzchotka v € V'\ I zbiér I; U {v} nie jest niezalezny. Nastepnie konstruujemy
ciag podzbiorow Iy, I3, ..., o, gdzie I}, (k > 2) jest dowolnym maksymalnym zbiorem niezaleznym w
grafie G\ U, I

Przypus¢my nie wprost, ze w grafie G nie ma zbioru niezaleznego wielkosci co najmniej 5. W szczegol-
nodci oznacza to, ze |I;| < - dla j € {1,2,...,2k}. Oznaczmy A := Ujil I; oraz B :=V \ A. Pokazemy,
ze podzial wierzchotkow grafu G na zblory (A B) nie spetnia warunku z zadania. Zbiory I; sa z definicji

parami rozlaczne, wiec
n

Al < 2k - "
A < 4k 5

Stad |B| > . Rozwazmy wierzcholek b € B. Z definicji zbioréw niezaleznych I; zbiory I U {b}, Io U {b},

., Iop U {b} nie sa niezalezne, czyli dla kazdego j € {1,2,...,2k} istnieje w G krawedz postaci (b, a;),
gdzie a; € I;. Stad wierzchotek b jest polaczony z co najmniej 2k wierzchotkami ze zbioru A. Zatem liczba
krawedzi o jednym konicu w A, a drugim w B jest rowna przynajmniej

|B| - 2k > nk.

Otrzymana sprzecznosé konczy rozwiazanie zadania.

Uwaga. Przedstawimy dowod istnienia zbioru niezaleznego wielkosci %7, opierajacy si¢ na dwoch
znanych faktach. Zastepujac dowolny z nich przez inny fakt, dajacy lepsze lub gorsze odpowiednie osza-
cowanie, uzyskalibySmy inne oszacowanie na rozmiar zbioru niezaleznego.

Lemat 1. W grafie G o m krawedziach istnieje podzial wierzchotkow na dwa roztgczne zbiory A 1 B, w
ktorym krawedzi pomiedzy tymi zbiorami jest co najmniej 3

Dowaod. Przyporzadkowujemy kazdy wierzchotek z grafu G do zbioru A z prawdopodobienistwem % iz
prawdopodobiefistwem % do zbioru B. Dla dowolnej krawedzi e, niech X, bedzie zmienna losowa przyj-
mujacag wartosc¢ 1, jesli konice e po takim przyporzadkowaniu wierzchotkéow znajda sie w réznych zbiorach

i 0 w przeciwnym przypadku. Niech X =3 _. X.. Z liniowosci wartosci oczekiwanej otrzymujemy

EX=EY X.=) EX, = Z( 1+— >:%

ecE ecl ecl

W takim razie, poniewaz migdzy wylosowanymi zbiorami A i B jest srednio % krawedzi, to muszg istnie¢
zbiory A i B, pomiedzy ktorymi jest co najmniej tyle krawedzi. O

Lemat 2. W grafie G o n wierzchotkach i m krawedziach istnieje zbior niezalezny wielkosci co najmniej
71y 9dzie d = 27’” jest $rednim stopniem w grafie G.

Dowaod. Przedstawimy procedure konstruujaca pewien zbior niezalezny I. Wylosujmy permutacje wierz-
chotkéw vy, ..., v,, a nastepnie dla ¢ = 1,...,n dodajemy v; do zbioru I wtedy i tylko wtedy, gdy w I nie
ma juz zadnego sasiada v;. Zauwazmy, ze dla kazdego wierzchotka v o stopniu d,, prawdopodobienstwo, ze
w tej procedurze zostanie wybrany do zbioru [ jest réwne prawdopodobieflstwu ze w losowej permutacji
wystapi przed wszystkimi swoimi sgsiadami, a to jest rowne ——. Wtedy analogicznie jak w dowodzie

o +1
poprzedniego lematu, istnieje zbiér niezalezny wielkosci co najmniej

n? n n

v;dﬁl Swevl(do+1) 2241 d41

gdzie oszacowanie wynika z nieréwnosci miedzy $rednia arytmetyczna a srednig harmoniczng. O]
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Niech G bedzie grafem z zadania. Niech n bedzie liczba jego wierzchotkéow, a m — liczba krawedzi.
Z lematu (1| otrzymujemy, ze 3 < kn, skad d := 27’” < 4k. 7 lematu [2) wynika, ze w G istnieje zbior
niezalezny wielkosci co najmniej 5, co konczy dowod.

29. W czworokacie wypuktym ABCD przekatne AC' i BD sa réwne. Na bokach AB, BC, C'D, DA
budujemy (na zewnatrz) cztery trojkaty rownoboczne o srodkach odpowiednio Oy, Oy, O3, O4. Wykazagé,

ze proste 0103 i 0,0, sa prostopadte.

Rozwigzanie:

Niech K, L, M, N beda srodkami odpowiednio bokéw AB, BC, CD, DA. Odcinki KL i MN sg
liniami $rodkowymi w trojkatach ABC i ACD, wiec KL = MN = %AC. Odcinki LM i KN sa liniami
srodkowymi w trojkatach BC'D i ABD, wiec ML = NK = %BD. Z réwnosci AC' = BD wynika wiec, ze
czworokat K LM N jest rombem, a zatem jego przekatne KM i LN sa prostopadie. Wystarczy wykazac,
ze 0103 || KM i O304 || LN. Udowodnimy tylko pierwsza z powyzszych réwnolegtosci; dowod drugiej
jest w pelni analogiczny.

Sposdb 1. Jest to oczywiste, gdy AB || CD. W przeciwnym przypadku niech P bedzie punktem
przeciecia symetralnych AB i C'D. Wtedy obrét o srodku P przeprowadzajacy odcinek AC na odcinek
BD przeprowadza trojkat APC na trojkat BPD, w zwiazku z tym te trojkaty sa przystajace i jednakowo
zorientowane. To oznacza, ze trojkaty ABP i CDP sa podobne. W takim razie

O:K  AKV3/3  CMvV3/3  O3M
PK  PK PM  PM’

czyli 0103 || KM.
Sposcb 2. Rozwazmy nasza konfiguracje na plaszczyznie zespolonej. Niech w = #g bedzie pier-
wiastkiem trzeciego stopnia z 1. Wtedy

Or= 5 (A+B+(A—w(B - 4))

i analogicznie

032%(C+D+(C—w(D—C’))).
Zatem

3001 —03) =(A+B)—(C+D)+(A-w(B—-A) - C+w(D-0)))
=2K-M)+((A-C)(14+w)+w(B—-D)).
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Rownolegtosé 0103 || KM jest rownowazna temu, ze liczba % jest rzeczywista. Wystarczy udowodnié,
7€

(A-C)(14+w)—w(B—-D)
K—-M
Poniewaz |A — C| = |B — D|, wiec istnieje taka liczba zespolona z o module 1, ze A — C = z(B — D).
Roéwnowaznie mamy dowiesé, ze

(A-C)(14+w)—w(B—D) (B—D)(z+ 2w —w)

e R.

K—M T I1+2)(B-D)
ZQMGR.
1+ 2

Wystarczy sprawdzié, ze sprzezenie powyzszej liczby zespolonej jest rowne jej samej. Poniewaz z = 1/z
oraz w = w? = —1 — w, wiec

Z+zw—w Z+zZw—w
( I+z > 1+7
Yz (-l-w)/z+ 14w
B 1+1/z
1+ (-1-w)+ (14+w)z

z4+1
2+ zw—w

1+ 2

Y

co konczy dowodd.

30. Niech n > 1 bedzie liczbg catkowita. Janusz i Grazyna graja w gre. Najpierw Janusz wybiera n+1
podzbioréw Ay, As, ..., Apy1 zbioru {0,1,...,2" — 1} o licznosci 2"~ kazdy, po czym Grazyna wybiera
n + 1 liczb catkowitych ay, as, ..., a,y1. Nastepnie Janusz wybiera liczbe catkowita J. Jesli Grazyna jest
w stanie wskaza¢ takie 1 < i < n+ 1, ze (J — a;) mod 2" € A;, to wygrywa, a w przeciwnym razie
przegrywa. Udowodnié, ze Grazyna moze wygraé¢ niezaleznie od wyboréow Janusza.

Rozwigzanie:

Wszystkie dzialania w rozwiazaniu wykonujemy modulo 2. Niech U = {0,1,...,2" — 1} bedzie
zbiorem wszystkich reszt modulo 2". Dla podzbioru X C U oraz liczby y € U definiujemy zbior X + y
jako {(x +y) mod 2" | z € X}. W zadaniu chcemy wykaza¢, ze istnieja takie liczby aq,as, ..., a,41 € U,
ze zbiory

Al +a1,A2 + ag, ... aAn-i-l + Ap+1
pokrywaja caty zbioér reszt U.
Zaczniemy od udowodnienia pomocniczego faktu.

Lemat. Niech A,S C U bedg podzbiorami wszystkich reszt modulo 2™, przy czym |A| = 2"~ Wowczas
istnieje takie a € U, zZe |(A+a) N S| = |S5]/2.

Dowaod. Rozwazmy wszystkie mozliwe przesuniecia a € U i obliczmy wartos¢ wyrazenia
T::Z\(/H—a)ﬂlﬂ
acU

Zauwazmy, ze dowolny element x € S zostanie policzony w wyrazeniu |(A-+a)NS| dla dokladnie || = 271
roznych wartosci a. Wynika to z tego, ze dla kazdego elementu b € A istnieje unikalne r, € U takie, ze
b+ r, = x (mod 2") oraz dla wszystkich b € A odpowiadajace im 1, sa parami rézne. Zatem

T =S| -2~
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7. zasady szufladkowej Dirichleta istnieje a € U, dla ktorego

T |82t 8]
A ﬂ S > _— = —— = —7
co nalezato dowiesé. O
Wréémy do naszego zadania. Przez rekursje zdefiniujemy ciag reszt ai,as, ..., a,11 € U spekliajacy

dla dowolnego k =1,2,...,n + 1 warunek

k

U\ A+ @)

=1

< 2n—k:‘

Powyzszy warunek dla k = n + 1 daje teze zadania.
Jako a; mozna wzia¢ dowolng reszte, na przyktad 0. Niech &k > 1 i zal6zmy, ze zdefiniowalidémy juz

reszty ai, as, ..., ar_1. Oznaczmy
k—1

S=U\Ji + a).

=1

Wiemy, ze |S| < 2"~ * 1. Z lematu zastosowanego dla zbioréw A i S mozemy dobra¢ takie ay, Ze
|(Ag + ar) N S| = |5]/2. Wowcezas

k
S S _
AU+ )| =181~ [+ 5T <[] - 5= Bl o
i=1
co koriczy rekursywna definicje reszt aq, ..., a,1 1 zarazem rozwigzanie zadania.

Uwaga. Dowdd lematu mozna wyrazi¢ takze w jezyku rachunku prawdopodobieristwa. Wylosujmy

element a € U z rozktadem jednostajnym, tzn. prawdopodobienstwo wylosowania kazdej reszty jest

jednakowe i réwne 2% Dla kazdego s € S rozwazamy zmienng losowa X, zdefiniowana nastepujaco:

Xs=1,gdy s € A4a oraz X; = 0 w przeciwnym przypadku. Wowczas EX; = 1/2. Z liniowosci wartosci

oczekiwanej dostajemy
B
E|(A =E E X | = E EX, = —.
|( + CL) N S| ( s) s 2

Zatem istnieje takie ag € U, ze

[(A+ao) N S| > E|(A+a)N S| >@.

31. Wyznaczy¢ wszystkie dodatnie liczby catkowite n > 2, dla ktorych liczby
1B+1, 2242 ..., nP+n

daja parami rézne reszty z dzielenia przez n.

Rozwigzanie:
Udowodnimy, ze tylko liczby postaci n = 3% dla k calkowitego spetniaja warunki zadania. Na
poczatku rozwazmy przypadek, gdy n = 3* dla pewnego k calkowitego. Przypusémy, ze istnieja rozne
liczby a,b € {1,2,...,n} speliajace a®> + a = b> + b (mod n). Wéwczas n = 3* jest dzielnikiem liczby

(a® +a) — (b +b) = (a —b)(a® + ab+ b* + 1). (1)
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Latwo sprawdzié, ze dla dowolnych liczb catkowitych a i b liczba a? + ab + b* + 1 nie jest podzielna przez
3. Stad n = 3* dzieli a — b, co jest sprzeczne z zalozeniem, ze a, b sa réznymi resztami modulo n.

Pozostaje wykazac, ze gdy n nie jest potega trojki, to warunki zadania nie sg spetnione. Zauwazmy,
ze jesli teza zadania nie jest prawdziwa dla n = m, to nie jest prawdziwa takze dla dowolnego n = dm
gdzie d jest dodatnig liczba catkowita. Stad wystarczy udowodnié¢, ze teza zadania nie jest spetniona dla
n = p, gdzie p jest liczba pierwsza rézng od 3.

Bezposrednio sprawdzamy, ze n = 2 nie spelnia warunkow zadania. Zatézmy teraz, ze n = p > 5 jest
liczba pierwsza. Wykorzystamy ponizszy znany fakt z teorii liczb.

Fakt. Niech p > 2 bedzie liczbg pierwszq. Wtedy —1 jest resztq kwadratowg modulo p wtedy 1 tylko wtedy,
gdyp=1 (mod 4).

Zatozmy, ze n = p jest liczba pierwsza postaci 4k + 1 dla k catkowitego. Wtedy na mocy powyzszego
faktu istnieje takie a € {1,2,...,p — 1}, ze a®* = —1 (mod p). Wéwczas a® +a =0 = 0 + 0 (mod p), co
jest sprzeczne z warunkami zadania.

Pozostaje rozwazy¢ przypadek, gdy n = p jest liczba pierwsza postaci 4k + 3. Wykazemy, ze wtedy
istnieja rozne liczby a,b € {1,2,...,p — 1}, dla ktérych a® + ab + b* + 1 jest podzielne przez p, co na
mocy tozsamosci implikuje, ze a® 4+ a i b® + b daja takie same reszty modulo p. Istnienie takich a # b
jest rownowazne nastepujacym przystawaniom modulo p (dla przejrzystosci zapisu oznaczymy przez c
odwrotnosé¢ b modulo p oraz x = ac # 1):

a’®+ab+ b = —1,
a202+ac+1z—c,

x2—|—x+15—02,
42?4+ 4z 4+ 4 = —4c,

(22 +1)* +3 = —(2¢)% Q)

Poniewaz p jest postaci 4k 4 3, to —1 nie jest reszta kwadratowa modulo p. Ponadto, iloczyn niezerowej
reszty kwadratowej i niereszty kwadratowej jest niereszta kwadratowa. Stad dla kazdego niezerowego
d, liczba —d? jest niereszta kwadratowa. Ponadto reszt i niereszt kwadratowych jest tyle samo oraz
dla kazdego x co najwyzej jedna z liczb x,p — x jest reszta kwadratowa. Stad w kazdej parze x,p — x
doktadnie jedna z tych liczb jest niereszta kwadratows, wiec kazda niereszta jest postaci —d? dla pewnego
niezerowego d.

Wykazemy, ze istnieje niereszta kwadratowa o 3 wieksza od pewnej reszty kwadratowej, a nastepnie
na ich podstawie znajdziemy rézne liczby a, b spelniajace zadana kongruencje. Rozwazmy liczby

3.1,3-2,3-3,....,3-(p—1).

Daja one wszystkie niezerowe reszty modulo p. Niech m > 3 bedzie najmniejsza taka liczba, ze 3m mod p
jest niereszta kwadratowa. Taka liczba istnieje, bo niereszt kwadratowych jest p%l > 3, a 33 jest reszta
kwadratowa. Wowczas 3(m — 1) mod p jest reszta kwadratowa. Wtedy u? + 3 = 3m = —v? (mod p) dla
pewnych niezerowych reszt u,v. Mozemy dodatkowo zalozyé, ze u # 3, gdyz w razie potrzeby mozna
zastapi¢ u reszta u = p — 3 # 3. Dobierajac z i ¢ tak, by 2x + 1 mod p = u i 2¢ mod p = v zapewniamy
sobie, ze spelniona jest kongruencja (©), a skoro u # 3, to z # % = 1. Wtedy b = ¢ 'modp i
a = xb mod p spelniaja kongruencje a® + ab+ b* = —1 (mod p) i a # b, co bylto do okazania.

32. Dane sg dwie liczby catkowite b > a > 0. Udowodnié, ze istnieje dodatnia liczba catkowita n oraz
wielomian postaci
+ltorta®+... £a2"

podzielny przez wielomian 1 + 2% + 2°.
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Rozwigzanie:

Wszystkie ponizej rozwazane wielomiany maja wspolczynniki catkowite i sa to wielomiany jednej
zmiennej .
Niech dla wielomianu W zapis W oznacza redukcje W modulo 2, czyli kazdy wspotczynnik w W zamie-
niamy na 0, jesli jest parzysty i na 1, jesli jest nieparzysty. Przyktadowo, jesli

Alr) = 22" +2° + 322 + Tx

to wtedy a
Alz)=2"+2° + 2

Dla dowolnych wielomianéw A, B zachodza wlasnosci

A+B=A+B

A-B=A-B

Oznaczmy F(x) = 1+ 2%+ 2°. Wielomian ten jest unormowany, wiec dla dowolnego wielomianu A reszta
z dzielenia A przez F', ktora bedziemy oznaczaé przez A mod F', ma wspodlezynniki catkowite.

Stwierdzenie 1. Dla dowolnego wielomianu A zachodzi réwnosé
Amod F = Amod F
Dowad. Istotnie, wystarczy sprawdzi¢, ze wielomian
(Amod F) — (Amod F) = (A — A) mod F

ma wszystkie wspotczynniki parzyste. Wiadomo jednak, ze wielomian A — A ma wszystkie wspotczynniki
parzyste, wiec mozna napisa¢ A — A = 2B dla pewnego B. Stad wynika juz, ze

(A—A)mod F = (2B) mod F = 2(B mod F)
ma wszystkie wspotezynniki parzyste. O]

Stwierdzenie 2. Dla dowolnych wielomianow A, B, jesli A mod F = 0 to wtedy takze AB mod F = 0.

Dowad. Istotnie, mamy réwnosci

AB mod F' = ((Amod F) - B) mod F = (Amod F) - Bmod F =

=Amod F-Bmod FF=0-Bmod FF=0mod F' =0.

Stwierdzenie 3. Dla dowolnego wielomianu A, jesli Az mod F' = 0, to takze A mod F = 0.

a—1

Dowdd. Oznaczmy G(x) = —2%71 — 271, Wtedy 1 = F + 2G. Wiemy stad, ze dla dowolnego wielomianu

A zachodzi

Amod F=A(1 — F) mod F = AxG mod F' =0,

przy czym ostatnia rowno$é¢ wynika ze stwierdzenia [2| dla wielomianéw Az i G. O]

Stwierdzenie 4. Dla dowolnego wielomianu A, jesli A(x — 1) mod F' = 0, to takze A mod F = 0.
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Dowdd. Poniewaz F mod (x — 1) = 3 to istnieje taki wielomian H, ze 3 = (z — 1)H + F'. Poniewaz 3 = 1
to mamy:

Amod F=3(Amod F)=3Amod F = A(3— F) mod F' = A(x — 1)H mod F =0,
przy czym ostatnia rownos¢ wynika ze stwierdzenia [2| dla wielomianow A(x — 1) i H. O]

Stwierdzenie 5. Istnieje taka liczba catkowita n > b, ze wszystkie wspotczynniki wielomianu, bedgcego
resztq z dzielenia przez 1+ x% 4+ 2 wielomianu 1 + x + 22 4 - - + 2", sq parzyste.

Dowod. Rozwazmy dla k =0,1,2,... ciag wielomiandéw postaci
zF mod F.

Wiemy, ze kazdy wielomian w tym ciagu ma stopien najwyzej b — 1 = deg F' — 1 oraz wszystkie wspol-
czynniki ze zbioru {0, 1}. Wszystkich mozliwych wielomianéw w tym ciagu jest zatem 2°. W zwigzku z
tym istniejg takie m, k spelniajace m —b > k > 0, ze

™ mod F = ¥ mod F

Stad otrzymujemy, ze

0=a2"mod F — 2F¥ mod F

0=0=2"mod F — zF mod F = (z™ mod F) — (z* mod F) = (z™ — 2¥) mod F

Wezmy n = m — k — 1. Oczywiscie n > b z wyboru m, k. Poniewaz
g™ — b =142+ +2")(x— 1"

to korzystajac ze stwierdzen [3| i [d] wiemy, ze

(1+z+...27")mod F =0

Wezmy n > b ze stwierdzenia [f] Zdefiniujemy wielomiany
Wo(x), Wi(x), ..., W p(z).

w nastepujacy sposob. Niech
Wo(z) =1+ 2% 4 2°.

Dla 1 < k < n — b, niech ¢, bedzie wspotezynnikiem przy z* w Wy_1(z). Jesli ¢, # 0, to przyjmujemy
Wi(z) = Wiy ().
Jedli ¢ = 0, to niech ¢, bedzie wspotezynnikiem przy 2%+ w Wy_q(x). Jesli ¢pyq = 0, to przyjmujemy
Wi(2) = Wi1(2) + 2%(1 + 2 + 2%).
Jesli za$ cpiq # 0, to przyjmujemy
Wi(z) = Wit (2) — cpyar®(1 + 2 + 2°).

Ciag wielomianow Wy (z) ma kilka istotnych wtasnosci, ktore sa spetnione na mocy definicji ciagu Wy (x)
i indukcji.
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o 1+ 2%+ 2| Wi(z).

o deg Wi(z) < k+0.

o Wszystkie wspotezynniki wielomianu W (z) stojace przy potegach 2% x!, ... z* sa niezerowe.
e Wszystkie wspotezynniki wielomianu Wy (x) naleza do zbioru {—1,0,1}.

Pozostaje teraz udowodnié¢, ze wielomian W,,_,(z) jest postaci £1 £ x + ... + 2™, czyli ze

Whp=14xz+ ...+ 2™

Zauwazmy, ze skoro F' | W,,_, to

Wopymod F=0=(14z+...4+2") mod F.

Stad wynika, ze

O=Whp—(14+z+...+2")mod F =W, ,— (1 +2+...+2") mod F.

7 wlasnosci wielomianu W, _;, wiemy, ze wszystkie wspotezynniki przy 20, a!, 22, ..., a"?

Wypp — (1+x+ ...+ 2") sa parzyste, czyli

wielomianu

Wpp—(1+z+...+2") = Ry

gdzie S jest wielomianem o wspotezynnikach ze zbioru {0, 1} stopnia najwyzej b — 1. Poniewaz zachodzi
2" 0*t18 mod F' = 0 to ze stwieidzenia otrzymujemy, ze S mod F' = 0. Poniewaz deg S < b—1 < deg F’
to S mod F' = S i stad mamy S = 0. To z kolei oznacza, ze:

W, p=a" 1S+ (1+az+...+2")=T+z+... +a"

Co koticzy dowdd.

Uwaga. Czesé rozumowania mozna formalnie uprosci¢, rozwazajac wielomiany o wspoétczynnikach
z ciala Z,. Stwierdzenie |5| oznacza, ze istnieje n, dla ktorego wielomian 14z 422+ - -+ 2" jest podzielny
przez 1+ 2% +1° w Zy|x] (zbiorze wielomianéw o wspotezynnikach Z,). W dalszej czeéci dowodu widzimy,
ze wielomian W,,_, — (1+z + 2% + ... + 2") w Zs[x]:

e jest stopnia co najwyzej n,
e jest podzielny przez 1 + x° + 20,
e jest postaci 2" T P(z), gdzie deg P < b.

Poniewaz x oraz 1+ 2% + 2% s wzglednie pierwsze, to musi by¢ 1+ 2% + 2° | P(x). Jednak deg P(x) < b,
skad P(z) jest wielomianem zerowym i w konsekwencji W, _, — (1 +x + 2% + ... + 2") réwniez.
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Zawody druzynowe

1. Rozstrzygnaé, czy dla kazdego ciagu liczb dodatnich aq,as, ... istnieje nieskonczenie wiele takich

liczb naturalnych n, ze spetniona jest nieréwnosé
1+a
n- (—”“ —~ 1) > 1.
an

Rozwigzanie:
Udowodnimy, ze odpowiedz jest pozytywna. Najpierw jednak udowodnimy nastepujacy lemat.

Lemat. Szereg > " - L dest rozbieiny do nieskoriczonosci.

Dowadd. Zauwazmy, ze zastepujac kazdy sktadnik sumy Z L przez jej najmniejszy sktadnik otrzy-

2k+1 n
mujemy szacowanie
2k+1
1 S ok 1 B 1
Z n’ okl T 9o
n=2k+4+1
W takim razie
2¢ 1 —1 2k+1 1 -1 1
=14+ - > _
> - Z d. o) 5=
n=1 k=0 n=2k41 k=0
Ciag sum czesciowych szeregu Z Jest zatem rozbiezny do nieskoriczono$ci. O

Przeprowadzimy dowdd nie wprost. Przypusémy, ze ciag liczb dodatnich aq, as, ... jest taki, ze nie-
rownos¢ z zadania jest spetniona tylko dla skoniczenie wielu indekséow n. Wowcezas istnieje takie M, ze dla
kazdego n > M zachodzi nieréwnosé

1+a
n- <—”+1 _ 1) <1
G,

Przeksztalémy réwnowaznie te nieréwnosé:

1 + An+1
a’n

~1<

SENS

1 +a'n+1 <

n+1

Qn
1 An+1
n+1

Po zsumowaniu powyzszej nieréwnosci dlan = M, M +1,...,

k

n+1 =

AN +k

n

Qn

M + k — 1 otrzymujemy

Qpr

1
ZM+i+

=1

M+k =~ M

Z lematu wynika, ze dla dostatecznie duzej liczby catkowitej k lewa strona powyzszej nieréwnosci jest
wieksza od prawej — sprzecznosé. Dowdd nie wprost jest zakonczony.

2. Udowodnié, ze istnieje taka stata C' > 0, ze dla dowolnych liczb rzeczywistych a,b > 0 takich, ze

a + b jest liczba catkowita, zachodzi
{a}+ {0+ — 5
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gdzie {z} = x — |x| oznacza czes¢ utamkowa liczby x.

Rozwigzanie:
Mozna bez straty ogoélnosci zalozyé, ze b > a. Rozwazmy dodatnie liczby rzeczywiste b > a o
catkowitej sumie N. Oznaczmy €1 = a — /| a?], g3 = \/[b?| + 1 — b oraz € = min(ey, &5). Wowcezas

la®| +1>a*>> (a—e)? > (a—e)* = |d*]

2] +1=(b+e)?> (b+¢e)? > 0> > |V

Oznaczmy o = a — ¢ oraz b' = b+ ¢. Wiemy, ze jedna z liczb (a')?, (0')? jest calkowita i z przedziatu
[0, N?]. Ponadto z rozpisanych wczesniej nier6wnos$ci wynika, ze

{@P} = @7 - 2] = (@) - @+ {}

{(®)7 =) = ([p*) +1) = ()" ="+ {b*} — 1

Mamy zatem
{(@)7} {0} +1 2 {a} + {0} + (@) = a® + (V)" =0 = {a} + {0} + 2e(b— @) + 227 > {a’} + {V°}
Skoro {a?} + {b*} < {(d")*} + {(/)?} + 1 to wystarczy udowodni¢ nier6wnosé

(@) {0 <1 o

dla pewnej stalej C' > 0 niezaleznej od N. Jak wczesniej wykazaliémy, jedna z liczb (a’)?, (b')? jest
catkowita. Oznaczmy ja przez x, wtedy druga z liczb jest rowna (N — /z)?. Nalezy dowies¢, ze dla
pewnej stalej C' > 0 niezaleznej od N i dowolnej liczby calkowitej = € [0, N?| zachodzi nieréwnosé

C

{(N=vayt<i-45

Wykazemy, ze stata C' = ;11 spetnia warunki zadania. Lewa strona nieréwnosci wynosi

0 gdy Vr €Z

{N? = 2NV + 2} = {-2NVa} = {1 —{2NVz}  gdy vz ¢ Z

Wystarczy wiec wykazaé, ze
1
2N > —
RNVE} >
dla dowolnych liczb catkowitych x, N, przy czym \/z ¢ Z i 2> < N.
Niech d = [2N/z|. Wtedy

AN?z — d? AN?z — d? S 1

{2hvr} Ve 2Nz +d AN? AN?

gdyz 2N\/x +d < 4N? i 4N?z — d?* jest dodatnig liczba calkowita.
Uwaga. W ostatnim szacowaniu zamiast 4N?z — d? > 1 mozemy zauwazy¢, ze w tym wypadku nawet
4N?x —d* > 3,bo d* =0 lub 1 (mod 4). To daje stala C' = %, i mozna wykazaé, ze jest ona optymalna.

3. Danych jest 101 kart, na ktorych sa napisane kolejne liczby naturalne od 0 do 100. Wykonujemy
nastepujaca operacje: tasujemy karty, nastepnie zdejmujemy je po kolei z talii i po zdjeciu kazdej karty
z wyjatkiem ostatniej piszemy na tablicy $rednig arytmetyczng dotychczas zdjetych kart. Powtarzamy te
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operacje 100 razy, za kazdym razem liczac do $redniej tylko karty zdjete po ostatnim tasowaniu. W ten
sposob napisalismy na tablicy 10000 liczb. Udowodnié, ze pewne dwie z nich sa réwne.

Rozwigzanie:

Zalozmy nie wprost, ze zapisane liczby sg parami rézne. Przyjmijmy, ze liczby zapisane jako pierwsze
po kazdym tasowaniu zapisane sa kolorem czerwonym, liczby zapisane jako drugie po kazdym tasowaniu
sa zapisane kolorem zielonym, a liczby zapisane jako ostatnie (setne) po kazdym tasowaniu kolorem sa
zapisane kolorem niebieskim.

Zauwazmy, ze jesli nieodkryta karta po wylozeniu stu kart zawiera liczbe x, to ostatnia liczba napisana
na tablicy rowna sie . .

100 (0+1+24+...4100—2) = 100 - (5050 — x).
Poniewaz zalozylismy, ze liczby zapisane na tablicy sa parami rézne, wiec wsrod liczb zapisanych na
niebiesko wystapia co najmniej dwie z nastepujacych liczb:

1 99 1 1 101
— - (5050 — 100) = —, ——- (5050 — 50) =50, —- (5050 —0)=—.
100 ( ) 27 100 ( ) " 100 ( ) 2
Zauwazmy, ze liczby zapisane na czerwono moga przyja¢ jedynie wartosci ze zbioru {0,1,...,100},

a liczby napisane na zielono — wartosci ze zbioru {%, 1, %, e %}. Wynika stad, ze liczby zapisane na

czerwono i zielono moga przyja¢ 201 mozliwych wartosci, a skoro tych liczb jest 200, to wsrod liczb
zapisanych tymi kolorami wystepuja ktores dwie sposrod %, 50, %.

Zatem ktoras z liczb %, 50, % zostala zapisana zaréwno na niebiesko jak i na czerwono lub na zielono,
co daje sprzecznosé¢ konczaca dowod.

4. Wykazac, ze dla kazdej liczby catkowitej n > 1 liczba pokry¢ dominami prostokata n x (n+ 1) jest
nieparzysta.

Rozwigzanie:

Przyjmijmy oznaczenie [n| := {1,2,...,n}. Podzielmy prostokat na jednostkowe pola i wprowadzmy
uktad wspotrzednych w taki sposob, aby srodki pol rozwazanego prostokata tworzyty zbior [n] x [n + 1].
Rozwazmy dowolne pokrycie dominami 7, w ktérym dla wygody kazda kostke domina bedziemy utoz-
samia¢ z odcinkiem laczacym $rodki sasiadujacych poél prostokata. Niech 7' bedzie uktadem odcinkow
symetrycznym do T wzgledem prostej y = x.

Yy Yy

e ] o |

~
~

S T

Rozwazmy graf G(T), ktorego wierzchotkami sa wszystkie punkty (z,y) dla x,y € [n+ 1] z wyjatkiem
(n+1,n+1) oraz krawedziami sa odcinki ze zbioru T UT” (jezeli pewien odcinek jest w obydwu zbiorach,
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traktujemy go jako cykl o dtugosci 2). Zauwazmy, ze wszystkie wierzchotki G(T) ze zbioru [n| x [n] maja
stopien rowny 2, a pozostate 2n wierzchotkow (ze zbioru {n + 1} x [n] U [n] x {n + 1}) maja stopien
rowny 1. To oznacza, ze G(T) jest suma n $ciezek prostych oraz pewnej liczby cykli. Udowodnimy dwa
lematy, z ktorych wprost wyniknie teza zadania.

Lemat 1. Istnieje doktadnie jedno pokrycie T, dla ktorego w G(T) nie ma ani jednego cyklu przechodzg-
cego przez wierzchotek postaci (x,x) (gdzie x € [n]).

Dowdd. Zauwazmy, ze kazdy wierzchotek postaci (x,x) nalezy do innej z n Sciezek skladajacych sie na
G(T), gdyz prosta y = x jest osig symetrii grafu G(T). W szczegdlnosci kazda $ciezka ma korice po
przeciwnych stronach prostej y = x. Ponadto $ciezki sie nie przecinajg, wiec kolejnosé ich wystepowania
na prostych xt =n+1, y = x, y = n + 1 jest jednakowa. To oznacza, ze kazdy ze zbioréow

P,={(z,y) € [n+1] x [n+1] | min(z,y) =i}

dla i € [n] indukuje $ciezke w G(T). Pozostaje zauwazy¢, ze istnieje dokladnie jedno pokrycie 7 o tak
okreslonym grafie G(7) — mianowicie takie, w ktéorym domina sa ulozone wzdluz Sciezek P; w taki
sposob, ze pokrywaja wszystkie pola ze zbioru [n] x {n + 1}. O

Lemat 2. Liczba pokryé T o tej wtasnosci, ze co nagmniej jeden wierzchotek G(T) postaci (x,x) (gdzie
x € [n]) nalezy do pewnego cyklu jest parzysta.

Dowdd. Dla kazdego takiego pokrycia niech C' bedzie cyklem przechodzacym przez pole (x,z) dla naj-
mniejszego z mozliwych x. Niech f(7T) bedzie pokryciem powstalym z T poprzez zmiane utozenia kostek
na cyklu C na kostki pochodzace z T'. Oczywiscie f(7) # T. Latwo sprawdzi¢, ze f(f(T)) = T, gdyz
G(T)=G(f(T)), wiec w obydwu grafach wybierzemy ten sam cykl C'. To oznacza, ze f jest bijekcja bez
punktow statych, co dowodzi tezy lematu. O

5. Dany jest trojkat ABC, w ktorym H jest ortocentrum, a D jest spodkiem wysokosci opuszczonej
na bok BC. Punkt P spelnia warunek AP = HP oraz prosta AP jest styczna do okregu opisanego na
trojkacie ABC'. Prosta PD przecina proste AB, AC odpowiednio w punktach X, Y. Udowodni¢, ze katy
SY HX oraz < BAC sa réwne lub dopetniaja sie do 180°.

Rozwigzanie:

Sposcb 1. Niech AH przecina okrag opisany na trojkacie ABC po raz drugi w punkcie K. Niech M
i N beda odpowiednio srodkami AH i AK, a punkt O $rodkiem okregu opisanego na ABC'. Znanym
faktem jest, iz K jest odbiciem H wzgledem BC'. Ponadto, trojkaty prostokatne PAM oraz AON sa
podobne. W takim razie

PM AN (AH+HK) MH+HD MD
PA A0 AO - AO A0

wicc trojkaty PM D i PAO sa podobne. Stad SPDA = $PDM = <POA i punkty P, A, O, D leza na
jednym okregu. Stad

SPDO = $PAO = 90°.

Niech prosta PD przecina okrag opisany na trojkacie ABC' w punktach U i V. Skoro OD 1 PD, to
UD=VD.

Niech prosta PD przecina proste CK i BK odpowiednio w punktach X’ iY’. Z twierdzenia o motylku
wynika, ze X’ oraz Y’ sa symetryczne wzgledem D do odpowiednio X oraz Y. Stad

JYHX = 4Y'KX'.
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Ostatni kat jest katem miedzy prostymi BK i CK, a wicc jest rowny < BAC lub dopelnia sie z nim do

180°, co konczy dowdd.
Y

v A\ )
I\ X ','
BN DN ¢
!
K
Vv

Y

Sposdb 2. Oznaczmy okrag opisany na trojkacie ABC' przez §2. Niech K bedzie punktem symetrycznym

do H wzgledem BC. Powszechnie wiadomo, ze K lezy na 2. Niech X’ i Y’ bedg takimi punktami na
odpowiednio prostych AB i AC, ze HX' || CK i HY' || BK. Najpierw wykazemy, ze punkty X' DY’
sg wspotliniowe. W tym celu zauwazmy, ze jeden z punktow X', Y’ lezy na boku AB badz AC, a drugi
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na przedtuzeniu drugiego boku. Wystarczy sprawdzi¢, ze spetniona jest rowno$é Menelaosa:

AX' BD CY'

X'B DC Y'A

Niech X7, Y7, By i C; beda punktami symetrycznymi do odpowiednio punktow X' Y’ B i C wzgledem
prostej AD. Wtedy X, lezy na CH, Y lezy na BH, a ponadto B;C = BC,, AX' = AX,, X'B = X, By,
AY' = AY,, Y'C = Y1 (4. 7 twierdzenia Menelaosa mamy

AX, BC DH _

. . —1
X1By, CD HA

oraz

CiY1. AH DB

Y/A HD BC,
Po wymnozeniu tych dwoch réwnosci stronami i skroceniu réwnych odcinkéw pojawiajacych sie w liczniku
i mianowniku otrzymujemy zaleznosé (Q).

Teraz udowodnimy, ze prosta X'Y’ przechodzi przez P, co doprowadzi do wniosku, ze X' = X,
Y’ =Y i do tezy. Oznaczmy punkty przeciecia prostych AP i HP z prosta XY’ odpowiednio przez P;
i P,. Niech jeszcze ¢ bedzie prosta styczna do Q w punkcie K. Wtedy ¢ || HP. Mamy nastepujacy ciag
rownosci dwustosunkow:

1.

(P, D; X',Y') = (AP;, AD; AX', AY") = (A,K; B,C) = (KA, t; KB, KC)
— (HA,HP; HY',HX') = (D, P,;Y', X).

Powyzsze réwnosci wziety sie kolejno z zastosowania nastepujacych przeksztatcen rzutowych: rzuto-
wanie prostej X'Y”’ na pek prostych w A, rzutowanie peku prostych w A na okrag €2, rzutowanie okregu
Q2 na pek prostych w K, przesuniecie peku prostych w K o wektor K H na pek prostych w H, rzutowanie
peku prostych w H na prosta X'Y’. Poniewaz (P, D; X" Y') = (D, P;Y', X') = (P, D; X", Y"), wiec
punkty P; i P, sie pokrywaja. W konsekwencji proste AP i PH przecinajg sie w punkcie lezgcym na
X'Y’, a to oznacza, ze P lezy na X'Y".
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K

6. Dany jest trojkat ostrokatny ABC oraz jego ortocentrum H. Punkt P lezy wewnatrz trojkata
BHC, przy czym <HPC = 3¥HBC oraz $HPB = 33HCB. Punkty X i Y sa odbiciami punktu P
odpowiednio wzgledem prostych BH i CH. Punkt S jest srodkiem okregu opisanego na trojkacie AXY .
Udowodnié, ze $BAS = SCAP.

Rozwigzanie:
Niech proste AH, BH, C'H przecinaja boki tréjkata ABC odpowiednio w punktach D, E, F'. Niech
R bedzie odbiciem srodka okregu opisanego na ABC' wzgledem BC'. Udowodnimy, ze

e punkty A, P, R sa wspoétliniowe,
e trojkaty ABC oraz AXY sa podobne i zgodnie zorientowane.

Zanim przejdziemy do dowodu powyzszych faktow, uzyjmy ich do dokonczenia dowodu zadania. Poniewaz
XH = PH =YH oraz

IXHY =360° — SXHB — SBHP — ¥PHC — SCHY = 360° — 24 BHP — 24 PHC
= 360° — 24 BHC = ¥BRC,

wiec istnieje podobieristwo przenoszace AXY HS na ABCRO. Wtedy
YBAS = $BAH + SHAS = $CAO + YOAR = 4CAR,

co zakonczy dowdd.
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Rozwazmy przeksztalcenie bedace ztozeniem inwersji w H o promieniu v HA - HD 7z symetria wzgle-
dem punktu H. Widzimy, ze punkty A, B, C' przechodza odpowiednio na D, E, F'. Niech w tym prze-
ksztalceniu P przejdzie na punkt P’, a punkt R na punkt R'. Wtedy

JEFP =4HFP —4HFE = YHPC — 4HBC =24HBC = 4DFE.

Analogicznie otrzymujemy
IFEP = YHEP — YHEF = SHPB — YHCB =294HCB = <DEF.

Stad P’ jest odbiciem D wzgledem E'F.

Poniewaz punkt R jest srodkiem okregu opisanego na trojkacie HBC' (bo odbicie H wzgledem BC
lezy na okregu opisanym na trojkacie ABC'), a w opisanym przeksztalceniu ten okrag przechodzi na
prosta EF, wiec punkt R’, jako obraz R, jest odbiciem H wzgledem prostej FF.

Stad wynika, ze HR'P'D jest trapezem réwnoramiennym. W szczegdlnosci jest to czworokat wpisany
w okrag, zatem z wlasnosci inwersji wynika, ze punkty A, P, R sa wspotliniowe.

Niech X’ oraz Y’ bedg obrazami odpowiednio X i Y w rozwazanym przeksztalceniu. Wtedy X’ oraz
Y’ sa odbiciami punktu P’ odpowiednio wzgledem prostych BH i C' H. Mamy

JAXY = SAXH — Y XH = 4X'DH —4X'Y'H = $X'DE + 4EDH — 4X'Y'H.

Zauwazmy, ze

SX'Y'H = Q%W—§XHYU_%@ﬁEHF—1mﬁ_9m—§BAC_§EDH.

1
2
oraz

IX'DE =

(180° — $DEX') = = (180° — 2¢DEH) = $ABC.

1 1
2 2
Stad YAXY = 4SABC. Analogicznie YAY X = YACB, co koniczy dowod.

7. Wykazacé, ze istnieje nieskoriczenie wiele takich dodatnich liczb catkowitych n, ze najwickszy dzielnik
pierwszy liczby n* + 1 jest wiekszy niz 2n.

Rozwigzanie:

Wezmy taka liczbe pierwsza p > 2, ze istnieje n, dla ktorego liczba n* 4 1 jest podzielna przez p.
Niech n, bedzie najmniejszym dodatnim n o tej wlasnosci. Wykazemy, ze 2n, < p. Poniewaz podzielnosc¢
n*+1 przez p zalezy tylko od reszty z dzielenia n przez p, mamy n, < p. Jesli 2n, > p,to 0 < p—n, < n,
i(p—ny)t+1= né +1=0 (mod p), co przeczy wyborowi n,. Zatem istotnie 2n, < p.
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Zauwazmy, ze istnieje nieskoniczenie wiele liczb pierwszych bedacych dzielnikami liczb postaci n* +
1. Istotnie, gdyby pi,...,pr byly wszystkimi takimi liczbami pierwszymi, to liczba (p;...pg)* + 1 nie
miataby dzielnikéw pierwszych, sprzecznosé. Teraz pozostaje zauwazy¢, ze gdyby istniato ograniczenie M
na wszystkie liczby postaci n,, to dla dostatecznie duzych p otrzymalibysmy sprzecznosé: 0 < né +1<
Mi+1<pip] né + 1. Stad wynika, ze liczb n,, jest nieskoriczenie wiele.

8. Dana jest dodatnia liczba catkowita n. Méwimy, ze liczba m jest n-bezkwadratowa jesli nie istnieje
2n + 1 réznych liczb pierwszych p; takich, ze p? | m. Wezmy dwie wzglednie pierwsze dodatnie liczby
catkowite a,b. Udowodnié¢, ze istnieja takie dodatnie liczby calkowite x,y ze liczba ax™ + by™ jest n-
bezkwadratowa.

Rozwigzanie:

Bedziemy rozwaza¢ x nalezace do pewnego ciggu arytmetycznego rp = Ak + B przy ustalonym y.
Udowodnimy, ze jesli liczba pierwsza p jest wzglednie pierwsza z A-a-n-b-y, to dla dowolnego ¢, sposrod
liczb

ary +by",axl, +by", ... ax}, 2 | +by"

najwyzej n z nich jest podzielne przez p*.
Wynika to z trzech faktow.
Po pierwsze, skoro p? jest wzglednie pierwsze z A, to wsrod liczb

xTr; = Ai+B,$i+1 = A('l+ 1) +B, .,:L’sz,l = A(Z+p2 — 1) +B
kazda reszta z dzielenia modulo p? wystepuje doktadnie raz.
Po drugie, istnieje co najwyzej n takich 0 < z < p, ktére spetniaja przystawanie

n

" = —a 'by" (mod p).
Po trzecie, skoro ptn oraz ptz (bo pta,b,y) to dla [ niepodzielnych przez p mamy
(x+1p)" = 2" +nlpx" ' £ 2™ (mod p?).

Z faktu drugiego i trzeciego wynika, ze istnieje co najwyzej n takich 0 < z < p?, ktére spelniaja
przystawanie

n

" = —a 'by" (mod p?).

Dlatego sposrod @, Tij1, ..., Tiyp2—1 €O nDajwyzej n spelnia podzielnosc
az™ +by" =0 (mod p?).

Zatem jesli mamy liczbe pierwsza p wzglednie pierwsza z A-a-n-b-y oraz pewna duza liczbe catkowita
dodatnig N to wsrod liczb
ary +by", axy +by", ... ax’y + by"

co najwyzej n(N/p* + 1) jest podzielne przez p?.

Zal6zmy na chwile, ze udalo nam sie tak dobraé¢ liczby A, B,y, ze zadna liczba pierwsza mniejsza
od max(a, b, 10n + 2) lub dzielaca A lub y nie moze podzieli¢ ax} + by" dla zadnego k > 1. Wtedy dla
ustalonego N liczba wyrazéw ciagu ax? + by", ..., axR + by™ podzielnych przez kwadrat jakiejs liczby
pierwszej < VN wynosi najwyzej

Z n<52+1)<n\/ﬁ+n]\7- i %

10n+2<p<V' N P k=10n+2
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Poniewaz
= 1 - 1 1 1
PR —_— < —_—
e (Fd)w
—10n k=10n+2
to liczba wyrazow ciagu podzielnych przez jakikolwiek kwadrat liczby pierwszej p?, gdzie p < v/N, wynosi
najwyzej

Ly
i +nVN,

co jest mniejsze od N, jedli tylko N > 100n Dla takich N znajdziemy takie 1 < j < N, ze ax} +
by" nie dzieli sie przez p* dla zadnej liczby pierwszej mniejszej rownej vV N. Jesli ta hczba nie Jest n-
bezkwadratowa, to ma 2n + 1 dzielnikow pierwszych p spelniajacych p? > N. Stad wynika, ze ta liczba
wynosi przynajmniej N2 ™! co dla odpowiednio duzych N jest wicksze od ax’; + by™. To oznacza, ze dla
odpowiednio duzych N znaleziona liczba jest n-bezkwadratowa.

Pozostaje wskaza¢ odpowiednie A, B,y. Ustalmy zatem, ze A jest podzielne przez wszystkie liczby
pierwsze mniejsze rowne C' = max(a, b, 10n + 2). Niech teraz p < C. Jedli p | a, to ustalmy

B=1 (modp) oraz y=0 (mod p).
W przeciwnym razie ustalmy
B=0 (modp) oraz y=1 (mod p).

Dzieki temu wiadomo, ze az} + by™ nie dzieli sie przez zadne p < C. Ustalmy teraz (na mocy Chinskiego
Twierdzenia o Resztach) y spelniajacy wszystkie zadane przystawania. Zalozmy dodatkowo, ze y | A i
ustalmy A. Chcemy, zeby dla dowolnej liczby pierwszej p > C dzielacej A, nie mogta ona podzieli¢

axy +by" = aB" + by" (mod p).

Jak juz wiemy z wczesniejszych rozwazan, skoro p > C' > a to istnieje najwyzej n reszt r takich, ze
ar"+by™ =0 (mod p). Skoro zas p > C' > n to zawsze istnieje taka reszta r, ze p { ar™ + by". Zazadajmy
wtedy B = r (mod p) dla dowolnego p > C' takiego, ze p | A. Wiemy teraz, ze dla dowolnego zy liczba
ax} + by"™ nie ma dzielnikow pierwszych < C' lub dzielacych A lub y (wszystkie dzielniki y dziela A), co
konczy dowod.
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Pierwszy Mecz Matematyczny

1. Ciagi ay,as, ..., by, by, ... zdefiniowane sa wzorami
1+ a, + a,b, 1+ b, +ayb,
a=10=2 agn=—""FT—bppp=—"—"—,
bn an
dlan=1,2,.... Dowie$¢, ze aggeg < 5.
Rozwigzanie:

Przeksztalémy dang réwnoscé:

1+ a, + a,b,
Upy) = —————
+1 b
1+ a, + a,b, + b,
Qpy1 + 1= b
1+a,)(1+0b,
o O a)(eh)
bn
1 B by
ang1+1 (T+a,)(1+b,)
Analogicznie dowodzimy, ze
1 ay,

bt +1 (T+a)(1+by)

W takim razie

1 1 b, — an, 1+0b, 1+a, 1 1

i+ 1 by +1  (I+an)(I+by) (I+a)(l+b) (A+a)(l+by) antl bp+1

1 1
a,+1 b,+1

Zatem warto$¢ wyrazenia nie zalezy od n i jest rowna

1 1 1 1 1

a1 +1 b+1 141 241 2

1 1
3 6
Zatem

N i . |
6 20231 + 1 b2023! +1 20231 + 1 2023!

2. Dana jest liczba caltkowita n > 3 oraz liczby rzeczywiste dodatnie ay, as, ..., a,, by, ba, ..., b,
spetniajace rownania a1 +as + ...+ a, = 1 oraz bibs ... b, = 1, przy czym liczby by, bo, ..., b, sa parami
rozne. Udowodni¢ nierdwnosé

Rozwigzanie:
Bez straty ogélnosci przyjmijmy, ze b; < ... < b,. Rozwazmy nastepujacy wielomian

n

flz) = (:c—bl)(:c—bg)...(x—bn)z

i=1

aj

:c—bj'
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Jest on oczywiscie stopnia n — 1. Wykazemy, ze ma on n — 1 pierwiastkow dodatnich. Poniewaz f(b;) =
a;j [1,4(bj = bi), to mamy f(b,) > 0, f(bn—1) <0, ..., ogolnie f(b;)(—1)""" > 0. Zatem f zmienia znak na
kazdym przedziale (b;,b;11) dlat=1,...,n— 1, wiec f ma pierwiastek z; na kazdym takim przedziale.

Prostym rachunkiem sprawdzamy, ze wspotczynnik wiodacy f jest rowny Z?Zl a; = 1, wspotczynnik
przy a2 jest rowny — 37, aib; = — 377 (1—a;)bj, a wyraz wolny jest rowny (—1)""' 377 a; [, 0i =
(=)t Z?Zl Z—j Ze wzorow Viete’a wynika, ze lewa strona dowodzonej nieréwnosci jest $rednig aryt-
metyczng liczb @1, ..., £,_1, a prawa strona jest ich §rednig geometryczna. Nier6wnos$é miedzy srednimi
konczy dowdd.

3. Znalez¢ wszystkie funkcje f : R — R spelniajace dla dowolnych liczb rzeczywistych x, y réwnosé

flay+ fW) f(x) = 2*f(y) + flay).

Rozwigzanie:

Niech P(a,b) oznacza podstawienie x = a, y = b do naszego gléwnego réwnania.
(A) Dla P(0,y) dostajemy
FCF ) f(0) = £(0).

Zatem f(0) =0 1lub f(f(y)) =1 dla dowolnego y.
(B) Dla P(z,0) mamy
F(f(0))f(x) = 2 f(0) + £(0).
Jesli mielibysmy f(0) # 0, to z (A) dostajemy f(f(y)) = 1 dla dowolnego y, w szczegdlnosci dla y = 0.
Tak wiec (B) przybiera posta¢ f(z) = z2f(0) + f(0). Jednak wtedy 1 = f(f(z)) = 21 f(0)? + 222 f(0)* +
f(0)? + £(0), co daje sprzecznosé. Tak wiec

(C) f(0) = 0.
(D) Przypusémy, ze f(a) = 0 dla pewnego « # 0. Rozwazmy P(z, a):

flax)f(x) = flax).

Zatem f(az) =0 lub f(z) =1, i dla dowolnego = zachodzi ktéras z tych dwoch mozliwosci.
(E) Pla,y):
a?f(y) + flay) = 0.
Stad jesli f(ay) =0, to f(y) = 0. Porownujac z (D) mamy f(y) = 0 lub f(y) = 1 dla dowolnego y. Ale
jesli f(y) =1, to f(ay) = —a? < 0, tak wiec w tym przypadku dostajemy funkcje f = 0. Sprawdzamy,
ze spelnia ona warunki zadania.
(F) Przejdzmy do przypadku, gdy f nie jest stale rowna zero. Stad (D) i (E) daja f(x) = 0 tylko dla

@ ).

sz.RozwaZmyy%OiP(— AL

/ ;%)3 - F—F ).

0=

(G) Rozwazmy P (—ﬁ, —f(y)) dla y # 0:

F+ F—f)/ (— ffy)) = LI 10) + )

Ale z (F) mamy f(—f(y)) = —%yg)g, wiec prawa strona jest rowna zero. Z naszych wezesniejszych rozwazan
mamy f(z) = 0 = x = 0, wiec skoro —F 7 0, toy + f(=f(y)) = 0. Ponownie korzystajac z (F),

o4



dostajemy y — #5)3 =0, czyli y = f(y). Wiemy, ze f(0) = 0, tak wiec f(x) = z dla dowolnego z.
Bezposrednio sprawdzamy, ze ta funkcja spelnia warunki zadania.

4. Dane sg skoniczone zbiory Ay, By, As, By, ... C N o nastepujacej wlasnosci: dla dowolnego nieskon-
czonego zbioru X C N istnieja 4, j takie, ze |[A; N X| > 21 |B; N X| > 2. Rozstrzygnac, czy musza istniec
k, ¢ takie, ze |Ax N By| > 2.

Rozwigzanie:

Udowodnimy, ze odpowiedZ na pytanie postawione w tresci zadania jest twierdzaca.

Rozwazmy graf GG o zbiorze wierzchotkow N, w ktorym wierzchotki x, y sa potaczone krawedzia wtedy
i tylko wtedy, gdy =,y € A; dla pewnego i € N. Skorzystamy z twierdzenia Ramseya dla nieskoriczonych

grafow. Jego dowdd mozna znalezé w broszurze z obozu naukowego OM w roku 2019, dostepnej na stronie
OM.

Twierdzenie (Ramsey). W dowolnym grafie o nieskoriczonym zbiorze wierzchotkow istnieje nieskonczona
klika lub nieskonczona antyklika.

Zauwazmy, ze graf G nie moze zawiera¢ nieskonczonej antykliki. Jest tak dlatego, ze z zatozeni zadania
wynika, ze w kazdym nieskoniczonym zbiorze wierzchotkéw znajdziemy dwa, ktoére sa potaczone krawedzia.
W takim razie G' zawiera nieskoriczona klike X. Z warunku danego w tresci zadania wynika, ze ktorys ze
zbioréw By, B, ..., powiedzmy By, zawiera dwa elementy zbioru X, niech beda to z,y. Poniewaz X jest
klika w grafie GG, wierzcholki x,y sa potaczone krawedzig, a to oznacza, ze x,y € A, dla pewnego k. W
takim razie zbiory Ay i By spelniaja zadang wlasnosé.

5. W pewnym paristwie znajduje sie n miast potaczonych drogami. Kazda droga taczy dwa miasta,
za$ kazde dwa miasta taczy co najwyzej jedna droga. Kazda droga jest patrolowana przez pewna liczbe
straznikow. Z powodu inflacji wprowadzono nastepujace ograniczenia:

e na kazdej drodze jest co najwyzej czterech straznikow;

e jesli kazde dwa sposrod miast A, B, C sa polaczone drogami, to na kazdej z nich jest co najwyzej
trzech straznikow;

e jesli kazde dwa sposrod miast A, B, C', D sa potaczone drogami, to na kazdej z nich jest co najwyzej
dwoch straznikow.

Udowodnié, ze wszystkie drogi sg patrolowane lacznie przez co najwyzej n? straznikow.

Rozwigzanie:

Bedziemy dowodzi¢ tezy indukcyjnie. Dla n = 0,1, 2 jest ona oczywiscie spelniona. Zal6zmy n > 3.

Przypu$émy, ze pewna droga miedzy miastami A i B jest patrolowana przez czterech straznikéw. Niech
S bedzie zbiorem pozostatych miast. Wowczas z zalozenia indukcyjnego, na drogach miedzy miastami z
S stoi co najwyzej (n — 2)? straznikow. Niech C bedzie dowolnym miastem z S. Woéwczas z warunkow
zadania wiemy, ze jest ono potaczone z co najwyzej jednym sposrod miast A, B. W takim razie na drogach
pomiedzy C' a {A, B} jest co najwyzej czterech straznikow. Sumujac po wszystkich C' € S dostajemy, ze
miedzy S a {A, B} jest co najwyzej 4(n — 2) straznikow. W takim razie w calym panstwie straznikow
jest co najwyzej

(n—2)+4(n—2) +4 =n?

straznikow.

W przeciwnym wypadku kazda droga ma co najwyzej trzech straznikéow. Przypu$émy zatem, ze na
drodze miedzy pewnymi A i B stoi dokltadnie trzech straznikéw. Jesli nie istnieje miasto C' polaczone z
A'i B jednoczesnie, to na drodze miedzy A i B mogliby$my dodaé straznika, wracajac do poprzedniego
przypadku. Przypuéémy wiec, ze takie miasto C' istnieje, i niech ponownie S bedzie zbiorem pozostatych
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miast. Podobnie jak wczesniej, wewnatrz miast S mamy nie wigcej niz (n — 3)? straznikow z zalozenia
indukcyjnego. Kazde miasto D € S jest polaczone z co najwyzej dwoma sposrod miast A, B, C, wiec
pomiedzy S a {A, B,C} stoi co najwyzej 6(n — 3) straznikow. Wreszcie pomiedzy A, B i C' mamy co
najwyzej 3 -3 = 9 straznikow. Lacznie jest ich zatem nie wiecej niz

(n—3)*+6(n—3)+9=n’

Wreszcie, jesli kazda droga jest patrolowana przez co najwyzej dwoch straznikéow, to tacznie bedzie ich nie
wiecej niz 2 - @ = n? —n < n?. To wyczerpuje wszystkie przypadki. Z zasady indukcji matematycznej

teza zadania zachodzi.

6. Niech n bedzie dodatnig liczba catkowitg. Danych jest 2n niepustych podzbioréw Ay, ..., Ay, zbioru

{O, 1,2,....2n — 1}, przy czym |Aj| + -+ 4 |Ag| = (2"2“). Udowodnié, ze mozna tak wybra¢ po jednej

liczbie z kazdego podzbioru, aby suma wybranych liczb byta réwna (22”)

Rozwigzanie:
W rozwiazaniu uzyjemy nastepujacego lematu.

Lemat. Danych jest m skonczonych zbiorow By, ...B,,. Wtedy istnieje co najmniej
|Bi|+ -+ |Bm| — (m—1)
liczb, ktore mozna przedstawi¢ w postact by + - - - + by, dla pewnych by € By, ..., b, € B,,.

Dowod. Dowodzimy lematu indukcyjnie po m. Dla m = 1 teza jest oczywista.

Dla m > 1, niech T" bedzie zbiorem wszystkich liczb postaci by + - - -+ b,,_1, gdzie by € By, ..., b1 €
By—1. Jesli ty < -+ <1y sg wszystkimi, uporzadkowanymi rosnaco elementami zbioru 7', zas ¢; < --- <
C|B,,| 58 Wszystkimi, uporzgdkowanymi rosngco elementami zbioru B,,, to liczby

t1+c,to+cr, .t + et + Coy -t OB
sa rozne i na mocy zatozenia indukcyjnego jest ich co najmniej
T+ (Bl =13 Byl + 4 Bl + (m = 2) + | Bl = 1 = [Bi| -+ + [Bu_t| + [ Bul — (m — 1),
co konczy dowdd lematu. O

Wracamy do rozwiazania zadania. Niech C' bedzie zbiorem liczb, ktére mozna przedstawi¢ w postaci
sumy liczb a; € Ay, ...,a, € A,, zas niech D bedzie zbiorem tych liczb, ktére mozna przedstawi¢ w
postaci sumy liczb a,11 € Apia, ..., a2, € Agy,. Z lematu wynika, ze

1 1 2n
Cl+ DI = A+ 4 [Asn| = 20 +2 = 0 (20(2n+1) —dn+4) = o (2n(2n — 1) +4) > (2)+2.

W takim razie zbiory C oraz {(22") —d:de D}, zawarte w zbiorze {O, 1,..., (22")}, maja wspolny ele-
ment. Czyli musza istnie¢ takie ¢ € C,d € D, ktére sumuja sie do (22" ), co konczy rozwiazanie zadania.

7. Wykazaé, ze istnieje taka liczba rzeczywista ¢ > 0, ze dla dowolnej liczby pierwszej p istnieje nie
2
wiecej niz ¢p3 takich dodatnich liczb catkowitych n, ze p | n! + 1.

Rozwigzanie:
Ustalmy dodatnia liczbe catkowita £ i liczbe pierwsza p. Udowodnimy, ze liczb n spekliajacych

warunek z tredci zadania jest co najwyzej
k+1 D
( 2 ) * {EW '
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Wtedy otrzymamy zadane oszacowanie podstawiajac k = Lpl/ 3J.
Jesli p | n!' + 1, to musi zachodzi¢ n < p. Podzielmy zbior {1,2,...,p — 1} na przedziaty wielkosci k,
tj.dlai=1,..., (%W niech
Ai={(i—Dk+1,G—1k+2,...tk}n{1,...,p—1}.

Dla tych ¢, dla ktorych istnieje n € A; speliajace p | n! 4+ 1, niech n; bedzie najmniejsza taka liczba.
Niech N ={n;:i=1,..., {ﬂ} oraz niech M bedzie zbiorem tych n, dla ktorych p | n! + 1, ale n & M.
Oczywiscie [N| <[], pozostaje udowodni¢, ze [ M| < (’“;1)

W dalszej czesci rozwiazania skorzystamy z faktu, ze wielomian stopnia ¢ przyjmuje wartos¢ podzielna
przez p dla co najwyzej t elementow zbioru {1,...,p — 1}. Zdefiniujmy wielomiany

fo(@)=(+D(x+2)...(x+m)—1.

Zauwazmy, ze jesli m € M N A; spelnia p | m! 4+ 1, to f,—n,(n;) jest podzielne przez p, przy czym
m —n; < k. To oznacza, ze | M| jest nie wicksza niz liczba takich par (¢,n), przy czym 1 < t < k oraz
1<n<p—1,ze fi(n) jest podzielne przez p. Dla ustalonego t odpowiednich n jest co najwyzej ¢, stad

k1
|M|<1+2...+k:< ; )

co konczy dowdd.

8. Niech S bedzie niepustym zbiorem dodatnich liczb catkowitych o tej wtasnosci, ze jesli a,b € S, to
ab+ 1 € S. Udowodnié¢, ze zbiér wszystkich liczb pierwszych, ktore nie dziela zadnego elementu S, jest
skoriczony.

Rozwigzanie:

Oczywiscie zbior S jest nieskonczony. Dla dowolnej liczby pierwszej p niech S, bedzie zbiorem reszt
z dzielenia elementéw S przez p. Udowodnimy, ze dla dowolnego p zbiér S, jest jednoelementowy lub
0 € S,. To implikuje teze zadania: istotnie, jesli a,b € S'i a # b, to S, moze by¢ jednoelementowy tylko
gdy p | a — b, co zachodzi dla skoriczenie wielu liczb pierwszych p.

Pracujemy modulo p. Zalézmy, ze 0 nie jest elementem S,. Wybierzmy a € S,. Funkcja f,(z) = ar+1
(mod p),idacaz {0,1,...,p—1} w ten sam zbior, jest bijekcja (gdyz a # 0). Z warunkow zadania, musi ona
mapowac elementy zbioru S, na elementy zbioru S,. Z bijektywnosci dostajemy z € S, <= ax+1 € S,.
Tak wiec dla dowolnego b € S, mamy

ax
rTES, <= ar+1€5, < ?eSp,
gdyz b5 + 1 =ax + 1.

Niech ¢ = ¢ (mod p). Jedli S, nie jest jednoelementowy, to mozemy wybrac¢ a # b, wiec ¢ # 1.
Twierdzimy, ze w tym przypadku suma elementéw S, jest réowna zero. Niech d bedzie najmniejsza
liczba naturalna dodatnia taka, ze ¢* = 1 (mod p). Wtedy S, jest suma mnogosciowa zbioréw postaci
{x,2q,7¢%, ..., 2q°" '}, ktore tworza jego podzial. Suma elementéw w kazdym takim zbiorze to

¢' -1
r(1+q+... +¢" =2z =0 (mod p),

wiec faktycznie sumg elementow S, réwniez jest zero.

Jednoczesnie, jesli sq,...,s; to elementy S,, to wiemy, ze as; + 1,...,as; + 1 réwniez jest lista
elementow S, z naszej wezesniejszej obserwacji o f,. Suma tych liczb to a(s; + ...+ si) + k, co moze by¢
réowne 0 modulo p tylko, jesli £ = p, w ktérym to przypadku oczywiscie 0 € .S,,.
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To daje nam sprzecznos$¢, w takim razie 0 € .S, tak jak chcieliSmy.

9. Dany jest trojkat ABC wpisany w okrag o. Punkty X, Y lezg na okregu o, a cieciwa XY przecina
boki AB i AC odpowiednio w D i E. Wykazaé, ze srodki odcinkéw XY BE, C'D, DFE leza na okregu.

Rozwigzanie:

Oznaczmy $rodki odcinkéw XY, BE, C'D, DE przez odpowiednio K, L, M, N. Odcinki LN i
MN sa liniami $rodkowymi w trojkatach EBD i ECD, wiec LN || AB i MN | AC. Wobec tego
SLNM = ¥BAC i do zakoniczenia rozwiazania wystarczy udowodni¢, ze {LKM = S<BAC.

Niech D’ i E’ beda punktami symetrycznymi do D i E wzgledem punktu K. Wéwcezas LK i MK sa
liniami $rodkowymi trojkatow EE'B i DD'C, wiec LK || E'B i1 MK || CD'. Niech S bedzie przecieciem
prostych E'B i CD'. Nalezy wykaza¢, ze S lezy na okregu opisanym na trojkacie ABC, bowiem wtedy
SLKM = 4BSC = $BAC. Niech B’, C" i T beda punktami symetrycznymi do odpowiednio B, C' i
S wzgledem symetralnej odcinka XY. Ze wzgledu na symetrie wystarczy wykazaé¢, ze T' lezy na okregu
opisanym na trojkacie ABC. Zauwazmy, ze proste BB’ i CC’ sa réwnolegle do prostej DE. W takim
razie punkty D, E i ,punkt przeciecia”’ prostych BB’ 1 C'C" sa wspotiniowe. Z twierdzenia odwrotnego do
twierdzenia Pascala dla szesciokata TC'C' ABB’ otrzymujemy, ze punkty T, C", C, A, B, B leza na jednej
stozkowej. Stozkowa ta jest okrag opisany na trojkacie ABC, gdyz leza na nim punkty A, B,C, B’,C".
To konczy dowdd.

10. Dany jest trojkat ABC'. Punkt I jest srodkiem okregu wpisanego w ABC, J jest §rodkiem okregu
dopisanego stycznego do boku BC', a G $rodkiem ciezkosci trojkata BIC. Niech BI przecina AC w E, a
C1 przecina AB w F. Udowodni¢, ze <BGC + SEJF = 180°.

Rozwigzanie:

Sposob 1. Oznaczmy przez Jo i Jp srodki okregdéw dopisanych do trojkata ABC stycznych do bokow
odpowiednio AB i AC, przez L i M punkty przeciecia okregu opisanego na trojkacie ABC' z prostymi
odpowiednio BI i C'I, a przez S punkt przeciecia JgM i Jo L.

7 twierdzenia o trojlisciu wynika, ze L i M sa srodkami okregéw opisanych na czworokatach odpo-
wiednio AICJg oraz AIBJo. W szczegolnosci L i M sa srodkami srednic odpowiednich okregéw, czyli
odpowiednio odcinkéow [Jg i IJo. Stad trojkaty LIM oraz JglJo sa podobne oraz S jest srodkiem
ciezkosci trojkata JglJo. Ponadto trojkaty LIM oraz C'IB sa podobne, bo L, M, B, C' leza na jednym
okregu. Czyli z podobienistwa trojkatow JplJo oraz CIB otrzymujemy

JpSJe = $BGC. (1)
Ze znanego twierdzenia o biegunowych otrzymujemy, ze

EJ 1 L, (2)
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korzystajac z tego, ze punkty A, I, C', Jg leza na okregu o srodku w L oraz
{J} =AINCJg, {Jo}=CINAJg, {EF}=ACNIJg.

Analogicznie zachodzi
FJ L MJg. (3)

Z polaczenia (1)), (2)) oraz (3)) bezposrednio wynika teza.

Sposéb 2. Poniewaz < BGC = 180° — $CBG + $BCG, to wystarczy udowodnié, ze $EJI = 4CBG
i $IJF = $BCG. Udowodnimy tylko pierwsza réwnoéé, druga bedzie zachodzi¢ analogicznie.

Niech P bedzie takim punktem na okregu opisanym na trojkacie BIC, ze czworokat C'BIP jest
harmoniczny. Woéwczas < PBI = <CBG. Wystarczy udowodnié¢, ze punkty E, P, J sa wspolliniowe,
gdyz wtedy, poniewaz B, I, C', J leza na okregu, otrzymamy

SEJI = $PJI = $PBI = 4CBG.

Do udowodnienia wspotliniowosci tej trojki punktow wystarczy dowiesé, ze <EPI = 90°, gdyz I.J jest
srednica okregu opisanego na trojkacie BIC.
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Czworokat C'BIP jest harmoniczny, wiec PC/PI = BC/BI. 7 twierdzenia o dwusiecznej zachodzi
EC/EI = BC/BI. Oznaczmy przez () spodek dwusiecznej kata C'PI, wowczas tez QC/QI = PC/CI.
W takim razie punkty E, P, B, @ leza na okregu Apoloniusza dla pary punktow I oraz C. Oznaczmy
przez O $rodek tego okregu. Mamy

IPCQ = YPQO — <QPC = SOPQ — <IPQ = SOPI,

wiec
YOPI = $OCP = 4¥ICP = 4IBP = $EBP = %%POE = 90° — $OPE,

co konczy dowdd.

11. Dane sa dwie roztaczne przystajace elipsy & i & o srodkach odpowiednio X i Y, przy czym duza
o$ &1 1 mata 0§ & leza na jednej prostej. Niech ¢ i ¢ beda wspolnymi stycznymi wewnetrznymi do tych
elips i zal6zmy, ze ¢; L ¢5. Niech ¢35 bedzie jedna ze wspolnych stycznych zewnetrznych do & i &. Niech
P bedzie punktem przeciecia ¢; i {5, () punktem przeciecia ¢ i ¢3, a R punktem przeciecia f5 i {3. Przy
tym X@Q < X R. Udowodnié¢, ze trojkaty PXQ i PRY sa podobne.

Rozwigzanie:

W rozwigzaniu wykorzystamy nastepujacy lemat, ktéry udowodnimy po zakonczeniu rozwiazania.

Lemat. Dana jest elipsa £. Zbiorem punktow P o tej wltasnosci, ze proste styczne do £ poprowadzone z P
sq prostopadte jest okrqg wspdtsrodkowy z £. Promieniem tego okregu jest \/a? + b?, gdzie a i b oznaczajg
matq i duzg potos elipsy €.

7 symetrii rysunku i przytoczonego lematu wynika, ze P jest srodkiem odcinka XY . Mamy 4QPX =
LY PR = 45°. Do tezy wystarczy nam réwnos¢ <PXQ + S RY P = 135°, wtedy bowiem trojkaty PXQ
i PRY beda podobne na mocy cechy podobienistwa kat-kat.

Niech Z bedzie punktem symetrycznym do X wzgledem PQ). Latwo widzieé¢, ze Z jest rOwniez syme-
tryczny do Y wzgledem PR. Mamy

IPXQ+ SRYP =<QZP + SPZR = ¥QZR,

wiec wystarczy udowodnié, ze YQZR = 135°.
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Niech K, L, M, N beda takimi punktami lezagcymi odpowiednio na odcinkach PQ, PR,QR,QR, ze
MK jest prostopadta do QR styczng do &, a NL — prostopadta do QR styczng do &. Zauwazmy, ze
obrét o 90° wokoét Z przeksztalca Y na X, & na &, prosta PR na prosta P(Q), prosta QR na prosta
MK i prosta NL na prosta QR. Stad wynika, ze ten obrét przeksztalca L na ), Rna K i N na M. W
szczegolnosci trojkaty ZY X, ZLQ, ZRK i ZN M sa prostokatne i réwnoramienne o kacie prostym przy
wierzchotku Z.

Poniewaz styczne do & poprowadzone z punktu M sa prostopadte, wiec X M = X P na mocy lematu. Z
podobnych powodéw YN = Y P. Rozwazany wczesniej obrot przeksztatca N na M iY na X, wiec NY L
XM. Stad SNYP + $PXM = 90°. Korzystajac z tego, ze trojkaty PXM i NY P sa réwnoramienne
otrzymujemy

180° — <PXM 180° — LNYP
2 2

INPM = 180° — IMPX — XY PN = 180° —

IPXM + S<NYP

=90 5

= 45°.

Zauwazmy, ze punkty Z, M, P leza na okregu o érednicy RK. Stad $ZRM = S ZPM. Analogicznie,
punkty Z, N, P leza na okregu o érednicy QL, wiec INPZ = SNQZ. W takim razie

JQZR =180° — $ZRQ — YRQZ = 180° — 4 ZPM — $NPZ = 180° — $NPM = 135°,

co konczy dowod.
PrzejdZzmy do dowodu lematu sformutowanego na poczatku rozwiazania.

Dowdd lematu. Niech F'i G beda ogniskami elipsy £, ktorej mata potos ma dtugosé a, wielka pétos ma
dtugosé b, a M jest srodkiem F'G. Wtedy & jest zbiorem takich punktow P, ze PF 4+ PG = 2b.

Fakt 1. Dla dowolnego punktu P na £ prosta styczna do € w P jest dwusieczng kqta zewnetrznego F PG.

Dowdd faktu. Wybierzmy punkt P na £ i niech ¢ bedzie dwusieczng kata zewnetrznego F'PG. Niech G’
bedzie odbiciem G wzgledem (. Wtedy G’ lezy na F'P. Mamy 2b = FP+ PG = FP+ PG' = FG'. Kazdy
punkt P’ na prostej ¢ rozny od P spetnia warunek

FP +P'G=FP + PG > FG = 2b,

wiec nie lezy na €. Wniosek: prosta ¢ ma z elipsa £ tylko jeden punkt wspoélny, jest wiec styczna do €.
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G/

P/

Fakt 2. Niech ¢ bedzie prostq styczng do £, a QQ — rzutem G na . Wowczas MQ = b.

Dowdd faktu. Niech P bedzie punktem stycznosci ¢ z £. Niech G’ bedzie punktem symetrycznym do
G wzgledem Q. Jest to rownoczesnie odbicie G wzgledem (. Z Faktu 1. wynika, ze G’ lezy na F'P. Z
twierdzenia o linii sSrodkowej w trojkacie FGG' mamy

MQ = %FG’ = %(FP + PG = %(FP +PG) =b.

Fakt 3. MG? = b? — a®.

Dowaod faktu. Niech R bedzie punktem lezacym na £ i symetralnej odcinka F'G. Wtedy RG = b, wiec
teza wynika z twierdzenia Pitagorasa w trojkacie RMG.
R
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Jestesmy gotowi do dowodu lematu. Niech P bedzie takim punktem, ze proste styczne poprowadzone
z P do & sa prostopadte. Oznaczmy ich punkty stycznosci przez A i B. Niech C'i D beda rzutami G od-
powiednio na PA i PB. Niech jeszcze N bedzie rzutem M na PA. Z twierdzenia Pitagorasa otrzymujemy
tatwo PM? — CM? = PN? — CN? = DM?* — GM? W takim razie

PM? = CM? + DM? — GM? = b* +b* — (b* — a®) = a® + b*.
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Drugi Mecz Matematyczny

1. Orzec, czy istnieje zbior S ztozony z 2023 liczb rzeczywistych o nastepujacej wtasnosci: dla dowol-
nych a,b € S (niekoniecznie réznych) istnieja takie rézne ¢, d € S, ze ab = c + d.

Rozwigzanie:
Zbior S zdefiniujemy jako zbior postaci

Sy) ={0}u{e -y |ec{-1,1},ke{0,1,...,1011}}

dla pewnej liczby rzeczywistej y.

Niech x € (1,2) bedzie pierwiastkiem wielomianu P(z) = x x — 1 (taki pierwiastek istnieje
z wlasnosci Darboux, poniewaz P(1) < 0 oraz P(2) > 0). Twierdzimy, ze S := S(z) spelnia warunki
zadania. Wezmy a,b € S. Jedlia = 0lub b =0,to a-b =0 = x + (—x). Przyjmijmy, ze a = &, - 2F
oraz b = &, - 2¢, gdzie e1,65 € {—1,1}, k, £ € {0,1,...,1011}. Wtedy a - b = 16y - 28 = ¢ - 2+ gdzie
e € {—1,1}. Rozwazmy 2 przypadki:

1012

o k+(¢<1011. Wtedy a-b =0+ ¢ - 2" gdzie 0,e- 2F* € S.

o 1012 < k + £ < 2022. Wtedy

k+0 _ k+£€—-1012 513'1012 —=c. xk+f71012 . (l’ 4 1) k+¢—1011 TLe. l’k+271012

a-b=¢-x =c-x =c-x

)

przy czym k+¢—1011,k+¢—1012 € {0, 1,...,1011}, wiec oba ostatnie sktadniki naleza do zbioru
S. To konczy dowdd.

2. Dane sa dodatnie liczby catkowite n, ay, as, . . ., a, oraz funkcja f: Z — R spelniajaca dla dowolnych
liczb catkowitych k oraz ¢ # 0 réwnosé

> flk+ait)=0.
=1

Udowodnié¢, ze funkcja f(z) jest stale rowna 0.

Rozwigzanie:
Zat6zmy nie wprost, ze dla pewnego b zachodzi f(b) # 0. Definiujemy funkcje fo wzorem fy(z) =
f(z +b). Wtedy

Z folk + al) = Z f((k+b)+a;l) =0,

wiec fp rowniez spelnia warunek z tresci zadania. W dalszej czedci rozwiazania skonstruujemy ciag funkcji
(fn)o2, spelniajacych warunek z tresci zadania, a dodatkowo o takiej wtasnosci, ze dla kazdego n liczby

fn(0); fu(1), -, fu(n)

sa niezerowe. Zatézmy, ze dla pewnego n > 0 udalo nam sie skonstruowaé zadane f,,, pokazemy konstruk-
cje funkcji f,41.
Dlaz=0,1,...,n,n+ 1, niech

_Jo jesli f(x —=n—14+0b) =0,
") fulx)/f(x —n—14b) w przeciwnym przypadku.

Niech C' > maxocz<nt1 |ms|. Definiujemy
for1(z) = fu(z)+C - f(z —n—14+0D).
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Wtedy dla z =0,1,...,n,jesli f(t —n—1+0b) =0, to fri1(x) = fu(x) #0,ajesli f(x —n—1+b) #0,
to [fur1(x)] = |C - flx —n—14+0b)|] — |fa(z)| > 0, wiec rowniez f,,1(x) # 0. Ponadto |f,11(n+ 1) >
|C - f(b)] — |fu(n+ 1)] > 0, stad takze f,11(x) # 0. Pozostaje sprawdzi¢, ze

> fasilk+ail) =Y falk+ail) + f((k—n—1+b)+a;l) =0,
=1 =1

co konczy dowdd poprawnodci konstrukeji.
Wykorzystamy nastepujace twierdzenie.

Twierdzenie (Van der Waerden). Dla dowolnej liczby naturalnej M istnieje taka liczba naturalna N, Ze
dla dowolnego kolorowania liczb naturalnych od 1 do N na dwa kolory, mozna wskazaé cigg arytmetyczny
dtugosci M liczb pokolorowanych tym samym kolorem.

Niech M = max;<;<, a; oraz niech N bedzie liczba z twierdzenia. Kazda liczbe z od 1 do N kolorujemy
na bialo, jesli fy(x) > 0, ana czerwono, jesli fy(z) < 0. Oczywiscie nie moze zaj$¢ fy(x) = 0 z konstrukeji
funkeji fy. Wtedy na mocy twierdzenia dla pewnych k, ¢ (¢ # 0) mamy, ze liczby

fN(k + (Ilf), Ce ,fN(k + @ng)

sg tego samego znaku, wiec nie moga sumowac sie do zera. Otrzymana sprzeczno$¢ koriczy dowdd.

3. Dany jest skoriczony zbiér A oraz jego podzbiory Ay, As, ..., A, Zalézmy, ze dla kazdego k =
1,2,...,m suma dowolnych k z nich zawiera co najmniej k£ + 1 elementéw. Udowodnié¢, ze elementy
zbioru A mozna pomalowa¢ na biato i czerwono w taki sposob, ze kazdy ze zbiorow Ay, As, ..., A,
zawiera elementy obu koloréw.

Rozwigzanie:

Niech G bedzie grafem dwudzielnym, ktérego wierzchotkami sg zbiory Aj, Ao, ..., A,, oraz elementy
zbioru A. Krawedziami grafu G sa wszystkie takie pary (A;,a), ze a € A;. Warunki zadania mowia, ze dla
dowolnego niepustego zbioru indeksow I C {1,2,...,m} zbior |J,.; A; ma co najmniej [/|+ 1 elementow,
a to w szczegdlnoscei oznacza, ze dowolny zbior wierzchotkéw posrod Aq, Ag, ..., A, ma w grafie G tacznie
co najmniej tyle sasiadow, co liczba wybranych zbioréw (a nawet sasiadéw tych jest o co najmniej jeden
wiecej). Graf G spelnia zatem warunek Halla, wiec z twierdzenia Halla wynika, ze w G istnieje skojarzenie
zawierajace wierzchotki Ay, As, ... A,,.

Ustalmy takie skojarzenie i powiedzmy, ze jego krawedziami sa (A1, a1), ..., (An, an). Wowczas dla
i =1,2,...,m mamy a; € A; oraz ay,as,...,a,, sa parami réoznymi elementami zbioru A. Pomalujmy
wszystkie elementy zbioru A\{ay, as, . .., a,, } na biato. Pozostate elementy pomalujemy zgodnie z opisana

nizej procedura.

Wybieramy dowolny indeks i taki, ze element a; nie zostal jeszcze pomalowany oraz A; ma sasiada,
ktory juz zostal pomalowany. Malujemy a; na kolor inny od koloru pewnego sasiada wierzchotka A;. Na-
stepnie powtarzamy opisang czynno$é¢ tak dtugo jak to mozliwe. Udowodnimy, ze w ten sposob wszyst-
kie elementy aq,as, ..., a,, zostang pomalowane. Zal6zmy, ze uzyskaliSmy sytuacje, w ktorej niemozliwe
jest wykonanie powyzszej operacji i jednoczesnie nie wszystkie elementy aq, as, ..., a,, zostaly pomalo-
wane. Bez utraty ogélnosci rozumowania mozemy przyjacé, ze ai,as, ..., ax hie zostaly pomalowane, a
Qi1 ---, 0y, — tak. Z naszej procedury wynika, ze zaden ze zbioréw A;, Ag, ..., Ay nie zawiera zad-
nego z elementow g1, axy2, - - -, a, ani zadnego elementu ze zbioru A \ {ay, aq, ..., a,}. W takim razie
wszyscy sasiedzi Ay, Ag, ..., Ay sa w zbiorze {aq,aq,...,ax}, a to przeczy zatozeniom zadania — zbiory
Ay, Ag, ..., Ax maja co najmniej k + 1 sgsiadow.

Wobec tego opisana procedura malowania zakonczy sie w momencie, w ktérym wszystkie elementy
zbioru A zostana pomalowane. Zauwazmy, ze dla kazdego i = 1,2,...,m w momencie, w ktérym malo-
walismy element a; zapewnilismy sobie to, ze zbior A; zawiera dwa elementy réznych koloréow. To koniczy
dowod.
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4. Przy okragltym stole siedzi n > 3 graczy. Na poczatku graczom rozdano 3n kart ponumerowanych
liczbami od 1 do 3n w taki sposob, ze kazda osoba dostata pewne 3 karty. Co minute kazdy gracz przekazuje
karte o najmniejszym numerze (sposrod trzymanych przez siebie kart) graczowi po swojej lewej, a karte
o najwiekszym numerze graczowi po prawej. Udowodnié, ze niezaleznie od poczatkowego rozdania kart
kazdy gracz bedzie miatl w rece taki sam zestaw kart po n — 1 minutach, co po 2n — 1 minutach.

Rozwigzanie:

Pokazemy, ze po n — 1 minutach kazdy z graczy bedzie mie¢ doktadnie jedna karte ze zbioru
{1,2,...,n} oraz dokladnie jedna karte ze zbioru {2n + 1,2n + 2,...,3n}. Stad natychmiast wynika
teza zadania, gdyz poczawszy od tego momentu karty {1,2,...,n} beda w pewnej niezmiennej kolejnosci
podawane w lewo, a karty {2n + 1,2n 4+ 2,...,3n} — analogicznie w prawo.

Skupimy sie teraz na kartach {1,2,...,n} (dowod dla kart {2n +1,2n + 2,...,3n} jest analogiczny)
i bedziemy nazywaé te karty matymi. Niech P bedzie procesem przekazywania kart opisanym w tresci
zadania. Zdefiniujmy inny proces P’, w ktorym co minute kazdy z graczy:

e najmniejsza karte zostawia w reku,
e srodkowa karte przekazuje o 1 w prawo,
e najwieksza karte przekazuje o 2 w prawo.

Zauwazmy, ze w kazdym momencie 3-elementowe podzbiory kart w procesie P’ pokrywaja sie z 3-
elementowymi podzbiorami kart w procesie P, a jedynie réznig sie tym, ktorzy gracze dane podzbiory
posiadaja w reku. Poniewaz chcemy pokazaé, ze po n — 1 minutach w kazdym 3-elementowym podzbiorze
znajduje sie doktadnie jedna mala karta, mozemy te wlasnosé rownowaznie dowodzi¢ dla procesu P’

Od teraz rozwazamy ruch kart w procesie P’. Zauwazmy, ze jesli po i-tej minucie pewien gracz G
posiada matg karte, to po j-tej minucie (gdzie j > i) gracz G takze posiada jakas matg karte (niekoniecznie
te sama). Istotnie, jesli gracz G przekazuje mala karte k do dalszych graczy, to oznacza, ze na reku musi
posiadac takze karte k' < k, ktorej nie przekazal, a wtedy k takze musi by¢ mala.

Jesli na poczatku kazdy gracz posiada malg karte, nasza teza oczywiscie jest spetniona. Niech teraz
Go bedzie graczem, ktory poczatkowo nie ma zadnej maltej karty i przypusémy nie wprost, ze po n — 1
minutach rowniez nie ma malej karty, co na mocy poprzedniej obserwacji jest rownowazne temu, ze w
zadnej minucie od 1 do n — 1 nie dostal on malej karty. Woéwcezas w kazdym momencie od 0 do n — 1
istnieje gracz, ktory posiada co najmniej dwie mate karty. Ponumerujmy kolejnych graczy na prawo od
Gy jako G1,Gy, ..., Gy g iniech f:{0,1,...,n—1} = {1,2,...,n — 1} bedzie funkcja, ktora kazdemu
momentowi czasu przyporzadkowuje najmniejsze takie ¢ > 1, ze gracz GG; ma co najmniej 2 mate karty. Z
zasady szufladkowej Dirichleta istnieja dwa takie momenty 0 < t; < to < n—1, ze f(t1) = f(t2). Z drugiej
strony wykazemy teraz, ze funkcja f jest Scisle rosnaca, a otrzymana sprzecznosé zakonczy rozwiazanie
zadania. Rozwazmy sytuacje po m-minutach (m € {0,1,n — 2}) i niech j = f(m). Wtedy po m + 1
minutach gracze G, Gs,. .., G; bedg mie¢ po jednej malej karcie, poniewaz

e zaden z graczy G, Go,...,G; nie dostanie malej karty w m + 1 minucie (gracze G, Ga, ..., G,
nie przekazuja dalej matej karty, a gdyby gracz G; dostal mala karte od gracza G,,_1, to takze Gy
dostatby mata karte od gracza G,,_1, co jest sprzeczne z naszym zalozeniem);

e gracz G; przekaze wszystkie swoje mate karty poza jednag do dalszych graczy.

Zatem f(m + 1) > j, co konczy dowod.

5. Kazde pole planszy o wymiarach 2023 x 2023 zostato pomalowane na jeden z dwoch koloréow w taki
sposob, ze pola kazdego z kolorow tworza Sciezke (tj. dla kazdego z koloréw graf, w ktoérym wierzchotkami
sa pola tego koloru, a krawedzie miedzy nimi wystepuja wtedy i tylko wtedy gdy pola maja wspolny bok,
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jest Sciezka). Wykazaé, ze srodkowe pole planszy jest jednym z konicow jednej z dwoch jednokolorowych
Sciezek na ktore podzielona zostala plansza.

Rozwigzanie:

Kazda z dwoch Sciezek, na ktore podzielona jest plansza nazwiemy wezem. Zauwazmy, ze jesli trzy
kolejne pola A, B, C pewnego weza tworza zakret, czyli sa zawarte w pewnym kwadracie 2 x 2, to
czwarte pole D tego kwadratu musi naleze¢ do drugiego weza (w przeciwnym przypadku uzyskaliby$my
cykl o dlugosci 4 w obrebie tego samego weza). Zdefiniujmy f(B) = D — f jest wiec funkcja, ktora
srodkowemu polu kazdego zakretu przyporzadkowuje pole nalezace do drugiego weza.

Oznaczmy cztery narozne pola planszy przez A, B, C, D w taki sposob, aby AC oraz BD byly jej
przekatnymi. Zauwazmy, ze jesli A nie jest koncem weza, to musi by¢ srodkowym polem pewnego zakretu.
Wowezas pole f(A) jest koricem weza lub srodkowym polem zakretu, gdyz jesli nie jest konicem, to musi
mie¢ doktadnie dwa sasiadujace pola w swoim kolorze, a pola przylegajace bokiem do A maja inny kolor.
Powtarzajac analogiczne rozumowanie stwierdzamy, ze dla pewnego k& > 0 pole

9(A) == f(f(...(f(A))...))

k

jest konicem weza. Analogicznie definiujemy g(B), g(C), g(D). Kazdemu z naroznikéw planszy przypisa-
liSmy w ten sposob najblizszy sposrod koncow wezy o srodkach na dwusiecznej tego naroznika.

Zauwazmy, ze jesli g(A) = ¢(C), to kazde pole sasiadujace z tym polem nalezy do innego weza —
uzyskujemy wiec weza o dtugosci 1, ktéry nie moze istnie¢ na zadnej planszy o boku wickszym od 2.
Podobnie uzasadniamy, ze g(B) # g(D). Udowodnimy, ze konice g(A), g(B), g(C), g(D) nie moga by¢ pa-
rami réozne — wyniknie stad teza zadania, gdyz bedzie to oznaczalo, ze zbiory {g(A), g(C)}, {9(B),g9(D)}
maja niepuste przeciecie, czyli pewien koniec weza znajduje sie jednoczesnie na obu przekatnych planszy.

Przypusémy, ze g(A), g(B), g(C), g(D) sa parami rézne, czyli stanowia zbiér wszystkich czterech
konicow obu wezy. Jesli pokolorujemy pola planszy w tradycyjna szachownice, to wszystkie pola na obu
jej przekatnych, czyli w szczegolnosci g(A), g(B), g(C), g(D), beda mialy ten sam kolor, gdyz 2023 jest
liczba nieparzysta. To zas oznacza, ze kazdy z dwoch wezy bedzie sktadal sie z nieparzystej liczby pol.
To jednak nie jest mozliwe, gdyz taczna liczba pol obu wezy, réwna liczbie wszystkich pél planszy, jest
nieparzysta. Uzyskana sprzecznos¢ konczy dowod.

6. Niech W(xy,za,...,x,) bedzie niezerowym wielomianem o wspoétczynnikach catkowitych stopnia
mniejszego niz n. Niech p bedzie liczba pierwsza. Udowodnié, ze jesli W (0,0, ...,0) jest podzielne przez
p, to istnieja takie liczby catkowite y1, o, . . ., Y, nie wszystkie podzielne przez p, ze W (y1,y2, ..., Yn) jest
podzielne przez p.

Uwaga. Stopien niezerowego wielomianu n zmiennych to najwieksza suma aq + s + . . . + o, sposrod tych

(v, ..., ), dla ktorych wspotezynnik przy jednomianie z§'x5? ...z jest niezerowy.

Rozwigzanie:

Udowodnimy, ze liczba n-elementowych ciagoéw (y1, . . ., y,) reszt modulo p, dla ktérych W(ys, ..., yn)
jest podzielne przez p, jest podzielna przez p. Wtedy teza wyniknie z tego, ze p > 2 i jest co najmniej
jeden taki ciag z zalozenia w tresci zadania.

Poniewaz liczba wszystkich n-elementowych ciggéw reszt modulo p jest réwna p", a wiec podzielna

przez p, to wystarczy udowodni¢, ze liczba n-elementowych ciagow (yi, . . ., y,) reszt modulo p, dla ktérych
W(y1,-..,yn) jest niepodzielne przez p, jest podzielna przez p.

Rozwazmy wielomian n zmiennych W (1, s, ..., r,)?" . Na mocy malego twierdzenia Fermata za-
chodzi

1 jesli W(xy,...,z,) Z0 (mod p)

Wiz, ..., x,)P ' =
(@ ) p{O jesli W(xq,...,2,) =0 (mod p).
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Stad do rozwiazania zadania wystarczy udowodnié¢, ze suma

Z W(l’l,...,(ﬁn)pil

0<z1,..., xn<p

jest podzielna przez p.
Ustalmy pewne wyktadniki aq, ..., a,. Oczywiscie

daptea = (gﬁ) (pzlxg>

0<z1,....zn<p z1=0

Skorzystamy z nastepujacego lematu.

pila p—1 a>0,p—1]|«
Z:U =p 0

W PrZeciwnym razie.

Lemat.

Dowadd. Dla o« = 0 suma po lewej stronie jest rowna p. Jesli a jest dodatnia wielokrotnoscia p — 1, to
z matego twierdzenia Fermata powyzsza suma daje reszte p — 1 modulo p. Dla pozostalych o mozemy
skorzysta¢ z istnienia generatora g modulo p, czyli takiej reszty modulo p, ze zbiér reszt z dzielenia

{6° g, ...,g"?} to {1,2,...,p— 1}. Wtedy

p—1 p—1 p—2
a a sa

=) 2= ¢°* (mod p).

8
Il
o
8
—
vy
Il
o

Poniewaz w tym wypadku g — 1 #Z 0 (mod p), to mozemy skorzystaé¢ ze wzoru na sume szeregu geome-
trycznego:

p—2
s — a(p— @ -1 _ @ -1 _
g = (""" -1)(¢"-1)"'=(1-1)(¢*—1)"'=0 (mod p).
s=0
O
7 lematu wynika, ze jesli pewien z wyktadnikow aq, ..., o, nie jest dodatnia wielokrotnoscia p — 1 to
wtedy
Z 2t ooozpm =0 (mod p).
0<z1,...,xn<p
Zauwazmy ponadto, ze wielomian W (z1, ..., x,)P! nie moze zawiera¢ jednomianéw postaci cx{! ... x%",
gdzie kazdy wykltadnik «; jest dodatnia wielokrotnoscia p — 1. Istotnie, stopienn takiego jednomianu to
przynajmniej n(p — 1), a stopienn wielomianu W (xy,...,z,)?! jest mniejszy od n(p — 1). Zatem

Z Wi(xy,...,2,)P "' =0 (mod p),

0<x1,0 0 <p

co konczy dowdd.

7. Rozstrzygnaé, czy istnieje taki skonczony zbior S liczb pierwszych, ze dla kazdej dodatniej liczby
catkowitej m istnieje dodatnia liczba catkowita n i p € S, dla ktorych p™ | n!, ale p™ ! { nl.

Rozwigzanie:

Dla dowolnej dodatniej liczby catkowitej x, niech v,(z) oznacza taka nieujemng liczbe catkowita m,
ze p™ | x oraz p™t! { x. Zdefiniujmy dla kazdej liczby pierwszej zbiér B(p) mozliwych wykladnikow
p-adycznych n!, czyli

B(p) = {uy(nl): n > 0}.
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Wystarczy udowodni¢, ze dla dowolnego skonczonego zbioru liczb pierwszych py, ..., pg, zbior B(p;) U
B(ps) U...U B(pg) nie zawiera wszystkich liczb dodatnich catkowitych. W tym celu udowodnimy naste-
pujacy lemat.

Lemat. Niech L > 1 bedzie liczbg catkowitq, p za$ liczbg pierwszq. Wtedy dla dowolnej liczby catkowitej
dodatniej x, istnieje taka liczba catkowita dodatnia y, zZe

r<y<y+L—-1<a+Lp*+1)—1 oraz B(p)N[y,y+L—1]=0.
Innymi stowy w kazdym przedziale dtugosci L(p* + 1) znajdziemy przedziat diugosci L roztgczny z B(p).

Dowdd. Zauwazmy, ze

{vp(n!): n =0} = {v,((pn)!): n > 0}.
Dodatkowo, v,((pn)!) jest rosnaca funkcja n, dlatego kazdemu elementowi b € B(p) odpowiada jedno-
znacznie pewna liczba n spelniajaca v,((pn)!) = b. Niech by < by < ... < by beda wszystkimi elementami
zbioru B(p)N|[z, z+ L(p“+1)—1]. Niech ciag n; spelnia b; = v,((pn;)!) dla 1 < i < k. Wtedy ny,no, ..., ng
sa kolejnymi liczbami catkowitymi.

Zalozmy nie wprost, ze w kazdym podprzedziale liczb calkowitych przedziatu [z, + L(p* + 1) — 1]
licznosci L znajduje sig jaki$ element b;. Poniewaz przedzial [z,...,x + L(p" + 1) — 1] mozna podzieli¢
na pl + 1 roztacznych przedzialéw, z ktorych kazdy zawiera L liczb catkowitych, to & > pf 4+ 1. To z
kolei oznacza, ze jedna z liczb ng, ns, ..., n, jest podzielna przez p”, poniewaz jest to przynajmniej p*
kolejnych liczb catkowitych. Niech bedzie to n;. Wtedy n; > n;_; oraz

bj — bj—1 = vp((pny)!) — vp((pry—1)! = vp(pny) = L+ 1.
To oznacza jednak, ze wystarczy wzig¢ y = bj_1 + 1, gdyz
v <bjiy <bj1+1<b 1 +L<b<z+Lp"+1)-1,
a pomiedzy b;_; 1 b; nie ma zadnych elementéw zbioru B(p). Otrzymana sprzecznosé koriczy dowod. [

Udowodnimy teraz indukcyjnie (ze wzgledu na k), ze dla dowolnego skoriczonego zbioru liczb pierw-
szych {p1,...,px} istnieje taka liczba M, ze dla dowolnej dodatniej liczby catkowitej x zachodzi

{z,z+1,...;04+ M —1} € B(p1) U B(p2) U...U B(pg).

Stad bezposrednio wyniknie teza zadania. Dla k& = 1 teza wynika wprost z lematu zastosowanego dla
L = 1. Dalej zakladamy k& > 2. Z zalozenia indukcyjnego istnieje taka liczba M’, ze dla dowolnego x’
zachodzi

{2 +1,...,2 + M' =1} € B(p1) UB(p2) U... U B(pg_1)-

Zastosujmy lemat dla L = M’ i p = pj. Niech M = M'(p}"" + 1). Wiemy, ze dla dowolnego z istnieje
takiey, zex <y <y+ M —1<x+ M —1oraz zbior {y,y+1,...,y+ M’ — 1} jest roztaczny z B(pg).
Korzystajac teraz z zalozenia indukcyjnego dla ' = y uzyskujemy, ze

W szczegolnosci zbior {z, z+1, ..., 24+ M’ —1} nie zawiera si¢ w B(p1)UB(p2)U. . .UB(px) dla dowolnego
x > 0. To koriczy dowdd kroku indukeyjnego i rozwiazanie zadania.

8. Wykaza¢, ze dla dowolnej nieparzystej liczby pierwszej p licznik liczby
p—1 2 p—1
<1 +pzk—1> e
k=1 k=1
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zapisanej w postaci utamka nieskracalnego dzieli sie przez p*.

Rozwigzanie:
Niech k=1 oznacza odwrotnosé¢ k& modulo p* dla k wzglednie pierwszych z p. Przyjmujemy réwniez
k= = (k~1)® Teza zadania jest réwnowazna temu, zZe

p—1 2 p—1
<1 +ka‘1> =1 —pQZk_2 (mod p*).
k=1

k=1

Branie odwrotno$ci modulo p jest permutacja niezerowych reszt modulo p i stad

ST o )
k= k:%zo (mod p).
k=1 k=1
Stad tez uzyskujemy, ze
p—1
ka‘l =0 (mod p°)
k=1

Dzieki temu mozemy napisa¢, ze

p—1 2 p—1
(1 —l—pz k1> =1+ QpZ k™' (mod p?).
k=1

k=1

Zauwazmy, ze
(p—Fk)'=—kT'A+pk + k2 4+ p°k?)  (mod p?).

Istotnie,
—(p=k)ET A+ pk T+ P2 PP = (1 — pE (1 4 pkT 4 PP 4+ 030
=1- 4k: 4
=1 (mod p*).
Poniewaz przyporzadkowanie k — p — k jest permutacja zbioru {1,...,p — 1}, wiec
p—1 p—1 p—1
2pY k'=pY (K4 -k = (=p°k™* = p’k™®)  (mod p*).
k=1 k=1 k=1

Poniewaz branie odwrotnosci modulo p jest permutacja reszt modulo p, wiec

Zk‘ 3—214:3 —_1)50 (mod p).

k=1

Stad ostatecznie uzyskujemy, ze

p—1 2 p—1 p—1
(1 + pz k:_1> =1-— Zka:_2 +pik 3 =1— szk_2 (mod p*),
k=1

co konczy dowdd.

9. Dany jest trojkat ABC oraz punkty P i ), ktore sg swoimi obrazami inwersyjnymi wzgledem
okregu opisanego na trojkacie ABC. Niech punkt X bedzie punktem przeciecia prostej BC' z prosta
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taczaca punkt P z obrazem symetrycznym punktu @) wzgledem BC'. Analogicznie dla prostych C'A oraz
AB definiujemy odpowiednio punkty Y oraz Z. Wykazaé¢, ze punkty X, Y, Z leza na jednej prostej.

Rozwigzanie:

Rozumowanie przeprowadzimy dla konfiguracji na rysunku (w pozostatych przypadkach dowod jest
podobny, lecz pewne szczegolty moga sie nieznacznie zmienic). Niech S bedzie punktem przeciecia proste;
zawierajacej punkty O, P i @) z okregiem opisanym na trojkacie ABC. Rozpoczniemy od udowodnienia,
ze

JQBN = ¥QCM.

Poniewaz punkty P i () sa swoimi obrazami inwersyjnymi, to
OB?=0P-0Q.

Wrynika stad, ze trojkaty BOP i QOB sa podobne, co pociaga za soba rownosé¢ SOBP = JSOQB.
7 zaleznosci OB = OS mamy dodatkowo <OBS = <OSB. W takim razie

IPBS = 4OBS — SOBP = 40OSB — 40QB = 180° — 405Q — ¥SQB = 45SBQ.
Skoro punkt NN jest obrazem symetrycznym punktu P wzgledem prostej AB, to {PBA = < NBA. Zatem
JQBN = ¥PBQ + $PBN = 2(XPBS + $PBA) = 29SBA.

Podobnie dowodzimy, ze QCM = 24SCY. Laczac te dwie réwnosci z zaleznoscia ¥ SBA = 4SCY
otrzymujemy ostatecznie

JQBN = 4QCM.

Powyzsza zalezno$é¢ pozwala napisac, ze

[QBN]  BQ-BN _ BQ-BP
[QCM]  CQ-CM  CQ-CP

W podobny sposéb udowodnimy, ze

[QCL]  CQ-CP
[QAN]  AQ- AP

[QAM]  AQ- AP
[QBL]  BQ-BP’

oraz

Wykorzystujac powyzsze zwigzki stwierdzamy, ze

AY CX BZ _[QAM] [QCL] [QBN] _[QAM] [QCL] [QBN]

CY BX AZ [QCM] [QBL] [QAN] [QBL] [QAN] [QCM]
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_AQ-AP CQ-CP BQ-BP
 BQ-BP AQ-AP CQ-CP

co na mocy twierdzenia Menelausa oznacza, ze punkty X, Y, Z leza na jednej proste;j.

1

Y

10. Sfera wpisana w ostrostup ABCD.S o podstawie réwnolegtoboku ABC'D jest styczna do podstawy
w punkcie P, a odcinek SQ jest wysokoscia ostrostupa. Wykazaé, ze jesli P # @, to prosta PQ przechodzi
przez punkt przeciecia przekatnych réwnolegtoboku.

Rozwigzanie:

Oznaczmy sfere wpisang w ostrostup ABC' DS przez s. Niech 7 bedzie ptaszczyzna podstawy ostro-
stupa ABCDS, a ¢ — plaszczyzna stycznag do sfery s rownolegla do 7 i r6zng od niej. Jednoktadnosé o
srodku S, ktora przeprowadza ¢ na m przeprowadza s na sfere wpisang w kat czworscienny przy wierz-
chotku S, styczng do 7, lezacg na zewnatrz ostrostupa ABC'DS. Oznaczmy te sfere przez s'. Niech R
bedzie punktem stycznosci s’ z ptaszczyzna .

Uzasadnimy najpierw, ze punkty P i R sa ogniskami elipsy wpisanej w rownolegtobok ABCD (jest
to fakt znany jako sfery Dandelina). Rozwazmy stozek o srodku S styczny do s i s’. Rozwazmy dowolna
tworzaca tego stozka. Niech bedzie ona styczna do s w punkcie X, do s’ w punkcie Y, i niech przecina
ona plaszczyzne m w punkcie Z. Wowcezas z twierdzenia o odcinkach stycznych wnosimy, ze

LZP+ZR=7ZX+7Y = XY.

Dhugosé odcinka XY nie zalezy od wyboru tworzacej, wiec punkty przeciecia tworzacych stozka z ptasz-
czyzna 7 leza na elipsie o ogniskach P i R i owa elipsa jest czeScia wspolng stozka z podstawa. Poniewaz
rozwazany stozek jest styczny do plaszczyzn wyznaczonych przez Sciany boczne ostrostupa, wiec elipsa
bedzie styczna do bokéw podstawy (ktore sa czesciami wspolnymi plaszezyzn wyznaczonych przez Sciany
boczne z podstawa).

Symetria wzgledem $rodka M elipsy przeprowadza punkt P na R, prosta AB na C'D, a BC na
AD. W zwiazku z tym w tej symetrii rownolegtobok przechodzi na siebie, zatem punkt przeciecia jego
przekatnych takze przechodzi na siebie, a to oznacza, ze pokrywa sie z punktem M. To oznacza, ze prosta
PR przechodzi przez punkt M. Punkty S, P, R, () oraz prosta taczaca punkt S i srodki obu sfer lezg
na jednej ptaszczyznie (prostopadlej do 7 i zawierajacej o$ rozwazanego wczesniej stozka), a przecieciem
tej ptaszczyzny z ptaszezyzna 7 jest wladnie prosta przechodzaca przez punkty P, R, () — innymi stowy
punkt @ lezy na prostej PR, skad dostajemy teze, gdyz weze$niej udowodnilismy, ze M lezy na PR.
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10.

11.

12.

13.

Regulamin Meczu Matematycznego

Ustalenia wstepne

. W Meczu biora udzial dwie druzyny. Kazda z druzyn wybiera ze swojego grona Kapitana.

. W pierwszej fazie Meczu obie druzyny rozwiazuja 11 zadan dostarczonych przez Jury i przygotowuja

sie do zreferowania rozwiazan przy tablicy. Druga faza Meczu jest rozgrywka.

Rozgrywka

. Ekipy na przemian wywotuja druzyne przeciwng do zreferowania przy tablicy rozwiazania jednego

z niewybranych dotad zadan. Numer zadania jest wybierany przez druzyne wywotujaca. Wywoly-
wanie rozpoczyna druzyna wylosowana tuz przed rozgrywka.

. Druzyna wywotana do rozwiazania zadania deklaruje, czy przyjmuje zadanie. Dalszy przebieg roz-

grywki zalezy od decyzji druzyny wywotane;j.

Jesl druzyna wywotana przyymuje zadanie...

. Druzyna wywotana staje sie druzyng referujaca.

Zawodnika druzyny referujacej, ktory przedstawia rozwigzanie przy tablicy, wyznacza Kapitan dru-
Zyny przeciwne;j.

Zawodnik moze by¢ wyznaczony jedynie wtedy, gdy kazdy zawodnik z jego druzyny zakonczyt
referowanie zadania nie mniej razy niz on. Nie mozna wyznaczy¢ zawodnika po raz drugi do tego
samego zadania. Jezeli do referowania wyznaczono Kapitana, wskazuje on na czas pobytu pod
tablica swego zastepce.

Jesli zawodnik zostaje wybrany do referowania po raz n-ty, przystepuje do referowania z praw-

dopodobienstwem (%)l_m—m, gdzie m oznacza minimum liczby zakonczonych referowan sposrod
wszystkich zawodnikéw druzyny referujgcej. W przeciwnym wypadku Kapitan druzyny referujacej

wyznacza osobe do referowania zgodnie z punktem 7.

Osoba referujaca nie moze korzysta¢ z notatek, ani konsultowaé sie ze swoja druzyng. Druzyna
przeciwna nie moze przeszkadzac¢ lub przerywac referujacemu.

Kapitan druzyny referujacej moze odwotywaé osoby referujace dowolng liczbe razy. Takze osoba
referujaca moze zrezygnowaé z referowania. Wowcezas Kapitan druzyny przeciwnej wskazuje ko-
lejng osobe druzyny referujacej do kontynuowania rozwigzania przy tablicy na zasadach opisanych
w punktach 7-9. Druzyna zmieniajaca referujacego traci N punktéw przy swojej N-tej zmianie
w czasie Meczu.

Laczny czas na zreferowanie rozwigzania przez druzyne referujaca wynosi 10 minut. Po uptywie
tego czasu Jury moze przerwaé referowanie, poprosi¢ o streszczenie dalszej czesci rozwiazania lub
pozwoli¢ na dalsze referowanie, w zaleznosci od tego, czy rozwigzanie zdaniem Jury rokuje nadzieje
na poprawnos¢ i zbliza sie do konca.

Po oznajmieniu przez referujacego, ze referowanie rozwiazania zostato zakonczone, druzyna prze-
ciwna moze zglosi¢ zastrzezenia co do poprawnosci lub kompletnosci rozwigzania, a nastepnie refe-
rujacy odpowiada na te zastrzezenia.

Jezeli podczas dyskusji druzyna wywolujaca zwrécita uwage na btedy lub luki dyskwalifikujace
rozwigzanie, ma ona prawo do zreferowania brakujacych czesci rozwigzania na zasadach okreslonych
w punktach 6-11. W tym przypadku, jezeli przedstawione rozwiazanie nie zostanie uznane przez
Jury za poprawne, druzyna otrzymuje —10 punktow i opuszcza sie punkt 14.
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14.

15.

16.

17.

18.

19.

20.

Ostatecznie Jury ocenia zaprezentowane referaty oraz dyskusje i przyznaje obu druzynom nieujemne
liczby punktéw o sumie nie przekraczajacej 10 punktéw. Druzyna, ktora przedstawita poprawne
rozwiazanie, otrzymuje co najmniej 7 punktéow. Jury ma prawo zada¢ pytania referujacemu w celu
ustalenia oceny.

Jesli druzyna wywotana nie przyjmuje zadania...
Druzyna wywolujaca staje sie druzyna referujaca i prezentuje rozwiazanie zgodnie z zasadami okre-
slonymi w punktach 6—11.

Ostatecznie Jury przyznaje druzynie referujacej od 7 do 10 punktow, jezeli zaprezentowane roz-
wiazanie jest poprawne, albo —10 (minus dziesie¢) punktow w przeciwnym przypadku. Jury moze
rowniez przydzielié druzynie przeciwnej punkty za wskazanie luk lub bledéw w przedstawionym
rozwigzaniu. Jury ma prawo zada¢ pytania referujacemu w celu ustalenia oceny.

Ustalenia konicowe
Rozgrywka koniczy sie po wywotaniu 8 zadan lub gdy réznica pomiedzy wynikami obu druzyn jest
wieksza niz 40 punktow. W przypadku remisu wywotuje sie dodatkowo 2 zadania.

Po 3 godzinach meczu czas na referowanie zadania zostaje skrocony do 5 minut, a wszystkie punkty
ujemne licza sie dwukrotnie.

Przewodniczacy Jury moze natozy¢ kare punktowa na druzyne za niezgodne z niniejszym regulami-
nem zachowania jej zawodnikow.

Interpretacja niniejszego regulaminu nalezy do przewodniczacego Jury.
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Spis tresci

Mreaci zadanl

[Zawody indywidualne|. . . . . . . . ..o
[Zawody druzynowe| . . . . . . . . ...
[Pierwszy Mecz Matematyczny| . . . . . . . . . . . . ... ... ...
[Drugi Mecz Matematycznyl. . . . . . . . . ... .. ... ... ...
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