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Obéz naukowy Olimpiady Matematycznej
Zachetlmie 1991

Teksty zadan

. Niech a; > 0dlat=1,2,...,n. Udowodni¢ nier6wnos¢
(@l 4+n—=1)-...-(ap+n—1) > (a1 + ... +a,)".
. Niech Ay,..., A, beda niewspotiniowymi punktami plaszczyzny, | — prosta na tejze plasz-

czyznie. Niech dalej d; oznacza odlegtosé punktu A; od prostej [ oraz niech d(l) = d; + ...+ d,,.
Udowodnié¢, ze d(l) osiaga warto$¢ najmniejsza dla pewnej prostej [ przechodzacej przez co
najmniej dwa sposrod danych punktéw.

. W kazdym polu szachownicy m x n napisano 1 albo —1. Mozemy wykonywaé¢ nastepujace

operacje: zmieni¢ znaki na przeciwne w polach figury powstalej przez usuniecie z dowolnej
podszachownicy o wymiarach 3 x 3 dwéch przeciwlegtych naroznych pdél. Dla jakich m i n mozna
w wyniku skonczonej liczby takich operacji zmieni¢ znak w kazdym polu naszej szachownicy?

. Niech Ay,..., A; beda podzbiorami zbioru n-elementowego takimi, ze zaden z nich nie jest

zawarty w drugim. Dowies¢, ze jesli zbior A; ma n; elementow, to spetniona jest nieréwnosé

ot <L

. Wypukly n-kat Ay, ..., A, podzielono przekatnymi na trojkaty. Niech By, ..., B, beda dowol-

nymi punktami ptaszczyzny, wsrdéd ktérych nie ma trzech wspotliniowych. Dowiesé, ze istnieje
wzajemnie jednoznaczne przeksztatcenie f zbioru {A;,...,A,} w zbiér {By,..., B,} takie,
ze jesli A;A; 1 ApA; sa dwiema réznymi z wybranych przekatnych, to odcinki f(A;)f(A;)
i f(Ag)f(A)) nie maja wspolnych punktéw wewnetrznych.

. Niech ag, aq,as beda trzema parami réznymi prostymi w przestrzeni. Niech dalej Ag, Ay, ...

bedzie ciggiem punktéow takim, ze jesli 3 | k — i, i € {0,1,2}, to punkt Ay lezy na prostej a;
oraz prosta Aj,_1 Ay jest prostopadia do prostej a;. Dowiedé, ze jesli Ay = Asg, to Ag = As.

. 3k punktéw dzieli okrag na tylez tukéw. Wérdd nich jest k tukéw diugosci 1, k& dhugosci 211 k

dhugosci 3. Pokazaé, ze wérdd tych punktéw istnieja dwa antypodyczne (tzn. sa koncami pewnej
$rednicy).

. Na ptlaszczyznie dane sg okregi o1, 0o, 03 takie, ze o; 1 0;41 przecinajg sie w punktach A; i A;;3

odpowiednio (symbol oy oznacza okrag o; taki, ze 3 | k — i, np. oy = 01). Niech punkt M lezy
na oy, a jesli okredliliSmy juz punkty M, ..., My, to niech punkt M, # Ag lezy na opyq 1
prostej M Ay. Pokazaé, ze My, = M.

. Niech f(z,y) = (2 +y?)/(xy—1). Pokazad, ze jesli dla pewnych liczb catkowitych m, n wartosé

f(m,n) jest liczba naturalna, to f(m,n) = 5. Ponadto dowies¢, ze réwnanie f(z,y) = 5 ma
nieskonczenie wiele rozwigzan w liczbach catkowitych.

Rozwiaza¢ uktad réwnan

1
Py —y=yP - ===,

3
Pokazac, ze w dowolnym czworoécianie z kazdego punktu wida¢ pewna krawedz pod katem &
takim, ze cos ® < —3.

Na spotkaniu przedwyborczym pewnej partii kazdy cztonek wybiera sposrod uczestnikéw spo-
tkania 10 swoich kandydatow. Grupe ludzi nazwiemy lubiang przez danego cztonka, jesli jest
w niej co najmniej jeden jego kandydat. Wiadomo, ze dla dowolnych szesciu wyborcéw istnie-
je dwuosobowa grupa uczestnikow spokania lubiana przez kazdego z tej szostki. Dowiesé, ze
istnieje 10 cztonkoéw partii tworzacych grupe lubiang przez wszystkich uczestnikéw spotkania.
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W réwnolegtoboku ABC' D niech prosta l; bedzie symetryczna do prostej AD wzgledem pro-
stej AC, natomiast prosta ls niech bedzie symetryczna do prostej BC' wzgledem prostej BD

oraz niech X bedzie punktem wspélnym prostych [y i 5. Jesli BD = k, to czemu réwna sie
AX

t k —7

stosunek -~

Niech p > 3 bedzie liczba pierwszg i niech g = %. Pokazac¢, ze 237 - ¢! — (=1)4(p — 2)!! dzieli
sie przez p3.

(Napis n!! oznacza iloczyn wszystkich liczb naturalnych od 1 do n tej samej parzystosci co n,
np. 6!!=2-4-6, 5!l=1-3-5.)

Niech Ay, Ay, A3, M beda punktami przestrzeni, a; — dtugoscia boku trojkata A; As As prze-
ciwlegtego wierzotkowi A; oraz niech b; oznacza dtugo$¢ odcinka M A;. Dowiesé, ze spetniona
jest nieréwnosé

albf + GQb% + agbg > a1a2as.

Niech p > 2 bedzie liczbg pierwsza, k = 2 oraz niech a1 < as < ... < aj41 beda liczbami

2
> k+ 1.

a
naturalnymi. Pokaza¢, ze istnieja indeksy ¢, 7 takie, ze ‘

NWD(a;, a;)

Na ptaszczyznie dane sa dwa przystajace kwadraty K; i K. Czy mozna podzieli¢ kwadrat K,
na tréjkaty T1,..., T} tak, by istniaty translacje ty,...,t; takie, ze kwadrat Ky jest zawarty
w sumie mnogosciowej obrazow t;(7;)?

Rozwigzac¢ uktad rownan

1 1 1
3($+;):4(?/+§):5(2+;)§ zy+yzrt+zr=L

W trojkacie ABC niech X € AB, Y € AC oraz M, N € XY sa takie, 2e XM = MN = NY =
%X Y. Niech M; bedzie punktem wspélnym prostych BC' i AM, a Ny — prostych BC' i AN.
Pokazaé, ze M1 N, < %BC.

Pokazaé, ze jesli W (z) jest wielomianem o wspétezynnikach catkowitych, to ciag a,, = sin W (n)
nie ma granicy.
Udowodnié, ze jeslia; > 1, ..., a, > 1ila; —a;pq] <1ldlai=1,...,n—1, to
aq (05} Qp
—+ =+ +—<2n-1
(05} as aq
Czy kwadrat mozna podzieli¢ na pie¢ czworokatow tak, by w kazdy z nich dalo sie wpisa¢ okrag

o tym samym promieniu?

Liczbe naturalng nazywamy doskonalqg, jesli jest suma swoich wszystkich dzielnikéw wtasciwych
(np. 6, 28). Pokazaé, ze istnieje tylko skonczenie wiele liczb nieparzystych doskonalych majacych
doktadnie 8 r6znych dzielnikéw pierwszych.

Dany jest trojkat ABC'. Niech X, Y, Z bedg punktami odpowiednio bokéw BC, C'A, AB takimi,
7e BX =k-BC, CY =k-CA, AZ =k-AB, k € (0,1). Dowies¢, ze istnieje tréjkat o bokach
dhugosci AX, BY,CZ. Niech Ty(ABC) = A;B;C) oznacza tréjkat zorientowany przeciwnie
niz trojkat ABC i taki, ze A1B; = AX, BCy = BY, C1A; = CZ. Pokaza¢, ze trojkaty
Tw(T,(ABC)) i ABC sa podobne i znalez¢ skale podobienstwa.

Pokaza¢, ze dla dowolnej liczby naturalnej n istnieje jej wieloktrotnoéé nie przekraczajaca n?,
ktorej zapis dziesietny ma co najwyzej cztery roézne cyfry.

500 () =

Pokazac, ze
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Zmalez¢ wszystkie czworosciany, ktore sa jednoznacznie wyznaczone przez pola swoich $cian
i objetosc.
Niech G(n) oznacza liczbe cyfr w zapisie dziesigtnym liczby 2". Czy

= 1169
Gn)- 27" =7
n; () 1023

Niech 0 < a;, @ = 1,...,k beda liczbami catkowitymi takimi, ze Ele ta; = n oraz nhiech
2-NWW(1,... k) | n. Pokazaé, ze istnieja liczby catkowite by, ..., by takie, ze 0 < b; < a; oraz

Niech g(n) oznacza liczbe cyfr wiekszych od 4 w zapisie dziesietnym liczby 2". Czy

i 2
S g(n)-27" =27
n:19(n) 5

W trojkat ABC' wpisano okrag o styczny do bokow AB, BC,C'A odpowiednio w punktach
C1, Ay, B;. Niech X bedzie dowolnym punktem wewnatrz trojkata ABC i niech As, By, Cs
beda punktami przeciecia z o odpowiednio prostych AX, BX,CX (wybieramy punkty blizsze
wierzchotkom trdjkata). Pokazaé, ze proste Ay Ay, By By, C1Cy przecinaja sie w jednym punkcie.

Niech p > 2 bedzie liczba pierwsza, n — kwadratem liczby naturalnej oraz niech NWD(p,n — 1) = 1.

Dowiesé, ze wielomian w(z) = 2" — px jest réznowartosciowy na liczbach wymiernych, tzn. jesli
¢1, G2 sa liczbami wymiernymi oraz w(q;) = w(gz), to ¢1 = go.



