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Oboz przygotowawczy do zawodow miedzynarodowych
Zwardon, 24.05.1993 — 3.06.1993.

. Na okragtym stole o promieniu 1, w odlegtosci r od srodka polozono piteczke (0 < r < 1).

Na ile sposobéw mozna jej nadaé taki zwrot, aby po trzykrotnym odbiciu, nie przechodzac
przez $rodek, pileczka przeszia przez polozenie poczatkowe?

. Dla jakich liczb naturalnych n, réwnanie 2? + zy + y?> = 7" ma rozwiazania w liczbach

naturalnych niepodzielnych przez 77

Dane sa liczby rzeczywiste 1 = a; < as < ... < ajgez3 = 1993. Pokazaé, ze
1992 Qo1 — Qs 3
=1 Lt

Ciag (a,) okreslony jest nastepujaco:
1 Q2pn, + Q2p—1
ar =0, ay= 9 Aon+1 = %, A2n+2 = 4/02n+1 * A2n, dla n>1.
Wykazaé, ze istnieje granica ciagu (a,) i znalezé jej wartosé.

n

Niechn > 31k # 0 beda liczbami catkowitymi oraz niech W (z) = > (rk + 1)2"". Pokazac,
r=0
ze W(z) nie ma pierwiastkow catkowitych.

Dane sa okregi 01 i 0o przecinajace sie w punkcie P. Punkty A; € 01 1 B; € 04, gdzie i = 1, 2,

sa takie, ze P mnalezy do wnetrza odcinka A;B;. Dowies¢, ze kat miedzy prostymi A;A,
i By Bs nie zalezy od wyboru punktéw A;, B;.

Liczby ar (k=1,2,...,n) sa z przedziatu [0, 2], przy czym > a, > n. Pokazaé, ze
k=1

(Sat) —n<11((Xa) —n).

k=1 k=1

. Pokazaé, ze najmniejsza wspélna wielokrotnoéé liczb 1,2, ..., n jest nie mniejsza od 2771

W okrag wpisany jest czworokat wypukly, ktorego przekatne sa prostopadie. Udowodnié, ze
srodki bokéw tego czworokata oraz rzuty prostopadie punktu przeciecia przekatnych na boki
leza na jednym okregu i promien tego okregu zalezy jedynie od potozenia punktu przeciecia
przekatnych.

Wyznaczyé¢ wszystkie funkcje f ze zbioru Ny = {0,1,2,...} w siebie takie, ze f(1) > 0,
f(m?* +n?) = (f(m))*>+ (f(n))? dla dowolnych liczb catkowitych nieujemnych m, n.

Dany jest kat o wierzchotku A i okrag wen wpisany oraz prosta p przechodzaca przez A
i nieprzecinajaca okregu. Rozpatrujemy zbiér wszystkich czworokatéw takich, ze:

— sa one opisane na danym okregu,
— jedna para przeciwlegltych bokéw zawiera sie w ramionach kata,
— druga para przeciwlegtych bokéw przecina sie na prostej p.

Znalez¢ miejsce geometryczne punktow przeciecia przekatnych tych czworokatdw.
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W pewnym kraju jest n miast, n > 4. Miedzy pewnymi z nich sa drogi. Jaka jest minimalna
liczba drég, jesli:

(a) dla dowolnych dwéch miast istnieje miasto z nimi polaczone;

(b) dla dowolnych niepotaczonych dwéch miast A i B istnieja co najmniej dwa miasta C'
i D potaczone droga zaréwno z A jak i B.

Znalez¢ wszystkie funkcje f: R — R, ktére sa nieskoriczenie wiele razy rézniczkowalne oraz
spelniaja tozsamos¢:

2f(x+1) = f(z) + f(2x).

Dany jest dowolny tréjkat ABC. Udowodni¢ nieréwnoscé:

T Ty T
a c 22]3

. — + =
sinaw  sinf  sinvy

Proste k1, ko, k3, n przecinaja sie w punkcie P. Proste k{, kj, k% sa obrazami odpowiednio
prostych ki, ko, k3 w symetrii wzgledem prostej n. Punkty A; € ki, Ay € ko, A3z € k3 sa
rézne od P. Niech prosta A;A; przecina prosta k; w punkcie Aj, gdzie {3, k, 1} = {1,2,3}.
Pokazaé, ze punkty A}, A}, A} sa wspoétliniowe.

(Zawody druzynowe) Wyznaczy¢:

(a) fi:[%,lli]ILR ogf}g(l |fi(x1) + fa(we) + .o+ fulxn) — 2129 .. 20,

(b) , min - max [fi(z)fa(@) - falwn) — (214224 4 30)]

(Zawody druzynowe) Zmalez¢é wszystkie czworokaty wypukle z calkowitymi diugosciami bo-
kow, ktore mozna wpisa¢ w okrag i ktorych pole jest rowne obwodowi.

(Zawody druzynowe) Liczba @,a, _1.—ag jest liczba pierwsza. Niech
fx) = Z a;xt.
i=0

Dowiesé, ze f(x) nie jest illoczynem dwéch wielomianéw stopnia nizszego o wspdtezynnikach
catkowitych.

Udowodnié¢, ze liczba

=1

] jest parzysta dla m > 4.

Dowiesé¢, ze mozna pokolorowaé liczby 1,2,...,1986 na dwa kolory tak, aby nie byto jedno-
kolorowego ciagu arytmetycznego o dlugosci 18.

Dany jest tréjkat ABC. Spodek wysokosci C’ z punktu C' lezy wewnatrz odcinaka AB.
Rozpatrzmy okrag o $rednicy C'C’. Prosta AC przecina ten okrag w punktach C' i P,
a prosta CB w punktach C' 1 X. Prosta AX przecina prosta C'C’ w punkcie (). Udowodnié,
ze punkty B, P, ) sa wspolliniowe wtedy i tylko wtedy, gdy AC = C'B.

Pola $cian czworos$cianu wynosza S1, Sz, S3, Sy. W czworoscianie tym leza cztery niewspot-
ptaszczyznowe punkty Pi, P», P3, Py o tej wlasnosci, ze jesli przez d;; oznaczymy odlegtos¢
od punktu P; do $ciany S; to dla kazdego ¢ € {1,2,3,4} czwérka d;1, diz, dis, dis jest
permutacja tej samej czworki liczb. Pokazaé, ze S; = Sy = S3 = S4.
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Funkcja f: R — R jest ciagla i spelnia rownanie funkcyjne:

z+y\  flz)+ fy) -
f(x—y>‘f<x>—f<y> dla z#y.

Wyznaczy¢ te funkcje.

Czy istnieje liczba naturalna, ktéra ma nie wiecej niz 444 cyfry, dzieli sie przez 1993 oraz
czytana od konica jest ta sama liczba?

Znalez¢ wszystkie pary liczb naturalnych m, n takie, ze:
204+ 3!+ ... +nl =m’.

1 1
Dane sa klocki trzech rodzajow: ll:l WM . 7 klockéw tych utozono prostokat o
wymiarach m x n, przy czym wierzchotki klockéw leza w punktach kratowych prostokata.

Udowodnié¢, ze trojkatéw A jest tyle samo co trojkatow z; .

Dany jest trojkat A;AsAs. Niech B; bedzie §rodkiem boku A;Ay (i # j # k # ¢). Niech o
bedzie okregiem wpisanym w ten trojkat. Z punktu B; prowadzimy styczna do tego okregu
rézna od boku Aj;Aj, ktéra przecina prosta B;B, w punkcie C;. Udowodni¢, ze punkty
C1, Cy, C3 sa wspolliniowe.

(Zawody druzynowe) Niech dla ustalonego n > 1 liczby nieujemne wy, ws, ..., w, spehiaja
warunek: . .
=1.
i—1 1 + w;

Udowodni¢, ze zachodzi nieréwnosc:

imxn—nz

=1

1

3

(Zawody druzynowe) Zbadaé, czy ciag

jest zbiezny.

(Zawody druzynowe)

(a) Dane sa trzy wspolérodkowe okregi o1, 09, 03 0 promieniach 1 < 79 < 73. Z punktu
A € o3 prowadzimy styczne do 01 i 0o odpowiednio w punktach P i (), ktére przecinaja oz
odpowiednio w punktach B'i C' (A # B, (). Prosta PQ) przecina okregi 0y i 0, odpowiednio
w punktach R (R # P) 1S (S # Q). Wykazaé, ze prosta CR jest styczna do oy, prosta BS

jest styczna do o0, 1 ze proste te przecinaja sie na os.

(b) Rozwazyé¢ powyzsze zadanie przy zalozeniu, ze okregi o1, 09, 03 sa parami styczne ze-
wnetrznie, a nie wspotsrodkowe.



