Zadania z obozu przygotowawczego ,,Zwardon 94” 1

Oboz przygotowawczy do zawodow miedzynarodowych

Zwardomn, 22.05.1994 — 5.06.1994.

Pierwsze Zawody Indywidualne:

1.

[

Dane sg liczby naturalne k, n takie, ze 1 < k < n. Liczby rzeczywiste dodatnie z1, zs,..., 25 spetniaja
warunek z1 + ...+ 2, = 21 -.. . x,. Wykazad, ze 1‘?_1 + .. .—|—a:Z_1 > kn. Dla jakich k, n oraz z1,29,..., 2%
zachodzi réwnosé ?

. Punkty P, @, R naleza odpowiednio do bokéw BC, C'A, AB tréjkata ABC'. Proste AP, BQ, CR przecinaja

sie w punkcie S. W czworokat PCQ@QS wpisany jest okrag o1, a w czworokat P BRS wpisany jest okrag os.
Okrag o1 jest styczny do QS w punkcie F, okrag og jest styczny do RS w punkcie F. Wykazaé, ze FQ = FR.

. W przestrzeni danych jest n réznych punktéw (n > 3). Dla danej ptaszczyzny p rozwazamy liczbe S(p) réwna

sumie odleglosci danych punktéw od plaszczyzny p. Udowodnié, ze:
(a) W zbiorze wszystkich liczb S(p) istnieje liczba najmniejsza c.
(b) Jezeli S(po) = ¢, to plaszezyzna pg przechodzi przez pewne trzy sposrdd danych punktéw.

. Czworoscian ABCD spelia warunki: AB = CD =1, ADC = <DAB i <BCD = 4CBA. Czworoécian

ten przecieto plaszczyzna réwnoleglta do AB i C'D. Obliczy¢ maksymalny obwéd przekroju.

. Dany jest 101-elementowy zbiér A liczb catkowitych. Udowodnié, ze suma elementéw pewnego niepustego

podzbioru A jest podzielna przez 101.

P, @ 1 R sg wielomianami jednej zmiennej o wspdlezynnikach rzeczywistych. Wielomiany te sa parami
wzglednie pierwsze i spehniaja tozsamosé P* + Q* = R%. Udowodnié, ze P, @ i R sa stale.

Drugie Zawody Indywidualne:

1.

[

1.

2.

W 5005-elementowym zbiorze X wyrdzniono rodzine jego podzbioréw wlasciwych w ten sposéb, ze kazdy
dwuelementowy podzbidr zbioru X zawiera sie w dokltadnie jednym z wyréznionych zbioréw. Dowiesé, ze
pewien wyrézniony zbiér ma nie wiecej niz 71 elementéow.

. W przestrzeni dane sa wektory z1, . .., x9g takie, ze dtugosé kazdego z nich jest réwna co najmniej 3. Wykazad,

ze dla przynajmniej 110 par (4, 7), (1 < i < j < 20), wektor #; + 2; ma dtugoé¢ co najmniej 2.

. Rozwazamy nastepujaca gre na kracie dwuwymiarowej (tj. na zbiorze punktéw o obu wspétrzednych catko-

witych). W pozycji poczatkowej kazdemu punktowi (m, n) kraty przyporzadkowana jest liczba catkowita nie-
ujemna a(m, n). Nastepnie wykonujemy dowolna liczbe razy nastepujaca operacje. Wybieramy (o ile istnieje)
dowolny punkt (m, n) dla ktérego a(m, n) > 4, liczbe a(m, n) zmniejszamy o 4, a kazda z liczb a(m + 1,n),
a(m—1,n),a(m,n+1), a(m,n —1) powickszamy o 1. Otrzymana w ten sposéb pozycje nazwiemy kofcows,
jezeli dla wszystkich punktéw (m,n) mamy a(m,n) < 4. Udowodnié, ze dla kazdej pozycji poczatkowe]
istnieje co najwyze] jedna pozycja koncowa.

. Wyznaczyé wszystkie wielomiany f(z) = z” 4+ a12" ™' 4+ ...+ a, spelniajace warunki:

(7) dla kazdego i € {1,2,...,n} zachodzi a; € {—1,1} oraz

(i¢) f(x) ma n pierwiastkéw rzeczywistych.

. Dla kazdego n > 3, wyznaczy¢ wszystkie funkcje ciggte f:[0,1] — R takie, ze f(z1) + ...+ f(zn) = 1 dla

wszystkich uktadéw z1, ..., 2, € [0, 1] spelniajacych z1 4+ ...+ z, = 1.

. Czworokat ABC D jest wpisany w okrag. Rozwazmy takie punkty S nalezace do wnetrza ABCD, 7e $BSC =

LBAS + 4SDC. Wykazaé, ze wszystkie takie punkty S leza na pewnym okregu lub pewnej prostej.

Trzecie Zawody Indywidualne:

Pewien wielo§cian wypukly ma dwie &ciany stukatne. 7 kazdego wierzcholtka tego wielodcianu wychodza
przynajmniej cztery krawedzie.

(a) Wykazaé, ze wielodcian ten ma przynajmniej 200 $cian tréjkatnych.

(b) Wykazad, ze jesli wieloScian spetniajacy warunki zadania ma doktadnie 200 §cian tréjkatnych, to wszystkie
jego pozostale Sciany sa czworokatami.

Niech n > 2 oraz by € [2,2n — 1] bedg liczbami catkowitymi. Definiujemy rekurencyjnie ciag by,

b _ Qbi—l gdy bz gn
T 20— 20 gdy b; > n.
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[

6.

Niech p = p(bo, n) bedzie najmniejsza liczba catkowita dodatnig taka, ze b, = b.
(a) Dla kazdego k > 1 znalezé p(2,2%) oraz p(2,2% + 1).
(b) Udowodnié, ze p(bg, n) | p(2,n).

. S jest rodkiem okregu wpisanego w tréjkat ABC, T jest &rodkiem okregu dopisanego do tego trdjkata,

stycznego do boku AC, P jest §rodkiem odcinka ST. Wykazaé, ze na czworokacie ABCP mozna opisaé
okrag.

. Dla jakich liczb naturalnych m liczba m?* + 4™ jest liczbg pierwsza?

. Niech Rt bedzie zbiorem liczb rzeczywistych nieujemnych. Dla ustalonych liczb dodatnich a i b znalezé

wszystkie funkcje f: Rt — R spehniajace warunek
f(f(2))+af(z) =bla+b)z dla kazdego x € Rt.

Udowodnié, ze kazda tamana o dtugosci 1 mozna pokryé pétkolem o rednicy 1.

Dziesieé tatwych zadan niegeometrycznych:

1.

[

10.

. Znalezé minimum wyrazenia E

Niech X = {1,2,...,n}. Podzbiér P C X nazywa sie wolny, jesli dla dowolnych z,y,z € P,z +y # z. lle
najwiecej elementéw moze mie¢ podzbiér wolny?

. Niech S,, bedzie suma najwickszych nieparzystych dzielnikéw liczb 1,2,3,...,2". Wykazaé, ze 35, = 4" + 2.

. W kazdym wierzchotku 25-kata umieszczamy dowolnie liczbe 0 Tub 1, a na kazdym boku liczbe réwna mo-

dutowi réznicy liczb umieszczonych na jego koncach. Jakie sa mozliwe wartoéci sumy liczb na bokach? Jakie
sa mozliwe wartoSci sumy wszystkich 50 liczb?

n
aj;

I+a1+.. . 4ai1+a41+ ... Fay

dla liczb a; > 0 spelniajacych réw-
i=1
nos¢ a1 +as+...+a, = 1.

. Przestrzen malujemy trzema kolorami: czerwonym, zielonym i niebieskim. Przez C, (7), (N) oznaczmy zbidr

dtugosci odcinkéw o obu koricach czerwonych, (zielonych), (niebieskich). Wykazaé, ze co najmniej jeden ze
zbioréw C', Z, N jest réwny R¥.

. Rozwiazaé w liczbach catkowitych dodatnich k, m, n réwnanie 2™ — 1 = k”.

. Na plaszczyznie danych jest 100 prostych, wérdd ktérych 10 jest parami réwnoleglych, a 91 parami nie-

rownolegltych. Faczna liczba punktéw przeciecia tych prostych jest réwna 4903. Na ile sposobdw te proste
rozdzielajg ptaszczyzne?

. Niech N bedzie liczbg ciggéw, ktérych kazdy wyraz jest réwny 1 lub 3, a suma wyrazdw jest réwna 1994.

Wyznaczyé reszte 7z dzielenia N przez 3.

. Dowiesé, ze wérdd 35 oséb zawsze znajda sie 4 takie, z ktdrych kazde dwie sie znaja, lub 5 takich, z ktérych

kazde dwie si¢ nie znaja.

n—1 n . i+j 10
Dowiedé, ze dla kazdego n > 100 mamy [] T[] |\7;— V7| T gmnt
i=1 j=i+1

Dziesieé tatwych zadan geometrycznych:

1.

Czworokat ABC'D jest wpisany w okrag. Punkty P, @, R, S sa odpowiednio érodkami tukéw AB, BC, C'D,
DA. Wykazaé, ze PR L @S.

. Waszystkie éciany dwdéch réwnolegloéciandw sa przystajacymi rombami. Czy te réwnoleglo$ciany musza byé

przystajace?

. Trapez ABCD jest opisany na okregu o promieniu 1 i érodku S. Przekatne tego trapezu przecinaja sie

w punkcie P, PS =t. Obliczy¢ stosunek dhugosci podstaw tego trapezu.

. Cuzy istnieja dwa ostrostupy o wspdlnej podstawie czworokatnej, kazdy o réwnych wysokosciach §cian bocz-

nych poprowadzonych z wierzchotka ostrostupa, o réznych spodkach wysokoéci?

. Prosta k przechodzi przez §rodek S okregu o. Znalezé zbidr wszystkich takich punktéw P, dla ktérych istnieje

taki punkt A € k, ze prosta P A jest styczna dooi PA = AS.
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6.

10.

11.

12.

Dany jest ostrostup czworokatny o wypuktej podstawie. Wykazadé, ze istnieje taka plaszczyzna przecinajaca
krawedzie boczne tego ostrostupa, ze przekrojem jest réwnolegtobok.

. Punkt M jest érodkiem boku BC' tréjkata nieréwnoramiennego ABC, S jest §rodkiem okregu wpisanego

w AABC'. Prosta M S przecina wysoko$é poprowadzong z A w punkcie F. Wykazaé, ze dlugosé odcinka AF
jest réwna promieniowi okregu wpisanego w AABC.

. Wieloécian wypukty ma w wierzchotkéw. Obliczyé sume katéw plaskich wszystkich jego Scian.

. Punkt H nie nalezy do prostej k. Wykazaé, ze okregi opisane na takich tréjkatach ABC, 7e A € k, B € k

i punkt H jest ich ortocentrum, przechodzg przez staty punkt.

O dwéch wielokatach méwimy, ze sg tego samego rodzaju, jedli maja te sama liczbe bokéw. Niech r bedzie
liczbg rodzajéw Scian pewnego wieloscianu wypuktego, a s liczbg jego Scian. Znalezé najmniejszg mozliwg
warto$é wyrazenia s — 7.

Skonstruowaé bok kwadratu, majac dane odleglosci pewnego jego punktu wewnetrznego od trzech jego

kolejnych wierzchotkéw.

Punkt P nalezy do éciany SAD ostrostupa ABC DS. Narysowaé przekrdj tego ostrostupa ptaszezyzna PQR.

Pierwsze Zawody Druzynowe:

1.

Ciagi liczb rzeczywistych ay, 1 b, sg dane wzorami rekurencyjnymi:
(p41 = Gn — b, oraz b,y1 = 2b, gdy a, > b,
Uny1 = 2an, oraz bpy1 = by — ay gdy a, < b,
Zmalezé wszystkie pary (a1, b1) liczb rzeczywistych dodatnich takie, ze ax = 0 dla pewnego k.

. Okregi o0, 01 1 09 s parami styczne zewnetrznie. Oznaczamy punkty stycznosci o i o1 przez A, o i 0y przez

B. Znalezé zbidr wszystkich $rodkéw jednokladnosci przeksztatcajgcych o na oy przy ustalonym okregu o
1 punktach A 1 B oraz zmiennych okregach oy 1 0.

. Wyznaczyé jak najwicksza liczbe M o nastepujacej whasnosci. Dowolny wielokat wypukty o 1994 wierzchot-

kach, z ktérych kazdy jest punktem kratowym (tzn. ma obie wspétrzedne catkowite) zawiera w swym wnetrzu
co najmniej M punktéw kratowych.

Drugie Zawody Druzynowe:

1.

Na okregu o dtugoéci 1 ustalono tuk A o dtugosci «, gdzie 0 < @ < 11 « jest liczba niewymierng. Z ustalonego
punktu okregu odlozono huki dtugoécei a, 2a, ..., na. Niech k(n) oznacza liczbe koncéw tych tukéw, ktére
naleza do A. Wykazaé, ze ciag na — k(n) jest ograniczony.

Proste AB 1 AC' sa styczne do okregu o w punktach B i C'. Na prostej] AB wybieramy taki punkt D, aby B
lazal na odcinku AD. Okrag opisany na tréjkacie ADC przecina okrag o w punktach C'1 P. Punkt @ jest
rzutem prostokatnym punktu B na prosta C'D. Udowodnié, ze $DPQ = 24 ADC.

. Liczba d jest dzielnikiem liczby naturalnej k. Oznaczmy przez Xy zbidr ciagéw k-elementowych (z1,..., zg)

o wyrazach ze zbioru liczb catkowitych nieujemnych spelniajgcych warunki:

(oL ... <o < ky

(i) liczba 21 + ... + zy jest podzielna przez d.

Ponadto niech Y bedzie zbiorem wszystkich tych ciagéw (z1, ..., zg) nalezacych do Xy, dla ktérych z, = k.
Obliczyé iloraz | Xi|/|Yx|, gdzie |A| oznacza liczbe elementéw zbioru A.



