Zadania z obozu przygotowawczego ,,Zwardon 95” 1

Obéz przygotowawczy do zawodoéw miedzynarodowych
Zwardon, 22.05.1995 — 4.06.1995.

Pierwsze Zawody Indywidualne:

. Dowieé¢, ze dla nieskonczenie wielu liczb naturalnych n liczba [n

. Dowies¢, ze funkcja f(z) ==z

p—1
1 m
. Niech p bedzie liczbg pierwsza i niech g ( 1)2 = —, gdzie m i n sa liczbami naturalnymi. Udowodnié, ze
p— n
k=0 k

m jest podzielne przez p.

. Dane sg liczby catkowite dodatnie a, b, ¢, A, B, C takie, ze prostopadloscian o wymiarach A x B x C' mozna

podzieli¢ na prostopadlosciany a x b x c¢. Udowodnié, ze a jest dzielnikiem przynajmniej jednej z liczb A,
B, C.

. Dany jest okrag o oraz rézne punkty A i B na zewnatrz tego okregu. Dla kazdego okregu ¢ przechodza-

cego przez punkty A i B i przecinajacego okrag o, punkty C, i D, sa punktami wspdlnymi tych okregdw.
Udowodni¢, ze stosunek odlegloéci punktéw A i B od prostej Cy D, nie zalezy od wyboru okregu g.

T — /44 n7+\/ﬂ
8 — V44 8+ 44

nie jest suma trzech funkcji okresowych.

jest pierwsza.

3

. Wieloscian o osmiu $cianach tréjkatnych, w ktérym z kazdego wierzchotka wychodza dokladnie cztery kra-

wedzie jest wpisany w sfere. Jego trzy przekatne przecinajg sie w jednym punkcie i sg parami prostopadtle.
Wykazaé, ze ortocentra i srodki cigzkosci wszystkich écian leza na jednej sferze.

Drugie Zawody Indywidualne:

1.

1.

2.

Dowiesé, ze dla dowolnej liczby naturalnej n > 111 wzglednie pierwszej z 10 istnieje dodatnia liczba palin-
dromiczna podzielna przez n i majaca mniej niz wL-I-l cyfr.

. Wielomian W (z) stopnia n > 2 o wspdlczynnikach calkowitych ma n réznych pierwiastkéw rzeczywistych

tworzacych ciag arytmetyczny. Dowie$é, ze W (x) jest iloczynem dwéch wielomianéw dodatniego stopnia
o wspdlczynnikach wymiernych.

. Czy istnieje 1995 punktow plaszczyzny takich, ze zadne trzy z nich nie sa wspotliniowe i ich wzajemne

odleglosci sa:
(a) liczbami catkowitymi?
(b) parami r6znymi liczbami catkowitymi?

. Czy réwnanie n(n + 5) = 2m(m + 5) + 2 ma nieskonczenie wiele rozwiazan w liczbach naturalnych m, n?

. N punktéw plaszczyzny, z ktorych zadne trzy nie sa wspoélliniowe polaczono odcinkami kazdy z kazdym,

przy czym uzyto trzech koloréw. Dowiesé, ze mozna znalezé zbiér A zlozony z co najmniej % sposrod tych

punktéw oraz kolor k takie, ze dowolne dwa punkty zbioru A mozna potaczyé tamana zlozona z odcinkéow
koloru k, ktérej wierzcholki naleza do A.

. Na bokach BC' i AC tréjkata ABC wybrano odpowiednio punkty D i E. Punkt F' jest punktem przeciecia

odcinka DF i dwusiecznej kata przy wierzchotku C'. Dowiesé, ze jesli BD = DF oraz AE = EF, to punkt
F jest ésrodkiem okregu wpisanego w tréjkat ABC.

Trzecie Zawody Indywidualne:

Wykazaé, ze dla nieskoniczenie wielu n naturalnych liczba (2:) ma ostatnig cyfre 8.

Dane sg niezalezne zmienne losowe X i Y o wartosciach catkowitych nieujemnych. Istnieje taka liczba natu-
ralna n, ze dla dowolnej liczby catkowitej nieujemnej k& mamy

P(X+Y =k) = (Z)z”

Dowiesé, ze istnieje taka liczba naturalna m, ze dla dowolnej liczby catkowitej nieujemnej k zachodzi

P(X =k) = (7]’;>-2m.

Uwaga: Niezalezno$é¢ zmiennych losowych X i Y oznacza, ze dla dowolnych liczb a i b zachodzi réwnosé
P(X=a,Y=b) = P(X=a)-P(Y=b).
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. Udowodnié, ze dla dowolnej prostej ¢, pole rzutu prostokatnego szeScianu jednostkowego na plaszczyzne

prostopadia do £ jest nie mniejsze od diugosci rzutu prostokatnego tego szescianu na ¢. Kiedy zachodzi
réwnosé?

. Wyznaczyé wszystkie liczby rzeczywiste a > 1 takie, ze dla dowolnej funkcji ciagltej f: R — R spelniajace]j

réwnosé f(a) = f(0) istnieje x € R takie, ze f(x + 1) = f(z).

. Na nieskonczonej szachownicy przemalowno na zielono skonczona liczbe pél w taki sposob, ze figura utworzona

z zielonych pdl sktada sie z jednego kawalka bez dziur, tzn. kazde dwa pola zielone mozna potaczyé droga
zlozong z pdl zielonych, z ktérych kolejne maja wspélny bok, natomiast dowolne dwa pola nie nalezace do
figury mozna polaczyé¢ droga zlozona z pdl nie nalezacych do figury. Czy tak otrzymana figure mozna pokryé
kostkami domina jesli wiadomo, ze:

(a) liczba pdl biatych przemalowanych na zielono jest taka sama jak liczba przemalowanych pél czarnych?
(b) liczba pdl bialych przemalowanych na zielono jest taka sama jak liczba przemalowanych pél czarnych oraz
kazde dwa pola zielone mozna potaczy¢ dwiema drogami zielonymi nie majacymi ze soba pdl wspélnych?

. Punkty D i E nalezg odpowiednio do bokéw AC i AB tréojkata ABC i BD = CE. Kat DBC jest wickszy

od kata EC'B. Wykazaé, ze kat ACE jest wigkszy od kata ABD.

Dziesieé tatwych zadan geometrycznych:

1.

10.

11.

Trapez ABCD jest opisany na okregu, podstawa AB trapezu jest styczna do tego okregu w punkcie R,
podstawa C'D jest styczna do okregu w punkcie S. Wykazaé, ze AR- DS = BR-CS.

. W kwadracie ABCD zawarty jest tuk okregu o érodku B i promieniu BA. Punkt S nalezy do tego tuku.

Odlegtoéci punktu S od odcinkéw AC, AD i CD s3 réwne odpowiednio p, ¢, 7. Wykazaé, ze p? = gr.

. Czy plaski przekrdj szeScianu moze by¢ pieciokatem foremnym?

. Trzy proste styczne do paraboli przecinajg sie w punktach A, B, C. Wykazaé, ze okrag opisany na trdjkacie

ABC przechodzi przez ognisko tej paraboli.

. Cuzy istnieje taki wielosScian, ktéry ma 13 wierzchotkéw, 19 krawedzi i 8 Scian?

. Dany jest ostrostup czworokatny o wszystkich krawedziach réwnej dtugosci. Do $ciany bocznej tego ostrostupa

doklejono czworoscian foremny o takiej samej dilugosci krawedzi. Wykazaé, ze srodki ciezkosci wszystkich,
oprécz dwéch, $cian tak otrzymanego wielodcianu leza na jednym okregu.

. Punkty E, S, F leza odpowiednio na bokach BC, C'D, DA réwnolegtoboku ABCD i CE = AF. Odcinki

AS'i BS przecinajg odcinek EF odpowiednio w punktach P i Q. Wykazaé, ze pole tréjkata SPQ jest réwne
sumie podl trojkatow APF i BQE.

. Proste k, £, m sa parami skosne, prosta p nie jest réwnolegta do zadnej z nich. Jaka moze byé liczba prostych

réwnoleglych do p i jednakowo oddalonych od prostych &, ¢, m?

. W tréjkacie réwnoramiennym ABC o kacie ABC réwnym 108° poprowadzono dwusieczna kata A, ktéra

przecina bok BC' w punkcie D. Punkt E jest przecieciem boku AC i prostej réwnoleglej do boku AB
przechodzacej przez punkt D. Obliczy¢ kat ABE.

Czy istnieje wielo$cian o polu 450 opisany na sferze o promieniu 6 i majacy pola wszystkich $cian catkowite
podzielne przez 67

Wykazaé, ze dla czworokata ABC'D wpisanego w okrag zachodzi réwnosé:
AC  AB-AD+CB-CD
BD BA-BC +DA-DC’

Dziesiec tatwych zadan niegeometrycznych pierwszego rodzaju:

1.

Ciag arytmetyczny o pierwszym wyrazie a; i réznicy r, bedacych liczbami catkowitymi dodatnimi, nie zawiera
zadnej potegi, to znaczy liczby postaci m™, gdzie m,n > 1. Czy wtedy musi istnie¢ liczba pierwsza p taka,
ze p || a; oraz p? |r?

. Dowieséé, ze z kazdego postepu arytmetycznego o wyrazach catkowitych dodatnich mozna wybraé¢ nieskon-

czony podciag, ktérego wszystkie wyrazy maja takie same czynniki pierwsze.

. Jaka jest ostatnia cyfra liczby [(3 4+ v/5)"] w zaleznoci od n ?
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10.

11.

. Czy liczba 13 + 5v/7 jest sumg liczb postaci (a + bﬁ)Q, gdzie a, b sa wymierne ?

. Znale7¢ taka liczbe naturalng n, ze dla dowolnej liczby catkowitej k € [n,n + 1995] istnieje taka permutacja

ai,as,...,an liczb 1,2,... . n, ze ﬂ—&—%—i—%—i—...—i—a—":k.
1 2 3 n

1 1 1
. Niech dla n naturalnego, M,, bedzie liczba takich liczb naturalnych m € [1,n], ze |[1+=-+=-+...+ —
m

2 3

M,
jest liczbg parzysta. Czy istnieje granica lim —=, a jedli tak, to ile ona jest réwna ?
n—oo N

. Czy istnieja dwie rézne potegi dwojki ztozone z tych samych cyfr w zapisie dziesietnym, tj. bedace anagra-

mami ? Nie dopuszczamy zer poczatkowych w zapisie dziesietnym.

. Wybieramy liczby a1, as, ..., a1995 € {1,2,3,4,5,6}. Wykonujemy nastepujacy eksperyment: rzucamy kostka

do gry 1995 razy z tym, ze jesli w k-tym rzucie wypadnie aj oczek, zaniedbujemy dalsze rzuty. Jak nalezy
wybraé liczby aq,as, ..., a1995, by wartos¢ oczekiwana sumy oczek we wszystkich nie zaniedbanych rzutach
byta najwieksza ?

1

. Kulawa wieza porusza si¢ po nieskoficzone] szachownicy. Z prawdopodobiefistwem 7 przesuwa si¢ o jedno

pole w gére, z prawdopodobienstwem i w dot, z prawdopodobienstwem i w prawo i z prawdopodobienstwem
% w lewo. Kolejne ruchy sa od siebie niezalezne. Obliczy¢ prawdopodobienstwo tego, ze po 20 ruchach wieza

wroéci do miejsca startu.

40 milionéw ludzi gra w totolotka. Stawka wynosi 1 z1, calg pule dzieli sie¢ w réwnych czeéciach pomigdzy
osoby, ktore trafily 6 liczb z 49. Czesciowe trafienia nie sg wynagradzane. W przypadku braku ,széstek”
wszystkim graczom zwraca sie stawke 1 zl. Kazdy gracz wypelnia jeden zaklad, przy czym 39999998 graczy
typuje liczby losowo w sposéb od siebie niezalezny. Bolek skredla liczby 1,2, 3,4,5,6, a Lolek 7,8,9,10,11,12.
Czy warto$é oczekiwana wygranej netto Bolka (po odliczeniu ceny zakladu) jest:

(a) réwna zero?

(b) dodatnia?

(¢) ujemna?

1 1
Dowiesé, ze jesli p i ¢ sa liczbami niewymiernymi wiekszymi od 1 i spelniajacymi zaleznosé — + — =1, to
p q

zbiory A = {[pn]: n € N} i B ={[gn]: n € N} sa rozlaczne oraz AU B = N.

Dziesiec tatwych zadan niegeometrycznych drugiego rodzaju:

1.

2.

Czy istnieje funkcja ciggla f:R — R, ktéra kazda wartosé rzeczywista przyjmuje dokladnie 1995 razy ?

Dowiesé, ze dla dowolnych liczb rzeczywistych dodatnich z, y, z co najmniej jedna z nastepujacych nieréwnosci
jest falszywa:

dz(l—y) > 1, dy(l —z) > 1, 4z(1—z) > 1.
. Znalez¢ wszystkie rozwiazania rzeczywiste uktadu rownan:
(z+y)? =2
(y+2° ==z
(z+z)® =y

. Na planecie y-chromat Centauri zyje 31, 5, 1995, amarantowych, dereniowych i ledwokwitnacowisniowych

kameleonéw. Gdy dwa kameleony réznego koloru sie spotkaja, oba zmieniaja kolor na trzeci. Czy moze sie
zdarzyé, ze w pewnym momencie na y-chromacie Centauri bedzie tyle samo kameleonéw kazdego koloru ?

. Dowie$é, ze istnieje liczba naturalna, ktéra mozna zapisaé na co najmniej 1995 sposobéw w postaci x2+y>+2°,

gdzie x, y, z s liczbami naturalnymi.

. Cuzy istnieje funkcja ciagla f okreslona na calej prostej taka, ze dla dowolnego x rzeczywistego f(f(z)) =47%7?

. Czy w pola szachownicy 8 X 8 mozna wpisaé¢ parami rézne liczby catkowite dodatnie tak, aby kazdy kwadrat

zlozony z pdl tej szachownicy mial réwne iloczyny liczb na obu przekatnych ?

. Wielomian P(zx), stopnia n > 0, o wspdlczynnikach rzeczywistych spelnia dla kazdego x rzeczywistego nie-

réwnosé P(x) > 0. Dowiesé, ze dla dowolnego = rzeczywistego zachodzi nieréwnosé:
P(z)+ P'(z) + P"(x) + ...+ P™(z) > 0.
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9. Wielomian P(z), stopnia parzystego n > 0, o wspdlczynnikach rzeczywistych spelnia dla kazdego z rzeczy-
wistego nieréwno$é P(z) > 0. Dowiesé, ze dla dowolnego z rzeczywistego zachodzi nier6wnosé:
P@®(x P™)(p
@, L P"@ .,

=

P//(x)
P(z) + 51 + 1 —

10. Wielomian W(z) ma dokladnie dwa rzeczywiste miejsca zerowe. Czy stad wynika, ze W(x) + 2W’'(z) ma
pierwiastek rzeczywisty ?

Pierwsze zawody druzynowe:

3333333" 3333333

1. Dowiesé, ze istnieje liczba postaci 33333
trojkami w zapisie dziesietnym.

, gdzie n jest liczba naturalna, zakonczona 33333

2. Wielomian W (z) o wspdlczynnikach rzeczywistych jest suma kwadratéw wielomianéw o wspélczynnikach
rzeczywistych. Dowiesé, ze W2(z) jest suma czwartych poteg wielomianéw o wspdtezynnikach rzeczywistych.

3. Sfery si, so, s3, s4 sa parami roztaczne zewnetrznie. Sfera p jest styczna zewnetrznie do sfer sy, so, S3, 4
odpowiednio w punktach A, B, C, D; sfera q jest styczna wewnetrznie do sfer si, so, s3, s4 odpowiednio
w punktach E, F', G, H. Wykazaé, ze proste AE, BF', CG, DH przecinaja si¢ w jednym punkcie.

Drugie zawody druzynowe:

1. Udowodnié, ze dla dowolnej liczby naturalnej n > 1 zachodzi nieréwnosé <1995 -logyn.

> (-
k=1

2. Znalezé¢ wszystkie liczby naturalne n takie, ze dla dowolnych liczb rzeczywistych dodatnich zq,xs,..., z,

nieréwno$é
n n
2
9-5 xign(n—1)+8-§ T
i=1 i=1

pociaga za sobg nieréwnosé
n n n
8-5 x?<n2+9-g :L'?%—E xi.
i=1 i=1 i=1

3. Punkty P, A, B sg niewspétliniowe i PA = PB. Z punktéw A i B poprowadzono proste styczne do okregu
o srodku P, przecinajace si¢ w punkcie M, nie nalezacym do symetralnej odcinka AB.
(a) Wykazaé, ze MA- MB = |PA%? — PM?|.
(b) Przy ustalonych punktach P, A, B, znalezé zbiér wszystkich takich punktéw M.

Zadania rehabilitacyjne
Zadanie 1 z pierwszych zawodow druzynowych
w rozbiciu na drobniusienkie problemiczki:

Definicja: Méwimy, ze a dzieli dokladnie b, co zapisujemy jako a || b, gdy a|b oraz (a, %) =1.
Zalozenie: Niech A = 333 (mod 1000).

1. Dowiesé, ze 10F | 4519 % _ 1 dla k > 3.

2. Dowiesé, ze jedli k > 3, to A™ = A™ (mod 10¥) wtedy i tylko wtedy, gdy m = n (mod 5 - 10%~2).

3. Dowiesé, ze jeéli k > 3,0 < R < 10* oraz A" = R (mod 10%), to dla dowolnego 0 < ¢ < 10 istnieje m takie,
ze A™ =c-10F + R (mod 10%+1).

4. Dowiesé, ze jesli A = 3333 (mod 10000), to A™ moze mie¢ dowolnie wiele tréjek koncowych.

5. Niech A = 333333 oraz N > 6. Dowiesé, ze istnieje Ry = 1 (mod 5-10%) takie, ze dlam = Ry (mod 5-10V~2)
liczba A™ jest zakoficzona N tréjkami. Dowieéé, ze istnieje n takie, ze A® = Ry (mod 10V).

6. Niech A = 33333. Dowies¢, ze jesli liczba A™ jest zakohiczona szeScioma tréjkami, to m = 5001 (mod 10000).
Dowiesé, ze dla zadnego n naturalnego nie zachodzi kongruencja A™ = 5001 (mod 10%).



