Zadania z obozu przygotowawczego ,Zwardon 96” 1

0béz przygotowawczy do zawoddéw miedzynarodowych
Zwardon, 2.06.1996 — 16.06.1996.

Zawody indywidualne:

1.

2.

10.

11.

12.

13.

14.

x
Niech z,, bedzie n-tg liczbg palindromiczng. Czy istnieje granica lim —Z i jedli tak, to ile ona wynosi?
n—oo M

Znalez¢ wszystkie funkcje ciggle f: R — R takie, ze dla dowolnych z,y € R zachodzi réwnos¢:

f(@) + f(y) +5ry(z +y) = f(z +y).

. Czy z kwadratu o boku 7,99 mozna wyciaé¢ 50 kwadratéw jednostkowych?

. Cuzy istnieja parami rézne liczby naturalne x1, xs, . . ., Z1996, Y1, Y2, - - - , Y1006 Wieksze od 1 i takie, ze dla dowol-

nego niepustego zbioru A C {1,2,...,1996} liczba ) log,. ¥; jest niewymierna, gdy A # {1,2,3,...,1996},
€A
1996
ale ) log,. y; jest liczbg wymierng?
i=1

=

. Niech n > 4 bedzie ustalona liczba naturalna. Wyznaczy¢ kres gérny i kres dolny cyklicznej sumy

L
)
Ti—1+ T + Tip1

n

i=1

gdzie xp 11 = 21, 22,23, ...,Ty = To przebiegaja wszystkie uklady liczb rzeczywistych dodatnich.

. Wypukly czworokat ABCD jest opisany na okregu o srodku S, jest on réowniez wpisany w okrag. Prosta

réwnolegta do AB, przechodzaca przez S przecina AD w punkcie P i BC' w punkcie @, prosta réwnolegla
do BC, przechodzaca przez S przecina AB w punkcie K i CD w punkcie L. Wykazaé, ze PQQ = K L.

. Dowiesé, ze dla dowolnej liczby pierwszej p > 5 istnieja liczby naturalne m < n < /p takie, ze p—n? | p—m?.

. Niech my, mp, m. bedg dlugosciami odpowiednich srodkowych tréjkata o bokach a, b, c. Udowodnié, ze

ma(be — a®) + mp(ca — b?) + me(ab —c*) > 0.

. Ciag {R,} jest okreslony rekurencyjnie:

Ri=1 oraz Rn+1:1+Ri dlan > 1.

(3
Dowie$é, ze dla dowolnego n > 1 zachodzi nieréwnosé
R 1y
n—=) —n| < 1.
‘ ( 2) "‘
Rozwiaza¢ uklad réwnan
22 = —10y + 31
y? —6z + 39
22 —2t+ 39
t2 = 22 4+ 47

w liczbach rzeczywistych nieujemnych x, y, z, t.

W pudetku znajduje si¢ 1999 kréwek popularnych smietankowych i 2002 kréwki popularne czekoladowe.
Wybieramy losowo k kréwek popularnych. Dla jakich liczb k& prawdopodobienstwo wylosowania nieparzystej

liczby kréwek popularnych czekoladowych jest réwne %?

Udowodni¢, ze istnieja takie dwa niepodobne czworosciany, ze w kazdym z nich $rodki okregéw opisanych na
Scianach sa wspolplaszczyznowe, ale dowolne dwa czworosciany majace wspétliniowe srodki okregdéw opisa-
nych na Scianach sa podobne.

Ciag (ay) liczb naturalnych dany jest rekurencyjnie wzorami:

ay =1, an+1:an+[\/an}'
Dowie$é, ze w ciagu (ay) wystepuje nieskonczenie wiele szescianéw liczb catkowitych.
Punkt S jest $rodkiem ustalonego okregu o, M jest rzutem prostokatnym punktu S na ustalona prosta .

Niech P bedzie zmieniajacym sie punktem na o, natomiast ¢ bedzie okregiem o $rednicy PM przecinajacym
odpowiednio o i ! po raz drugi w punktach X i Y. Udowodnié¢, ze wszystkie proste XY maja punkt wspdlny.
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15.

16.

17.

18.

Dowiesé, ze wielomian
Z(m —ny)(z —n2)(x —nz)...(x —ni000),

gdzie sumowanie rozcigga sie na wszystkie uklady liczb catkowitych 1 <nj; < ns <nsg <...<mnjooo < 1996,
nie ma pierwiastkéw wielokrotnych.

Rozwiazaé¢ uktad réwnan:

_ .2

1+ Z1995 = T7g9g
_ .2

14+ 21996 = 7

w liczbach rzeczywistych a1, x2, 3, ..., T1996.

Niech S bedzie zbiorem wszystkich n? punktéw kratowych, ktérych obie wspélrzedne sg liczbami naturalnymi
nie przekraczajacymi n. Malujemy na czerwono n losowo wybranych punktéw zbioru S. Przez W,, oznaczmy
wartos$¢ oczekiwang liczby prostokatéw o bokach réwnoleglych do osi uktadu wspédtrzednych, ktérych wszyst-

kie cztery wierzcholki zostaly pokolorowane na czerwono. Obliczy¢ lim W, .
n—oo

Wewnatrz tréjkata ABC znajduje sie punkt P taki, ze {PBC = YPCA < SPAB. Prosta BP przecina
okrag opisany na tréjkacie ABC w punktach B i E. Okrag opisany na trdjkacie APFE przecina prostg C'E
w punktach E i F. Udowodni¢, ze

S(APEF) = S(ABP) + S(BCP)
wtedy i tylko wtedy, gdy <PBA = <BCA.

Zadania domowe:

10.

. Dowies¢, ze w zapisie dziesietnym liczby 19961996™%° ¢ najmniej 1996 cyfr jest réznych od 7.

. Liczbe nazywamy homonimicznag, jesli ma parzysta liczbe cyfr i sktada sie z tej samej grupy cyfr powtérzonej

dwukrotnie, np. 11, 7373, 15941594. Dowie$é, ze istnieja parami rézne liczby naturalne ay, as,as, ..., aigos
majace te sama liczbe cyfr i takie, Ze liczby a?,a3,a3,. .., algq Sa homonimiczne.

. Odcinek diugosci 1996 na plaszczyznie jest réwnolegly do osi OX i nie zawiera punktéw kratowych (tzn.

0 obu wspétrzednych catkowitych). Czy mozna tak poruszaé¢ tym odcinkiem, aby w zadnym momencie nie
zawieral punktéw kratowych, a po zakoriczeniu ruchu bytréwnolegly do osi OY?

. Czy istnieje taki wielomian W stopnia 1996, ze dla dowolnego = niewymiernego W (x) jest liczba niewymierna?
. Czy kule domknieta o promieniu 1996 mozna rozlozy¢ na sume roztacznych okregédw?

. Dowies¢, ze istnieje taka liczba rzeczywista dodatnia z, ze dla n naturalnych liczba [z"] jest nieparzysta

wtedy i tylko wtedy, gdy n jest liczba pierwsza.

. Dowies¢, ze dla dowolnych liczb naturalnych n i k spelniajacych nieréwnosé 2 < k < n oraz dodatnich liczb

rzeczywistych xq, X2, 3,...,2, zachodzi nieréwnosé

n

> <l
=Y T

l=—k+1
gdzie numeracja z-6w jest cykliczna, tzn. z, s = x,.

. Ciag (ayn) jest okreslony rekurencyjnie: a3 = 16, as = 20, ag = 25 oraz

n+3 = Opy2 + Qpi1 + Ay dla n>1.
Niech p > 10000 bedzie liczba pierwsza. Obliczyé reszte z dzielenia liczby a, przez p'%%, gdzie ¢ = (pP)!.

. Czworokat ABCD jest wpisany w okrag o srodku O. Proste AD i BC przecinaja sie w punkcie P. Niech L i

M beda odpowiednio srodkami bokéw AD i BC|, niech za$ @@ i R bedg rzutami prostokatnymi odpowiednio
punktéw O i P na prosta LM. Dowiesé, ze LQ = RM.

Dany jest wypukly n-kat A1As... A, (n > 3) i punkt P. Zalézmy, ze rzuty prostokatne punktu P na proste
Ay A, AsAs, ..., Ay Ay leza na okregu o $rodku O.

(a) Dowiesé, ze jesli punkt P nalezy do wnetrza n-kata, to O réwniez.

(b) Czy (a) jest prawdziwe dla wklestych n-katéw?

(¢) Dla jakich n twierdzenie odwrotne do (a) jest prawdziwe?
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10.

Osiem tatwych zadan geometrycznych:

. Czworokat ABCD jest opisany na okregu o promieniu 1, E jest srodkiem AB, F jest érodkiem CD; EF = t.

Wykazaé, ze S(ABCD) > 2t. Dla jakich czworokatéw ma miejsce réwnosé?
(S(ABCD) oznacza pole czworokata ABCD).

. Dany jest okrag o oraz punkt H nalezacy do wnetrza kola wyznaczonego przez o. Znalezé zbiér srodkéw

bokéw takich trdjkatéw wpisanych w o, by H byt ich ortocentrum.

. Dane sa rézne punkty A i B. Rozwazmy pary okregdw stycznych zewnetrznie i stycznych do prostej AB

w punktach odpowiednio A i B. Rozwazmy drugie proste styczne do tych okregéw odpowiednio w réznych
punktach A’ i B’. Znalezé zbidr srodkéw tak otrzymanych odcinkéw A’B’ przy ustalonych punktach A i B.

. Punkt B nalezy do odcinka AC. Rozwazmy okregi przechodzace przez punkty A i C. Przez B i érodek jednego

z lukéw AC takiego okregu prowadzimy prosta przecinajaca taki okrag w drugim punkcie P. Znalezé zbidr
tak otrzymanych punktéw P przy ustalonych punktach A, B i C.

. Czworokat PQRS jest wpisany w okrag. Jego przekatne przecinajg sie w punkcie M. Punkty A, B, C, D

sg rzutami prostokatnymi M na proste PQ, QR, RS, SP. Wykazaé, ze w czworokat ABC D mozna wpisaé
okrag.

. AB jest Srednicg okregu o, prosta k jest styczna do okregu o w punkcie A, punkt F' nalezy do k, prosta BF

przecina okrag o w drugim punkcie D, prosta styczna do o w punkcie D przecina prostag k w punkcie C.
Wykazaé, ze C jest srodkiem odcinka AF'.

. Dana jest sfera s, prosta k oraz punkt A. Przez punkt A prowadzimy plaszczyzne réwnolegla do k, styczna

do s. Znalezé¢ zbiér takich punktéw A, dla ktérych nie istnieje rozwiazanie tego zadania, przy ustalonych k i
s.

. Kazda krawedz pewnego czworoscianu przystaje do krawedzi skosnej do niej. Wykazaé, ze $ciany tego czwo-

roscianu sa trojkatami ostrokatnymi.

. Punkt F' nie nalezy do zadnej z dwdch przecinajacych sie prostych k i [. Znalezé zbiér drugich ognisk G

takich elips stycznych do ki [, ze F jest ich pierwszym ogniskiem.

Wykazaé, ze w dowolnym tréjkacie rzuty prostokatne dowolnego spodka wysokosci na pozostale boki i na
wysokoéci sg wspoétliniowe.

Osiem tatwych zadan niegeometrycznych:

1.

Dowiesé, ze liczba

Vi i) (V)

(\/11+\/ﬂ«/ﬁ)(

jest niewymierna.

. Niech ay =1, as =5 oraz a,+2 = apy1 + a,, dla n > 1. Dowiesé, ze jesli

1 1 1 Dn

gdzie p, i ¢, sa catkowite, to 19 | py,.

. Cuzy liczb naturalnych, ktére nie dadza sie przedstawi¢ w postaci sumy kwadratéw skonczenie wielu kolejnych

liczb naturalnych jest skonczenie wiele?

. (Zadanie niegeometryczne czwarte) W przestrzeni dany jest zbiér S zlozony z n > 4 punktéw. Dowiesé,

ze wsrdd nich znajda sie
(a) takie trzy rézne punkty A, B, C, ze dla dowolnego czwartego punktu D € S réznego od A, B, C' zachodzi
nieréwnoscé

AB + BC + CA < AD + BD + CD,

(b) takie trzy rézne punkty A’, B’, C’, ze dla dowolnego czwartego punktu D’ € S réznego od A, B', C’
zachodzi nieréwnosc¢

A'B'+B'C'"+C'A' > AAD'+ BD'+C'D'.



Zadania z obozu przygotowawczego ,Zwardon 96”

10.

36

. Dowieéé, ze jesli liczby rzeczywiste dodatnie x1, 22, x3, ..., T36 spelniaja nieréwnoé > 27 < 36, to

i=1

36 36
1996 - Y a; + »_af < 36-1997.
=1 =1

. Wyznaczy¢ wszystkie ciggi a1 < as < az < ... < a, liczb rzeczywistych dodatnich takie, ze

n n

Xn:ai = 96, > a} =216, > af =729.
i=1

i=1 i=1

. Dla jakich n naturalnych liczba 2™ 4 5 - 3™ jest kwadratem liczby catkowitej?
. Cuzy istnieje taka liczba naturalna, ktorej kwadrat ma sume cyfr réwna 19967

. Czy istnieje 1996 kolejnych liczb naturalnych, z ktérych kazda ma co najmniej 1996 réznych dzielnikéw

pierwszych?

Dany jest wielomian W stopnia wickszego lub réwnego 5 o wspdéiczynnikach catkowitych. Zalézmy, ze W
przyjmuje wartos¢ 5 dla co najmniej 5-ciu réznych argumentéw caltkowitych. Dowiesé, ze W nie przyjmuje
wartosci 96 dla zadnego argumentu catkowitego.

Pierwsze zawody druzynowe:

1.
2.

Dla jakich liczb naturalnych n liczba (g)' dzieli sie przez liczbe 1!-2!-3!-4!. ... . n!?

Znalez¢ wszystkie liczby naturalne n, dla ktérych prawdziwe jest nastepujace twierdzenie:
Dla dowolnych liczb naturalnych a, p i q takich, Ze n|p — q zachodzi podzielnos$é n|aP — af.

. Znalez¢ wszystkie rozwigzania réwnania 6% =43 -5Y + 1 w liczbach catkowitych z, y.

. Kazde dwa sposrod 222 tréjkami niewspotliniowych punktéw plaszezyzny potaczono odcinkiem czerwonym

lub zielonym. Dowiesé¢, ze mozna wybraé z nich szes¢ takich punktéow, z ktérych kazde dwa sa potaczone tym
samym kolorem.

. Znalez¢ trzy ostatnie cyfry liczby [ (4 + 1/24)100?].

. Znalez¢ wszystkie funkcje f: R — R spelniajace réwnosé

(fl@+9)° = FQ)f(2?) +2f(x) f(y) + F)F2)

dla wszystkich liczb rzeczywistych x i y.

. Okregi ¢1 i co 0 érodkach Op i Oy przecinaja sie w punktach A i B. Prosta [ przechodzaca przez punkt A

przecina odpowiednio okregi ¢; i ¢ w drugich punktach C i D. Proste CO; i DO> przecinajg sie w punkcie
P, a prosta m przechodzaca przez P i prostopadia do C'D przecina prosta AB w punkcie ). Dowiesé, ze
punkty P, D, @, C' i B leza na jednym okregu.

. Niech D, E, F beda punktami lezacymi na bokach BC, C'A, AB tréjkata ABC oraz niech R bedzie promie-

niem okregu opisanego na tréjkacie ABC. Udowodnié, ze

<L+i+i> (DE+EF +FD) >

AB+ BC+CA
AD BE CF ’

R

. Punkt S jest érodkiem okregu wpisanego w tréjkat ABC, punkty P i @ sg rzutami punktu A odpowiednio

na proste BS i C'S. Wykazaé, ze

Drugie zawody druzynowe:

1.

Dowie$é, ze istnieje nieskonczenie wiele liczb naturalnych n takich, ze 2" w zapisie dziesietnym ma koncéwke
n, tzn. 108 | 2" — n, gdzie k = [logygn] + 1.

. Znalez¢ wszystkie funkcje ciaglte f: R — R spelniajace réwnosé

faty+2)+ @)+ W)+ ) =flet+y) +f@+2)+ fy+2)+ F0)
dla wszystkich liczb rzeczywistych z, y i z.

. Czy istnieje podzbidr plaszczyzny, ktérego rzut prostokatny na dowolna prosta jest:

(a) sumg trzech roztacznych odcinkéw otwartych?
(b) suma czterech rozlacznych odcinkéw otwartych?
(¢) suma 1996 rozlacznych odcinkéw otwartych?



