Oboz przygotowawczy do zawodow miedzynarodowych
Zwardon, 2.06.1997 — 15.06.1997.

Pierwsze Zawody Indywidualne:

1. Dane sa liczby calkowite aq, as, ..., as,. Dowie$¢, ze mozna znalezé takie liczby naturalne m, k1, ks, ..., km,
ze:

n <m < 2n, 1<k <ko<ks<...<kpn<2n oraz n|ag, + ak, + gy + ... + ag,, .

2. W pewnej klasie zadano to samo pytanie nauczycielowi i uczniom. Prawdopodobienistwo, ze nauczyciel
odpowie prawidlowo wynosi p. Uczen odpowie prawidlowo z prawdopodobienstwem d, gdy jest dziewczynka
i z prawdopodobienstwem 1 —d, gdy jest chlopcem. Prawdopodobienistwo, ze losowo wybrany uczen odpowie
tak samo jak nauczyciel wynosi % Jaka jest proporcja liczby chlopcéw do liczby dziewczynek w tej klasie?

3. Przekatne czworokata wypuktego ABC'D przecinaja sie w punkcie P, wysokosci tréjkatow PAB i PCD,
poprowadzone z punktu P sa réwne oraz wysokosci tréjkatéw PBC i PDA poprowadzone z punktu P sa
réwne. Wykazaé, ze czworokat ABCD jest réwnoleglobokiem.

4. Niech n > 3 bedzie taka liczba naturalna, ze réwnanie

o2t a2t = a2, (M)

ma co najmniej jedno rozwigzanie w liczbach catkowitych dodatnich xq,zs,...,z,. Dowiesé, ze wowczas
réwnanie (#) ma nieskoriczenie wiele rozwiazan w liczbach catkowitych dodatnich.

5. Dla jakich liczb naturalnych n > 2 nieréwnosé

pixs 4+ asrs .. a2 Fatat <oyl Faoah 4+ a2 4w, (%)
zachodzi dla wszystkich liczb rzeczywistych dodatnich z1, zo, ..., z,? Dla jakich n dowolne liczby rzeczywiste
dodatnie y1,ys, ..., y, posiadaja permutacje x1, za,. .., z, speniajaca nieréwnosé (&)?

6. Udowodni¢, ze w dowolnym szesciokacie wypuklym o polu 1 istnieje przekatna odcinajaca tréjkat o polu nie

. . . l
wigkszym niz 5.

Drugie Zawody Indywidualne:

1. Znalezé wszystkie funkcje ciagle f: R — R o wartosciach nieujemnych speliajace dla z,y € R nastepujace

rONHOnEE F@) @) = fa+y) + f@ - )
flx+3)+5f(x+1) =5f(x+2)+ f(x).

2. Znalez¢ wielomian W (z) o nastepujacej wlasnosci: dla dowolnego n liczba sposobéw, na ktére mozna wyplacié
n zlotych [polskich (nowych)] przy pomocy monet o nominatach 1, 2 1 5 PLN, jest réwna [W(n)].
Uwaga: [x] oznacza czes$é catkowity liczby rzeczywiste] .

3. Punkt P nie nalezy do sfery s, okrag o jest w sferze s zawarty. Prowadzimy wszystkie proste przechodzace
przez P i punkty na okregu o. Wykazad, ze drugie punkty przeciecia tych prostych ze sfera s leza na okregu.

4. Dane sa liczby naturalne m i n takie, ze m < n oraz m jest dzielnikiem pewnej potegi liczby n. Pokazaé, ze

m.o ., . 1 . n
m"™  jest dzielnikiem n"™ .

5. Dla jakich liczb naturalnych n > 2 uklad réwnan
422 + 823 = 33z179
423 + 823 = 33wam3

e I
4z + 8x7 = 33z,71
ma rozwiazanie w liczbach rzeczywistych dodatnich x1,zs,..., 2,7

6. W wypuklym czworokacie ABCD punkt K jest srodkiem boku AB. Wiadomo, ze ¥ C KD = 120°. Wykazad,
ze AB+2AD +2BC > 2CD.



Trzecie Zawody Indywidualne:

1. Niech P # @ beda takimi wielomianami o wspdtczynnikach rzeczywistych, ze

P(Q(x)) = Q(P(x)).
Pokazaé, ze wielomian P(x) — Q(z) jest dzielnikiem wielomianu P(P(z)) — Q(Q(x)).

2. W przestrzeni danych jest 513 punktow, z ktérych zadne cztery nie sa wspdiplaszczyznowe. Kazdy odcinek
o konicach w tych punktach pomalowano na jeden z 9 koloréw. Dowiesé¢, ze istnieje tamana zamknieta zlozona
z nieparzystej liczby odcinkéw tego samego koloru.

3. Niech D bedzie punktem lezacym na boku BC' tréjkata ABC. Niech E i F beda odpowiednio $rodkami
okregéw wpisanych w tréjkaty ABD i AC'D. Dowiesé, ze jesli punkty B, C, E, F leza na jednym okregu, to
AD+ BD  AB
AD+CD ~— AC -

4. Czy cze$¢ wspblna zbioru punktéw (x,y,z) przestrzeni spemiajacych réwnanie x* + y* + z* = 1 oraz
plaszczyzny przechodzacej przez punkt (0,0,0) moze by¢ (a) okregiem, (b) elipsa nie bedaca okregiem?

5. Niech n > 2. Znalez¢ najwicksza warto$¢ wyrazenia
T1To + ToX3 +T3X4 + ... + Tp_1Typ + TpTy,

gdzie x1, x2, 23, ..., 2, przebiegaja wszystkie liczby rzeczywiste nieujemne takie, ze x1+xo+x3+...+x, = 1.
Wyznaczy¢ wszystkie uktady liczb 1, xo, x3, ..., Ty, dla ktérych ta najwieksza wartos¢ jest osiagana.

6. Czworokat ABCD jest wpisany w okrag, proste AB i C'D przecinaja sie w punkcie P, proste AD i BC'
przecinaja sie w punkcie R. Wykazaé, ze punkt przeciecia dwusiecznych katéw ARB i BPC jest wspolliniowy
ze $rodkami przekatnych czworokata ABCD.

5 Latwych Zadan Probabilistycznych:

1. W fiolce znajduje sie d duzych tabletek i m malych. Duza tabletka zawiera dwa razy wiecej leku niz mata.
Kazdego dnia pacjent wybiera losowo jedna tabletke. Gdy trafi na duza, przelamuje ja na pét i zjada
polowe, zas druga potowe wklada do fiolki. Przelamana tabletka traktowana jest przez pacjenta jako mata.
Oczekiwana liczba matych tabletek w fiolce w momencie, kiedy pacjent wylosowal ostatnia duza tabletke,
wynosi W (d, m). Pokazaé, ze istnieja takie liczby rzeczywiste aq, bg niezalezne od m, ze W(d, m) = magq+by.

2. Gwiazda ma r ramion, za$ na j-tym ramieniu ma n; > 1 punktéw (jeden z nich jest koncowym punkte-
m ramienia). Czasteczka startuje z centrum gwiazdy, wybiera losowo (z prawdopodobieristwem %) ramie,
wykonuje jeden krok po ramieniu w kierunku korica i jesli go nie osiagnie, porusza sie¢ po ramieniu losowo
(z prawdopodobieristwem %) od- lub do$rodkowo. Jesli osiagnie koniec ramienia, podréz czasteczki sie koriczy,
jesli dotrze do centrum, wybiera losowo ramie i.t.d. Obliczy¢ prawdopodobienistwo, ze czasteczka dotrze do
konca j-tego ramienia.

3. Potasowano n kartek z liczbami od 1 do n, a nastepnie utworzono z nich stosy wedlug nastepujacej reguty:
pierwsza kartka jest poczatkiem pierwszego stosu; kolejna kartka nalezy do tego samego stosu dopdki liczba
na niej napisana jest mniejsza od liczby na poprzedniej kartce. Jezeli liczba z kolejnej kartki jest wieksza niz
jej poprzedniczka, kartka rozpoczyna nowy stos. Znalezé warto$¢ oczekiwana liczby stosow.

4. Niech p bedzie liczba pierwsza nieparzysta. Wyznaczy¢ liczbe podzbioréw A zbioru {1,2,...,2p} takich, ze:
(i) A ma dokladnie p elementdw,
(#) suma wszystkich elementéw zbioru A jest podzielna przez p.

5. W chwili ¢ = 0 w wierzcholkach tréjkata stoja trzy osoby. Kazda z nich stoi w innym wierzchotku. W ko-
lejnych chwilach ¢t = 1,2,... jednoczesnie kazda z nich losowo (z prawdopodobieristwem %) przemieszcza sie

do jednego z dwoch sasiednich wierzchotkow. Jaka jest warto$é oczekiwana czasu, jaki uplynie az wszystkie
trzy osoby spotkaja sie w jednym z wierzchotkéw tréjkata?

Tuzin Tuzinkowych Zadan Geometrycznych:

1. Wysokos$¢ tréjkata prostokatnego ABC poprowadzona z wierzcholka kata prostego dzieli ten tréjkat na dwa
tréjkaty o obwodach odpowiednio 2a i 2b. Znalezé obwéd trojkata ABC.



10.

11.

12.

. Okregi 01 i 09 sa styczne wewnetrznie do okregu o w punktach odpowiednio A i B. Promienie tych okregdéw

sa mniejsze od promienia okregu o. Prosta k jest styczna do okregdéw o7 i 0o w punktach odpowiednio D i C;
okregi te leza po jednej stronie prostej k. Wykazaé, ze na czworokacie ABC D mozna opisa¢ okrag.

. Okregi 01 1 02 leza po jednej stronie prostej k i sa styczne do niej w réznych punktach odpowiednio A i B.

Okrag o jest styczny zewnetrznie do tych okregéw i styczny do prostej k. Majac dane promienie okregdéw o1
i 09 oraz dlugosé odcinka AB, znalezé promien okregu o.

. Czworoscian ma trzy osie symetrii. Czy musi to by¢ czworoécian foremny?

. Prowadzimy w czworoscianie cztery proste taczace odpowiednio jego wierzcholki ze srodkami okregéw wpisa-

nych w przeciwlegte $ciany. Wykazac, ze jesli dwie sposrdd tych prostych przecinaja sie, to i dwie pozostalte
przecinaja sie.

. Prowadzimy w czworoscianie wszystkie plaszczyzny wyznaczone odpowiednio przez konce jednej krawedzi

i érodek krawedzi do niej skosnej. Na ile czesci te plaszczyzny rozcinaja czworoscian?

. Punkty P, Q, R sa $rodkami odpowiednio bokéw BC, C' A, AB trojkata ABC', punkt S nalezy do wnetrza

tréjkata PQR. Proste PS, QS, RS przecinaja odcinki QR, RP, PQ odpowiednio w punktach K, L, M.
Wykazaé, ze proste AK, BL, C M przecinaja si¢ w jednym punkcie.

. Czy istnieje taki czworoscian foremny, ze wspohrzedne wszystkich jego wierzcholkéw sa catkowite?

. Na plaszczyznie dany jest czworokat wypukly oraz dwusieczne trzech jego katéw. Skonstruowaé¢ dwusieczna

czwartego kata, uzywajac jedynie linijki.

Na plaszczyznie dany jest nieréwnoramienny tréjkat ¢ oraz okrag o, przechodzacy przez dwa wierzchotki
trojkata ¢t oraz przez srodek okregu wpisanego w t. Skonstruowac $rodek okregu wpisanego w trojkat ¢,
uzywajac jedynie linijki (Srodek okregu o nie jest dany).

Wykazaé, ze w dwunastokacie foremnym A; A, ... Ao przekatne A Ay, A3Ag i A4Aq1 przecinaja sie w jed-
nym punkcie.

Podstawa ostrostupa jest réwnoleglobok ABCD, S jest jego wierzchotkiem, punkt A spodkiem wysokosci.
Okregi wpisane w $ciany SBC i SDC' sa styczne. Wykazac, ze podstawa tego ostrostupa jest romb.

Zadania Domowe:

1. (a) Dowiesé, ze dla dowolnej liczby naturalnej n > 2 zachodzi podzielnosé
()" |(n?)! .
(b) Znalez¢ wszystkie liczby naturalne n > 2, dla ktérych zachodzi podzielnosé
(n!)"”’(nZ)! .
(¢) ZnaleZ¢ taka liczbe naturalna n > 2, ze zachodzi podzielnosé
(n!)"*ﬂ(nz)! .
2. Ciag liczbowy aq,as, ..., a, nazwiemy subarytmetycznym, jesli
2af < Qg—1 + Grt1 dla £=2,3,...,n—1.
Ciag nazwiemy superarytmetycznym, jesli
2a > ap—1 + ap41 dla £k=2,3,...,n—1.
Ciag nazwiemy wypuklym, jesli jest sub- lub superarytmetyczny. Dowies¢, ze z kazdego ciagu liczbowego
100 wyrazowego mozna wybra¢ podciag wypukly pieciowyrazowy.
3. Sposrdd tréjkatéw o obwodzie 1 wybraé taki, dla ktérego suma ac + b5 + ¢y jest najmniejsza, gdzie a, b, c,

sa dlugosciami bokéw trojkata, a «, (3, v, sa miarami przeciwlegltych im katéw, wyrazonymi w radianach.

. Ciag (z,)%2; ma te wlasnosé, ze dla dowolnego tréjmianu kwadratowego P o wspélczynnikach naturalnych

lim (z, +zpp,)) =0. Czy lim x, =07

n—oo

2

. Pokazadé, ze ciag (r,,)22, speliajacy warunki: 0 < z1 < 1 oraz x,41 = 2, + —5 dlan > 1 jest ograniczony.
n



6.

W kole o promieniu 10 leza 372 punkty. Pokazaé, ze w pewnym pierscieniu o promieniach 2 i 3 lezy co
najmniej 12 spoéréd nich.

Pierwsze Zawody Druzynowe:

1.

10.

Dowies¢, ze liczba

ﬁ ((371231) (421;9> - (32121) (3717:r 1))

jest szeScianem liczby calkowitej.
!
Uwaga: [ an =ak-ags1 - are2---.-ap -

n==k

. Niech P bedzie wielomianem dwéch zmiennych trzeciego stopnia takim, ze P(x,y) = 0 dla siedmiu réznych

punktéw (x,y) pewnego okregu. Pokazaé, ze wéwczas P(xz,y) = 0 dla kazdego punktu (z,y) tego okregu.

. Dowiesé, ze istnieje taka liczba naturalna n, ze n! w zapisie dziesiegtnym rozpoczyna sie cyframi 1997.

. Ciag (an)$2, liczb naturalnych spehia warunek: 4a2 + a2, = 1+ 4ana,41. Dowiesé, ze nie wszystkie

wyrazy ciagu (a,) sa liczbami pierwszymi.

. Niech A = {[an] : n € N} oraz B = {[a®n] : n € N}, gdzie a = 1 + /3. Dowies¢, ze zbiér AU B nie zawiera

zadnej tréjki kolejnych liczb naturalnych.

. Dla jakich liczb naturalnych n > 2 prawdziwe jest nastepujace twierdzenie: wéréd dowolnych n? oséb, z kté-

rych kazda ma co najmniej jednego znajomego, znajduje sie n + 1 oséb majacych te sama liczbe znajomych
lub wspélnego znajomego.

Uwaga: Jesli osoba A zna B, to B zna A. Nikt nie jest swoim znajomym.

. Chomik Leonid ma pod ziemia 4 spizarnie potozone w wierzchotkach czworoscianu foremnego o boku 1 metr.

Czy Leonid moze polaczyé te spizarnie siecia tuneli o lacznej dlugosci mniejszej niz v/6 metréw?

. Boki AB, BC, CD, DA czworokata ABC D opisanego na okregu o srodku P sa do niego styczne odpowiednio

w punktach K, L, M, N. Wykazaé, ze:
LN PB-PC+ PA-PD
KM PA-PB+ PC-PD’

. Dany jest taki pieciokat wypukly ABCDE, ze istnieje punkt F' lezacy na boku AB, speliajacy warunki:

4 FCE = 4 ADFE oraz < FEC = 4 BDC. Wykazaé, ze zachodzi réwnoéé: < BCD + < DEA = 180°.

Punkt H jest ortocentrum nieprostokatnego tréjkata ABC. Prosta [, przechodzaca przez H, przecina proste
AB i AC odpowiednio w punktach D i E, nie bedacych wierzchotkami tréjkata ABC. Niech P bedzie
dowolnym takim punktem, ze AP 1 I. Wykazaé, ze [PBD]:[PCFE] = DH : HE, gdzie [ABC] oznacza pole
tréjkata ABC.

Drugie Zawody Druzynowe:

1.

Niech s, bedzie suma cyfr liczby n. Znalez¢ najmniejsza liczbe naturalna k taka, ze
an(_l)sn 7é 0 )
n
gdzie sumowanie rozciaga sie na wszystkie liczby naturalne n < 10997 — 1, ktére w zapisie dziesietnym nie
maja ani cyfry 2, ani 7.
Uwaga: 0 nie jest liczba naturalna.
. Dane sg liczby naturalne ai,as,as,...,a1g0 takie, ze a1 + as + az + ... + a1g00 = 1997. Niech Py bedzie
liczba permutacji ny,ng,ns, ..., nie00 zbioru {1,2,3,...,1000} takich, ze
ke{an , antan, , Gntan,+an, , ..y GnyFan,tant . dan, 00 -
Dowies’é, ze ngg = PIOOO'
. Punkt P lezy wewnatrz trojkata ABC'. Niech D, E, F beda odpowiednio rzutami prostokatnymi punktu P

na proste BC, C A, AB. Niech O bedzie srodkiem okregu opisanego na tréjkacie DEF', za$ r jego promieniem.

Dowiesé, ze:
pole (ABC) > 3r+/3r2 — 3(OP)? .



