1 Zadania
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Zawody Indywidualne

. 7 kartki papieru w kratke o wymiarach 29 x 29 kratek wycieto 99 kwadratow 2 x 2.

Wykazaé, ze mozna wyciaé jeszcze jeden taki kwadrat. Wszystkie cigcia przeprowa-
dzane sg wzdtuz linii wyznaczajacych kratki.

Dowies¢, ze istnieje taka liczba naturalna n, ze rownanie
$5 41+ u” +od +u® 420 4yt =n
ma co najmniej 1998 rozwiazan w liczbach catkowitych dodatnich s, ¢, u, v, w, z i y.

W tréjkacie ostrokatnym ABC, /BAC = 60°. Wysokosci BD i CE tego trojkata
przecinaja si¢ w punkcie H. Wykazaé, ze prosta zawierajaca dwusieczna kata BHE
przechodzi przez $rodek okregu opisanego na trojkacie ABC.

Czy istnieje taki ciag liczb naturalnych, ze dowolng liczbe naturalng mozna przedsta-
wi¢ na doktadnie jeden sposéb jako réznice pewnych dwoch wyrazéw tego ciggu?

Na kazdym z bokéw trojkata réwnobocznego ABC' o boku 1 zaznaczono n—1 punktéw
(n > 2) dzielacych bok na n réwnych czesci. Wybieramy losowo po jednym zazna-
czonym punkcie na kazdym boku trojkata ABC'. Jaka jest warto$¢ oczekiwana pola
tréjkata o wierzchotkach w wybranych punktach?

Znalez¢ wszystkie takie liczby naturalne n, ze n-kat foremny mozna rozcia¢ na skon-
czonyg liczbe

a) rownoleglobokéw,

b) réwnolegtobokéw nie bedacych prostokatami.

W kazdym polu kwadratowej tablicy 18 x 18 napisano jedna z liczb 1,2,3,...,70.
Wykazaé, ze istnieja 4 pola, ktérych srodki sa wierzchotkami réwnolegtoboku takie,
ze sumy liczb wpisanych na koncach jego przekatnych sa réwne.

Niech fo(z) = 22 oraz f1(z) = x + 1. Dowolnemu ciagowi (g1, ..., &,) zlozonemu z zer
i jedynek przypisano wartosé¢ f., o fe. _,o...0 f-,(2). Wykazaé, ze réznym ciagom tej
samej dtugosci przypisano rézne wartosci.

Na ptaszczyznie narysowano 3000 prostych, z ktorych zadne dwie nie sa réwnolegle
i zadne trzy nie maja wspoélnego punktu. Wykazaé, ze wérdd czesci, na ktore rozcinaja
one plaszczyzne, jest co najmniej 2000 trojkatow.

Niech P bedzie takim niezerowym wielomianem o wspoétczynnikach catkowitych, ze
P(1) = P(2) = 0. Wykazaé, ze pewien wspélczynnik wielomianu P jest niewiekszy
niz —2.

Niech (k,) bedzie rosnacym ciagiem liczb naturalnych. Wykazaé, ze liczba
= 1
=25

jest niewymierna.
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Zadania 2
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Trojkat ABC jest wpisany w okrag o;. Styczna do tego okregu w punkcie A przecina
prosta BC w punkcie D. Okrag o, styczny do prostej BD w punkcie D przechodzi
przez punkt A i przecina okrag o7 w réznych punktach A i E. Udowodnié, ze

EB AB?

EC — AC3®

Czy mozna pocigé¢ szachownice 8 x 8 wzdluz pewnych trzynastu prostych nie prze-
chodzacych przez $rodek zadnego pola tak, zeby kazdy powstaly kawalek zawierat co
najwyzej jeden srodek pola?

Dwoje zawodnikow gra w gre polegajaca na zastepowaniu gwiazdek w wyrazeniu
210 4529 4 528 + . 4+ xx 41 przez liczby rzeczywiste. Gracze wykonuja ruchy na prze-
mian. Ruch polega na zastapieniu wybranej przez gracza gwiazdki dowolnie wybrang
przez niego liczba. Jezeli otrzymany na koniec wielomian nie bedzie mial pierwiastkow
rzeczywistych wygra rozpoczynajacy, w przeciwnym przypadku wygrywa drugi gracz.
Ktoéry z graczy wygra przy optymalnej grze?

Dany jest okrag o = o(S,r) oraz takie punkty A i B, ze AS > r, BS < r. Niech
P bedzie dowolnym punktem okregu o. Prosta AP przecina okrag o w punktach P
i C'; prosta BC przecina okrag o w punktach C i D, za$ prosta AD przecina okrag
o w punktach D i E. Dowies$¢, ze przy ustalonym okregu o oraz punktach A i B
wszystkie proste £ P, odpowiadajace réznym potozeniom punktu P na o, przecinaja
sie w jednym punkcie.

Danych jest pie¢ punktéw w przestrzeni. Wykazaé, ze pewne trzy sposrod nich nie sg
wierzchotkami trojkata prostokatnego.

Definiujemy rekurencyjnie ciag liczb catkowitych nieujemnych ag,aq,as,... w naste-
pujacy sposéb: ag =0, a; = 1 oraz

A2pn = 30y, op+1 = 3G, + 1 dla n=1,2,3,....

(a) Scharakteryzowaé¢ wszystkie nieujemne liczby caltkowite n, dla ktorych istnieje
doktadnie jedna para (k,1) liczb calkowitych nieujemnych spelniajaca warunki

k>1 oraz ar+a;=n. (doch)
(b) Dla kazdego n, niech f(n) bedzie liczba par (k,1) spelniajacych (dodb). Znalezé
max f(n).

Niech A bedzie skonczonym zbiorem punktéw przestrzeni, nie lezacych na jednej ptasz-
czyznie. Kazdemu punktowi zbioru A przyporzadkowano liczbe rzeczywista. Dla do-
wolnej plaszczyzny wyznaczonej przez trzy niewspotliniowe punkty zbioru A, suma
liczb przyporzadkowanych wszystkim punktom zbioru A lezacym na tej ptaszczyznie
jest réwna 0. Czy stad wynika, ze kazda sposrdd liczb przyporzadkowanych punktom
zbioru A jest rowna 07
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3 Zadania
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W tréjkacie ABC mamy BC > CA > AB. Punkt D lezy na boku BC przy czym
BD = CA. Punkt E jest takim punktem prostej BA, ze A € EB oraz BE = CA.
Okrag opisany na tréjkacie EBD przecina bok AC' w punkcie P. Prosta B P przecina
okrag opisany na tréjkacie ABC w punkcie Q). Udowodnié¢, ze AQ + CQ = BP.

Wyznaczy¢ wszystkie ciagi a1 < ag < ... < a, liczb rzeczywistych nieujemnych
o minimalnej dtugosci takie, ze

iai = 25, iaf = 33, iaf = 49, iaf = 81.
=1 =1 =1 =1

10 Latwych Zadan Nietylkoniegeometrycznych

Niech a, b, ¢, d beda takimi liczbami catkowitymi dodatnimi, ze ab = cd. Wykazacé, ze
liczba a'99® 4 p1998 1998 1 1998 jest zlozona.

Niech z; >0dlat=1,2,...,n, oraz x1 + x2 + ...+ x, = n. Dowies¢, ze
n 5 ”?
2 _3x.+3
g ac;’ >,
i=1

Dowied¢, ze liczba log; 4 5(1 + 3v/2) jest niewymierna.

Dowiesé, ze plaszczyzny nie mozna pokolorowaé trzema kolorami w taki sposob, aby
dowolne dwa punkty odlegte o 1 byly pomalowane réznymi kolorami.

Zmienne losowe X, Y, Z o wartosciach rzeczywistych spelniaja warunki
EX)=EY)=EZ)=EXY)=EY-Z)=FEZX)=1,

gdzie E(X) oznacza wartosé¢ oczekiwang zmiennej X. Czy stad wynika, ze:
(a) E(X'Y-Z)>1? (b) E(X'Y-Z)<17?

Kazda z przekatnych AD, BE, CF szeiciokata wypuklego ABCDFEF' dzieli ten sze-
Sciokat na dwa czworokaty o réwnych polach. Dowies¢, ze przekatne te przecinaja sie
w jednym punkcie.

Dany jest czworokat wypukly ABCD. Na bokach AB, BC, C'D budujemy tréjkaty
rownoboczne ABE, BCF, CDG, lezace na zewnatrz tego czworokata. Dowies¢é, ze
srodki odcinkéw EF, FG i AD sa wierzchotkami trdjkata réwnobocznego.

Pewien jezyk sktada si¢ ze stow dlugosci niewiekszej niz m zbudowanych z n liter,
przy czym zadne slowo nie jest poczatkiem innego. Wykazaé, ze

m

<L

k=1
gdzie ay oznacza liczbe stéw dlugosci k.

Czy istnieje taki czworoécian, ktorego kazda Sciana jest tréjkatem rozwartokatnym?
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Szkice rozwigzan 4
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Czy istnieje taki czworoscian, ktorego kazda krawedz jest ramieniem kata rozwartego
pewnej $ciany tego czworo$cianu?

Dowies¢, ze pewne dwa sposrod dowolnych czterech punktéw prostokata 3 x 4 sag
odlegle o co najwyzej 25/8.

Zawody Druzynowe

Czy rownanie z%yY = z® ma rozwiazanie w liczbach naturalnych z, y, z wiekszych
od 1?7

Dowieéé, ze w rozwinieciu dziesietnym liczby (14 v/2 + \3/1)19981998 setna cyfra po
przecinku jest taka sama jak dwusetna.

Kazdy z trojkatow tq, to, t3 zawiera w swoim wnetrzu punkt P. Wykazaé, ze mozna
wybra¢ punkty A, B, C' bedace odpowiednio wierzchotkami tréjkatéw tq, to, t3 tak,
by P byt punktem wewnetrznym tréjkata ABC.

Rozstrzygnaé, czy réwnanie 34133 +1 = 21998

dodatnich z, y, z.

ma rozwigzanie w liczbach catkowitych

Zmalez¢ wszystkie funkcje ciagle f: R — R takie, ze dla dowolnych z, y rzeczywistych
zachodzi rownosé

v f (@) + flzy?) = 2y f (zy).

Czworokat ABCD jest wpisany w okrag. Wykazaé¢, ze jesli istnieje okrag o $rodku
nalezacym do odcinka AD, styczny do pozostalych bokéw tego czworokata, to

AB+CD = AD .

Niech f i g beda takimi ciagltymi funkcjami okre$lonymi na przedziale [0, 1] o wartos-
ciach w [0,1], ze fog = go f. Wykazad, ze istnieje takie z € [0, 1], ze f(z) = g(z).

W obozie przygotowawczym do Miedzynarodowej Olimpiady Pielegniarsko-Matema-
tycznej uczestniczy n chlopcow i n dziewczat. Niektorzy chlopey zdazyli juz poznaé
imiona niektérych dziewczat. Wiadomo, ze dla kazdego k € {1,2,...,n} dowolna
k-elementowa grupa chtopcow polaczywszy swoja wiedze potrafi poda¢ imiona co naj-
mniej k dziewczat. Dowie$é, ze mozna tak potaczy¢ chtopcoéw z dziewczetami w pary
podczas zabawy tanecznej w lokalu ,,U Pyzdry”, aby kazdy chlopiec tanczyt z dziew-
czyna, ktorej imie juz poznat.

Okrag o jest opisany na tréjkacie ABC, punkt P nalezy do tego tuku BC okregu o, do
ktorego nie nalezy A. Punkty S; oraz Ss sa sSrodkami okregéw wpisanych odpowiednio
w trojkaty PAB i PAC. Dowie$¢, ze przy ustalonych punktach A, B, C'i zmieniajacym
sie punkcie P, okregi opisane na trojkatach P.S1S; maja punkt wspélny.

Danych jest n > 4 punktow przestrzeni, z ktérych zadne cztery nie leza na jednej
plaszczyznie. Gracze A i B rysuja na przemian po jednym odcinku laczacym pewne
dwa sposrod tych punktéw. Wygrywa ten, po ruchu ktérego kazde dwa sposréd danych
punktéw sa potaczone pewng tamanag. Ktéry gracz ma strategie wygrywajaca?
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5 Szkice rozwiazan

Szkice rozwigzan

1. Na kartce zaznaczamy 100 kwadratéw 2 x 2 jak na rysunku.

Wyciecie kwadratu 2 x 2 moze popsué tylko jeden z zaznaczonych kwadratéow. Po
wycieciu 99 kwadratéw pozostanie wigc nienaruszony co najmniej 1 zaznaczony kwadrat.

2. Pierwszy odruch jest nastepujacy: wydaje sig, ze liczbe 1998 mozna zastapi¢ inna,
dowolnie duza. Poniewaz liczba rozwiazan nieréwnosci

s5+t6+u7+vg—|—w9+x10+yn§N

jest rzedu N€, gdzie
11 1 1 1 1 1

‘T5TetTTsTo 0

wiec wystarczy sprawdzic, ze ¢ > 1. Tymczasem ¢ < 1 i ta metoda prowadzi do nikad.
Biorac natomiast n = 127720 1927720 4 327720 4 427720 4 527720 4 627720 1 727720 (tysumujemy
5040 rozwigzan réwnania, a mianowicie:

5544 __ 4620 __ 3960 __ 3465 __ 3080 _ 2770 2520
S_pl 9 t_p2 ) U—p3 ’ U_p4 ) w_p5 I m_pG y Y= p? )

gdzie (p1,p2, p3, Pa, D5, P6, P7) Przebiega wszystkie permutacje liczb 1,2,3,4,5,6,7.

3. Niech F' bedzie drugim punktem przeciecia prostej CH z okregiem opisanym na
tréjkacie ABC. Wowczas trojkat BHF' jest réwnoboczny i dwusieczna kata BHE' jest
symetralna odcinka F'B, ktéry jest cieciwg okregu opisanego na tréjkacie ABC.

4. Tak. Warunki zadania spetnia ciag 10, 11, 100, 102, 1000, 1003,... okreslony reku-
rencyjnie wzorami
agnt1 = 107", agnyo =107 + R,

gdzie R, jest najmniejsza liczbg naturalng, ktérej nie mozna przedstawi¢ jako réznicy
dwoch liczb sposréd aq, as, as,..., azy.

5. Oznaczmy punkty zaznaczone na boku AB odpowiednio By, Bs,..., B,_1 liczac
od A do B oraz na boku AC' odpowiednio C7, Cs,..., Cp_1 liczac od A do C. Wartos¢
oczekiwana pola trojkata AB,C wynosi

Z Zj\f _ \/_
(n—1)2 5= 4n? ’
czyh + pola trojkata ABC'. Podobnie jest z polami trojkatow A, BC i A2B7;C. Zatem

V3
wartos¢ oczekiwana pola trojkata A, B;Cy wynosi ¥2.

6. Jezeli wielokat wypukly w, ktéry ma dwa rownolegle boki a oraz b zostat podzielony
na réwnolegtoboki, to istnieje taki ciag R, rownoleglobokéw tego podzialu, ze jeden z
bokéw pierwszego rownolegltoboku jest zawarty w a, jeden z bokéw ostatniego jest zawarty
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Szkice rozwigzan 6

w b, a czes¢ wspoélna kazdych dwoch kolejnych réwnolegtobokéw tego ciggu jest odcinkiem
rownoleglym do a i b.

Jezeli w ma takze druga pare bokéw rownolegtych c i d, to istnieje ciag R. 4 réwnole-
globokéw o wlasnosciach analogicznych do R, 3, przy czym istnieje rownoleglobok nalezacy
do obydwu tych ciagow. Jezeli na dodatek a i ¢ sa prostopadte, to rownolegltobok ten jest
prostokatem.

Jezeli wielokat wypukly w ma bok a, do ktérego nie ma boku réwnoleglego, to wielo-
kata w nie podzieli¢ na réwnolegltoboki, poniewaz zaczynajac podziatl od a, nie ma gdzie
skonczy¢.

Wielokat srodkowosymetryczny A As As... Ao, mozna podzielié na réwnolegloboki sto-
sujac nastepujaca procedure. Przesuwamy tamana A; As...Ax o wektor A; Asg. Jej obraz
odcina od wielokata pasek, ktory tatwo mozna podzieli¢ na rownolegtoboki. To co zostalo,
jest wielokatem $rodkowosymetrycznym o 2(n — 1) bokach.

Zatem odpowiedZ na pytanie a) brzmi dla n parzystych, a na b) dla n parzystych
niepodzielnych przez 4.

11. Rozwazmy wszystkie pary poél potozonych srodkowosymetrycznie wzgledem srodka
tablicy:

Takich par jest 162. Suma liczb wpisanych w pola kazdej pary jest liczba naturalna po-
miedzy 2 i 140, moze wiec przyjmowacé 139 réznych wartosci. Znajdziemy wiec takie dwie
pary, ze sumy liczb sg dla obu par takie same. Srodki czterech tak wybranych pél moga
by¢ wierzchotkami réwnolegtoboku lub, jak np. dla par I i J, moga leze¢ na jednej prostej.
Wobec tego lepiej rozwazy¢ pary pél, ktérych srodki wyznaczaja wektor [9,1]:

Takich par jest 153. Réznica liczb wpisanych w pola kazdej takiej pary jest jedng ze 139

liczb catkowitych od —69 do 69. Znajdziemy wiec takie dwie pary, dla ktorych réznice sa

takie same, a to juz daje nam prawdziwy réwnolegtobok spetniajacy warunki zadania.
12. Dla dowolnego ciagu zerojedynkowego (e1,...,&,) zachodzi nieréwnosé

fEnOfEn—1o"'ofE1(2)Zn+2'

Pokazemy, jak znajac nim = f. o f. _ o...o f-, (2), mozna odtworzyé &,.

Jesli m nie jest kwadratem liczby naturalnej, to musi by¢ ¢, = 1.

Jesli zas m = k2, to moze by¢ e, = 0, ale tylko wtedy, gdy k jest duze, bo w tym
przypadku k = f. _, o...0 f.,(2) > n+ 1. Moze tez by¢ ¢, = 1, ale tylko wtedy, gdy k
jest mate. Mamy bowiem w tym przypadku e,_1 =¢,_2 = ... = €,_2k42 = 1, co oznacza,
zen—2k+22>0,skad k < 5 + 1.

13. Rozwazmy dowolna z narysowanych prostych (nazwijmy ja k) oraz dowolna pét-
plaszczyzne wyznaczong przez prosta k. Jezeli w tej polplaszezyznie lezy chocéby jeden
punkt przeciecia pozostatych prostych, rozwazmy ten najblizszy prostej k. Prosta k i pro-
ste przechodzace przez ten najblizszy punkt wyznaczaja trojkat, ktéry nie jest przeciety
przez zadng z pozostaltych prostych. Wérdod 6000 potptaszezyzn wyznaczonych przez nasze
proste istnieja co najwyzej dwie takie, na ktorych nie ma punktéw przeciecia innych pro-
stych. W ten sposéb wskazemy co najmniej 2998-2+1+41 tréjkatow. Kazdy z nich zostanie

wskazany co najwyzej 3-krotnie. Tak wiec wskazemy co najmniej &398 roznych tréjkatow.
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7 Szkice rozwiazan

14. Zal6ézmy, ze wielomian niezerowy
P(z) = anz™ + an_12" '+ ap_ox" %+ ...+ a1z + ao ,
gdzie ag, a1, as,as, ...,an_1, ay sa liczbami catkowitymi wickszymi od —2, spetlnia warunek
P(1) = P(2) = 0. Zalézmy ponadto, ze sposréd wielomianéw o powyzszych wlasnosciach
wielomian P ma mozliwie najmniejszy stopien. Wynika stad, ze ag # 0.
Niech
Q) = bp_ox™ % + bpy_32" 3 + ..+ bz + by

bedzie takim wielomianem, ze
P(z)=Q(x) - (2> — 3z +2) .

Wtedy zachodza nastepujace nieréwnosci

( Qn = bn—2 > -1
p—-1 = bn—S - 3bn—2 > -1
an—2 = byp_g — 3bp_3 + 2b, 2 > -1
an-3 — bn—5 - 3bn—4 + 2bn—3 > -1

a9 = bo - 3b1 + 2b2 Z -1
a1 = — 3b0 + 2[)1 Z —1
\ dp = 2b0 > -1

Skoro ag jest liczba parzysta rézna od 0, to musi by¢ ag > 2, skad by > 1 i przedostatnia

z wypisanych wyzej nieréwnosci przyjmuje postac

2b; > —1+3bg = —1 + bg + 2by > 2bp ;
zatem by > bg. Dalej mamy

20 > —1+3by — by > —1+42by ,

skad by > by. Podobnie dochodzimy do nieréwnosci

bp—2>by_32by42>...2b12>2by2>1.
Jednakze wtedy

bp—3 — 3bp—2 = (bp—3 — bp—2) — 2b,_2 < =2,

co jest w sprzeczne z nieréwnoscia b, _s — 3b,_o > —1.
UWAGA: Liczby —2 w tresci zadania nie mozna zastapi¢ przez —3, co pokazuje
przyktad P(z) = 23 — 222 — 2 + 2.

15. ZaléZmy, ze liczba S jest wymierna. Mozemy wtedy przedstawi¢ S w postaci
m

utamka 2. Wtedy liczba Z — jest postaci L7, natomiast
oo
_ 49 1 _g+1
S_]{;—M!_FZ kl<—+z 2nmk ko1
n=m-+1 n=m+1

skad ¢ < p < ¢+ 1. Otrzymalidmy wiec sprzecznosé, gdyz p i q sa catkowite.
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Szkice rozwigzan 8

16. Zalézmy, ze C € DB (w drugim przypadku dowéd przebiega analogicznie).
7 twierdzenia Ptolemeusza dostajemy
AC-EB=AB-FEC+ AE - BC,
czyli
EB AB N AFE - BC
EC  AC  EC-AC’

Musimy wiec udowodnié, ze
AB n AE-BC  AB®
AC W EC-AC  AC3’

czyli, ze
AE-BC  AB?
EC-AB ~ AC?’
Z podobienstwa tréjkatow ACD i BAD mamy
AB?  pole(BAD) - BC
AC?  pole(ACD) CD’
Rownosé (&) przybiera wiec postadé
AE-BC  BC
EC-AB ~ CD’

1+

a wiec musimy udowodnié, ze
AE  EC
AB CD°
To za$ wynika bezposrednio z podobienstwa trojkatow ABE i CDE.

21. Rozwazmy 28 odcinkow taczacych srodki pél szachownicy jak na rysunku.

zadna z poprowadzonych prostych nie moze przecia¢ wiecej niz dwa zaznaczone od-
cinki, zatem przy podziale szachownicy 13 prostymi musi pozosta¢ odcinek nie przeciety
zadng z tych prostych. To za$ oznacza, ze jego konce znajda si¢ w tej samej czesci.

22. Drugi gracz moze zapewni¢ sobie zwyciestwo. W pierwszych trzech swoich ruchach
zamienia on, w miare mozliwosci, gwiazdki przy parzystych potegach x dowolnymi liczbami.
W swoim ostatnim, czwartym ruchu ma do wyboru dwie gwiazdki, z ktérych co najmniej
jedna stoi przy nieparzystej potedze x.

Oznaczmy przez P(x) wielomian dotychczas utworzony, pomijajac te potegi x, przy
ktorych nadal stoja gwiazdki. Zachodzi wtedy jeden z dwéch przypadkdw:

I. Jedna z gwiazdek stoi przy parzystej potedze x, druga przy nieparzystej. Wtedy
gracz wybiera gwiazdke przy potedze parzystej i zastepuje ja liczba mniejsza od
—max(P(—1), P(1)). Powstaly po tym ruchu wielomian ma ujemne warto$ci w punktach
-1 i 1. Przeciwnik w ostatnim ruchu dodaje jednomian bedacy funkcja nieparzysta, tak
wiec otrzymany na koncu wielomian bedzie miatl wartos¢ ujemng w co najmniej jednym
z punktow -1 i 1. Tym samym wielomian bedzie miat pierwiastki rzeczywiste i gre wygra
gracz drugi.
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9 Szkice rozwiazan

I1. Obie gwiazdki stoja przy nieparzystych potegach z, powiedzmy x™ i =", gdzie
m > n. Wowczas gracz zastepuje gwiazdke przy =™ tak duzg liczba dodatnia a,,, aby
am|z|™
1000
dla z € {—2,1}. Wykazemy, ze przeciwnik nie moze zastapi¢ ostatniej gwiazdki takim
wspotczynnikiem a,,, aby

[P (z)] <

Q(x) = P(z) + apmz™ + apz™ >0

dla x € {—2,1}. Gdyby bowiem udalo sie dobraé takie a,,, to mielibySmy kolejno:
Q(1) > 0, skad a,, > —a,, — P(1) > —1,0001 - a,,
Q(—2) > 0, skad —2" - a,, > —0,999 - 2™ - a,.
Zatem
—1,001-a,, < an < —0,999-2"7" . q, .

Poniewaz a,,, jest dodatnie, a 2™ > 4, otrzymujemy sprzeczne nieréwnosci
—1,001a,, < a, < —3,996a,, ,

skad wniosek, ze a,,, ktore mogloby zapewni¢ zwyciestwo pierwszego gracza, nie istnieje.

23. Niech F bedzie punktem lezgcym na prostej AB tak, aby B € AF oraz spetniony
byl warunek AB-BF = BC-BD. Poniewaz wartos¢ wyrazenia BC-BD nie zalezy od wy-
boru punktu P, wiec polozenie punktu F' tez nie zalezy od wyboru punktu P. Niech G
bedzie punktem przeciecia prostych AB i PE. Punkty A, D, F, C leza na jednym okregu.
Zatem

(GFC =/ADC = /EPC,

co oznacza, ze punkty G, F', P, C' leza na jednym okregu. Stad AG-AF = AC-AP. Wartos¢
wyrazenia AC'- AP oraz potozenie punktu F' nie zaleza od wyboru punktu P, a wiec réwniez
potoznie punktu G na pétprostej AB™ nie zalezy od wyboru punktu P. To oznacza, punkt
G jest punktem wspolnym wszystkich prostych PE.

24. Zakladamy, ze dane sg punkty A, B, C, D, E, z ktérych kazde 3 sa wierzchotkami
trojkata prostokatnego.

Jezeli AB jest najdluzszym odcinkiem o koncach w danych punktach, to wszystkie
5 punktow musi leze¢ na sferze s, ktérej srednica jest odcinek AB. Niech najdtuzszym z
pozostatych odcinkéw bedzie AC lub CD.

Jezeli jest to AC, to punkty A, C, D i E leza na sferze si, ktérej srednica jest AC,
zatem leza one na okregu o Srednicy AC, gdyz ten okrag jest czeScia wspolna sfer s i s;.

Jezeli zas jest to C'D, to wszystkie 5 punktéw lezy na sferze sy o Srednicy C'D, skad
wnioskujemy, ze s = so i punkty A, B, C, D leza na okregu wielkim sfery s.

Tak, czy owak, znajdziemy 4 punkty, ktore lezg na okregu. Nietrudno stwierdzié, ze sa
one wierzchotkami prostokata, powiedzmy ABCD. Punkt E musi leze¢ poza plaszczyzna
tego prostokata. Gdyby rzut punktu F na plaszczyzne prostokata ABCD nie lezal na
zadnym z jego bokéw, (poza prostokatem leze¢ nie moze), to 4 odcinki laczace punkt E z
punktami A, B, C, D musialyby by¢ parami prostopadle, co nie jest mozliwe.
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Niech wiec punkt E lezy na plaszczyznie prostopadlej do plaszczyzny prostokata
ABCD i przechodzacej przez punkty A i B. Gdyby rzut punktu F byl jednym z wierzchot-
kéw prostokata, powiedzmy A, to tréjkat £ BD nie bytby prostokatny. Zatem rzut punktu
FE lezy wewnatrz boku AB, skad wynika, ze nastepujace katy sa proste: LZAEB, /BED,
LAEC, /DEC.

Poniewaz m—l—ﬁ = ﬁ—f—ﬁ, wiec moﬁ—f—ﬁom = E—B>oﬁ+ﬁoﬁ,
skad ECoEC=EBo E?, co oznaczaloby, ze odcinki EC' i BC' sg prostopadte.

25. Mozna wykazaé indukcyjnie, ze ciag (a,) moze byé opisany nastepujaco: Zapi-
sujemy liczbe n w uktadzie dwojkowym, a nastepnie interpretujemy ten zapis w uktadzie
tréjkowym, na przyktad 13 = 1101(), wiec a1z = 11013y = 37. Tak wiec w ciagu (an)
wystapia te, i tylko te liczby catkowite nieujemne, ktore zapisuja sie w uktadzie tréjkowym
przy pomocy samych zer i jedynek. Dodawanie dwoéch takich liczb w uktadzie tréjkowym
odbywa sie bez ” przenoszenia”, jesli wiec m-ta cyfra od konca rozwiniecia trojkowego liczby
ar + a; jest rowna 0, to m-te cyfry od konca liczb ay i a; sa rowne 0. Podobnie, jesli cyfra
sumy jest rowna 2, to odpowiadajace jej cyfry sktadnikow sa rowne 1. Wreszcie, tam gdzie
w sumie wystepuje cyfra 1, skaldniki musza mie¢ cyfry 01 1.

Widzimy wiec, ze rozktadanie liczby n zapisanej w uktadzie tréjkowym na sume ax+a;
polega na roztozeniu kazdej z cyfr liczby n na sume dwéch liczb réwnych 0 lub 1. Taki
rozkltad jest jednoznaczny w przypadku cyfr 0 i 2, ale wszedzie tam, gdzie w rozwinieciu
trojkowym liczby n napotkamy jedynke mamy dwie mozliwosci: 0+ 11 1 + 0.

Tak wiec mozliwych rozkladéw liczby n na sume aj + a; jest 27(") | gdzie j(n) jest
liczba jedynek wystepujacym w tréojkowym zapisie liczby n. Po dotozeniu warunku k& > [
liczba rozkladéw zmniejsza sie o polowe, za wyjatkiem przypadku j(n) = 0, gdyz wtedy
k=1.

Ostatecznie

f(n) _ {2j(n)—1 gdy j(n) i(l)

1 gdy j(n)

Tak wiec odpowiedz brzmi:
(a) dla takich n, ktére w zapisie tréjkowym maja co najwyzej jedna cyfre 1,

(b) 21997 — dlan =

31998 _ 1
5 .

26. Tak. Oznaczmy przez S sume liczb przyporzadkowanych punktom zbioru A. Bez
straty ogolnosci mozemy przyjac, ze S > 0. Niech s bedzie suma liczb przyporzadkowanych
punktom lezacym na pewnej ustalonej prostej ¢, ktora przechodzi przez co najmniej dwa
punkty zbioru A. Niech n bedzie liczba plaszczyzn zawierajacych prosta ¢ i co najmniej
jeden punkt zbioru A nie nalezacy do £. Poniewaz suma liczb przyporzadkowanych punktom
lezacym w jednej plaszczyznie jest réwna 0, wiec S = —(n — 1)s. Zatem wszystkie sumy
liczb przyporzadkowanych punktom lezacym na jednej prostej sa niedodatnie.
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Ustalmy X € A. Niech x bedzie liczbg przyporzadkowana punktowi X . Niech m bedzie
liczba prostych przechodzacych przez punkt X zawierajacych co najmniej dwa punkty
zbioru A. Niech sq, ss, ..., s, beda sumami liczb przyporzadkowanych punktom lezacym
na tych prostych. Wéwczas

OZZSZ':S-F(m—l)l’,
=1

skad z < 0. Zatem dowolnemu punktowi przyporzadkowano liczbe niedodatnia. Stad wy-
nika, ze kazdemu punktowi przyporzadkowano 0.

27. Niech R bedzie takim punktem odcinka BP, ze BR = AQ. Wystarczy dowies¢,
ze QC = PR. Poniewaz BR = AQ, BD = AC /RBD = /CBQ = /CAQ, wiec tréjkaty
BDR i ACQ sa przystajace. Stad CQ = RD oraz /RDB = /QCA. Wystarczy wiec
udowodnié¢, ze PR = RD. Poniewaz punkty F, B, D, P leza na jednym okregu, wiec
trojkaty BDR oraz AC(Q) sa przystajace oraz BD = BE. Mamy wiec

/RDP = /EDR+ /PDE = /EDR+ /PBE = /EDR+ /QBA =

=/EDR+ /QCA=/EDR+ /RDB=/EDB=/BED=/BPD = /RPD,

co konczy dowdd.

28. Niech n bedzie najmniejsza mozliwa dtugoscig ciagu spelniajacego warunki zada-
nia. Stosujac nierownosé

0<(xz—1)*z—2)?2 =262+ 132> — 122+ 4

do liczb a; i wykonujac sumowanie po 1 <7 < n otrzymujemy

n n n n n
0<> af—6) al+13) a7 —12) a;+4) 1,
=1 =1 =1 =1 =1

skad

0<81-6-49+13-33—-12-25+4n=4(n—21).

Musi wiec byé¢ n > 21, a przy tym dla n = 21 wszystkie a; sa réwne 1 lub 2. Latwo
dopasowac teraz a1 = as = ... = a17 = 1, a18 = @19 = a9 = a2 = 2.

31. Niech r = NWD(a, c). Oznaczajac s = % it = ¢ otrzymujemy a = rs i ¢ = rt.
Przy tym s i t sa wzglednie pierwsze. Ponadto t|b, gdyz liczba bs = %b = < — ¢ jest

T
podzielna przez t. Oznaczajac u = % otrzymujemy b = tu oraz d = su. Zatem liczba

a1998 + b1998 + 61998 + d1998 — (7“1998 + u1998)(31998 + t1998) jest ztozona.
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2

32. Dla z > 0 mamy x=2-3:+3 > .
.1'2

Nic nie daje proba korzystania z nieréwnosci Jensena, gdyz funkcja f(x) = x«=?-3++3
nie tylko nie jest wypukla, ale nawet nie jest rosnaca dla x > 1, co pokazuje nastepujaca
tabela:

z 705573 f(z)
1 1 1

2 4/1 =4 16
2,9 3,1033 27,2251
3 9/3=3 27

4 16/7 23,7759
5 25/13 22,0888
6 36/21=12/7 21,5761
7 49/31 21,6671
8 64/43 22,0869
9 81/57=27/19 22,7002
10 100/73 23,4349
20 400/343 32,9030

100 10000/9703  115,1379

33. Gdyby (1+2v/2)™ = (14 3v/2)", to byloby takze (1 —2v/2)™ = (1 —3+/2)", skad

po wymnozeniu stronami (—7)" = (—17)".

34. Zalézmy, ze takie pokolorowanie jest mozliwe. Rozwazmy 7 punktow: Ag jest
srodkiem symetrii jednostkowego szeSciokata foremnego A1 A3 A3AyA5Ag. Wtedy Ag jest
pomalowany jednym kolorem, Ay, A3, As drugim, a As, Ay i Ag trzecim. Ze wzgledu na
dowolno$é¢ polozenia szedciokata wnioskujemy, ze dowolne punkty odlegte o v/3 sa poma-
lowane tym samym kolorem, co oczywiscie nie jest mozliwe.

35. Niech Q = {w1,ws,ws,ws} bedzie przestrzenia zlozona z czterech zdarzen ele-
mentarnych jednakowo prawdopodobnych, a zmienne X, Y, Z przyjmuja wartosci wedtug
nastepujacej tabeli:

w1 W2 W3 w4

X 0 0 2 2
Yy 0 2 2 0
Z 0 2 0 2

Zmienne X, Y, Z spetniaja warunki
EX)=EY)=EZ)=EXY)=EY-Z)=FE(Z-X)=1,

ale E(X-Y-Z) =0, wigc nieréwnos¢ podana w punkcie a) nie musi by¢ spelniona.
Nieréwnos¢ podana w punkcie b) tez nie musi byé¢ spelniona, co pokazuje przyklad
X,Y,2— 7, gdyz wtedy E(X-Y-(2—-2)) =2.
UWAGA: Podane wyzej zmienne X, Y, Z sa parami niezalezne, ale nie sg niezalezne.
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13 Szkice rozwiazan

36. Niech O oznacza punkt przeciecia przekatnych AD i C'F. Poniewaz pola trojkatow
AOF i CDO sg réwne, wiec odcinki AC' i DF' sg rownolegte. Analogicznie stwierdzamy, ze
pary odcinkow BF, C'E oraz AE, BD sa réwnolegle. Odcinki AD, BE, C'F maja zatem
punkt wspolny bedacy $rodkiem jednoktadnosci tréjkatow ACE i BDF.

37. Lemat: Na bokach PQ, QR réwnolegloboku PQRS budujemy (po stronie ze-
wnetrzej) trojkaty réwnoboczne PQX, QRY . Wowczas trojkat XY Z jest réwnoboczny.
¢trzej) trojkaty jka ] y

Dowod: Trojkaty PSX, YRS oraz Y QX sa przystajace.

Niech K, L beda odpowiednio $rodkami odcinkéw EF, FG, zas M, N, O, P odpo-
wiednio $rodkami bokéw DA, AB, BC', CD. Punkt C’ jest obrazem punktu C' w symetrii
wzgledem punktu L. Na mocy lematu zastosowanego do réwnolegloboku CFC’G, punkty
P, O, L sg wierzchotkami tréjkata rownobocznego. Analogicznie punkty N, O, K sa wierz-
chotkami trojkata réwnobocznego. Stosujac jeszcze raz lemat do réwnolegtoboku M NOP,
otrzymujemy teze.

38. Przeprowadzamy cigg losowan. W kazdym losowaniu losujemy po jednej literze.
Losowanie przerywamy, gdy wszystkie wylosowane litery tworza stowo wystepujace w je-
zyku, lub gdy po m losowaniach nie otrzymamy zadnego stowa. Jesli s jest stowem dtugosci

k < m, to losowanie zakonczy si¢ po utworzeniu s z prawdopodobienstwem nik

Prawdopodobienstwo zdarzenia polegajacego na tym, ze losowanie zakonczy si¢ utwo-
m

rzeniem stowa wystepujacego w jezyku wynosi wigec ) 2k, Suma ta nie moze wigc by¢
k=1
wieksza od 1.

39. Taki czworoscian istnieje. Rozwazmy réwnolegtobok ABC D, w ktérym kat ABD
jest rozwarty i ,zegnijmy” go lekko wzdtuz krawedzi BD. Otrzymamy czworoscian spet-
niajacy warunki zadania.

Inna konstrukcja: rozwazmy trojkat rozwartokatny ABC' i punkt D w jego wnetrzu
taki, ze katy ADB, BDC, CDA sa rozwarte. Niech D’ bedzie takim punktem przestrzeni,
ktérego rzutem na plaszczyzne ABC jest punkt D i wielko$é DD’ jest ,mata”. Czworo$cian
ABCD’ spelnia warunki zadania.

40. Taki czworoscian nie istnieje. Najdtuzsza jego krawedz nie jest ramieniem kata
rozwartego zadnej Sciany.

41. Zalézmy, ze w prostokacie umieszczono 4 punkty. Poprowadzmy dwie proste pro-
stopadte przechodzace przez punkt przeciecia przekatnych prostokata tak, aby co najmniej
jedna z nich przechodzita przez co najmniej jeden z 4 danych punktéw.

Nietrudne rachunki pokazuja, ze kazdy z 4 wielokatow, na ktére proste dziela prosto-
kat, ma $rednice nie wieksza niz 25/8, skad wynika, ze w jednym z tych wielokatéw znajda
sie dwa z wybranych punktéw (pamietajmy, ze jeden z punktéw nalezy jednoczesnie do 2
wielokatéw).
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51. bLatwo stwierdzamy, ze musi by¢ x + y > 2z, co odbiera nadzieje na znalezienie
rozwigzania w potegach dwojki. Liczymy wiec na znalezienie rozwigzania postaci
T = 25+a. 3t—b
y = 9s—c , 3t+d
z=2%.3¢
Wydaje sig, ze najtatwiej o istnienie rozwiazania przy maltych dodatnich a, b, c, d.
Po uproszczeniach rownanie x*yY = 2* sprowadza si¢ do ukladu réwnan
(s +a)29F¢ 4 (s — ¢)3vFTd = 2¢ . 3bs

(t . b>2a+c 4 (t 4+ d)3b+d — 9¢, 3bt

co daje
a-20te — . 30+d

§= 9c ,3b — 9a+tc _3d+b

—b- 2a+c + d 3 3b+d
= ¢ . 3b — Qa+c _ 3d+b

Poniewaz s i t maja by¢ catkowite, postarajmy si¢ dobrac¢ a, b, ¢ i d tak, aby mianownik
2¢.3b —2a+¢_3d+b byl réwny +1 (inaczej bedziemy musieli liczy¢ na cudowne uproszczenia).
Szukajac rozwigzan réwnania

2¢. 30 —gate _gd+b — 41

wiedzeni intuicja, znajdujemy a = b=d =1, ¢ = 3, co daje s = 11 i t = 7. Otrzymujemy
wiec rozwiazanie naszego rownania

r=212.36
y = 28 A 38
z =237
52. Niech a = —% + @z bedzie zespolonym pierwiastkiem szesciennym z jedno$ci.

Wtedy liczba

(1+ V2+ VD9 4 (14 a¥2+a?VA) 1% 1+ (1+ a2 V2 + aV/a)19™"
jest catkowita. Przy tym

\1+a3/§+a25’/4_1\:!1+a2\3/§+04\3/4_l!:‘
«

Poniewaz mamy

3 \S/i ’ 3 \/g ’ \?/ﬁ 3
a2 - 1] = <7+1> +(¢§7> > Y21

2-1 ‘_ 1
V2-1| |av2-1|

wiec
2
11+ av2+a?V4| < 3

oraz

19981998 92 19981998 .
2. 1+a€/§+a2%1‘ <2. (g) < 10~ #ykion,
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Zatem liczba (1 4+ /2 + \3/4_1)19981998 rézni sie od liczby calkowitej o mniej niz 10~2¥lon,
skad wynika, ze ma ona po przecinku zylion zer lub zylion dziewiatek.

53. Trojkat ABC' spelniajacy warunki zadania nie zawsze istnieje. WeZmy bowiem
o$miokat foremny A;As...Ag o srodku symetrii P. Wtedy dla t; = A1 A4A7, to = A3 A5Ag
oraz tg3 = A3AgA; trojkata ABC' o zadanych wlasno$ciach skonstruowaé sie nie da.

W zadaniu zabraklo zatozenia, ze wierzchotki tréjkatow tq, to, t3 tworza wraz z punk-
tem P zbiér 10 punktéw, z ktorych zadne 3 nie sa wspotliniowe.

Woéwezas rozwigzanie wyglada nastepujaco:

Niech o bedzie okregiem o $rodku w punkcie P, natomiast
Ay = Ay, Ay = Aqq,..., Ag = Aq7, Ag rzutami Srodkowymi, wzgledem punktu P, wierz-
chotkow trojkatow tq, to, t3 na okrag o, ponumerowanymi cyklicznie wedtug ich potozenia
na okregu o.

Lemat: Dla dowolnego 1 <4 < 9 punkt P nie lezy we wnetrzu czworokata
AiAip1Ai2Aiys.

Dowdd: Wnetrze czworokata A; A; 11 A;12A13 jest roztaczne z tym z tréjkatéw tq, to,
t3, ktorego wierzcholki nie rzutuja sie na A;11, ani na A;s.

Istnieje takie i, ze A; i A;14 sa rzutami wierzchotkéw réznych trojkatow, powiedzmy

Jezeli P lezy wewnatrz pieciokata A;A;11A;+2A:43A;14, to jeden z punktow A;,q,
Ao, Aits, powiedzmy Ay, musi by¢ rzutem wierzchotka tréojkata ts, bo w przeciwnym
przypadku t3 bylby roztaczny z wnetrzem pieciokata A;A;11A;120A;13A4;14. Wtedy jako
wierzchotki trojkata ABC mozemy wybraé wierzchotki trojkatow tq, to, t3, ktérych rzutami
sa odpowiednio A;, A;44 1 Ag.

Zatozmy teraz, ze P lezy w szeSciokacie A;14A;15A;16A:i17A:184;.

Jezeli jeden z punktow A; g, A;17, powiedzmy A;, jest rzutem wierzchotka trojkata ts,
to jako wierzcholki trojkata ABC mozemy wybraé wierzchotki tréjkatéw tq, to, ts, ktorych
rzutami sa odpowiednio A;, A;14 1 A;.

W sytuacji, gdy A; = Aits (lub A;1g) jest rzutem wierzcholka tréjkata ts, to albo jako
wierzchotki tréjkata ABC mozemy wybraé¢ wierzchotki trojkatéw 1, to, t3, ktérych rzutami
sg odpowiednio A;, A;14 i A; albo punkt P lezy w pieciokacie A;15A4;16Ai+7AirsA;, a
taka sytuacje rozpatrzyliSmy na samym poczatku.

61. Tak, np.
T = 3666 o 3167
y = 3500 -1
z=3

lub ogdlniej
o — 31332n+666 _ 3333n+167
y = 3999n+500 _
y = 32n—|—1
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62. Ktadac y = 0 stwierdzamy, ze f(0) = 0. Biorac y1 = —y2 # 0 stwierdzamy, ze f
jest nieparzysta. Warunki zadania speiniaja funkcje

_ fax+bxrlogy|x| dla xz#0
f(x)_{ 0 da z=0 ©)

gdzie a,b € R. Podstawa logarytmu nie ma wiekszego znaczenia, bo jej zmiana objawitaby
sie tylko przeskalowaniem parametru b.

Jezeli f jest funkcja spelniajaca warunki zadania, to spelnia je takze funkcja

frwy = L 7@ = = (L2 - f(1)) wlog fal dla @ £ 0
0 dla z=0

Spelniony jest przy tym warunek f1(1) = f1(2) = 0.

2

Jezeli z,y > 0 oraz fi1(z) = f1(y) = 0, to takze f(\/zy) = 0 oraz f (%) = 0. Stad
oraz z ciaglodci i z nieparzystosci fi otrzymujemy fi(z) =0 dla z € R.
Zatem f dana jest wzorem (©V)za= f(1)ib= @ — f(1).

63. Oznaczmy przez O $rodek okregu o stycznego do bokéow AB, BC, C'D. Niech /¢
bedzie dwusieczna kata wyznaczonego przez proste AB i C'D przecinajaca odcinek AD.
Zauwazmy, ze o lezy na tej dwusiecznej. Jesli proste AB i C'D sg rownolegte, to za ¢
przyjmijmy prosta réwnolegla do AB i C'D oraz przechodzacg przez punkt O. Punkty B’
i C’ sg obrazami punktéw B i C' w symetrii wzgledem prostej £. Wtedy, poniewaz punkty
A, B, C, D leza na jednym okregu, wiec AD || B'C’ oraz odcinek B'C" jest styczny do
okregu o. Ponadto

AB+CD = AC' + DB’. ()

Mamy wiec /OB'D = /OB'C’ = /B’OD. Zatem OD = DB’. Analogicznie: OA = AC".
Te dwie rownosci w polaczeniu z (<$») daja teze.

71. Przypu$émy, ze teza zadania nie jest prawdziwa. Wowczas bez straty ogdlnosci
mozemy przyjaé, ze f(z) > g(x) dla z € [0,1]. Oznaczmy przez A zbiér punktéw statych
funkcji g; poniewaz g jest ciagla, to A jest niepusty. Ponadto jesli zg € A, to

f(zo) = g(f(20)),

skad f(xg) € A. Niech a = sup A. Funkcja g jest ciagla, wiec o € A. Zatem f(«a) € A,
czyli f(a) < a. Z drugiej strony f(«) > g(a) = «, sprzecznosé.

72. Dla n = 1 teza zadania jest oczywista. Krok indukcyjny wyglada nastepujaco.
Jezeli dla kazdego k € {1,2,...,n—1} dowolna k-elementowa grupa chlopcéw potaczywszy
swoja wiedze potrafi podaé¢ imiona co najmniej k£ + 1 dziewczat, to jednemu z chlopcow
przydzielamy dowolng dziewczyne, ktérej imie zna, a pozostatych n — 1 chtopcéw i n — 1
dziewczat spelnia zatozenia zadania dla n — 1.

Jedli za$ znajdzie sie takie k € {1,2,...,n—1}, ze pewna k-elementowa grupa chlopcow
potaczywszy swoja wiedze potrafi poda¢ imiona dokltadnie k dziewczat, to grupa ta spetnia
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zalozenia zadania jak réwniez grupa pozostaltych n — k chlopcow i pozostalych n — k
dziewczat spelnia zalozenia zadania. Mozna wiec dokonaé¢ potaczen wewnatrz tych grup.

73. Lemat 1. Okrag o jest opisany na trdjkacie ABC. Punkt I jest érodkiem okregu
wpisanego w trojkat ABC'; punkt P jest srodkiem tuku BC. Wéwcezas PI = PB = PC.

Lemat 2. Okrag o jest opisany na trojkacie ABC. Punkt I jest Srodkiem okregu
wpisanego w trojkat ABC. Punkty D, E sa odpowiednio srodkami tukéw C'A oraz AB, F
jest srodkiem tuku C'B. Prosta F'I przecina okrag o w punktach F' i Q). Wowczas tréjkaty
EBQ oraz DIQ sa podobne.

Dowdd: Oczywiscie /BEQ = /BDQ = /IDQ. Niech a = lhk AE = lukEB, g =
lukCD = tuk DA. Wtedy tuk EB = (a+ 3) — 8 = twkCF — lukCD = tuk DF, skad
(EQB = /FQD = /IQD.

Przyjmijmy oznaczenia takie jak w lemacie 2. Wykazemy, ze punkty Iy, Is, P, Q leza
na jednym okregu, a wiec ) bedzie szukanym punktem wspoélnym rozwazanych okregéw.
Mamy /1, DQ = /PDQ = /PEQ = /I, EQ. Ponadto (na mocy lematéw 1 i 2)

EL EB DI DI,

EQ  EQ  DQ  DQ°
Zatem tréjkaty E1,Q i DI5(Q sa podobne, skad /[1QFE = /DQ1,. Zatem
(L1QI, = /EQD = /EPD = /1, PI5,

co oznacza, ze punkty I, I>, P, Q leza na jednym okregu.
74. Nazwijmy graczem A gracza rozpoczynajacego gre (oznaczanego tez jako Gp) w
przypadku, gdy liczba (”*3) jest parzysta, tzn. gdy n dzieli si¢ przez 4 z reszta 3 lub bez

2
reszty. Gdy zas n dzieli sie przez 4 z resztg 1 lub 2 i liczba (";3) jest nieparzysta, graczem A

nazwiemy drugiego gracza (oznaczanego tez jako Gs). Pokazemy, ze przy takim nazwaniu
graczy, gre wygra gracz A.

Powiemy, ze pozycja w grze jest typu [a1, as, ..., ax], jesli narysowany do danego mo-
mentu graf sktada si¢ z k sktadowych spéjnych majacych odpowiednio aq, as, ...,ar wierz-
chotkow. Ruch w grze polega wiec na podaniu przeciwnikowi pozycji tego samego typu
jak otrzymana od niego, lub pozycji o liczbie sktadowych zmniejszonej o jeden, gdzie dwie
skaldowe o a; i a; wierzchotkach zamienione sg jedng sktadowa majaca a;+a; wierzchotkow.

Powiemy, ze pozycja typu [ai,as, ...,a;] wymusza akcje na graczu G, je$li w sytu-
acji, gdy obydwaj gracze zdecyduja si¢ wykonywac¢ ruchy nie zmieniajace typu pozycji, to
wlasnie gracz G bedzie w koncu zmuszony potaczy¢ rozne sktadowe grafu, gdyz ostatni
ruch polegajacy na rysowaniu odcinkéw w ramach poszczegdlnych skladowych zostanie
wykonany przez jego przeciwnika. Zaznaczymy to wowczas piszac [a1, ag, ..., a;] = G. Za-
uwazmy, ze [a1, az, ..., ax] = G1 wtedy i tylko wtedy gdy liczba

k a,
> (%)
jest parzysta, w przeciwnym za$ razie [a1, ag, ..., ar] = Ga.

Zauwazmy, ze jesli w grze dojdzie do pozycji [a1, az, as] = G, to gracz G przegra, gdyz
zmuszony bedzie potaczy¢ dwie z trzech sktadowych grafu, na co jego przeciwnik odpowie
potaczeniem ich z trzecia skladowa i wygra.
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W przypadku n = 4 gracz A = (G rozpoczyna gre podajac po pierwszym ruchu
pozycje typu [2,1,1] = B = G2 i wygrywa.

W przypadku n = 5 gracz A = G, otrzymuje w pierwszym ruchu od przeciwnika
pozycje typu [2,1,1,1] i podaje w odpowiedzi [2,2,1] = B = G zapewniajac sobie zwy-
ciestwo.

Niech teraz n > 6 bedzie parzyste. Wowczas liczby (n;?’) (" 2) sg réznej parzy-
stosci. Strategia gracza A jest woéwczas nastepujaca: Podawaé przeciwnikowi pozycje typu
[a,1,1,...,1], to znaczy pozycje, w ktérej graf ma jedna duza skltadowa sp6jna i pojedyncze
punkty. Modyfikacji ulega gra w koncéwce, kiedy to riposty gracza A sa nastepujace:

A otrzymal pozycje typu podaje graczowi B pozycje typu

n—51,1,1,1,1] n—4,1,1,1,1]
n—5,21,1,1] n—3,1,1,1]
n—4,1,1,1,1] [n—3,1,1,1]
n—4,2,1,1] n—3,2,1]

n—31,1,1 [n—3,2,1]
n—3,2,1] n—3,2,1 = B
n—2,1,1] n—2,1,1 = B

Niech teraz n > 7 bedzie nieparzyste. Wéwczas liczby ("5 4) i (”;5) sa tej] samej

parzystosci. Sg one zarazem innej parzystosci niz (" 3) Strategia gracza A jest taka jak
poprzednio, a koncowka wyglada nastepujaco:
A otrzymal pozycje typu podaje graczowi B pozycje typu

n—>51,1,1,1,1] n—4,1,1,1,1]
n—5,21,1,1] n—5,2,2,1]
[n—5,3,2] [n—5,3,2 = B
[n—5,4,1] [n—5,4,1 = B
n—4,1,1,1,1] n—4,1,1,1,1] = B
n—4,2,1,1] n—3,2,1]
n— 4,2, 2] n—4,2,2] = B
n—3,1,1,1] [n—3,2,1]
[n—3,2,1] n—3,2,1 =B
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