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Trescizadah
Zawody indywidualne

Zadaniel.
Danesa liczby dodatniea, b orazliczba naturalnan>1. Wyznaczg
najwieksza wartcst wyrazenia
X1X2X3...Xn
(@+x1) (X1 +X2)...(Xn—1+Xn) (Xn+b) ’
gdziexy,Xo,...,X, saliczbamidodatnimi.

Zadanie2.

OznaczmyprzezS(n) sune cyfr liczby naturalnejn. Rozstrzygac, czy
istnieje nieslonczeniewiele takich liczb naturaltych, ktérych nie da sie
przedstavic w postacin+ S(n).

Zadanie3.
Rozstrzygmac, czy dla dowolnego trojkata ABC istnieja takie punkty P
I Q, lezacenaprostejBC, ze

QC=2BP oraz <JBAP=JCAQ+O.

Zadanie4.
Ciag (cn) jestokreslorny rekurengjnie wzorami
co=0, c1=1 oraz ch=2a(Ch-1+Cn—2) (n>2),

gdzie a jest liczba rzeczywisd dodatna. Wyznaczyg wszystkie takie
wartcsci parametrua, zedla kazdego n zachodznierownaose ¢, < 107,

Zadanieb.

Na ptaszczynie dary jest zbior E oraz takie kota otwarte (tzn. bez
brzegu) Ki,Ko,...,Kn, ze ECKjUKyU...UK,. Udowodnic, ze spcsrod
tych kot moznawybrec takie paramiroztacznekota K, ,Ki,,...,Ki,, ze

E C 3Kj, U3Kj,U...U3K;,.

Uwaga: Jesli K jestkotemo SrodkuX i promieniur, to 3K jestkotemo
SrodkuX i promieniu3r.



Zadanieb.

Niech o bedzie okregiem opisarym na trojkacie ABC. PunktP, rozny
od wierzchotlow trojkata ABC, lezy natym tuku AB okregu o, do ktbrego
nalezy punktC. PunktyX, Y leza odpaviednionapbtprostychAP~, BP,
przy czym AX=AC i BY =BC. Udowodnic, ze wszystkieprosteXY, wy-
znaczongrzezroznepotozeniapunktuP, maja punktwspolny.

Zadanie?.

Wyznaczyg wszystkietakie liczby naturalnea, dla ktérych jest praw-
dziwenasepupcezdanie:
(x) Dla dowolnejliczby naturalnejm, liczba (1+ a)alrrH —1-a" jestpo-
dzielnaprzeza™1,

Zadanie8.
Dary jestskonczory zbior A liczb naturalrych. DowieSt, zeistniejetaki
skonczory zbior B liczb naturalrych,zeB D A oraz

er: Esz.
Xe Xe
Zadanie9.

PunktE lezy nabokuAB rombu ABCD. Udowodni€, ze okregi wpisane
w tréjkaty ADE, DEC, CEB majawspblnastyczra.

ZadanielO.
Rozstrzyg®c, czy istniejetakaliczbarzeczywistadodatniag, ze dla do-
wolnychliczb xq,X2,X3,...,x12 € (0,€) zachodznierbwnast
X1 X2X3...X12

10 11 12 21 °

X1+Xo+X3+...+X12>



Zadaniell.
Rozstrzygmc, czyistniejetakafunkcja f: R — R, zedladowolnychliczb
rzeczywistychx, y zachodzrownast

(FEOF(y)? = F(x=y) f(x+Y),
aponadtof (0) = f(1)=1i f (3) # 1.

Zadaniel2.

W Lolandii ku czcikrola Lolistawa Drugiego postaviono 66 pomnikow.
Miedzy kazdymi dwoma pomnikamiistnieje potaczeniepasaerskiePKR
PKS,LOT lub Zeglugi Srodla.dcwej

DowieSC, ze istnieja takie trzy pomniki, miedzy ktorymi potaczenia
pasaerskieobstugujetensamprzevoznik.

Zadaniel3.

Niech o bedzie okregiem opisatym na trojkacie ABC. Okrag p jest
styczry do odcinkbw AB i AC odpaviednio w punktachP i Q oraz jest
styczry do okregu 0. Dowiest, ze SrodekodcinkaPQ jestSrodkiemokregu
wpisangow trojkat ABC.

Zadaniel4.

Zbior {1,2,3,...,65} podzielononaczteryroztacznezbiory. Dowiest, ze
istniejatakieliczby a, b, ¢ (niekoniecznierdzne)nalezacedo jednego z tych
zbiorbw, zea+b=c.

Zadaniel5s.

Na szachavnicy 2nx 2n stoi krol Roszadnik-
napravowprézni. W pojedynczymruchu moze
on przesumlc sie o jednolub dwa polaw prawo,
o jedno pole w gore lub o jedno pole po skosie
w pravo w gore (zoh rysunek). Na ile spo-
sokbw krol ten moze pokona droge od lewego |
dolnego do prawego gornego rogu szachavnicy w %\;ﬁ[
doktadnie3n ruchach?




Zadaniel®6.

DowieSt, ze dla dowolnej liczby naturalnejn iloczyn wszystkichtakich
liczb pierwszychp, ktore spetniag nierownast n< p < 2n, jest mniejszy
od 4",

Zadaniel?7.
Na zewnatrz trojkata ABC sa zbudowvanetrzy podobnetrojkaty DBC,
ECA, FAB, przy czym
IDBC=9JECA=YFAB oraz <JDCB=<JEAC=<JFBA.
NiechP=BENCF, Q=CFNAD, R=ADNBE.
Dowiest, ze
QR_RP_PQ
AD BE CF°
Zadaniel8.
Udowodni€, ze dla dowolnych dodatnichliczb a, b, ¢, d zachodzi
nierbwnaost
(ab+ ac+ad+bc+bd+ cd) 2 S (a-i— b+ c+d> <abc+ bcd+ cda+ dab)
6 = 4 4 .

Zadaniel9.

Niech N oznaczazbior liczb catkowitych dodatnich.Znalezt wszystkie
takiefunkcje f przeksztalcajcezbior N nazbior N, ktorespetniapwarunek:
nim <& f(n)|f(m).

Zadanie20.

Dary jesttrojkat ABC. PunktX lezy naboku AB tego trojkata. Prosta
£, roznaod prostejAB, jest stycznazewnetrzniedo okregbw wpisarych w
trojkaty ACX i BCX. Wyznaczy zbiér punkdw przececiaprostych? i CX
dlawszystkichpunkibw X lezacych naodcinkuAB.

Zadanie21.
Zatozmy, ze wielomian w(x) = x*+ax® +bx2+cx+d ma cztery pier
wiastki dodatnie Dowiest, zejezeli c+d =0, to a+ b > 80.



Zadanie22.
Wyznaczy wszystkietakiefunkcjeciagte f : R — R, zedlakazdegox €
R istniejetakanieparzystdiczbanaturalnan, ze f"(x) =x.
Uwaga: f"(x)=fofo...of(X).
———

n

Zadanie23.

Dowiest, zeistniejenieskonczeniewiele nieprzystagoychtrojkatow pro-
stokatrnych, ktorych boki maja dtugadsci catkowite, a dtugdsci przypro-
stokatnychrbzniasieo 1.

Zadanie24.

Dary jest trojkat ABC, w ktorym SABC=2-4ACB. PunktM jest
Srodkiemboku BC. Dwusiecznakata ACB przecinaodcinekAM w punk-
cie D. Udowodnic, ze YMDC < 45°.

Zadanie25.

Dowiest, ze dla dowolnego k zbior wszystkich liczb zapisyvalnych
w ukladzie siodemlowym przy pomog 2k cyfr (dopuszczamyzera
poczatkowe), z ktorychk cyfr to zerai trojki, a pozostatek cyfr to jedynkii
dwojki, nie zavierazadngo posepuarytmetyczngo trojwyrazovego.

Zadanie26.

KoledzyFredkamieszka@ naokregu o promieniu541 km. Fredekchce
ich wszystkichodwiedzt i u kazdego z nich zatankwat (Fredekma nie-
ograniczonenozliwoScitankowania).Kiedy zatanlowanepaliwo zuzyje sie
catkowicie, Fredeknie bedziemiat mozliwoSsci kontynuavaniapodiozy.

Wszysy koledzymajaw sumietyle paliwa, aby wystarczytoFredlowi
naodbyciepodizy po catym okregu.

Dowiest, ze Fredekmoze rozpocat podidz od takiego kolegi, ze jadac
przeciwzgaravo po okregu i tankupc po drodzeodwiedziwszystkichko-
legbw i wroci do punktuwyjscia.



Zadanie27.

Punkt O jest Srodkiemokregu o, opisango na trojkacie ostrokatrym
ABC. PunktD, rozny od punkibw A i C lezy natym tuku AC okregu o, ktéry
nie zawierapunktuB. PunktE lezy nabokuAB, przyczym< ADE = < OBC,
za5 punktF lezy nabokuBC i spetniarownast <CDF = JOBA. Dowiest,
ze XDEF = 4¥DOC oraz<DFE = <DOA.

Zadanie28.
Rozstrzyg®c, czyistniejetakaliczbanaturalnan, ze ze zbioru

{0,1,2,3,...,3(3"- 1)}

mozna wybrat (2"+1)-elementavy podzbbr nie zawierajay zadngo
trojwyrazonvego posepuarytmetyczngo.

Zawody druzynowe

Zadaniel.

Rodzinagra w karty. Jak zwykle tasuje ojciec. Przevaznie robi to
w nasepupg spo®b. Bierzetalie kart w prava reke i przerzucado le-
wej reki po kilka kart, raz nawierzch,raz pod spod. Jednakdzis gratoczy
sie 0 wysoka stavke i ojciec ma spoconerece. Dlatego tez musi dotozyc
szcz@goblnej starannéci przy tasavaniu, aby karty sie nie sklejaty Tasuje
wiec z petna pedanter, przerzucac do lewej reki po jednejkarcie. Jak
wygladadzis jego tasavanie? (Dla uproszczenigpowiedzmy ze ojciec ma
10kart.)

Najpierw ojciec przerzucado lewej reki pierwsa karte z wierzchu,po-
temdruga karte wrzucanawierzchpierwszej trzeca pod spod, czwarta na
wierzch,piata podspod, ... , dziesata nawierzch. Jeli ojciec przejrzyte-
raz potasevanekarty, zobaczyze utozyly sie onew nasepugcejkolejnasci
(patracod wierzchu):

10,8,6,4,2,1,3,5,7,9
(numeryodnosa sie do pozycji kart przedtasavaniem).
Udowodni¢, ze dla dowolnego k, przy wielokrotnym tasavaniu talii k

kart wszystkiekarty wréca jednoczesnie na swoje pierwotne potozeniepo
nie wiecejniz k tasavaniach.
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Zadanie2.
Rozstrzyg®c, czyistniejetakaliczbanaturalnan, ze ze zbioru
{0,1,2,3,...,3(3"-1)}
mozna wybrat (2"+1)-elementavy podzbbr nie zawierajacy zadngo
trojwyrazonvego posepuarytmetyczngo.

Zadanie3.
Niecha, (3, y beda miaramikatbw lezacych naprzeciwk bokdw a, b, ¢
pevnego trojkata. Udowodnic, ze
a b C
+ +
a(b+c—a) B(c+a—-b) y(a+b—c)

>iily

<k

Zadanie4.
Na bokachBC i CA trojkataABC zbudovano(po jego zewvnetrznejstro-
nie) trojkaty BCD i ACE, przy czym
AE=BD oraz <JBDC+<JAEC=180C.

PunktF lezy nabokuABi jestwyznaczoly przezwarunek

AF DC

FB CE’
Dowiest, ze z odcinkbw o diugosciachCD+CE, BC, AC moznazbudowvat
trojkati zejeston podobry dotrojkataDEF.

Zadanieb.
Niech B4,B,,...,By beda takimi k-elementavymi podzbioramizbioru
{1,2,...,n}, ze|BiNBj| < 1dlawszystkichi # j. Dowie&, ze

nin-1
<|<|—=1]-
o< i)
(|X| oznaczdiczbe elemenbw zbioruX.)
Zadanieb.

Wyznaczy najmniejsawartcst wyrazenia | 12¢— 5"|, gdziek, nsalicz-
bamicatkowitymi dodatnimi.



Meczematematyczne

Zadaniel.
Znalezt wszystkietakiefunkcjeciagte f: R — R, zedladowolnychliczb
rzeczywistychx, y zachodzrownaost

(F)F()? = Fx=y) F(x+Y) .

Zadanie2.

DowieSt, ze dla dowolnej liczby naturalnejn iloczyn wszystkichtakich
liczb pierwszychp, ktbre spetniag nierdownaost n < p < 2n, jestmniejszyod
4",

Zadanie3.

Zbior {1,2,3,...,65} podzielonona 4 rozlacznezbiory. Dowiest, ze
znajda sie takie liczby a, b, ¢ (niekoniecznierbzne) nalezace do jedneayo
zbioru,zea+b=c.

Zadanie4.

Rozwazamy wszystkie trojkaty rownoramienne o wierzchotkach
bedag/ch wierzchotkamidanego n-kataforemneyo. Dla jakich n doktadnie
potowatychtrojkatow to trojkaty ostrokatne?

Zadanieb.

Wsrbd n> 2 0sHb niektore sie ze sola koleguja. Zaktadamy ze jesli
osobaA uwazaB zaswojego kolege, to B takze uwaza A zaswojego kolege.
Jestod tego wszake jedenwyjatek. Fredekuwaza wszystkichza swoich
kolegbw niezalenie od tego, czy oni uwazaja go zaswojego kolege, czy tez
nie. Dla jakich n moze sie zdarz\t, ze kazda osobatwierdzi, ze mainna
liczbe kolegbw?

Zadanie6.
Dlugaosci przelatnych trapezusa rowne 13 oraz 15, zas jego wysokost
jestrownab. Wyznaczy poletego trapezu.
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Zadanie?.
Ktoraliczbajestwieksza:

SiP17° +si?67° +2sinl7°sin67°sin6°  czy sinf84° ?

Zadanie8.

Dary jest czworokat ABCD nie bedacy trapezem. Punkty K, L, M, N
leza odpaviednionabokachAB, BC, CD, DA. OdcinkiKM i NL przecinag
sie w punkcieS. ProsteAB, CD oraz NL przecinag sie w jednym punk-
cie. Rowniez prosteAD, BC oraz KM przecinaa sie w jedrnym punkcie.
Udowodni€, zejezeliw kazdy z czworokatbw KBLS NSMD moznawpisat
okrag,to w czworokat ABCD moznarowniez wpiset okrag.

Zadanie9.
Znalez€ najwieksaliczbe naturalrak, przezktora podzielngestkazdaz
liczb n*®—n*, gdzien=2,3,4,5,....

ZadanielO.
Dary jesttrojkat ABC. NiechABX orazACY bedatakimi trojkatamizbu-
dowarnymi nazewnatrztrojkataABC, ze
IXBA+JYCA=180 oraz IXAB=<JYAC=15".

Udowodnic, ze wszystkieproste XY, odpaviadapceroznym potozeniom
punkibw X i Y, maja punktwspolny.

Zadaniell.

Czy sz&scianmoznapodziel€ narbzneszeciary w liczbie wiekszejniz
jedenszecian?

Uwaga: Sformutavanie zadaniajest zainspiravane przez przepisy
wroctavskiego MPK, zgodniez ktorymi dozwolonyjest przendz psow,
w liczbie nie wiekszepiz jedenpies.
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Zadaniel2.
Znalezt pierwsa cyfre po przecinkui ostatna przedprzecinkiemw roz-
winieciudziesetrym liczby

(\/é‘l‘ \/§)2000.

Zadaniel3.

Liczba bip nazwiemykazda liczbe postaci(?), gdzien> 1. Liczba bip-
bip nazwiemykazda liczbe bip lub surme co najmniejdwoch roznych liczb
bip.

Na nieslonczonej szachavnicy wprowadzono uktad wspbdirzedrych,
ktorego punkty kratowve pokrywaja sie ze Srodkamipol danejszachavnicy.
Nasepnieusungto z szachavnicy wszystkiete pola, ktoérych srodki maja
wspdtrzednebedagymi liczbamibip-bip. Czy tak powstak figure moznapo-
kry€ kostkamidomina?

Zadaniel4.
Niech

(e

Dowie&t, ze w ciagu a, = K(1008() wystepuje 100 kolejnych liczb
catkowitych.
Uwaga: [x| oznaczanajmniejsaliczbe catkowita nie mniejsza od x.

Zadanielb.

Punktl jestSrodkiemokregu wpisangow trojkat ABC. Pevien okrago
Srodkul jeststyczry do trzechokregdbw dopisarych do trojkataABC. Czy
stadwynika, zetrojkat ABC jestrownoboczy?

Zadaniel®6.
Wyznaczg wszystkie liczby naturalnek, dla ktérych istnieje nie-
skohczeniewiele takichparliczb naturalrych (a,b), ze

albk+1 oraz b|a‘+1.
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Zadaniel?7.

RozstrzygmaC, czy istnieja takie piecioelementawe podzbiory A;,
A2, Ag,...,Azes zbioru {1,2,3,...,17}, ze |AiNAj| < 3 dla wszystkichi # j.
(|X| oznaczdiczbe elemenbw zbioruX.)

Zadaniel8.

Okragwpisary w trojkat ABC jeststyczry do bokow BC, CA, AB odpo-
wiedniow punktachK, L, M. DowieSt, ze Srodki okregow wpisarych w
trojkaty AML, BKM, CLK leza naokregu wpisarym w trojkat ABC.

Zadaniel9.
Niechhg, hy, he bedawysokosciami,zar promieniemokreguwpisango
w tréjkat ABC. Czy z wkasnasci

wynika, zetrojkat ABC jestrownoboczy?

Zadanie20.

Naszachavnicy ustavionychjest8 pionkdw  [SToTO0I0I0I0[0
biatychi 8 czarrych, jak narysunku. Jeden
Z graczygra pionkamibiatymi, drugi czar

nymi. Graczewykonuja ruchy naprzemian
poczynagc od graczagrajacego biatymi.

Dozwolony ruch polega na przesungciu
wiasnejo pionkaw pionienawolnepoletak,
abynie przeskakivat pionka
przeciwnika. Wygrywa ten, kto uniemaliwi przeciwnilowi wykonanieru-
chu. Rozstrzygmc, czy jedenz graczymastratgie wygrywajaa. Jesli tak,
to ktory?
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Zadanie21.

Paseno szeroloScid nazwiemyobszarzavarty miedzydwiemaprostymi
rownolegtymi odlegtymi o d, wraz z tymi prostymi.Czy kwadrat
0 boku 1 moznapokryt skohczoraliczba paw o sumieszeroksci mniej-
szejod1?

Zadanie2?2.

3 asiedmiomagorami,zasiedmiomazekami,
W Il WielokatnejWypuktej mieszka
DocentKarol Juzekz dwunastom&olesiami.

ﬁa’zdy koles mazagroe w ksztalciekota
| kazdy chcebyt wojewoda
W wojew0dztwieze swoja zagrod.

._ﬁonstytucjalll WielokatnejWypukiej przeviduje wszakze,
Ze wojewbddztwa musza byt WielokatneWypuktetakze.
A maby¢ ich dwand&cie.

Qﬂykaza{’:, zeDocentKarol Juzek(tak mu dopomndz Boze)
Reforme administragjnalll WielokatnejWypuktej
Przeprovadzi moze.
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Regulamin Meczu Matematycznego

1. W Meczu biora udziat dwie druzyny. Kazdaz druzyn wybieraze
swojego gronaKapitana.

2. W pierwszefazieMeczuobiedruzyny rozwiazup 11 zadan dostarczo-
nych przezJuryi przygotavujasie do zreferavaniarozwiazah przy tablicy.

3. Drugafaza Meczujestrozgrywka.

4. Ekipy na przemianwywotuja druzyne przeciwra do zreferavania
rozwiazaniajedneyo z zada. Wywotywanierozpoczynadruzynawyloso-
wanatuz przedrozgrywka. Numer zadanigjest wybierary przezdruzyne
wywotujaa.

5. Druzynawywotanado rozwiazaniazadaniadeklaruje,czy przyjmuje
zadanie.

6. Jezeli druzynawywotanaprzyjmujezadanie Kapitantej druzyny wy-
znaczacztonkaswojej druzyny do zreferavaniarozwiazaniaprzy tablicy.
Rozwiazanieto jestoceniangrzezJury.

7. Podczaseferavaniarozwiazanianie jestdopuszczaln&omunikowa-
nie sie osobyreferupcejze swoja druzyna, jak rowniez druzynaprzeciwna
nie mozew tym czasieprzerywat referupcemuwzadagcpytania,komentugc
fragmentyrozwiazaniajtp. Osobareferupcamozekorzysta z notatek.

8. Kapitandruzyny prezentujcejrozwiazaniemoze przerwac referova-
nie i wezwaC osole referupa na konsultacg. Jezeli osola referupa jest
Kapitan,wyznaczaon swojego zasepe upravnionego do wezwaniago na
konsultacg. Osobareferupcamozetakze zazada konsultacji.W czasiere-
ferowaniajednego zadaniadopuszczaie dwie konsultacjerwajacetacznie
nie dtuzejniz 3 minuty.

9. Kapitanmoze zmienic osole referupa dowolna liczbe razy Kazda
zmiana powoduje odjecie 1 punktu, o ile zadaniezostanieuznaneza
rozwiazane.

10. Czasna zreferavanie rozwiazaniawynosi 15 minut. Po uptywie
tego czasuJury moze przerwat referavanie, poprost o streszczenialal-
szejczescirozwiazanidub pozwolic nadalszereferavanie,w zaleznasciod
tego, czy rozwiazaniezdaniemJury rokuje nadziejenapopravnost i zbliza
sie dokonca.
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11. Po oznajmieniuprzez referupceyo, ze zakonhczyt referavanie,
druzyna przeciwnazgtaszazastrzeeniaco do popravnosci rozwiazania,
anasepniereferujacy odpaviadanate zastrzeenia.

12. Jezeli Jury uznajerozwiazanieza popravne, punktujeje od 5 do 10
punkidw. Jurymozeprzyzna& druzyniewywotujacejte punkty, ktbrezostaty
odjete druzynie rozwiazupcej, jezeli usterkirozwiazaniazostaty przezte
druzyne zauwazone.

13. Jezeli Jury nie uznajerozwiazaniaza popravne, zadnaz druzyn
nie otrzymujepunkidw, chyba,ze druzynawywotujacazwrocita uwage na
btedy dyskwalifikujacerozwiazanie.Wtedy maonapravo do przedstavie-
niawlasngorozwiazanianazasadachprzy punktacjiokreslonychw pozy-
cjach6-12

14. Jezelidruzynawywotananie przyjmiezadaniarozwiazujeje druzyna
wywotujacazgodniez zasadamokreslonymi w pozycjach6—-12 J&li jed-
nak nie przedstai onapopravnego rozwiazania,otrzyma—210 (minus10)
punkidw.

15. Rozgrywkakohczy sie po wywotaniu8 zada. W przypadkuremisu
wywotuje sie dodatlowo 2 zadania.
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Rozwiazaniazadan
Zawody indywidualne

Zadaniel. Danesaliczby dodatnieq, b orazliczbanaturalnan> 1.
Wyznaczy najwieksa wartast wyrazenia
(1) X1X2X3...Xn
(a+x1) (X1 +%2)... (Xn—1+X%n) (Xa +D) ’
gdziexy, X, ...,X, saliczbamidodatnimi.

Rozwazanie
Oznaczmyprzezw wyrazenie(1). Wtedy
. X X X1 X
atxy X1+X2 X+X3  Xn-1+Xn Xn+b’
X1 X2 X3 Xn b
atxy X1+Xo Xo+Xs X 1+Xn Xa+ Db

Na mog/ nierowndsci pomiedzy Sredna arytmetycza a geometrycza
otrzymujemy

1 a X Xp_ X
2 “*x/la-wan( o )

a+xy Xi+Xo Xn—1+Xn Xn+Db
n 1 X1 Xo Xn b
3) "Vbw< ( + .o+ + :
(3) “n+l\a+xg Xi+X Xn—1+Xn Xn+Db
Pododaniustronamipowyzszychnierbwnasci otrzymamy
n+\j/w(n+\iya+n+%) S 1,
astad

W<(n+\/a+n+\/6) n-|—1

ROownost w powyzszejnierownasci zachodziwtedyi tylko wtedy, gdy maja
miejscerownasci w nierdbwnaosciach(2) i (3). To natomiastest spetnione
wtedyi tylko wtedy, gdy

4) a _ X _ *x _ __ %1 _ X

( a+Xy Xp+Xo Xo+X3  Xp_1+Xn Xn+Db
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oraz

(5) X X X% % b .
a+Xy, Xi+Xo Xo+X3 Xn—1+Xn Xn+Db
Zwiazki(4) i (5) sarbwnovaznenasepupcgy/m zaleznosciom:
a_X_%_ _ X% _b_,
a X1 X Xn—1 Xn

Z powyzszychrownasci wynika, ze ciag a,X1,Xo,...,Xn, b jestciagiemgeo-
metryczrym o ilorazie A. Ciag ten sktadasie z n+2 elemenbw, jego
pierwszymwyrazemjest liczba a, zas ostatnimliczba b. Stad dostajemy
A= (bra)t” (),

Zatemdla ciaguzdefiniavanego wzorem

k™ (n+1)
Xk:a)\k:a-(a) (k:l,2’3,...,n)

wartcst wyrazeniaw jestrowna
("Va+"Vp) ("D

| jestto wartcst najwieksza.

Zadanie2. OznaczmyprzezS(n) sune cyfr liczby naturalnejn. Rozstrzygac,
czyistniejenieslonczeniewieletakichliczb naturaliych, ktérychnie
dasie przedstwit w postacin+ S(n).
Rozwazanie
Spo$b I: Niech f (k) =k+ S(k). Dla dowolnego n funkcja f osiagate
sanma wartcsC dla agumendw 100h+91 i 1000+ 100. Wobectego dla
dowolnego m zbior wartdsci funkcji f nazbiorzez,={1,2,3,...,2000n}
jestco najwyzej (999m)-elementavy. Ponievaz funkcja f osiagawartcsci
wiekszeod 1000 dla agumenbw spozazbioru Z,, wiec co najmniejm
liczb z tego zbioru nie jest wartcscia funkcji f dla zadngo argumentuna-
turalngyo. Stadliczb, ktorych nie dasie zapis& w postacin+ S(n) jestnie-
skonczeniewiele.
* * *
Spo$bll: Przyktademiczb, ktére nie sa postacin+ S(n) sa

am=111.1120+m  (m>0).

m
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Istotnie: Przypcmy, ze dla pevnego m> 1 liczbe a,, mozna przed-
stawi€ w postacin+ S(n). Wowczasz nierownasci

(1) am>999..99+ 9(m+1) (zoh uwaganizej)

M1
orazz faktu, zeliczba any, jest (mH-2)-cyfrowa wynika, ze rowniez liczban
jest(m+2)-cyfrowa. Ponadtaierwsza cyfraliczby n jestjedynka. Innymi
stowy n= 1k, gdziek jestliczba (m+-1)-cyfrowa. Wtedyjednakk+ S(k) =
am—1.

Rozumugc analogicznie,dochodzimydo liczby dwugyfrowej ¢, dla
ktorej £+ S(¢) = ag= 20. Przezbezpdredniespravdzeniewidzimy jednak,
zetarbwnast nie moze byt spetniona Otrzymanasprzeczngt dowodzi, ze
zadnejz liczb a, nie dasie zapis& w postacin+ S(n).

Uwaga: Nierdbwnost (1) mozna udovodnic indukegyjnie korzystagc
Z nierdbwnasci

1000...001 > 9000...009.
—— ——
mH-1 m

Zadanie3. Rozstrzygac, czy dladowolnego trojkataABC istnieja takie punkty
Pi Q, lezacenaprostejBC, ze

QC=2BP oraz <JBAP=<JCAQ#O.

Rozwazanie

Wykazemy ze punkty P i Q spetniagcewarunkizadaniastniejawtedyi
tylko wtedy, gdy AC # +/2AB.

Niech ABC bedzie dowolnym trojkatem, za&s P i Q punktami
spetniapgymi warunkizadania.stnieja czterymozliwe potozeniapunkdw
P i Q naprostejBC (p. odpaviedniorysunkil, 2, 3, 4):

(1) PunktP lezy napbtprostejBC, punktQ lezy napotprostejCB;
(2) Punkt P lezy na poiprostej BC™, punkt Q nie lezy na potprostej

CB7;

(3) Punkt P nie lezy na potprostej BC™, punkt Q lezy na potprostej

CB~;

(4) Punkt P nie lezy na pbtprostejBC~, punkt Q nie lezy na pbiprostej

CB™.
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rys.1 rys. 2

B 0 C
rys.3

Niech D bedziepunktemsymetryczgm do punktu A wzgledemsyme-
tralnej odcinkaBC w przypadkach(1) i (4) oraz punktemsymetryczym
do punktu B wzgledemsrodkaodcinkaAC w przypadkach(2) i (3). We
wszystkichczterechprzypadkacldefiniujemypunktE jako obrazpunktuC
w symetriiwzgledempunktuD. Wowczas

AB 1 BP
YABP=<JECQ oraz EC=32-CQ’
skadwynika, zetrojkaty APBorazEQC sa podobneZatem
(1) JCAQ= JBAP=JCEQ.

Poniavaz punktyAi E leza potej samejstronieprostejBC, wiecz rownasci
(1) wynika, ze we wszystkichczterechprzypadkactpunktyA, C, Q, E leza
najednymokregu.
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Zatem, aby znalec punkt Q, wystarczy wyznaczy jedno z dwoch
potozeh punkibw E, po czym opisa okrag natrojkacie ACE. Drugi punkt
przececiatego okregu z prost BC (jesli istnieje!) jestpunktemQ. PunktP
musibyc¢ takim punktemprostejBC, abytrojkaty ABPi EQC byly podobne.

Z powyzszychrozwazah wynikawiec,zepunktQ (awiecrowniez i para
punkidw P, Q) nie istniejewtedy i tylko wtedy, gdy okregi opisanena obu
mozliwych trojkatachACE sa stycznedo prostejBC. Wykazemy zetak sie
dziejewtedyi tylko wtedy, gdy AC = +/2AB.

Jesli E jestjedrnym z wyzej zdefiniavanych punkibw (rys. 5, 6), to:
punkty P, Q nieistnieja <

okragopisaly natrojkacieACE jeststyczry doprostejBC <
JACB=JAEC <« <JDAC=JAEC <&

trojkaty DAC i AEC sapodobne <

AC’=CD-CE & AC?=2AB> < AC=+V2AB.

S R

Zadanied4. Ciag(cy) jestokreslory rekurengjnie wzorami
c=0, =1 oraz cp=a(th—1+Cn2) (n>2),

gdziea jestliczbarzeczywish dodatna. Wyznaczy wszystkietakie
wartdsci parametrua, ze dla kazdego n zachodzinierbwnast ¢, <
10.

Rozwazanie

Rozwiazupc dara rekurencg otrzymujemynasgpujpcy wzor ogolny na
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n-ty wyrazciagu(cn) (zoh dodatekA):

o 1 a++va2+4a n_ a—+vat+4a "
" Valt+4a 2 2 '

Jezelix, = 3(a++v/a2+4a) > 10,to
rlll_rﬂo{ya =x1 > 10.
Wowczasdla pevnegon liczbac, osiagniewartast wieksza od 10"

Przyjmijmywiec,zex; < 10. Rozwiazupcte nierbwnast przy zatazeniu,
zea jestliczba dodatna dostajemya < %) =9,090909... Wowczas

o 1 a++va2+4a n_ a—+va2+4a " <
" VaZ+ia 2 2 -

n n—-1

2 a++va2+4a a++va’+4a [ a++va?2+4a

< —
vaZ+4a 2 a+4a 2

<2.107t<10.

Zatemnierownast ¢, < 10" zachodzidla dowolnego n wtedyi tylko wtedy;
gdya< 1%=9,090909...

Uwaga: Dla wartcsci parametrua wiekszychod 9,090909.. przekro-
czenieprzezliczbe ¢, wielkosci 10" jest nieuniknione,chocia moze byt
nierychliwe. Na przyktadprzy a= 9,1 nierownacst ¢, < 10" jestpravdziwa
dlan<2608.

Zadanieb. Na ptaszczynie dary jest zbior E oraz takie kota otwarte (tzn.
bez brzegu) Kq,Ko,...,Kn, ze ECKiUKoU...UK,. Udowodni,
ze sparod tych kbt mozna wybret takie parami rozlaczne kota
Kil,Kiz,...,Ki[, ze

E C 3Kj, U3Kj,U...U3K;,.
Uwaga: Jesli K jestkotemo srodkuX i promieniur, to 3K jestkotem
o srodkuX i promieniu3r.
Rozwazanie
KotaK;,,Ki,,...,Ki, moznawybraC stosupcnasepupcy algorytm:
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Najpierw wybieramynajwiekszekoto spasrod darych kot. Paviedzmy
zejestnim Kj,. Nasepnieznajdujemykoto K;,, ktorejestnajwiekszewsrod
tych kot, ktore sa roztacznez kotemK;,. Dalej wybieramykoto Kj, jako
najwiekszespdsrod tych kot, ktore sa roztacznez kotami Kj, i K, itd.
Posepavaniekohczymyza/-tym razem,gdy juz nie istniejekoto roziaczne
z wybrarymi kotami.

Ze sposoh dziataniapowyzsz@o algorytmuwynika, ze kazdekoto B,
ktore nie zostatowybranema punktwspdlny z pevnym wybrarym kotem
Bis, ktorejestod niego nie mniejsze ZatemB; C 3B;,. Stad

KiUKoU...UKp C 3K, U3Kj,U...U3K,,
awiecrowniez
E C 3Kj, U3Kj, U...U3K;,.

Zadanie6. Niech o bedzie okregiem opisarym na trojkacie ABC. Punkt P,
rézry od wierzchotlow trojkata ABC, lezy natym tuku AB okregu
0, do ktorego nalezy punkt C. Punkty X i Y leza odpaviednio
na potprostychAP~, BP~, przy czym AX=AC i BY =BC. Udo-
wodnic, zewszystkieprosteXY, wyznaczongrzezroznepotozenia
punktuP, maja punktwspolny.

Rozwazanie

Oznaczmy przez D
punktsymetryczy do punktuC wzgledemprostej
AB (rys. 7). Wykazemy ze wszystkieprosteXY
przechoda przezpunktD.

Bezstratyogblnoscimozemyprzyjac, ze punkt
P lezy natuku BC okregu o.

Oznaczmyprzez Y' punkt przececia prostej
DX z prosta BP. Nalezy wykaza, zeY' =Y, czyli
zeBY' = BC. Poniavaz

AX = AC = AD,
wiec SAXD = <ADX. Zatem
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rys.7

¥DY'B = ¥APB— 4Y'XP= JACB— JAXD =
= JADB- YADX = JY'DB,
skadBY’' =BD=BC.

Zadanie7. Wyznaczyg wszystkietakieliczby naturalnen, dlaktorychjestpraw-
dziwenasepupcezdanie:
(¥) Dla dowolnejliczby naturalnej m, liczba (1+ el)a‘m_1 —1-a"
jestpodzielnaprzeza™ 1,
Rozwazanie
Zdanie(x) jestpravdziwe wtedyi tylko wtedy gdy a jestliczba niepa-
rzysa.
Dowod:
(=) Dlam= 2 otrzymujemy

(1+a)a—1—a2:ki(6kl>ak: <g>a2+ba3 (beZ).

Powyzszaliczba jest podzielnaprzeza® wtedy i tylko wtedy, gdy a jest
liczba nieparzysa.

(<) Przepravadzimydowod indukgyjny.

Dla m=1 zdanie(x) jest prawvdziwe. Zalbzmy, wiec ze dla pevnego
m> 1 zachodzrbwnost

(1+a)?  —1-a"=qgd™! (qez).
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Namocy nierbwnaosci km> m+2 dla k> 3, otrzymujemy
a
(1+a)® =(1+a"+qa™ )= > (i) (@"+qa™ k=
k=0

=1+a@"+gad™)+(a-1a@"+ga™l)*  (moda™?).
Poniavaz %(a— 1) jestliczba catkowita, wiec ostatnisktadnik powyzszej
sumyjestpodzielry przeza?™1, zatemrobwniez przeza™?. Stad
(1+a)* " =1+a™!  (moda™?),

co kohczydowod indukayjny.
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Zadanie8. Dary jestskonczory zbior A liczb naturallych. Dowiest, zeistnieje
taki skohczory zbior B liczb naturaliych, zeB D A oraz

er: EBXZ.
Xe Xe
Rozwazanie

Dla pewnej liczby catkowitej dodatniejm pravdziwa jest inkluzja AC
{1,2,...,m}. Wystarczywiec wykaza, ze istniejetaki skohczory zbior B
liczb catkowitych dodatnichze {1,2,...,m} C B oraz

er = EBXZ.
Xe Xe

Bezstratyogblnoscimozemyprzyjat, zem > 5. Definiujemyciag (x,) wzo-
rami:
Xo=1, Xn=MXg... Xp-1—1 dlan>1.

Niechk=m! — (124224 ...4+n?). Poniavaz m>5, wieck > 0. Ponadto
M< X1 < X2 < X3<.... Wprowadzmy nasepugceoznaczenia:

Bo=1{1,2,...,m} oraz Bi={1,2,...mxy,....%} dlai>1.
Udowodnimyindukgyjnie wzgledemi, ze

(1) xle_l-x_x;-xz =k—i.

Dla i =0 powyzszarOwnase jestpravdziwa. Zatbzmy wiec,zerownast (1)
jestpravdziwa dlapevnegoi. Wtedy

[1*- x2:(m!xo...xi—l)|_lx—(m!xo...xi—1)2— Eszz

X€Biy1  xeBjy1 XEB;

= (MXg...X — 1)+ (mixg...x — 1)
—(mixg...x —1)%— % X =

2 .
=[]x-Y x¥-1=k—(i+1),
Xle_ii X;i
co kohczydowbd indukgyjny. Dla B = By, otrzymujemyteze.
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Zadanie9. PunktE lezy nabokuAB romku ABCD. Udowodnic, ze okregi wpi-
sanew trojkaty ADE, DEC, CEB majawspblna styczra.

Rozwazanie

Oznaczmy przez 14 wspolna
styczra zenvnetrzra poprovadzora do okregow > — C
wpisarych w trojkaty ADE i CEB, rozna od g R
prostejAB. Nalezy udovodnic, zew czworokat
DFGC moznawpisa okrag (zoh oznaczenia
narys.8).

Poniavaz FM =FX oraz GN=GY, wiec K
wystarczydowieSst, ze

Dla dowoduwystarczyzatazyc,
zew czworokat ABCD moznawpisat okrag,czyli, ze

AD+BC=AB+CD.
Stadmamy: AK+ DM+ BL+CN = AP+ PQ+QB-+CD, astad
DM +CN = XY +CD.

ZadanielO. Rozstrzygac, czyistniejetakaliczbarzeczywistadodatniag, zedla
dowolnych liczb x1,X2,Xs,--.,X12 € (0,€) zachodznierownast
X1 X2X3...X12

10 11 12 21 °
X043+ x42+ ...+ x23

(1) x+Xe+Xe+...+Xp>

Rozwazanie

Zbadamyzachavanie danejnierowndsci na takiej krzywej w R*?, na
ktorej wszystkiesktadnikiw mianovniku prawej strory nierbwndasci (1) sa
rowne.W tym celupodstavmy

Xl - tlm,lo X2 - tl""l]_, ey X]_2 - tl”"21 (t > O) .

w

, : t .
Wowczasprava stronasprovadzasie do postaci 1% gdzie

_ 1,1 ,1,1,1,1,41,1,1,1,1,1_5_,71

W_1_0+ﬁ+1_2+1_3+ﬂ+1_5+1_6+1_7+1_8+1_9+2_0+ﬁ<1_0+1_5<1’
w

skad wynika, ze wartcst wyrazenia — dazy do nieslohczondci przy t

. 12
dazaoym do O.

I
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Zatemdla dowolnego € > 0 prawa stronanierdownasci (1) jestnieograni-
CzoNnaprzy xi,X,X3,...,X12 nalezagych do przedziatu(0,€). Natomiastewa
stronanierbwndasci (1) jestmniejszaod 12¢.

Takwiecliczbae o zadanewlasndacinie istnieje.

* * *

Uwaga: Bardzosugestywngestnasepugpcebtednerozwiazanie.

Zbadamyzachavanienierbwnasci (1) napotprostejprzechodacejprzez
punkt(0,0,...,0) w R'2. Podstavmy

X1=ait, Xo=apt, ..., Xpp=at, (t>0)
gdzieliczby a1, ay,...,a12 sa dodatnie.Wowczasnierowndst (1) przyjmuje
posta&

t12a1a2...a12

” {0010 ¢ {Hally 12152’

tajao...a12
ap’+tlall+ . +t1al
Poniavaz lewa stronatej nierowndasci jest stal dodatna, a prava dazy do
0 przyt dazag/m do O, wiecdla matycht jestonapravdziwa. To pozwala
dobra liczbe € 0 zadanewtasndci.

* * *

Liczbe €, i owszem dobra sie udato,aleinna dla kazdejpotprostej. Wi-
dzimy jednakw popravnym rozwiazaniu,ze dobor € dobrego jednoczénie
dlawszystkichpotprostychnie jestmozliwy.

t(ar+az+...+an)

czyli at+ax+...+app>

Zadaniell. Rozstrzygac, czyistniejetakafunkcja f:R — R, ze dla dowolnych
liczb rzeczywistychk, y zachodzrownast
(FOF )= Fx=y) F(x+y) ,
aponadtof (0) = f(1)=1i f (3) # 1.
Rozwazanie
Takafunkcjaistnieje.Niechbowiem
F(x) = {1 dla xeD
0 dla xeR\D ’
gdzie D jest zbioremliczb dwbjkowo wymiernych, tzn. liczb postaciz;,
gdziem jestliczba catkowita, an naturalra.
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WSsrod liczb x, y, x—y i x+Yy mogabyc 0, 1 lub czteryliczby dwojkowo
wymierne.W kazdymz tych przypadlow danerbwnaniejestspetnione.
Pozostajeaunazyt, ze f (0) = f(1) =1i f (3) =0.

Zadaniel2. W Lolandii ku czci krola Lolistawa Drugiego postaviono 66 po-
mnikow. Miedzy kazdymi dwoma pomnikamiistnieje pofaczenie
pasaerskiePKP PKS,LOT lub Zeglugi Srodladawe;j.

Dowiest, zeistniej takie trzy pomniki, miedzyktorymi potaczenia
pasaerskieobstugujeten samprzevoznik.

Rozwazanie

Tezazadaniavynika z twierdzeniaRamsg’a (dodatekC).

Zadaniel3. Niech o bedzie okregiem opisalym na trojkacie ABC. Okrag p
jest styczry do odcinkbow AB i AC odpaviednio w punktachP i Q
orazjeststyczry do okregu o. Dowiest, ze SrodekodcinkaPQ jest
srodkiemokregu wpisango w trojkat ABC.

Rozwazanie

Niech s bedzie okregiem wpisarym w trbjkat ABC, za&s S jego

Srodkiem(rys. 9). OznaczmyprzezK i L punkty stycznéci okregu s od-

powiednioz bokamiABi AC. PonadtaiechP'Q’ bedzieprosta prostopach

do AS przechodaa przezpunkt S, orazniech XY bedzietaka styczra do
okregus, ze YAXY = SACB. (PunktyP’, X lezanabokuAB; zas punktyQ/,

Y znajdupsie nabokuAC.)

Wystarczyudowvodni€, ze okrag, ktory jeststyczry do prostychABi AC
odpaviedniow punktachP’ i Q' jestrowniez styczry do okregu o.
Trojkaty prostokatneAKSi A’ sa podobneskad otrzymujemy
(1) AK-AP =AS. Analogicznie: AL-AQ =AS.
Ponadto
JAXS= JAXY + JYXS= JAXY + (180 — JAXY) =
=90°+ 1JAXY =90° + IS ACB =
=180 — 3 YABC — 39 BAC =180 — ABS- JBAS=
= JASB,
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co dowodzi, ze trojkaty AXS oraz AB sa podobne. Dostajemyzatem
zwiazek

(2) AX-AB=AS. Analogicznie: AY-AC=AS.

rys.9

Z rownasci (1) wynika, zeinwersjai 0 SrodkuA i promieniuASprzepro-
wadzapunktK napunktP’ orazpunktL napunktQ'. Zatemobrazenokregu
sw tej inwersjijestokrag styczry do bokdw AB i AC odpawviedniow punk-
tachP'i Q. Z rowndsci (2) wynikanatomiastzei(X) =Borazi(Y) =C, co
oznaczaze obrazenprostejXY w inwersjii jestokrago. Poniavaz prosta
XY jeststycznado okregu s, wiecokrag, ktory jeststyczry do bokow AB i
AC odpawiedniow punktachP’ i Q' jestrowniez styczry do okregu o.

Zadaniel4. zbior {1,2,3,...,65} podzielonona cztery rozlacznezbiory. Do-
wiest, zeistniej takieliczby a, b, ¢ (niekoniecznierbzne)nalezace
dojedneayo z tych zbiordow, zea+b=c.

Rozwazanie

Przyporadkujmy kazdemuz czterechzbiorow inny kolor. Obierzmy
66 punkibw i ponumerujmyje liczbamiod 1 do 66. Kazde dwa spdsrod
tych punkibw potaczmydrogai pomalujmyjakoloremprzyporadkowanym
zbiorowi, do ktorego nalezy réznicaich numebw.

Z twierdzeniaRamsg’a (dodatekC) wynika, ze 3 z tych punkdw (ponu-
meravaneliczbamix < y < z) sa potaczongym samymkolorem.Wowczas
liczbya=y—x, b=z—yorazc=z—xnalezadojedneo z czterechdarych
zbiorbw oraza+b=c.
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Zadaniel5. Naszachwvnicy 2n x 2n stoikrol Roszadniknapmowprozni. W po-
jedynczymruchu moze on przesuac sie o jedno lub dwa polaw
pravo, o jedno pole w gore lub o jedno pole po skosiew pravo
w gore (zoh rysunek).

R

Naile sposobw krél tenmoze pokonat droge odlewego dolnego do
pravego gornego roguszachwnicy w doktadnie3n ruchach?
Rozwazanie
W kazdepole szachavnicy wpisujemyjednomiantak jak narysunku.

RS RSP S b '
Yty @yt Syt XY eyt
Y Xy Ay R xR Py
Yo | Xy |32 OV XYE | Xy

Y | XY | Xy | X3y | Xty | X%y

1| X | x| x3 | x| x®

W lewym dolnym rogu jest wpisanaliczba 1, a w pravym gbérnym jedno-
mianx?"~1y?"~1 Wykonanieruchuodpaviadawybraniujedneyo z czterech
jednomiaw x, y, xy, ¥> (nazwiemyje jednomianamielementarnynjj a

nasepnieprzemnaeniugo przezjednomianz pola, naktorym znajdujesie

krol. Wynik wskazuje naktore pole przesuva sie krol.
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Zatemzadaniepoleganawyznaczenidiczby ry,, ktorajestrownaliczbie
ciagow dtugasci 3n ztozornych z jednomiardw elementarnyie o iloczynie
rownym x2"-1y2"-1 | iczbatajestrownawspbtczynnikowi stojacemuprzy
x2"~1y2-1 \w wielomianie

(x+y+xy-3) " = (x+y) PN (x+1)3".

Wspbtczynniktenjestrowny wspbtczynnikowi przy x*1y?"—1 w wielomia-
nie (x+y)3" pomnazonemuprzezwspbtczynnik przy x"-2 w wielomianie

(x+1)™. Stad
o 3n . 3n
"“\n+1) \n=-2/"

* * *
Uwaga: Dla pocatkowychwartdscin liczbar, jestrowna:

Mn
20
1134
52272
2277275
97381440
4140818010
175984808384
7491674168550
319729489852500

O OWOO~NO UL WN|S

=

Zadaniel6. Dowiest, ze dladowolnejliczby naturalnejn iloczyn wszystkichta-
kich liczb pierwszychp, ktore spetniag nierbwnast n < p < 2n, jest
mniejszyod 4".
Rozwazanie
Ponievaz kazdaliczba pierwszaspetniagcanierbwnoécin < p < 2n jest
dzielnikiemliczby (Zn”) , Wieciloczynwszystkichtakichliczb pierwszychie
przekracza

<2nn) <1412 =4".

32



Zadaniel7. NazewnatrztrojkataABC sazbudovanetrzy podobnerojkaty DBC,
ECA, FAB, przyczym
4IDBC = JECA= JFAB oraz {DCB= JEAC = JFBA.
NiechP=BENCF, Q=CFNAD, R=ADNBE, gdziekNn¢ ozna-
czapunktprzecgciaprostychk i £. Dowiest, ze
QR RP_ PQ
AD BE CF°
Rozwazanie
Na zewnatrztrojkataBCD budujemytaki trojkatCDK, ze

(1) CK=FB oraz DK=AE (zoh rys. 10).

D
rys.10

Poniavaz AB:BC:CA=FB:DC:EA=CK:DC:KD, wiectrojkaty ABC
orazKCD sa podobne Wobectego < FBC = {BCK, a stadwynika, ze od-
cinki FB i CK saréwnolegte. Poniavaz w pieciokacieDKCEA sumakatow
wewnetrzrych przy wierzchotkachK, C i E jestrowna360°, wiec odcinki
AE i DK sarébwnolggte.

Zatem na mocy robwnasci (1) czworokaty AEKD oraz FBKC sa
rownoleggtobokami. Stad wynika, ze trojkaty PQRi BEK sa jednokfadne.
Wobectego otrzymujemy

RP_PQ_QR

BE BK KE'’
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czyli
RP PQ OR
BE FC AD’
Zadaniel8. Udowodnic, ze dla dowolnych dodatnichliczb a, b, ¢, d zachodzi
nierbwnaose
(ab-|—ac-|—ad-|— bc+ bd-|-cd)2 S
6 >

S <a+ b+c+ d) ‘ (abc+ bcd+cda+ dab)
= 4 4 ’

Rozwazanie
Udowodnimy, ze danaw zadaniunierdwnasc jestpravdziwa dla dowol-
nychliczb rzeczywistychg, b, c, d.
Rozpatrzmywielomian
W(t) = (t+a)(t+b)(t+c)(t+d) =t*+s1t3 + st + st + 54
orazwprowadzmy oznaczenie

Pi= -
(i)

Nierownast, ktora mamyudowodni€, przybieraposta&

(1) P5 > p1ps.

Poniavaz wielomianw ma cztery pierwiastkirzeczywiste wiec pochodna
tego wielomianumatrzy pierwiastkirzeczywiste Stad

W (t) = 4t3+ 3t + 255t + 53 = 4(t + p) (t+ ) (t+T),

gdzie p,q,r e R. Pordwnujac wspotczynniki wielomianuw’ otrzymujemy
rownasci

p1=351=3(P+a+r), P2=z%=3(PA+ar+rp), Pa=zS3=par.
Podstaviajacotrzymanezaleznasci do nierownadsci (1) dostajemy
(2 (Pa+ar+rp)®>3par(p+q+r).
Jesli chocia jednaz liczb p, g, r jest rowna 0, to nierbwncst (2) jest
spetnionaPodstavmy wiecw nierdownaosci (2): x=1""p,y=1""q, z=1"f.
Wowczasnierownast, ktbra mamydowieSt przybieraposta

(3) (X+y+2)% > 3(xy+yz+2X).
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Otrzymananierdwnast jestrownowvaznanierownasci
X2 +y2 + 2 > Xy+yz+ X,

ktorajestpravdziwa.
* * *
Uwaga: W analogiczy spo$b moznadowiest, ze dla dowolnych liczb
rzeczywistychay,a,...,a, zachodznierbwnast

n 2
(n—1) (Zla) > Zn( a;aj> )
i= i;

Jestto uogblnienienierbwnasci (3).

Opierapcsie napowyzszejnierbwnasci oraznasladupc metod dovodu
nierbwnasci (1) moznaudonvodniCc nasepupcetwierdzenie:

Twierdzenie:

Zalbzmy, ze wielomian

W(X) = X"+ 51X XM 2L smaX+ s

man pierwiastlow rzeczywistych(n > 2). Wprowadzmy nasepujpceozna-

czenie
S

Pi= Ty
()

orazprzyjmijmy, ze pp = 1. Wowczas
(4) P> pi_ipir  daie{1,2,...,n—1}.

(i=1,2,...,n)

Zadaniel9. NiechN oznaczabior liczb catkowitych dodatnich Znalezt wszyst-
kie takie funkcje f przeksztatcajce zbior N na zbior N, ktore
spetniag warunek:

(1) nim < f(n)| f(m).

Rozwazanie

J&li f(m) = f(n), to m|/n orazn|m, skad m=n. Zatemfunkcja f jest
roznovartasciova, a wiec jest bijekcja. Stad orazz warunku (1) wynika,
zeliczby ai f(a) majatasamaliczbe roznych dzielnikow. W szczgolnosci
f(1)=1oraz f(p1), f(p2), f(p3),... jestpermutacgciaguliczb pierwszych
P1, P2, P3,-.. . Oznaczmyf (pi) =g dlai=1,2,3,....
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Zatozmy, zeliczbapierwszag; jestdzielnikiemliczby f(pX), gdziek € N.
Wtedy
fe) f(A) = mlp = pi=p.

Zatem jedyrnym dzielnikiem pierwszymliczby f(p}‘) jestliczba gi. Stad
f(pX) =d, aponievaz liczby pki f(pk) majatyle samordznychdzielnikow,
wieck=1. Innymi stowy f(pX) =g dlake N.

Niecha= p‘f p'§2... kn bedzierozklademliczby a naczynniki pierwsze.

Wtedyq!<i | f(a), skad q‘fqu ...g%| f(a). Poniavaz liczba f (a) matyle samo
roznych dzielnikbw coliczbaa, wiecmusibyct f(a) = q‘fq'g2 ...gk.
Ostatecznigedynymi funkcjamispetniagoymi warunkizadaniasa takie

funkcje f, ze

f()=1,  f(PpF... o) =apay...df,
gdzie g1,02,03,--- jest z gory zadam permutacy ciagu liczb pierwszych
P1,P2, P3,-.. .

Zadanie20. Dary jesttrojkat ABC. PunktX lezy nabokuABtegotrojkata. Prosta
£, rdbznaod prostejAB, jeststycznazennetrzniedo okregbw wpisa-
nych w trojkaty ACX i BCX. Wyznaczyg zbibr punkbw przececia
prostych? i CX dlawszystkichpunkbw X lezag/ch naodcinkuAB.

Rozwazanie

Jezeli prostePM i PN sa stycznedo okregu o w punktachodpawiednio

M i N, to oznaczamyPo=PM=PN (rys.11).

rys.11
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NiechY bedzie punktemprzececiaprostej/ z odcinkiemCX. Wpro-
wadzmy nasepupceoznaczeniaBC=a, CA=hb, AB=c.

C

01 )
o

A K XL B
rys. 12

Przyjmijmy, ze okregi 01 i 02 wpisaneodpoviednio w trojkaty ACX i
BCX sa stycznedo bokuAB odpaviedniow punktachK, L (rys.12).
Wowczas

a+b=Bop+Cor+A0+Co1 =
= (A01+B0op+KL) 4+ (Co1+Cox— XY) =c+2CY

skad
CY =3(a+b-c).

ZatempunktY lezy naokregu o srodkuC i promieniu% (a+b—c).
Szukarnym zbiorempunkibw Y jestwiectuk okregu o SrodkuC i promie-
niu %(a—i— b— c) zavarty wewnatrztrojkataABC.

Zadanie2l. Zatbzmy, ze wielomian w(x) =x*+ax®+bx2+cx+d ma cztery
pierwiastkidodatnie.Dowiest, zejezeli c+d =0, to a+ b > 80.

Rozwazanie
Wprowadzmy nasepugceoznaczenia:

po=1 pm=%a p=3%b, p=2c, pa=d.
Poniavaz pierwiastki wielomianuw sa dodatnie,wiec po, p2,p4 > 0 oraz
p1, p3 < 0. Namogy nierdwndasci (4) zestrory 35 otrzymujemy

P3>pips  oraz  p3> paps.

37



Prawe strory powyzszychnierdwnaosci sa dodatnie wiec mnazymy je stro-
nami. Poniavaz jednoczénie p2ps < 0, wiecdostajemypzps < p1ps. Stad
bc< 6ad. Poniavaz d=—c > 0, wiec—b < 6a, czyli

(1) a+b>—5a.

Analogicznie korzystapc z nierbwnasci (4) nastronie35, otrzymujemy
p1p3> pops. Stad mamyac> 16d, a wiec po uwzglednieniuzalezndsci
d=—c> 0 dostajemy—a > 16. Z tej nierdwnasci orazz (1) otrzymujemy
a+b>80.

Zadanie22. Wyznaczy wszystkietakie funkcjeciagte f:R — R, ze dlakazdego
X € R istniejetakanieparzystdiczbanaturalnan, ze

f(x)=x.
Uwaga: f"(x)=fofo...of(x).
n
Rozwazanie
Z warunkbw zadaniawynika, ze funkcja f jestroznavartasciova, a po-
niewaz jestciagta, wiec jest monotonicznaZatemfunkcja f2 jestrosraca.
Wykazemy ze f2 jestfunkcjaidentyczn&ciowva.
Gdyby bowiem dla pewnego x byta pravdziwa nierownacst f2(x) > x, to
mielibySmy
fAT2(x) = F(F2(x)) > F2(x),
co (przezindukcie) daje f2¢(x) > x dla dowolnego k. Jednakdla pewvnego
nieparzystgo n, zaleznego do x, mamy
200 = £(f"(x) =x.
Analogiczniewykluczamynierowndst 2(x) < x.
Zatemdlakazdegox mamy f (x) = f(%(x)) =x, skadwynlka zejedyra
funkcja spetniagca warunkizadanigestfunkcja f (x) =

Zadanie23. Dowiest, zeistniejenieslonczeniewiele nieprzystaigych trojkatow
prostolatnych, ktérych boki maja diugdsci catkowite, a dtugdsci
przyprostoltnych rézniasieo 1.

Rozwazanie

Mamy wykaza, zerbwnanie

(1) a*+(a+1)%=
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ma nieslohczeniewiele rozwiazah w liczbach naturallych a, b. Prze-

ksztatcagcje, otrzymujem

Poniavaz rownanie

y
(2a+1)2=2c*—1.

d>=2c*—1

ma nieslonczeniewiele rozwiazah (zoh dodatekD), a w kazdym z nich
liczba d musiby€ nieparzystawiec rownanie(1) ma nieslohczeniewiele

rozwiaza.
Boki najmniejszychréjkatow spetniapcych warunkizadanigpodanesa
w tabeli.
a b=a+1 c
3 4 5
20 21 29
119 120 169
696 697 985
4059 4060 5741
23660 23661 33461
137903 137904 195025
803760 803761 1136689
4684659 4684660 6625109
27304196 27304197 38613965
159140519 159140520 225058681
927538920 927538921 1311738121
5406093003 5406093004 7645370045
31509019100 31509019101 44560482149
183648021599 183648021600 259717522849
1070379110496 | 1070379110497 | 1513744654945
6238626641379 | 6238626641380 | 8822750406821
36361380737780| 36361380737781 51422757785981
211929657785303 211929657785304 299713796309065
12352165659740412352165659740411746860020068409
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Zadanie24. Dary jesttrojkat ABC, w ktorym SABC = 2-SACB. PunktM jest
srodkiemboku BC. Dwusiecznakata ACB przecinaodcinek AM
w punkcieD. Udowodnic, ze SMDC < 45,
Rozwazanie
Oznaczmyprzez K punkt przececia dwu-
siecznejkata ABC z bokiem AC. Niech X
bedzierzutemprostolatnym punktuK naprosta
AB (rys. 13). Wowczasnamocy warunkow za-
daniaKM =KX, skad wynika, ze KM < AK. <
Zatem $KAM < JAMK. Korzystagc z tej B
nierbwnasci otrzymujemy: rys. 13
29MDC = 294KAM+ 24 ACD < SKAM+ SAMK + SACB =
= JMKC+ ¥KCM =90,
astadXMDC < 45°.

Zadanie25. Dowiest, ze dla dowolnego k zbior wszystkichliczb zapisyvalnych
w uktadziesiodemlowym przy pomog 2k cyfr (dopuszczamyera
pocatkowe), z ktorych k cyfr to zerai trojki, a pozostatek cyfr
to jedynki i dwojki, nie zawiera zadngo posepu arytmetyczngo
trojwyrazavego.

Rozwazanie

Niech a, b, ¢ beda liczbami ze zbioru opisango w tresci zadania,
tworzagymi poseparytmetyczy. Wykazemy zea= b= c. Niech
2k—1 2k—1 2k—1

a= Y a7, b= Y b7 orazc= Y ¢7,
2, 2" 2,
0dzie0<a<3,0<h<3,0<¢ <3.
Z rownascia+c= 2b, czyli
2k—1 o 2k-1 _
(1) (a+¢)7'= (2b;)7'
2 2,
wynikaja rownaosci
a+c=2b dlai=0,1,2,...,2k—-1,
gdyz we wzorze (1) wszystkie liczby w nawiasach naleza do zbioru
{0,1,2,3,4,5,6}.
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Warunekb; € {0,3} spetniadoktadniek indekw i. Pocagaon zasola
rownasci g = ¢; = bj. Wobectego dla pozostatychindekw i otrzymujemy
aj, by, ¢ € {1,2}, corbwniez pociagarbwndsci g; = ¢; = b;. Stad ostatecznie
a=b=c.

Zadanie26. Koledzy Fredkamieszkag na okregu o promieniu541 km. Fre-
dek chceich wszystkichodwiedzt i u kazdego z nich zatankwat
(Fredek ma nieograniczonemazliwosci tankowania). Kiedy za-
tankowane paliwo zuzyje sie catkowicie, Fredeknie bedzie miat
mozliwosci kontynuavaniapodibzy.
Wszysg koledzymaja w sumietyle paliwa, aby wystarczytoFred-
kowi naodbyciepodibzy po catymokregu.
Dowie&t, ze Fredekmoze rozpocat podibz od takiego kolegi, ze
jadac przeciwzgaravo po okregu i tankupc po drodze odwiedzi
wszystkichkolegbw i wroci do punktuwyjscia.
Rozwazanie
Najpierw Fredekwybieradowolnego kolege i przepravadzasymulacg
podibzy przyjmujac,zew trakciejej trwaniamozemiet ujemrailo st paliwa.
Nasepniewybierasie on w pravdziwa podoz rozpoczynacja od tego
z kolegow, u ktorego w czasiesymulacjimiat najmniejpaliwa przedtanko-
waniem.
Zagadkanabis.
Jala ciekavawtasnat maliczba541?
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Zadanie27. PunktO jestsrodkiemokregu o, opisango natrojkacieostrokatrym
ABC. PunktD, rozny od punkbw A i C lezy na tym tuku AC
okregu o, ktory nie zawiera punktu B. Punkt E lezy na boku
AB, przy czym SADE = JOBC, z&s punkt F lezy na boku BC i
spetniarownast $CDF = YOBA. Dowiest, ze SDEF = 4DOC
oraz<.DFE = <DOA.

e VD
JEaNESN

Zalbzmy, ze prosteDE i DF przecina@ okrag opisary natrojkacie ABC
odpawviedniow punktachK i L (zoh rysunek).Wbéwczas

JIACK = ¥ADK = ¥ OBC = 4 OCB,

cooznaczazeprosteCK i AB sa prostopadte Analogiczniedowodzimy, ze
prosteAL i BC sa prostopadieZatemH = CK N AL punktemprzececiawy-

sokosci w trojkacie ABC. Stosugc twierdzeniePascaladla ,,szé&ciokata”

BCKDLA, otrzymujemy ze punkty E, H i F sa wspolliniowe. Ponadto
prostaAB jest symetral@ odcinkaHK, co oznacza,ze trojkat KHE jest
robwnoramienw. Stad

IDEF = YHED = 2JYHKE =24CKD = ¥DOC.
W tensamspo$b dowodzimy, ze {DFE = < DOA.
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Zadanie28. Rozstrzygac, czyistniejetakaliczbanaturalnan, ze ze zbioru
{0,1,2,3,...,3(3"- 1)}
mozna wybrat (2"+1)-elementavy podzbbr nie zawierajacy
zadngo trojwyrazovego postepuarytmetyczngo.
Rozwazanie

Wykazemy zetakaliczbanaturalnan istnieje.

Wiemy, ze dla kazdego k ze zbioruliczb catkowitych od 0 do %(72" -1)
moznawybrat 4k(2k")-elementwy podzbbr beztrbjwyrazavych posepow
arytmetyczych (zoh zadanie25). Zadaniebedziewiec rozwiazane jesli
wykazemy zeistniejatakieliczby naturalneki n, ze

7*_1 31 (2K
1 < oraz 4 >2"4+1.
) 2 =72 <k> Ze
Pierwsza nierbwnost jest rownowazna nierowncsci 7€ < 3", czyli
nierbwnaosci n>klogz49.  Wybierzmy liczbe wymierna z przedziatu
(logz49,4), np. 11™3. Wowczasdla k=3l i n=11, gdziel jestliczba
naturalra, mamy

71 _3-1
<
2 — 2

oraz .
6l | 2
43 (a) > 43 BI+I 2
11 — 211 )
217 2041 (6 +1) (1+ )

Wartcost ostatnigyo wyrazeniadazy do nieslohczonci przy | dazagym do
nieskonczonéci. Dobierapctakaliczbel, ze

3l (6l
2141~
otrzymujemyk i n spetniagacenierbwnasci (1).
* * *

Uwaga 1: W oszacwaniachwykorzystalsmy nierownast

2m\ 1 T 2m\ _ 2°m
m —2m+1jZO i) 2m+1°
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Uwaga 2: Bezparednieobliczeniapokazug, ze k=7 i n=25 sa naj-
mniejszymiliczbamispetniagoymi nierownasci (1).
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Zawody druzynowe

Zadaniel.

Rozwazanie

Rodzinagraw karty. Jakzwykle tasujeojciec. Przavaznie robi to
w nasepupcgy spo$h Bierzetalie kartw pravarekei przerzucado
lewej reki po kilka kart, raznawierzch,raz pod spbd. Jednakdzis
gratoczy sie o wysola stawvke i ojciec ma spoconerece. Dlatego
tez musidotazyt szczgblnej starannéci przy tasavaniu, aby karty
sie nie sklejaty Tasujewiecz petra pedantea, przerzucac do le-
wej reki po jednejkarcie. Jakwygladadzis jego tasavanie? (Dla
uproszczenigpowiedzmy zeojciecmalOKkart.)
Najpierw ojciec przerzucado lewej reki pierwsa karte z wierzchu,
potemdruga karte wrzucana wierzch pierwszej,trzeca pod spod,
czwarta nawierzch,piata podspad, ... , dziesata nawierzch. Jeli
ojciec przejrzyterazpotaswvanekarty, zobaczy ze utozyly sie one
w nasepupcejkolejndsci (patrac od wierzchu):

10,8,6,4,2, 1, 3,5 /7,9
(numeryodnosa sie do pozycji kart przedtasavaniem).
Udowodnic, ze dla dowolnego k, przy wielokrotrym tasavaniu ta-

li k kart wszystkiekarty wrbca jednoczénie na swoje pierwotne
potazeniepo nie wiecejniz k tasavaniach.

Gdy k jestnieparzystepstatniakartanie zmieniaswojej pozycji, mozna
jawiecwytaczyt z rozwazan. Przyjmijmywieck = 2n.
Napiszmynakartachpo dwie liczby wedtugnasepupceyo przepisu:

2n

2n+1

2n—1 2n—2 n+1 n 2 1

2n+4-2 2n+3 3n 3n+1 4n—-1 4n

Na kazdej karcie sumanapisagch liczb jestrowna4n+1. Nasepnie
popatrzymynajedra pozycg i notujmyKkarty, ktbre pojawiaja sie naniej po
kolejnychtasavaniach.
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Pojednokrotrym przetaswaniuotrzymamy:

1 3 5 2n—-1 2n 4 2

4n 4n—-2 4n—-4 2n+-2 2n+1 4n-3 4in-1

Widzimy, ze na kazda pozycg trafita karta z liczbami pomnazornymi
przez2 (mod4n+1). To samostaniesie przy kolejnych tasavaniach.J&sli
bowiem po pierwszymtasavaniu na pozycg karty +£k(mod4n-+ 1) weszta
karta+2k(mod4n+ 1), to po drugimtasavaniu pojawi sie tam karta,ktbra
zajtapo pierwszymtasavaniumiejscekarty
+2k(mod4n+ 1), czyli kartat+4k(mod4n+1).

Pierwszakarta(a takze wszystkieinne karty) trafi naswoje miejscepot
tasavaniach,gdy 2! = +1(mod4n+1). Do rozwiazaniazadaniavystarczy

zastoswat wniosekz dodatkuB, z ktorego wynika, ze moznaprzyjac t =

o) _ ory

Uwagi:

Zawszemoznaprzyjatt = (4n+1).

Gdy n jest parzyste,a 4n+ 1 pierwsze,wystarczyn tasavan. Wynika
to ze znango w teorii liczb faktu, ze wowczas2 jest resza kwadratava
(mod4n+1), tzn. 22" = 1(mod4n+ 1). Te wartdscin podanesaw czwartej
kolumnietabeli.

Najmniejszdiczbatasavah potrzebnalo powrotu kart naswoje miejsca
jestdzielnikiemliczb podarych powyzej (tzn. W, Y(4n+1) oraz,w
opisarym wyzejprzypadkun).

Gdyn= 2", wszystkiekarty wroca jednocz&nienaswoje miejscaporaz
pierwszypo m+ 2 tasavaniach.

Ponizej podanesa liczby tasavan potrzebnedo powrotu kart na swoje
miejscezgodniez powyzszymiwzoramioraz najmniejszaliczba tasavan
Min.
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=2n| === |P(4n+1)| n |Min
2 2 4 2
4 3 6 3
6 6 12 6
8 8 16 4| 4
10 6 6 6
12 10 20 10
14 14 28 14
16 10 10 5
18 18 36 18
20 20 40 10| 10
22 12 12 12
24 21 42 21
26 26 52 26
28 18 18 9
30 30 60 30
32 24 12 6
34 22 22 22
36 36 72 18| 9
38 30 30 30
40 27 54 27
42 32 16 8
44 44 88 22| 11
46 30 30 10
48 48 96 24| 24
50 50 100 50
52 24 12 12
54 54 108 18
56 56 112 | 28| 14
58 36 12 12
60 55 110 55
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48

@(4n+1)

k=2n| === |{(4n+1)| n |Min
62 50 100 50
64 42 42 7
66 54 18 18
68 68 136 |34 34
70 46 46 46
72 56 28 14
74 74 148 74
76 48 48 24
78 78 156 26
80 66 66 33
82 40 20 20
84 78 156 78
86 86 172 86
88 58 58 29
90 90 180 90
92 72 36 18
94 54 18 18
96 96 192 |48| 48
98 98 196 98
100 | 66 66 33
102 | 80 40 10
104 | 90 90 45
106 | 70 70 70
108 | 90 30 15
110 | 96 48 24
112 | 60 60 60
114 | 114 228 38
116 | 116 232 |58 29
118 | 78 78 78
120 | 120 240 |60| 12




@(4n+1)

k=2n| === |{(4n+1)| n |Min
122 | 84 84 84
124 | 82 82 41
126 | 110 110 110
128 | 128 256 |64| 8

130 | 84 84 84
132 | 104 52 26
134 | 134 268 134
136 | 72 12 12
138 | 138 276 46
140 | 140 280 |70| 35
142 | 72 36 36
144 | 136 272 68
146 | 146 292 146
148 | 90 90 45
150 | 126 42 42
152 | 120 60 30
154 | 102 102 102
156 | 156 312 | 78| 78
158 | 158 316 158
160 | 106 106 53
162 | 120 60 30
164 | 138 138 69
166 | 108 36 36
168 | 168 336 |84 21
170 | 150 30 10
172 | 88 44 44
174 | 174 348 174
176 | 176 352 |88 44
178 | 96 48 24
180 | 171 342 171
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@4n+1)

k=2n| == |Q(4n+1)| n |Min
182 144 72 36
184 120 120 60
186 186 372 186
188 168 84 42
190 126 126 14
192 120 60 60
194 194 388 194
196 130 130 65
198 198 396 22
200 200 400 100/ 100
Zadanie2. Rozstrzygac, czyistniejetakaliczbanaturalnan, zeze zbioru
{0,1,2,3,...,3(3"- 1)}
mozna wybra (2"+1)-elementary podzbbr nie zawierajagy
zadngo trojwyrazavego posepuarytmetyczngo.
Rozwazanie

Wypisujac mate zbiory bez posepow arytmetyczych zauwazamy ze
najbardziejefektywnejest wziecie liczb, ktbre w uktadzietroéjkowym za-
pisujasie przy uzyciu zeri jedynek,tznliczb 0, 1, 3,4, 9...

Wprawdzie5 liczb bezposepow arytmetycziych moznawybrat spasrod
liczbod0do8(np.0,1,3,7,8),alewwyborze6, 7 lub 8liczb podanavyzej

regutajestnajbardziepptymalna.

9 liczb bezposepbow moznawybrat z 20 kolejnychliczb catkowitych, 10

224,112 26,12z 30.

Wydajesie jednak,ze podary ciagjestbezlionkurengjny w wyborze2"
liczb bez posepow, do czego potrzebawykorzyst& % kolejnych liczb

catkowitych.

Taka hipoteza zostata sformutovana przez zavodnikow wszystkich
druzyn, ale nie zostataudowvodniona.
Zadaniezostatopowtorzonejako zadanie28 w zavodachindywidual-

nych.
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Zadanie3. Niecha, B, y beca miaramikatow lezag/ch naprzeciwk bokow a,
b, c pavngyo trojkata. Udowodnic, ze
a b C 1 1
a(b+c—a) + B(c+a—b) + y(a+b—c) = atp”t

<P

Rozwazanie
Niech p oznaczapotowe obwodu, za r promieh okregu wpisango
w dary trojkat. Udowodnimynajpierwlemat.
1 1

) am—mzsm—m'
Dowod:

Funkcjaf (x) = g jestrosracanaprzedzialg(0,7), gdyz
_ 2X—2sinXCOSX  2X—sin2x

Lemat: a>b <«

f'(x) = =
) 2X2coX 2X2Cco2X >
Zatem
1 1 g3B
a>b & s0>3B & la 2 0 &
2 2
r r 1 1

> & > )
- a(p—a) " B(p—h) a(p—a) ~ B(p—Db) _
Przysepujemy do dowodu danej nierbwnasci. Bez straty ogdlnosci
mozemyzatazy€, zea> b > c. Wtedynamocgy lematu
1 1

1
a(p—a) Bm b) vm c)
Zatem

((p—a)+<p—b)+<p—c))-(a(pl_ a)+8(p1_ b)+y(p1 C)> 3(1+é+$> |
Stad

( a N b N c )+(1+1+1>_

a(p—a) PB(p—b) y(p—c) a By

p P p 1 1 1
~a(p-a)  B(p-b)  y(p- c>23<‘+‘+‘>’

a n b n c >1
a(b+c—a) p(c+a-b) y(a+b—c) ~a P

p—a<p—-b<p-c oraz

czyli
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Zadanie4. NabokachBC i CA trojkataABC zbudovano (po jego zewnetrznej
stronie)trojkaty BCD i ACE, przy czym
AE=BD oraz  JBDC+<JAEC=18C.
PunktF lezy nabokuABi jestwyznaczol przezwarunek
AF _DC
FB CE’
Dowiest, zez odcinkbow o dtugdsciachCD+CE, BC, AC moznazhu-
dowact trojkati ze jeston podobly dotréjkataDEF.
Rozwazanie
NiechN bedzietakim punktemlezacym naprostejAE,ze
JECN=<4BCD (rys.14).
Na mogy zatazen, trojkaty BCD orazNCE sa podobne.Mamy nasepupce
rownasci:
AE  BD DC AF
EN EN CE FB’
cooznaczazeprosteFE i BN sarownolegte. Zatem

(1) EF_ AF 1 1 ~ CD
NB  AF+FB 1+EB 14 SE " CD+CE’
N C
D
M
E
A F B
rys.14
L NC EC . L.
Poniavaz XBCN = XDCE oraz CB= D’ wiectrojkaty BCN orazDCE
sa podobne Stad otrzymujemyrownost
) NB_BC
ED CD’
jak rowniez
3 JDEF = 4DCB
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(bowiem po obrocieprostejED o kat < DCB, otrzymamyprost rownolegta
do prostejEF).
NiechM bedzietakim punktemlezacym naprostejCD, ze

EC=DM (rys. 14). Wtedytrojkaty BDM i AEC beda przystagce.Mnozac
stronamirbwnasci (1) i (2) dostajemy

EF  BC  BC

ED CD+CE CM’
conamocgy rowndsci (3) dowodzi, zetrojkaty DEF i MCB sapodobne Po-
zostajezauwazyc, zetrojkatMCB jestzbudowary z odcinkdw o diugdsciach
CD+CE, BC, AC.

Zadanie5. Niech By,By,...,By beda takimi k-elementaymi podzbiorami
zbioru {1,2,...,n}, ze |BiNB;j| < 1 dla wszystkichi # j. Dowiest,

nfn-1
°= [e 1]
(|X| oznaczdiczbe elemenbw zbioruX.)
Rozwazanie
Niech By, (m=1,2,...,n) bedzierodzina tych podzbiobw spdrod B;,
ktore zawieraja m.  J&sli Bj,Bj € Bm, to zbiory Bi\{m} i B;\{m} sa
rozfaczne kazdy z nich zawieradoktadniek—1 elemenbw, z ktorychzaden
nie jestrowny m. Zatem
n—1
Bl < | ——
[B| < [k—l] ’

gdzie|Bm| jestliczba podzbiobw B; nalezacych dorodziry Bp.
Z drugiejstrory

n
S |Bn =kb,
m=1

gdyz kazdy z b podzbioobw Bj (j=1,2,...,b) zawiera doktadniek ele-
menbw. Stad

n—1
kb = Z |Bm| < n- [k 1]

53



czyli ostatecznie
h< [MN71
— |k |k=1]]

Zadanie6. Wyznaczy najmniejsa wartcst wyrazenia |12¢ —5"|, gdziek, nsa
liczbamicatkowitymi dodatnimi.

Rozwazanie

Dla k=n=1 wartdc&¢ wyrazenia dango w zadaniu wynosi 7.
Wykazemy zedlazadrychk, n nie osiagaonomniejszejwvartosci. Ponievaz
liczba |12¢— 5"| nie dzieli sie przez2, 3 ani 5, wiec mozemywykluczyt na
tej podstavie liczby 0, 2, 3, 4, 5, 6 jako mozliwe jej wartdsci.

Pozostajavykaza, ze 12— 5" £ +1.

Moznatego dowiest dwoma sposobami:rozwazajac resztyz dzielenia
przez11lub przez13.

Sposbl:

Przydzieleniuprzezl1liczbal2X dajeresze 1, natomiasticzba5" jedra
zreszts, 3,4, 9, 1.

Sposbll:

Przy dzieleniuprzezi3 liczba 12X dajeresze 1 lub 12, natomiasticzba
5" jedmazreszts, 12, 8, 1.
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MeczeMatematyczne

Zadaniel. Znalezt wszystkietakie funkcje ciagte f:R — R, ze dla dowolnych
liczb rzeczywistychk, y zachodzrownast

(FOFY)* = f(x=y) F(x+y) .
Rozwazanie

Dla x=y=0 otrzymujemy f4(0) = f2(0), skad mamy f(0)=0 lub
f(0)=+1.

Dla x=y dostajemyf#(x) = f(0) f(2x), cow przypadkuf (0) =0 daje
f=0.

Wystarczywiec zajat sie przypadkiem,gdy f(0) =1 (bowiem jezeli
f(0)=—1, to funkcja —f takze spetniadanerbwnaniefunkcyjne). Po-
niewaz f4(x)= f(2x), wiec gdyby dla pewvnego x byto f(x) =0, to mie-
libysmy f () = 0 dla wszystkichn naturalrych, co stoi w sprzecznéci z
ciagtcscia funkcji f orazwarunkiemf(0) =1. Zatemfunkcja f przyjmuje
tylko wartdscidodatnie tatwo spravdzic, zefunkcjag okreSlonawzorem

g(x) = f(X) 2
(f(1)*
spetniadanerbwnaniefunkcyjne oraz,zeg(0) =g(1) = 1.

Podstaviajacx = n, y= 1 otrzymujemyg?(n) = g(n— 1)g(n+1). Zatem
g(n) = 1 dlan naturalrych. Z kolei podstavieniex= 0 dajeg?(y) =
=g(-y)g(y), skad otrzymujemy parzyst& funkcji g, a wiec rownacst
g(n) = 1 dlan catkowitych. Rowndst g(x) = g*(%) dajeg(x) = 1 dlaliczb x
dwojkowo wymierrnych (zoh zad. 11z zavodow indywidualrych), skad na
mocy ciagtoscifunkciji g dostajemyg(x) = 1 dlawszystkichx rzeczywistych.

Ostatecznielanerownaniefunkcyjne spetniafunkcjazerova orazfunk-
cje postaci

f(x)=+a”
gdziea jestliczbarzeczywisa dodatna.
Zadanie2. Dowiest, ze dla dowolnejliczby naturalnejn iloczyn wszystkichta-
kich liczb pierwszychp, ktore spetniag nierdbwnast n< p < 2n, jest
mniejszyod 4".
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Rozwazanie
Zadanienie zostatorozwiazaneprzezuczestnilow i zostatopowntorzone
nazavodachindywidualrychjako zadaniel®6.

Zadanie3. Zzbior {1,2,3,...,65} podzielonona 4 roztacznezbiory. Dowiest,
ze znajda sie takie liczby a, b, ¢ (niekoniecznier6zne)nalezacedo
jednayo zbioru,zea+b=c.

Rozwazanie

Zadanienie zostatorozwiazaneprzezuczestnilow i zostalopowtorzone
nazawodachindywidualrnychjako zadani€l4.

Zadanie4. Rozwezamy wszystkie trojkaty rownoramienneo wierzchotkach
bedagych wierzchotkamidango n-kata foremngo. Dla jakich n
doktadniepotova tych trojkatow to trojkaty ostrolatne?

Rozwazanie

Liczymy, ile jest trojkatow robwnoramiengch wpisarych w dary n-
kat foremry. Kazdy wierzchotekn-katajest wierzchotkiemprzy rownych

ramionachw [”%1} takich trojkatach. tacznie doliczymy sie wiec n-

[”;21} trojkatbw rownoramiengich, przy czymtrojkaty rownobocznéktore

wystepup tylko przy 3|ni jestich 3) saliczonepotrojnie. Zatemszukana

liczbatrojkatbw rownoramiengich wynosi

n- [n%l] , gdy 3/n

n—-1| 2n
n- [T} — 3 gdy 3|n.

Kazdy wierzchotekn-kata jest wierzchotkiemprzy rownych ramionachw
[2] trojkatachrownoramiengch nieostrolatrych. Stadtacznaliczbatakich
trojkatow wynosi
n-[3] -
4
Mamy wyznaczy takien, ze
n

2n-L—J:n- {n%l], gdy 3/n

oraz
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oraz

4 2 3’
Dzielac powyzszerbwndasci stronamiprzezn otrzymujemy

-] o i

n n-1| 2
23] = [T] —3 9y 3in.
Druga z robwndasci nie moze zachodzt, gdyz jej prawa stronanie jest
catkowita. Natomiastpierwszarobwnaost jest spetnionadla liczb n dajagych
z dzieleniaprzez4 resze 1 lub 2.

Ostatecznieszukarymi liczbami sa liczby dajace z dzieleniaprzez 12
reszel,2,5Ilub 10.

2n- [E] =n- [n;l} _an gdy 3|n.

oraz

Zadanieb. Wsrbd n > 2 odb niekibre sie ze soka koleguja. Zaktadamyze jesli
osobaA uwaza B zaswojego kolege, to B takze uwaza A zaswojego
kolege. Jestod tego wszakze jedenwyjatek. Fredekuwazawszyst-
kich za swoich kolegbw niezalenie od tego, czy oni uwazaja go za
swojego kolege, czytez nie. Dla jakichn mozesie zdarzy, zekazda
osobawierdzi,ze mainna liczbe kolegobw?

Rozwazanie

Tak moze sie zdarzt dla dowolnego n. Wskazemy uktad kolezehstwa,
przy ktorym kazdaosobamainnaliczbe kolegbw. Ponumerujemy—1 osb
(Fredkanie numerujemy)liczbami od 0 do n—2. Przyjmiemy ze dwie
osobykoleguja sie, jeSli sumaprzypisalych im numebw jest wiekszaod
n—2. Zatozymy ponadtozeosobyo numeractwiekszychod [”%2] uwazaja
Fredkaza swojego kolege. Z zalazeh zadaniawynika, ze Fredekman—1
kolegbw. Wykazemy ze osobao numerzek madoktadniek kolegow.

Dla k< ["52] tymi kolegamisa osobyo numerachod n—1—k do n—2.
Zauwezamyprzy tym, zek < n—1—k. Liczbakolegbw osobyo numerzek
wynosiwieck.

Dlak > [5] kolegamisaosobyo numeractod n—1—k don—2 bezk oraz
Fredek. Zauwazamy ze k> n—1—k. Takzei w tym przypadkuosobao
numerzek mak kolegow.

57



Zadanie6. Dtugasci przekatrnych trapezusa rowne 13 oraz 15, z& jego wy-
sokost jestrownab. Wyznaczyg poletego trapezu.

Rozwazanie
Whbrew pozoromistnieja dwa mozliwe rozwiazania: 25v/2+ 30 oraz

252 —30.

Zadanie7. Ktoraliczbajestwieksza:
SiP17° +sif67° +2sin17sin67’sine®  czy  sinf84° ?
Rozwazanie

Wykazemy ze obieliczby sarowne.

Spo$bl: Rozpatrzmytrojkat o katachl7°?, 67°, 96° lezacych odpawied-
nio naprzeciwlk bokdw diugacscia, b, c. Namogy twierdzeniacosinug&w
(1) ¢? = a’+ b? — 2abcos96° = a° + b2 + 2absin6" .

Natomiastz twierdzeniasinu®w mamy a=2Rsinl7°, b= 2Rsin67°, c=
2Rsin84°, gdzie R jest promieniem okregu opisango na rozwazarym
trojkacie.Powvyzszerowndasciorazrownast (1) dajateze.

Spo®b II: Mamy nasepupcerownasci:

sir?(a +B) = (sinaco3 + sinBcosn )% =

= sinfacoS B+ sin’Bcoga + 2sina cosBsinBcos =
= sirfa(1—sir?B) +sirfB(1—sirfa) +
+2sinasinfcosacos3 =
= sirfa + sir? B+ 2sina sinpcosu cosB — 2sinfasin’p =
= sirfa + sir?B+ 2sina sinB(cosa co — sinasinB) =
= sirfa +sir? B+ 2sinasinBcoga + B).
Podstaviajaca = 17°, 3 = 67° dostajemyteze.

Zadanie8. Dary jestczworokat wypukly ABCD nie bedacy trapezem.Punkty
K, L, M, N leza odpaviednio na bokachAB, BC, CD, DA. Od-
cinki KM i NL przecinag sie w punkcieS. ProsteAB, CD orazNL
przecinag sie w jedrym punkcie.Réwniez prosteAD, BC orazKM
przecina@ sie w jedrym punkcie. Udowodnic, ze jezeli w kazdy
z czworokatbw KBLS NSMID moznawpiséat okrag,to w czworokat
ABCD moznarbwniez wpisa okrag.
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Rozwazanie

Mozliwe sa dwa przypadki.

W pierwszym przypadku (rys. 15) z mozliwosci wpisania okregbw
w czworokaty KBLSi NSMID wynika, ze BQ+BP=SQ+ SP oraz SQ+
SP=DQ+DP, astad,zeBQ+BP=DQ+DP.

W drugimnatomiasprzypadkurys. 16) z tych samychzatazeh wynika,
zeBP+QS=BQ+PSi QD+ PS=PD+QS astad, ze
BP+QD=BQ+PD.

Zadanie9. Znalezt najwieksa liczbe naturalm k, przezktora podzielnajest
kazdaz liczb n'®—n*, gdzien=2,3,4,5,... .
Rozwazanie

Poniavaz k| 216 — 2% = 65520, wiecmusiby¢ k < 65520. Wykazemy ze
65520 n*®—n* dlakazdegon.

Zauwazmy, ze 65520= 2*.32.5.7.13. Podzieln&t liczby n'®—n? przez
65520wynika z jej podzielnéciprzezliczby 16,9,5, 71 13.

Podzieln&t przez16 jest oczywistadla n parzystych. Natomiastdla n
nieparzystychwynika onaz tego, ze czwartapotegaliczby nieparzysteflaje
z dzieleniaprzezl16zresze 1.

Podzieln&t przez9 wynika z twierdzeniaEulera(zoh dodatekB).

Podzieln&ciprzez5, 7 i 13wynikajaz matego twierdzeniaFermata.
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ZadanielO. Dary jesttrojkat ABC. NiechABX orazACY beda takimi trojkatami
zbudowvarymi nazewnatrztrojkataABC, ze

IXBA+JYCA=180C oraz IXAB=<JYAC=15.
Udowodnic, ze wszystkie proste XY, odpaviadapce réznym
potozeniompunkbw X i Y, maja punktwspolny.
Rozwazanie
ProsteXB i YC przecinag sie w punkcieP nalezacym do okregu o, opi-
sango natrbjkacie ABC. NiechpunktyK i L beda odpaviednio punktami
przececiaokreguo z prostymiAX i AY. Wowczasnamogy twierdzeniaPas-
calazastoswaneyodo,,sz&ciokata” KCPBLA prostaxXY przechodzprzez
punktprzececiaprostychCK i BL, ktory nie zalezy od wyborupunkiow X i
Y.

Zadaniell. Czyszecianmoznapodzielt narozneszeciary w liczbie wiekszej
niz jedensze&cian?
Uwaga: Sformutavanie zadanigjest zainspirevane przezprzepisy
wroctavskiego MPK, zgodniez ktorymi dozwolonyjest przen6z
psow w liczbie nie wiekszepiz jedenpies.

Rozwazanie

Zauwezmy, ze przy podzialekwadratuna rozne kwadraty najmniejszy
kwadratpodziatunie moze znajdavac sie aniw rogu, ani przy bokuduzego
kwadratu.

Zalbzmy, ze sze&scianS podzielononaskohczora (i wieksa od 1) liczbe
roznych szeciarow. Wyroznijmy kierunek pionowy tak, aby o kazdej
Scianiesze&scianumoznabyto powiedziet, czy jestgorna,dolna,czy boczna.
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Niech S bedzienajmniejszymspasrod tych sze&sciarow podziatu, ktorych
dolnaScianalezy na dolnej Scianiesze&cianuS. Ponievaz szeciary po-
dziatluwyznaczag nadolnejscianieszécianuS podziatkwadratunarozne
kwadraty szeéscianS; nie moze dotykat boczrych ScianszecianuS. Zatem
S jestotoczoly sze&scianamiwiekszymiod niego (widok z gory).

GornascianaszeécianuS, lezy wiec ponizej gornych scianszeciarow
sasiednich. Jesli wiec dolnacianajakiegokolwiek sze&scianupodziatuma
punkty wspdlne z gorna Sciara sze&scianuSy, to jestw niej catkowicie za-
warta.Wsrodtakichszeciarow znajdziesie najmniejszyszescianS,. Dolna
ScianaS; nie dotykabokow gornejSciary sze&cianuS;, zatemS, jest oto-
czory sze&cianamiod niego wiekszymi.

PodobnieznajdujemySs jako najmniejszyszescian ktorego dolnasciana
lezy na gornej Scianie sz&scianu . W ten spo®b wskazujemynie-
skonczory ciag sze&ciarow. Zatempodziatszecianuna skonhczora liczbe
roznych szesciarow nie jestmozliwy.
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Zadaniel2. Znale pierwsa cyfre po przecinkui ostatna przedprzecinkiemw
rozwinieciudziesetrym liczby

(\/§_+_ \/§)2000 .

Rozwazanie
Zauwazmy, zeliczba

(\/§+\/§)2000+ (\/é_\/é)ZOOO

jestcatkowita.
Ponadto

(vV2—+/3)2090, (1,8-1,4)2°0<0,43<0,1.

Zatempierwszacyfra po przecinkuw rozwinieciuliczby (v/2+1/3)29%jest
rowna9.

Zauwezmy, ze liczba (v/2++/3)? =54 24/6 jest pierwiastkiemwielo-
mianux? — 10x+ 1. Zatemciag

e = (V2 V3P + (V2- V)
spetniarekurencg liniowa
Cn+2=10Ch+1—Cn,
skadcp 2 = —Cy(mod10) orazcy4 = cy(mMod10). W szczegblnosci
C1000= Cp = 2(mMo0d10) ,

skadwynika, zeostatnacyfraprzedprzecinkiemw rozwinieciuliczby danej
w zadaniyest1l.

Uwaga: Liczba(v/2 —+/3)?%%jestbardzomatai dlatego danaw zadaniu
liczba ma znaczniewiecej niz jedra dziewiatke po przecinku. Doktadne
obliczeniapokazug, ze dziewiatekjest995.

Zadaniel3. Liczba bip nazwiemykazda liczbe postaci(zn”), gdzien> 1. Liczba

bip-bip nazwiemykazda liczbe bip lub sume co najmniej dwoch
réznych liczb bip.
Na nieslonhczonejszachanicy wprovadzonauktadwspbtrzedrych,
ktorego punkty kratove pokrywaja sie ze srodkamip6l danejsza-
chownicy. Nasepnie usuneto z szachanicy wszystkiete pola,
ktorych srodki maja wspbtrzednebedagymi liczbami bip-bip. Czy
tak powstah figure moznapokryt kostkamidomina?
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Rozwazanie

Pomalujmynaczarnopolao parzystesumiewspotrzedrnych,apozostate
polanabiato.

Rozwazmy kwadratztozory z p6l o obu wspbtrzedrych bedagych licz-
bamiod 2 do 98. Poniavaz wsrod tych liczb jest15 liczb bip-bip, awszyst-
kie liczby bip-bip sa parzystewiec z tego kwadratuusunito 225 pol czar
nych. Zalozmy, ze danaw zadaniufigura zostatapokrytakostkamidomina.
Woéwczasmamytakze pokryciewybrangjo kwadratuz usunietymi polami,
przy czym niektore kostki bioraceudziatw tym pokryciumoga mie€ jedno
pole pozakwadratem(rysunekponizej przedstavia sytuacg dla kwadratu
ztozoneyo z pol o wspdtrzedrychod 2 do 8).

Dotaczmywiecdo kwadratute pola,ktbresa pokryteprzezkostkipokry-
wajacejednopole wewnatrz kwadratu. Tak powstatafigura sktadasie z co

najmniej@ =4704p0l biatychi co najwyzej

&2*1—2254—192:4672 pol czarrych, nie moze wiec byc pokryta
doktadniekostkamidomina,gdyz kazdakostkapokrywa jednopole czarne
i jednobiate.
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Zadaniel4d. Niech
= ([vl) o

Dowiest, zew ciagua, = K(10080) wystepujel00kolejnychliczb
catkowitych.
Uwaga: [x] oznaczanajmniejsaliczbe catkowita nie mniejsa od x.
Rozwazanie
Niechn=2520+k, gdzieO < k< 101.Wobéwczas

2
an = \/( [\/504642-5040%) — 5040 —2-504k .
Ponievaz
(5040+k —1)? = 504F + 2- 504k — 10080+ (k— 1) <
< 504F 42504k < 504F + 2- 504k + k? = (5040+k)? ,

wiecmamy

[\/504042- 5o40<1 =5040+k,

skad

an = 1/ (5040+ K)2— 5042 — 2. 504k = Vi@ = k.

Uwaga: Bezpdaredniewyliczenie pokazujepenna ciekava wiasnat
ciagu(an), amianawicie, zean € Z dlal < n< 57,aleasg ¢ Z. Jednaknic z
tej observacji dlatezyzadanianie wynika.

Zadaniel5. Punkt! jest srodkiemokregu wpisango w trojkat ABC. Pewien
okrag o srodkul jest styczry do trzech okregbw dopisagch do
trojkataABC. Czy stadwynika, zetrojkat ABC jestrownoboczg?

Rozwazanie

Nie. Warunkizadanisspetniatrojkat o bokachdtugosci 2, 9, 9.

Zadaniel6. Wyznaczy wszystkieliczby naturalnek, dla ktorych istnieje nie-
skohczeniewiele takichparliczb naturaliych (a,b), ze

a|b“+1 oraz b|a+1.
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Rozwazanie

Dlak=1otrzymujemya|b+1 orazb|a+1, astad

a<b+1l<a+2.

Wobectego jedynymi parami(a,b) takimi, ze a|b+1 oraz bja+1 sa
(1,1), (1,2), (2,1), (2,3), (3,2). Jestwiecich skohczeniewiele.

Zalozmy z kolei, zek > 2. Definiujemyciag () rekurengjnie
XK+ 1
Xn-1
Wowczasciag (xn) jest rosragy orazliczby Xo, X1, X2, X3 sa catkowite.
Wykazemyindukgyjnie, zedla kazdego n, liczbax, jestcatkowita.

Istotnie, z zatazenia, ze liczby X,—2, Xn—1, Xn, Xn+1 S& catkowite, otrzy-
mujemy

Xo=X1=1, Xn+1 =

X2 =X 1+1  oraz  XpriXn—1=xK+1.
Podnosacdrugierownaniedo k-tej potegi, a nasepniewyznaczagc xﬁfl z
pierwszgo rownaniai podstaviajacwynik do drugiego zwiazkudostajemy
rownaost postaci

XK, 1 + 1= x-(liczbacatkowita),
co dowodzi, ze X2 jestliczba catkowita.
Pozostajeauwazyt, zekazdapara(a,b) postaci(Xy,Xk+1),
gdziek=0,1,2,..., spetniawarunki
albk+1 oraz b|a‘+1.
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Zadaniel7. Rozstrzygat, czy istniep takie piecioelementwe podzbiory
A1,A2,As,...,Assa zbioru{1,2,3,... 17}, ze |A ﬂAjl < 3dlawszyst-
kichi # j. (|X| oznaczdiczbe elemenbw zbioruX.)

Rozwazanie

Takie podzbioryistnieja.
Rodzire X wszystkichpiecioelementaych podzbiobw daneo zbioru

{1,2,...,17} rozbijamynal7 podrodzinXs, X, ..., X17:

Xk={{a1,a2,83,a4,85} : ay+ar+az+ayt+as=k (modl7)}.

17
W jednejz tych podrodzinsa co najmniej@ = 364 podzbiory
Podzbioryte spetniag warunkizadania.

Zadaniel8. Okragwpisary w trojkat ABC jest styczry do bokow BC, CA, AB
odpaviedniow punktachK, L, M. Dowiest, ze Srodkiokregbw wpi-
sarych w trojkaty AML, BKM, CLK leza na okregu wpisarym w
trojkat ABC.

Rozwazanie

Niechl bedziesrodkiemokreguwpisangow trojkatABC. Ponadtaiech

odcinekAl przecinaokragwpisary w trojkat ABC w punkcieJ. Poniavaz

prostaAM jeststycznado okregu wpisango w trojkat ABC, wiec SAMI =

JJLM. Ponadt@ewzgledunasymetre otrzymujemy<JLM = <JML. Za-

temMJ jestdwusieczia kataAML. To oznaczazeJ jestSrodkiemokregu

wpisango w trojkat AML. Analogiczniedowodzimy, ze Srodki okregow

wpisarychw tréjkaty BKM, CLK leza naokregu wpisarym w trojkat ABC.

Zadaniel9. Niechh,, hy, he beda wysokoSciami,zas r promieniemokregu wpi-
sangow trojkat ABC. Czy z wlasndci
ha+hp+he=9r
wynika, zetrojkat ABC jestrownoboczg?
Rozwazanie
Tak. Z rowndsci (a+ b+ c)r = ahy = bhy, = che, otrzymujemy
1

c)r
1,1 1
ha hb hc o r )
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Zatem

3 _3r_ha+hb+hc
1 + 1 n 1 = 3 )
ha hb hc

Na mogy nierdwndsci pomiedzysredna arytmetyczma i harmonicz@a musi
by€ hy=hp=h¢, skada=b=c.

Zadanie20. Na szachwnicy ustavionych jest 8 pionkow biatychi 8 czarrych,
jak narysunku.

O[0|I0|0|0I0|I0|O

Jederz graczygrapionkamibiatymi, drugi czarrymi. Graczewy-
konuf ruchy naprzemianpoczyna@c od graczagrajaceyo biatymi.
Dozwolorny ruch polega na przesurgciu wkasngo pionkaw pionie
nawolne pole tak, aby nie przeskakivac pionkaprzeciwnika. Wy-
grywa ten, kto uniemaliwi przeciwnilowi wykonanieruchu. Roz-
strzygrat, czy jedenz graczymastratgie wygrywaja@. J&li tak, to
ktory?
Rozwazanie
Graczgrajacy czarrymi pionkamimoze zapevnic sobiezwyciestwo. W
tym celumusikopiowac ruchyprzeciwnikagdytenprzesuvabiate piony ku
dotowi, aniwelowat je, gdy graczbiaty wykonujeruchdo gory. Kopiowanie
ruchubiatycho k pol w dot w n-tej kolumniepoleganaprzesungciuw gore
0 k pol czarngo pionaw (9—n)-tej kolumnie. Niwelowanieruchubiatych
w gore poleganaprzesungciuczarngo pionao tyle samopol w gorei w tej
samejkolumnie. Mowiac doktadniej,graczczarry powinien kierowa€ sie
przy wyborzeruchudwiemazasadami:
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1. Wykonywac ruchy tylko ku gorze (to zapevnia zakohczeniegry po
skonczeniewielu posungciach.

2. Podavat przeciwnilowi pozycje,w ktoérych liczby pol pomiedzy
pionkamiw poszczgoblnych kolumnachszachavnicy tworza 4 pary liczb
rownych (to zapevnia utrzymaniesie napozycji wygrywajacej).

Uwaga: Pozycjapocatkowa gry opisanaw zadaniupozwala uniknat
konieczn&cianalizavaniaogdlnej strategii w grze.

Ogoblna stratgia jest dalece mniej oczywista. Aby ja zgrabnie
sformutovat musimynajpierwzdefiniovat dodavaniedwojkowe. Mowiac
najbardziejobrazavo, dodavanie dwobjkowe polega na zapisaniuliczb
w uktadzie dwojkowym, a nasepnie pisemrym dodaniuich "bez przeno-
szenia”.

Bardziejscisle,dlaco,cy,...,Ck,do, d1, ...,dk € {0,1} definiujemy

iiq 2+, é)di 2= ig(q +20)2,

gdzie0+20=1+,1=00razl+,0=0+,1=1.

W praktyce przy dodavaniu dwojkowym rozkladamy kazdy ze
skfadnikow na sume rbéznych poteg dwojki, a nasepnie dodajemy
pametapc, ze rozne potegi dwojki dodajesie w zwykly spob, a rowne
potegi dwojki przy dodavaniudaja0, naprzyktad

13+274212=(8+4+1)+2(4+2+1)+2(8+4) =
=8+4+24+214+244224+21+28+24=8+284+24+244+24+22+21+21=
—41,2=4+2=6.

Stratgyia w opisanejw zadaniugrze jest nasepupca: nalezy podavat
przeciwnilowi pozycg, w ktorej sumadwojkowa liczb pbl pomiedzypion-
kamiw poszczgoblnych kolumnachjestrowna0. Nalezy przy tym zblizet
siedo pionkaprzeciwnikaanie od niego oddal&, aletenwarunekmatylko
zapeavnic skohczon@&E gry i nie pozbavia nasszansywygranej,jesli przez
jakis czaszechcemygre niepotrzebnigrzedhzac.

W pozycji przedstavionej na rysunku,graczmajacy wykonat ruch wi-
dzi, zew poszczgoblnych kolumnachliczby p6l miedzypionkamiwynosza
kolejno6,1,4,2,3,5,2,0.
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O

Dwojkowa sumatych liczb wynosi5. Graczcieszysie, zejestonarozna
od0i probujetak dopaswat ruch,abypoda przeciwnilowi pozycgz suma
0.

Ruchy wygrywajacew tej pozycji to zmniejszenidiczby pbl miedzy
pionkami:

e W pierwszejkolumniez 6 do 3,

e W trzeciejkolumniez 4 do 1,

e W sZstejkolumniez 5do0.

Jesli przy ruchujestgraczgrajacy biatymi pionkami,to maon rowniez
mozliwost przesungciapionkaw kolumniedrugiejo 3 polado gory. Za-
chowuje mu to szansewygranej,jednakbez potrzebyopbdznia zakohczenie
ary.

Zadanie2l. Paseno szerokscid nazwiemyobszarzavarty miedzydwiemapro-
stymirownolegtymi odlegtymi o d, wraz z tymi prostymi.Czy kwa-
drat o boku 1 moznapokry€ skohczora liczba pa$w o sumiesze-
rokosci mniejszejod 1?

Rozwazanie

Nie mozna. Gdyby mozna byto pokryc kwadratpasamio sumie sze-
rokoscimniejszejod 1, tym bardziejmielibysSmymaozliwost pokryciakotao

Srednigy 1. To z kolei davatoby mozliwoSC pokrycia sfery pasamiprze-

strzeniymi prostopadtymido ptaszczyzg kwadratu. Jednakpas prze-

strzeniy o grubdsci d wycina ze sfery o Sredniy 1 pole nie wiekszeniz
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d-4m Pasyprzestrzenn® sumiegrubdci mniejszejod 1 nie moga wiec
pokryc catejpowierzchnisfery,

Zadanie22. 3asiedmiomag()rami,zasiedmiomarzekami,
W Il WielokatnejWypukiej mieszka
DocentKarol Juzekz dwunastomd&olesiami.

ﬁa'zdy koles mazagroe w ksztalciekota
| kazdy chcebyt wojewoda
W wojewbdztwieze swoja zagrod.

ﬁonstytucjalll WielokatnejWypukiej przeviduje wszalke,
Ze wojewbdztwa musa byt WielokatneWypuktetakze.
A mabyc ich dwandcie.

?znykaza':, zeDocentKarol Juzek(tak mu doporndz Boze)
Reforme administragjna lll WielokatnejWypuktej
Przepravadzt moze.

Rozwazanie

Qniadzaka'zdego kolesia

Tak dalelo siega,

Gdziemniejszaniz wzgledemzagiod
Innych kolesibw potega.

3 uz wiedza o tymi marszatek wice
| DocentKarol Juzekrazemz kolesiami,
Zew Il WielokatnejWypuktejwojewobdztwgranice

Sa terazpotegowymi osiami.
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Dodatek A Rozwiazywanierekurencji liniowych

Rozwazamyciagi spetniagcerbwnanierekurengje
(1) Cn=at-1+bc2 .
Chcielibysmyumiet wypisat wzbr ogolny nac, znapccy i ¢;. Zastawmy
sie najpierw czy takie rownaniemoze byc spetnioneprzez ciag geome-
tryczry. Jesli tak, to oznaczagcprzezx iloraz ciagugeometryczngo otrzy-
mujemycy = coX" i rownanierekurengjne (1) przyjmujepost&
n n—2

cox" = acox™ L + beox"? |

co na ogot (tzn. dla co# 0+ x) sprovadzasie do rownaniax? = ax+b.
Rownanie to nazywamy rownaniem charakterystycam rekurencji (1).
Jezelixq i xo sapierwiastkamiego rownania,to ciagigeometryczne ilora-
zachxy i xp spetniagrownanie(1). Nie jestistotne,czyx; i X2 sarzeczywiste
czy zespolonezatazymy jednak,ze sa onerozne.

Zauwazmy tez, ze ciag bedacy summ (wyraz po wyrazie) ciagow
spetniagg/ch rownanie(1) tez spetniato rownanie. Danerbwnaniereku-
reng/jne jestwiecspetniongprzezwszystkieciagi postaci

2) Cn = 0X] + X5 .
Poniavaz wszystkiewyrazy ciagurekurengjnego sa wyznaczoneprzezcy
i c1, staramysie dopaswat a i (3 tak, aby rownanie(2) byto spetnionedla
n=0i n= 1. Otrzymujemyuktadréwnan
a+pB=co
axi+Pxe=c1 ’
ktdry mazavszerozwiazanie

C1— X
o— 1 — X2Co

X1 —X2
B_M%—Q

X1 —X2

Podobnieposepujemyw przypadkurownah rekurengjnych wyzszeo
rzeduz pierwiastkamjednokrotrymi rownaniacharakterystyczrgo.

Pierwiastkiwielokrotnetraktujemynasepugco. Jezeli x; jestk-krotnym
pierwiastkienrdwnaniacharakterystyczrgo, to bazavym ciagiemrekuren-
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cyjnym odpaviadapgym mu jest nie tylko (x), ale takze ciagi (nix") dla
i=12,... k1.

Dodatek B

Male twierdzenie Fermatai twierdzenie Eulera

Mate twierdzenie Fermata (wersjal): Dla dowolnejliczby pierwszejp

I liczby catkowitej a
plaP-a.

Mate twierdzenie Fermata (wersja2): Dla dowolnejliczby pierwszejp

i liczby catkowitej a wzgledniepierwszejz p
plaP-1-1.

Ideadowodu.

Poniavaz dlal1<i < p—1liczba (P) dzieli sie przezp, wiecdladowol-
nych liczb catkowitych b, c mamy

p-1 o
(b4-c)P=bP4cP+ Zx (?) b'cP™' =bP+cP (modp) .
=

Przezindukcije otrzymujemy
aP=(14+1+1+..+1+1)P=1P+ 1P+ 1P+ .+ 1P+ 1P =a (modp)
\ ~ , ~
dlaa dodatnichoraz

(—a)P=—aP=—a (modp)
dlaaujemrych.

Uwaga: Nie kazdaliczba spetniaacateze matego twierdzeniaFermata
jest pierwsza. Liczby ztozone spetniapce mate twierdzenieFermatasa
zwane liczbami Carmichaela(czyt. karmajkla)i jest ich nieskohczenie
wiele. Najmniejsajest561=3-11-17.
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Twierdzenie Eulera (wersja powszechnieuzywana): Dla dowolnej
liczby naturalnen i liczby catkowitej a wzgledniepierwszejz n

nlab™_1,
gdzie
(P =(p—1)p*
dlaliczby pierwszejp oraz
o(st) =d(9)0(t)
dlaliczb wzgledniepierwszychsi t.

TwierdzenieEulera (wersjawzmocniona)Dla dowolnejliczby natural-
nejni liczby catkowitej a wzgledniepierwszejz n

nja%™ —1,
gdzie
WP =(p—1p?
dlaliczby pierwszejnieparzystep,
Y2)=1, YAH=y@E)=2 Y29=2? dak>4
oraz
W(st) = NWW(U(s),w(t))

dlaliczb wzgledniepierwszychsi t.

TwierdzenieEuleradla poteg liczb pierwszychdowodzimyindukgyjnie.
Krok indukgyjny przebigganasepupco.J&li liczbaa jestwzgledniepierw-
Szaz p oraz

aP VP =1 (modpY)

to aP~DP* jestpostacicp®+ 1, skad
a(P P = (cp*+1)P =1+ cpk (D +c2p2k<g> +

+ innewyrazy podzielneprzezp** = 1 (modp**?) .
Whiosek: Dlan> 3i awzgledniepierwszgozn
a®W"? = +1 (modn) .
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Jesli n jestpotegaliczby pierwszejieparzystejub podwojona potegaliczby
pierwszejnieparzystejto

ab 1= (a"’(”)""2 —|—1) (a“’(”)""2 - 1) =0 (modn),

skad wynika, ze jedenz czynnikow iloczynu (a"’(”)""2 —l—l) (a¢(”)""2 — 1)
dzieli sie przezn.

Dla n=4 tezawnioskujestoczywista.

Gdy n jestpotega dwojki wieksa od 4, to

a¥(W — a®(W"2 = 1 (modn) .

Gdy n nie jest potega liczby pierwszej, ani podwojona potega liczby
pierwszej,teze wniosku otrzymujemyz podzieln&ci y(n) | @; wowczas
a®(M"2 =1 (modn).

Uwaga: 74 =1 (mod15), aleto nie znaczyze 7° = +1 (mod15).

Dodatek C

TwierdzenieRamsey’a

Zastardwmy sie, przy jakim Ry potrafimyrozwiaz& nasepupcezadanie:

Krawedzie grafu petnego (kazdy wierzchotekpotaczoty z kazdym in-
nym) o R¢ wierzchotkachpomalavanok kolorami. DowieSt, ze znajch sie
3 wierzchotkipofaczonetym samymkolorem (tzn. znajdziemyjednololo-
rowy trojkat).

Krok indukgyjny dajesie przepravadzic przy zatazeniu

Re=Kk(R¢ 1—1)+2
W nasepupcgy spob:

Zalbzmy, zetwierdzenigestpravdziwedlak — 1 i niechdary bedziegraf
petry o Ry wierzchotkachpokolorowary k kolorami. Rozwazmy dowolny
wierzchotektego grafu. Poniavaz z kazdym z pozostatychk(R 1 —1)+1
wierzcholldw jest on potaczory jedrnym z k kolorow, z pevnymi Ry_1
wierzchotkamijest on potaczory tym samymkolorem (powiedzmy kolo-
rem paprociavym). Jezeli ktérekolwiek dwa z tych R¢_1 wierzchotllow sa
potaczonekrawedza paprociava, to mamytrojkatw kolorzepaprociavym.
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Jesli natomiasta onetaczonetylko k— 1 koloraminiepaprociavymi, znaj-
dziemywsrod nich jednololorowy trojkat namocy zatazeniaindukcyjnego.
Pozostajetylko zauwezyt, ze indukcja startujew oczywisty spo$b od
Ry =3.
Dalszewartasci Rg podajeponizszatabela

R«
6

17

66

327

1958
13701
109602
986411
10 9864102
11 108505113
12 1302061346
13 16926797487
14 236975164806
15 3554627472077
16| 56874039553218
17| 966858672404691
18| 17403456103284422
19| 330665665962404001
20]6613313319248080002

Pavyzszezadanigestszczgolnym przypadkientwierdzeniaRamsg’a,
ktore dotyczytakze sytuacji,gdy wybieramyjednololorowy podgrafpetry
o wiecejniz 3 wierzchotkach Metody dowvodu sa analogicznealo zaprezen-

towarnych powyze,j.

O 0O ~NO Ul WNX
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Dodatek D

RownaniePella

Dla dowolnej liczby naturalnej D nie bedacej kwadratem liczby
catkowitej, rownanie

(1) DX®+1=y?,

zwane rownaniemPella, ma nieslohczeniewiele rozwiazah w liczbach
catkowitych dodatnichx, y. Jéli (x,y) jest najmniejszymrozwiazaniem,
to wszystkierozwiazania(xn,yn) znajdujemykorzystagczewzoru

Yn+XnVD = (y+xvD)".

Najmniejszerozwiazanie(x,y) mozemy czasemznale&t przez obliczanie
wartcsciwyrazeniaDx? + 1 dlax=1,2,3,4,..., az trafimy nakwadratliczby

naturalnej.Dla wielu wartcsci D ta metodaw praktycezavodzi, gdyz naj-

mniejszetakie x jest zbyt duze (np. dla D=9999991w najmniejszym
rozwiazaniux ma 4149 cyfr). RozwiazanierobwnaniaPella znajdujemy
wowczasprzy wykorzystaniuwtamkow tancuchavych.

Rownanie
DX?-1=Y?,

jesli ma chocia jedno rozwiazanie (X,Y), to ma nieslohczenie wiele
rozwiaza (Xn,Yn) otrzymywarych zewzoru

Yo+ XnvD = (Y +XvD)? 1,
podczagydy wzor
Yn+X VD= (Y +XvD)*
dajerozwiazania(X,,yn) rownania(1).

Najmniejszerozwiazaniaopisanepowyzej znajdup sie w nasepugcej
tabeli.
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Ho~NoowNo

11
12
13
14
15
17

| =X

H

18| —

19
20
21
22
23
24
26
27
28
29
30
31
32
33
34
35

[EEY
o

N = e w
Lmol—‘mNNN@-bOOHbCDNOOOI—‘OOI\)LHI\)X

1820

273

o h~wW

D| X X
371 1 12
38| — 6
39| — 4
40| — 3
41| 5 320
42| — 2
43| — 531
44| — 30
45| — 24
46| — 3588
47| — 7
48| — 1
50| 1 14
51 7
52| - 90
53| 25 9100
54| — 66
55| — 12
56| — 2
57| — 20
58| 13 2574
59| — 69
60| — 4
61|3805| 226153980
62| — 8
63| — 1
65| 1 16
66 8
67| — 5967
68| — 4
69| — 936
70| — 30
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D | X X
71| — 413
72 | — 2
73 |125| 267000
74| 5 430
75 | — 3
76 | — 6630
77 | — 40
78 | — 6
79 | — 9
80| — 1
82| 1 18
83 9
84 | — 6
85| 41| 30996
86 | — 1122
87 | — 3
88 | — 21
89 | 53 | 53000
90 | — 2
91 | — 165
92 | — 120
93 | — 1260
94 | — | 221064
95 | — 4
96 | — 5
97 |569| 6377352
98 | — 10
99 | — 1
101] 1 20
102 10
103| — | 22419
104| — 5
105| — 4




D X X
106| 389 3115890
107| - 93
108 - 130
109| 851525/ 15140424455100
110 - 2
111 - 28
112| - 12
113 73 113296
114 - 96
115 - 105
116| - 910
117 - 60
118 - 28254
119| - 11
120 - 1
122 1 22
123| - 11
124| - 414960
125 61 83204
126| - 40
127 - 419775
128 - 51
129| - 1484
130 5 570
131 - 927
132 - 2
133 - 224460
134| - 12606
135 - 21
136 - 3
137| 149 519712
138 - 4
139 - 6578829
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D X X
140, - 6

141 - 8

142 - 12
143 - 1

145 1 24
146 -— 12

147, - 8

148 - 6

149| 9305 | 2113761020
150, - 4

151 - 140634693
152 - 3

153 - 176
154 - 1716
155 - 20

156 - 2

157| 385645 3726964292220
158 - 616
159 - 105
160 -— 57

161 -— 928
162 -— 1540
163 -— 5019135
164 - 160
165 -— 84
166 - 132015642
167 - 13

168 -— 1

170 1 26



D X X

171 — 13

172 — 1848942
173 85 190060
174 — 110

175 — 153

176 — 15

177 - 4692
178 - 120

179 - 313191
180 — 12

181| 82596761 183567298683461940
182 — 2

183 — 36

184 — 1794
185 5 680

186 — 550

187 — 123

188 — 336

189 — 4

190 — 3774
191 — 650783
192 — 7

193| 126985 448036604040
194 — 14

195 — 1

197 1 28

198 — 14

199 — 1153080099
200 — 7
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