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Zestawienie ocen z zawodéw indywidualnych !

numer | liczba ocen | liczba ocen | liczba ocen | liczba pus-
zadania 7-10 pt. 5-6 pt. 0-4 pt. tych prac
1. 15 — 4 1
2. 11 4 3 2
3. 18 — — 2
4. 15 1 3 1
5. 1 — ) 14
6. 1 — — 19
7. 12 — 6 2
8. 7 — — 13
9. 7 — ) 8
10. 9 1 ) )
11. 19 — — 1
12. 16 — 2 2
13. 13 — 3 4
14. 14 — — 6
15. 3 — 7 10
16. 13 1 ) 1
17. 7 1 4 8
18. 6 — 2 12
19. 4 2 7 7
20. 14 1 3 2
21. 2 — 1 17
22. 11 — 4 )
23. 8 2 2 8
24. — — — 20
25. 6 — 11 3
26. 4 — 1 15
27. 18 — — 2

'Kazda praca byta oceniana w skali 0-10 pt.




Tresci zadan z zawodéw indywidualnych

1. Na kazdym polu nieskonczonej szachownicy napisano liczbe cal-
kowita, przy czym kazda napisana liczba wystepuje na tej szachownicy
tylko raz. Dowies¢, ze dla dowolnej liczby rzeczywistej a istnieja takie
dwa sasiednie pola szachownicy, ze réznica liczb napisanych na tych
polach jest wieksza niz a.

2. Niech t,, bedzie najwiekszg liczbg catkowita taka, ze n! dzieli
sie przez 3'" oraz niech ¢, bedzie najwicksza liczbg calkowity taka, ze
n! dzieli sie przez 4. Dowiesé, ze dla nieskonczenie wielu n zachodzi

nieréwnos¢ t,, > ¢, oraz dla nieskonczenie wielu n zachodzi nieréwnosé
t, <cp.

3. W czworokacie wypuktym ABC' D wpisanym w okrag zachodza na-
stepujace réwnosci katow: YACB =29CAD oraz SACD =24BAC.
Dowies¢, ze CB+CD =CA.

4. Wszystkie liczby ze zbioru {1,2,3,...,2000} potaczono w pary

(Gl,bl), ((12,52), ceey (G10007b1000)

w taki sposob, ze kazda z liczb |a; —b;| jest rowna 1 lub 6. Wyznaczy¢
wszystkie mozliwe reszty z dzielenia przez 10 liczby

|ay —by|+|ag — ba| + ...+ |@1000 — b10oo] -
5. Dane sg liczby dodatnie ay,as,...,a, o sumie réwnej 1. Dowies¢, ze

[10+) = HG=)

k=1 Ak po1 M —ag

6. Okrag o $rodku O i promieniu R jest opisany na tréjkacie ABC.
Punkt I jest srodkiem okregu wpisanego w ten trojkat, punkt D jest
rzutem prostokatnym punktu A na prosta BC. Okrag styczny do boku
BC oraz do przedtuzen pozostatych bokéw tego tréjkata ma promien R.
Dowies¢, ze punkty O, I, D sa wspotliniowe.

7. Rozstrzygnaé, czy dowolng liczbe mozna podnie$é do potegi 216—1
wykonujac:
(a) mniej niz 100 mnozen;
(b) mniej niz 30 mnozen;
(¢) mniej niz 20 mnozen;
(d) mniej niz 10 mnozen.



8. Okrag o jest styczny do prostych AB i AC' odpowiednio w punk-
tach B i C'. Punkt P lezy na okregu o oraz na zewnatrz tréjkata ABC.
Punkt M jest érodkiem odcinka BC. Dowies¢, ze <BPA=<MPC.

9. Dana jest liczba rzeczywista dodatnia a. Ciag (x,) jest zdefinio-
wany nastepujaco:

ro=0, x1=1, Tpil =QTp —Tp_1 dla n=1,2,3,... .
Wyznaczyé¢ wszystkie wartosci a, dla ktorych ciag (z,,) jest okresowy.

10. Niech S={1,2,3,...,2000}. Wyznaczy¢ najwieksza liczbe natu-
ralng k, dla ktérej prawdziwe jest nastepujace zdanie:
Dla dowolnej funkeji f:S — S takiej, ze f(x)#x dla z €S, istnieje taki
k-elementowy zbiér AC S, ze f(x) ¢ A dla x € A.

11. W czworokacie ABC'D wpisanym w okrag zachodzi: AD < BC
oraz C'D < AB. Punkty K i L leza odpowiednio na bokach AB i BC,
przy czym BK =CD oraz BL=AD. Odcinki KL i BD przecinaja si¢
w punkcie M. Dowies¢, ze KM = M L.

12. Wyznaczy¢ wszystkie takie liczby pierwsze p, dla ktérych liczba

10P
A= M

jest podzielna przez 10.

13. Danych jest 2n réznych liczb rzeczywistych aq,...,a,, by,...,b,
oraz szachownica n x n. W pole lezace w i-tym wierszu i j-tej kolumnie
wpisujemy liczb¢ a; +b;. Niech ¢; bedzie iloczynem liczb stojacych w i-
tym wierszu, za$ d; iloczynem liczb stojacych w j-tej kolumnie. Dowies¢,
zejezelicy=co=...=c,, tody=dy=... =d,.

14. Dowies¢, ze dla dowolnych liczb rzeczywistych x i y prawdziwa
jest nieréwnosé

d+yt+ (P D)+ > P (+y) +y (1 +a) + a4y,

15. Okregi 01 i 05 przecinajg sie w punktach A i B. Punkt P lezy na
okregu o1, na zewnatrz okregu o,. Proste PA i PB przecinajg po raz
drugi okrag o, odpowiednio w punktach K i L. Wyznaczy¢ zbiér srod-
kéw okregéw opisanych na trojkatach PK L, przy ustalonych okregach
01 1 09 oraz zmieniajacym potozenie punkcie P.



16. Fredek gra w samotnika. Plansza do gry ma ksztatt n-kata fo-
remnego. Na kazdym wierzchotku tego n-kata stoi kieliszek, niektore kie-
liszki sg napetnione. Jedno posunigcie polega na tym, ze Fredek wypija
zawartos¢ dowolnie wybranego kieliszka oraz zawartos¢ tych sasiednich
kieliszkéw, ktére bylty napetnione i jednoczesnie napetnia te sasiednie
kieliszki, ktére byty puste. Jedli po pewnym posunieciu wszystkie kie-
liszki sg puste, to Fredek idzie sie napi¢. Dla jakich n, startujac od
jednego napetnionego kieliszka, Fredek ma szanse na to, ze pdjdzie sie
napic¢?

17. Dana jest liczba dodatnia c¢. Wyznaczy¢ wszystkie funkcje ciagte
[:R — R speliajace tozsamosé¢ f(x) = f(z*+c).

18. Wyznaczy¢ wszystkie liczby naturalne n oraz liczby rzeczywiste
x1,Ta,...,x, > —1, dla ktorych

n n n

3_ .
E x; =0 oraz E Ti=3.
i=1 i=1

19. Dla danej liczby « € (0,2) rozstrzygnaé, czy istnieje taka funkcja
ciagta f:[0,2] = R, ze f(z+1)> f(z) dla x €[0,1], lecz f(z+a) < f(x)
dla z €[0,2—a/.

20. Dla danej liczby naturalnej n > 3 rozstrzygnaé, czy istnieje ostro-
stup o podstawie bedacej n-katem wypuklym i wszystkich Scianach
bocznych bedacych trojkatami prostokatnymi.

21. Rozstrzygnaé, czy istnieje taka liczba rzeczywista o € (2,21), ze
dla kazdej liczby catkowitej dodatniej n liczba [a™]+n jest nieparzysta.

22. Dana jest liczba naturalna n > 2. Niech A bedzie zbiorem wszyst-
kich punktéw, ktérych obie wspotrzedne naleza do zbioru {1,2,3,...,n}.
Wybieramy losowo dwa rézne punkty ze zbioru A. Jakie jest prawdopo-
dobienstwo, ze sa one przeciwlegtymi wierzchotkami kwadratu o wszyst-
kich wierzchotkach w zbiorze A?

23. Na ptaszczyznie dane sa dwa zgodnie zorientowane kwadraty
A1 B1C1 Dy oraz Ay BoCoy Do, przy czym Ay # A, oraz C # Cy. Udowod-
ni¢, ze proste AjAs i C1Cy sa réwnoleglte wtedy i tylko wtedy, gdy
Bl B2 = D1D2.

24. Dane sa takie liczby catkowite dodatnie p, ki ¢, ze p>k oraz p
jest dzielnikiem pierwszym liczby ¢ + k. Dowieéé, ze istnieja takie liczby



catkowite dodatnie a, m i n, ze a < 2k oraz

pa=m?+kn?.

25. Na planszy n xn panuje epidemia. Na poczatku chorych jest
k pol — ognisk epidemii. Jezeli pole sasiaduje bokiem z co najmniej
dwoma polami chorymi, to zostaje zarazone. Znalez¢ najmniejsze k, dla
ktorego istnieje k ognisk epidemii powodujacych zarazenie catej planszy.

26. Udowodni¢, ze dla dowolnej liczby naturalnej n

0T)-5C)

27. Punkt P lezy we wnetrzu trojkata réwnobocznego ABC'. Punkty
D, E i F sa rzutami prostokatnymi punktu P odpowiednio na boki BC,
CA i AB. Udowodni¢, ze suma pdl tréjkatéw PAF, PBD i PCFE nie
zalezy od wyboru punktu P.

Tresci zadan z zawodéw druzynowych

1. Rozstrzygnac, czy uktad rownan

T1+To+ ... +Ts=Y1+Y2+...+Ys
pi+rit . tai=yi iyl
i+ tad=yi syl
el ah+ . +al =y tys 4.yl
ma co najmniej jedno rozwiazanie w réznych liczbach catkowitych
L1, X25--+5X8y Y1,Y25---,Y8-
2. Wyznaczy¢ wszystkie liczby rzeczywiste dodatnie € o nastepujacej
wlasnosci:
Istnieje nieskonczenie wiele trojek (a,b,c) liczb catkowitych dodatnich
spetiajacych nierownosci
(Ve—e)?<a<b<ec
oraz

[a,b,c] < cv/e.

Uwaga: Symbol [z,y,z] oznacza najmniejsza wspo6lna wielokrotnosé
liczb x, vy, 2



3. Rozstrzygnad, czy istnieja dwa wielomiany 6smego stopnia réznig-
ce sie o statg niezerowa, z ktérych kazdy ma osiem réznych pierwiastkow
catkowitych.

Wskazowka: Wykorzysta¢ tozsamoscé

(m—1)(x2—1)(303—1)(m5—1)(x7—1)(x8—1)(x11—1)(x13—1):
_ B0 49 48 4 46 4 41 039 030 | 07 |
B0 2 gt — 2?2 — x +1.

4. Dany jest trojkat ABC. Okrag o jest styczny do odcinkow AB
i AC odpowiednio w punktach D i E, réznych od B i C'. Ten sam okrag
przecina bok BC' w punktach K i L. Odcinki AL i DE przecinaja si¢
w punkcie P, przekatne czworokata BC'E D przecinaja si¢ w punkcie Q).
Dowies¢, ze punkty P, ), K sa wspotliniowe.

5. Na ptaszczyznie dane sg punkty Ay, As, ..., A1g001, z ktorych zad-
ne trzy nie sa wspotliniowe. Dowie$é, ze mozna wybra¢ z nich takie
punkty A, ,An,,--,Any,, gdzie 1<ny <ng <...<ng; <10001, ze katy
%AniAnjAnk sg rozwarte dla 1 <7< j <k <11.

6. Dany jest zbiér 2"-elementowy A (n > 2). Wyznaczy¢ najwieksza
liczbe naturalng k, dla ktorej istnieja takie 2" !-elementowe podzbiory
By,Bs,..., By, zbioru A, ze dla dowolnych liczb 1 <i < j <k zbiér B;N B;
ma dokladnie 2”72 elementow.

7. Niech A bedzie zbiorem tych liczb rzeczywistych z przedziatu (0,1),
ktérych zapis dziesietny nie zawiera po przecinku innych cyfr niz 1 lub
7. Niech B bedzie zbiorem tych liczb rzeczywistych, ktérych nie da sie
zapisa¢ w postaci skonczonej sumy liczb ze zbioru A. Znalezé sup B.

8. Czworokat wypuklty ABCD (AC # BD) jest wpisany w okrag
o srodku O. Niech E bedzie punktem przeciecia przekatnych AC'i BD.
Punkt P lezy wewnatrz czworokata ABC D, przy czym

SPAB+YPCB=<PBC+<PDC =90°.
Dowiesé, ze punkty O, P i E sg wspotliniowe.

9. Niech d(n) oznacza liczbe dodatnich dzielnikéw liczby natural-
nej n. Czy istnieje takie naturalne n > 1, dla ktérego rownanie

CLb — bna

spelia co najmniej d(n)+2000 par liczb naturalnych (a,b) 7

8



10. Udowodnié, ze dla kazdego x € (0,1) oraz dla dowolnych liczb
naturalnych m, n zachodzi nieré6wnos¢

1-(1-2)")"+(1-2a")">1

11. Niech A oznacza zbiér liczb postaci a+bv/2, gdzie a, b sa liczba-
mi wymiernymi. Rozstrzygnaé, czy jezeli funkcja f: Ax A— R spelnia
rOWnos¢é

fla+rb)+ f(a,b+71)= f(a,b)+ f(a+7r,b+7T) dla a,b,r € A,
to réwniez spetnia rownosé

fla+rb)+ f(a,b+s)= f(a,b)+ f(a+7r,b+s) dla a,b,r,s € A.

12. Prostokat ABC' D dzielimy na n—1 kolumn odcinkami réwnole-
gtymi do AB, gdzie n jest parzyste. Nastepnie pewne z otrzymanych
kolumn dzielimy na prostokaty odcinkami réwnoleglymi do BC, tak
by zadne dwa z tych odcinkéw nie lezaty na jednej prostej i tak, aby
prostokat ABC'D zostal podzielony na (";rl) — 1 prostokatow. W kazdy
prostokat pierwszej kolumny wpisujemy liczbe 1, a w kazdy prostokat
nastepnej kolumny wpisujemy sume liczb z sasiadujacych z nim prosto-
katéw z poprzedniej kolumny. Jaka jest najwieksza mozliwa suma liczb
w ostatniej kolumnie?

Tresci zadan z Meczu Matematycznego

1. Liczbe naturalna n nazwiemy marnotrawng, jezeli z kartki w krat-
ke o rozmiarach n x n nie da si¢ wycia¢ (tnac po kratkach) [n?/77] pro-
stokatéw o wymiarach 7 x 11. Rozstrzygnaé, czy liczb marnotrawnych
jest skonczenie wiele.

2. Niech A oznacza liczbe ciagéw liczb naturalnych (aq,as,...,a10)
spetiajacych rownanie

Rozstrzygnad, czy liczba A jest parzysta.

3. Dana jest szachownica n x n pomalowana w zwykty sposob. Jeden
ruch polega na zmianie kolorow wszystkich pél w wybranym wierszu lub
w wybranej kolumnie na przeciwne. Jaka najmniejsza niezerowa liczbe
pol biatych mozna otrzymaé¢ wykonujac powyzsze ruchy?



4. Niech f bedzie funkcja okreslona na zbiorze liczb catkowitych nie-

ujemnych zdefiniowang wzorami:
foy=1,  fm)=0'-1)(2°~1)---(2™—1) dla m>1.
Niech ponadto
f(n)

f(k)f(n—k)
Rozstrzygnaé, czy istnieja takie liczby naturalne 0 < k <1 <n, ze liczby
c(n,k) i c(n,l) sa wzglednie pierwsze.

c(n,k)= dla n>k>0.

Uwaga: Liczby c(n,k) pojawily sie w zadaniu 8. z zawoddéw stopnia
pierwszego LI Olimpiady Matematyczne;j.

5. Funkcja f:[0,1] = R jest ciagla na przedziale [0,1] oraz réznicz-
kowalna na przedziale (0,1). Ponadto dla dowolnych liczb z,y € (0,1)
zachodzi nier6wnosé z f'(y) +yf'(z) < 1. Dowies¢, ze f(1)— f(0) <7 /4.

6. Rozstrzygnaé, czy mozna wybra¢ 75 punktéow P, Ps,..., Py we-
wnatrz kota o promieniu 300 w taki sposéb, aby P P; > i+ j dla wszyst-
kich 1 <7<y <75.

7. W trojkacie ABC' zachodzi rownos¢ AB = AC. Punkt D jest $rod-
kiem boku BC', punkt F jest srodkiem odcinka AD. Punkt F jest rzutem
prostokatnym punktu D na prosta BE. Dowiesé, ze LAFC = 90°.

8. Wyznaczy¢ wszystkie wielomiany W (x,y) o wspdtezynnikach rze-
czywistych, ktore dla dowolnych x i y speliajg nieréwnosé

2
(W(x,y)) <yt oty +1- 3272,

9. Rozstrzygnaé, czy istnieje liczba naturalna n >1 o nastepujacej
wlasnosci:
Dowolna liczba n-cyfrowa zapisana trzy razy z rzedu tworzy liczbe

(3n)-cyfrowa podzielng przez n?.

10. W czworoscianie ABC'D wysokosci scian ABD, BC'D i CAD
opuszczone z wierzchotka D sg réwne i wynosza h. Ponadto BC =a,
CA=bi AB=c. Obliczy¢ objetosé¢ czworoscianu ABCD.

11. Czworokat ABCD jest wpisany w okrag. Wykazaé, ze srodki
okregbéw wpisanych w tréjkaty DAB, ABC, BC'D i CDA sg wierzchol-
kami prostokata.

10



Szkice rozwigzan zadan z zawodéw indywidualnych

1. Na kazdym polu nieskoriczonej szachownicy napisano liczbe catkowita, przy czym
kazda napisana liczba wystepuje na tej szachownicy tylko raz. Dowies¢, ze dla dowolnej licz-
by rzeczywistej a istnieja takie dwa sasiednie pola szachownicy, ze réznica liczb napisanych
na tych polach jest wieksza niz a.

Rozwigzanie:

Dla szachownicy n X n, réznica pomiedzy najwieksza a najmniejsza napisang, liczba jest
wieksza lub réwna n? — 1. Zatem liczby stojace na pewnych dwéch sasiednich polach réznig
si¢ 0 co najmniej (n?—1)/(2n—2)=(n+1)/2.

2. Niech t, bedzie najwigksza liczba calkowita taka, ze n! dzieli si¢ przez 3" oraz
niech ¢, bedzie najwigksza liczba catkowity taka, ze n! dzieli si¢ przez 4°». Dowiesé, ze dla
nieskonczenie wielu n zachodzi nieréwnosé ¢, > ¢, oraz dla nieskonczenie wielu n zachodzi
nieréwnosé t, < cp.

Rozwigzanie:

Czynnik 2 wchodzi do rozkladu na czynniki pierwsze liczby n! z wykladnikiem d,,
réwnym n—sz(n), gdzie sk(n) jest suma cyfr liczby n w ukladzie pozycyjnym przy pod-
stawie k. Wobec tego ¢, =[dn/2]. Czynnik 3 wchodzi do rozkladu na czynniki pierwsze
liczby n! z wyktadnikiem t, =n—s3(n)/2.

Niech n bedzie potega tréjki. Wtedy ss(n) =1 oraz s2(n) > 1, skad

. n—1_n-—s (n)
"2 2

Gdy n jest potega dwojki o nieparzystym wyktadniku, to s2(n) =1 oraz s3(n) >3 (cyfra

jednosci liczby n w ukladzie tréjkowym jest réwna 2), skad

> Cn.

n—ss(n) < n—3 _

tn = 3 S5 cn—1<cp.
3. W czworokacie wypuklym ABC D wpisanym w okrag zachodzg nastepujace réwnosci

katéw: SACB=29CAD oraz YACD =2J{BAC. Dowie$¢, 2e CB+CD=CA.
Rozwigzanie:
Niech P i @ beda odpowiednio punktami przeciecia dwusiecznych katéow BC'A i1 DC' A

z okregiem opisanym na czworokacie ABCD. Wéwczas tréjkat CPQ jest réwnoboczny,
skad AQ+ AP = AC, a wiec BC+CD = AC.

4. Wszystkie liczby ze zbioru {1,2,3,...,2000} potaczono w pary
(a1,b1), (az2,b2), ..., (a1000,b1000)
w taki sposéb, ze kazda z liczb |a; — b;| jest réwna 1 lub 6. Wyznaczyé wszystkie mozliwe
reszty z dzielenia przez 10 liczby
la1 —b1|+]az —b2|+...+|a1000 — b10oo] -

Rozwigzanie:

Niech k bedzie liczba ,jedynek” wsréd liczb |a; —b;|. Dana w tresci zadania suma
jest WiQC réwna k+ 6(1000 — k’) = 6000 —5k. Liczba a1 +b1+as+bz+...+a1000+b1ooo jest
parzysta, skad wynika, ze k jest liczba parzysta (liczby |a; — b;| oraz a; +b; daja taka sama
reszte z dzielenia przez 2). Zatem dana suma jest podzielna przez 10.

11



5. Dane sg liczby dodatnie a1,as,...,a, o sumie réwnej 1. Dowiesé, ze

[1(+ ) =T (=),

k=1 k=1
Rozwigzanie:
Dla dowolnych liczb dodatnich z1,x2,...,2, prawdziwa jest nieréwnosé
1 1 1 4 ¢
| (S TEPR R ETI P (P
(1) x1 T2 Ty T1+ T2+ ...+ Tp

Nier6wnos$é (1) dowodzimy przy pomocy nieréwnosci Jensena. Wynika ona réwniez z silniej-
szej nieréwnosci (14b1)(1+bz2)...(1+be) = (14 b1b2...b¢)*, ktéra otrzymuje sie poprzez
wymnozenie nawiaséw i wyKkorzystanie nieréwnoéci miedzy $rednimi arytmetyczng i geo-

metryczna:
¢
E biybiy...bi), > (k> (biba...be)*/".

1<i1 <. <ijp <L
Aby udowodnié¢ dana w tresci zadania nieréwnosé, stosujemy n razy nier6wnosé (1) dla
(n—1)-elementowych podzbioréw zbioru {ai,as,...,an}. Mnozac stronami n otrzymanych
nieréwnosci uzyskujemy teze.

6. Okrag o $rodku O i promieniu R jest opisany na tréjkacie ABC. Punkt I jest
grodkiem okregu wpisanego w ten tréjkat, punkt D jest rzutem prostokagtnym punktu A
na prosta BC. Okrag styczny do boku BC oraz do przedluzen pozostaltych bokéw tego
tréjkata ma promien R. Dowie$é, ze punkty O, I, D sa wspdiliniowe.

Rozwigzanie:

Niech E bedzie punktem przecigcia dwusiecznej kata przy wierzchotku A z okregiem
opisanym na tréjkacie ABC. Niech ponadto J=DONAE. Nalezy wykazaé, ze JE = BE.
Na mocy zalozenia
(1) AJ _AD _AD _AD _ 28 2ra(p—a) _btc—a

JE OEFE R Ta arg arq a
gdzie S i p oznaczaja odpowiednio pole i polowe obwodu tréjkata ABC, r, — promien
okregu dopisanego do boku BC'. Na mocy twierdzenia Ptolemeusza
(2) (AJ+JE)a=BE(b+c).
Z (1) i (2) wynika, ze JE = BE.

7. Rozstrzygnaé, czy dowolng liczbe mozna podniesé do potegi 2'5—1 wykonujac: (a)
mniej niz 100 mnozeri; (b) mniej niz 30 mnozen; (c) mniej niz 20 mnozen; (d) mniej niz
10 mnozen.

Rozwigzanie:

Wykonujac mniej niz 10 (czyli maksymalnie 9) mnozen mozna podnies$é liczbe do potegi
co najwyzej 512. OdpowiedZ na pytanie (d) jest wiec negatywna.

Przy pomocy n+1 mnozenn mozna podnie$é liczbe do potegi 2" +1, zatem do pod-
niesienia liczby do potegi 2'°—1=3-5-17-257 wystarczy 2+ 3-+5+9=19 mnozei, skad
pozytywna odpowiedZ na pytania (a), (b) i (c).

8. Okrag o jest styczny do prostych AB i AC odpowiednio w punktach B i C. Punkt
P lezy na okregu o oraz na zewnatrz trojkata ABC. Punkt M jest srodkiem odcinka BC.
Dowiesé, ze YBPA=<YMPC.
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Rozwigzanie:

Bez straty ogdlnosci mozna przyjaé, ze punkt M lezy wewnatrz tréjkata APC. Niech
punkt @ bedzie punktem przecigcia okregu opisanego na tréjkacie ABP z prosta AM.
Wowczas SBPC = <SAQP. Zatem <SBPA=<YBQA=JAQC =<MPC.

9. Dana jest liczba rzeczywista dodatnia a. Ciag (x,) jest zdefiniowany nastepujaco:

zo=0, x1=1, Tp4+1=0aTp —Tn—1 dla n=1,2,3,... .

Wyznaczyé¢ wszystkie wartosci a, dla ktérych ciag (x,) jest okresowy.

Rozwigzanie:
Dla a >2 ciag (x,) jest rosnacy. Dla a € (0,2) przyjmujemy a = 2cost. Wéwczas
innt
2n =2 fla n=0,1,2,...
sint

co mozna udowodnié¢ przez indukcje lub korzystajac z ogélnej metody rozwiazywania reku-
rencji liniowych.

Warunki zadania spelniaja wigc liczby a postaci 2cosam, gdzie « jest liczba wymierna
z przedziatu (0,3).

10. Niech §=1{1,2,3,...,2000}. Wyznaczy¢ najwigksza liczbe naturalng k, dla ktérej
prawdziwe jest nastepujace zdanie:
Dla dowolnej funkcji f:S — S takiej, ze f(z) #x dla x € S, istnieje taki k-elementowy zbiér
ACS, ze f(z) ¢ AdlazeA.

Rozwigzanie:

Odp.: k=667.

Dla danej funkcji f, niech A bedzie najwiekszym zbiorem o wlasnosci: AN f(A)=40.
Wéwezas zbior C = S\ (AU f(A)) ma réwniez wlasnosé C'N f(C) = 0. Stad uzyskujemy osza-
cowanie k >[2000/3]+1=667.

Aby wykazadé, ze k < 667, rozpatrujemy jako f permutacje zbioru S sktadajaca sie z 666
cykli 3-elementowych oraz jednego cyklu 2-elementowego. Wéwczas dla kazdego zbioru 668-
elementowego A zachodzi AN f(A) #0.

11. W czworokacie ABCD wpisanym w okrag zachodzi: AD < BC oraz CD < AB.
Punkty K i L leza odpowiednio na bokach AB i BC, przy czym BK =CD oraz BL=AD.
Odcinki KL i BD przecinaja si¢ w punkcie M. Dowies¢, ze KM = ML.

Rozwigzanie:
Trojkat ADC uzupeliamy do réwnolegtoboku ADC P. Wéweczas tréjkaty ADP i BLK
sg przystajace. Ponadto S DAC = < DBC oraz {PAC = <DBA. Stad wynika teza.

12. Wyznaczyé wszystkie takie liczby pierwsze p, dla ktérych liczba

P
A [
p
Rozwigzanie:

Na mocy malego twierdzenia Fermata istnieje takie a, ze 10°P~! =pa+1. Wtedy
A, = [ 10pat 104 6, 1100 g,
p p

dla p > 10. Ponadto A2 =50, A3 =333, A5 =20000 oraz A7 =1428571.
Warunki zadania spelniaja wszystkie liczby pierwsze oprécz 31 7.

jest podzielna przez 10.
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13. Danych jest 2n réznych liczb rzeczywistych ai1,as,...,an, b1,bs,...,b, oraz szachow-
nica n X n. W pole lezace w i-tym wierszu i j-tej kolumnie wpisujemy liczbe a; +b;. Niech ¢;
bedzie iloczynem liczb stojacych w i-tym wierszu, za$ d; iloczynem liczb stojacych w j-tej
kolumnie. Dowies$é, ze jezeli ci =co=...=cn, to di =d2=...=d5.

Rozwigzanie:
Rozpatrzmy wielomian

w(z)=(x—a1)(x—a2)...(x—an) — (x+b1)(x+b2)...(x+by).
Liczby w(a;) = —¢; sa réwne, co oznacza, ze w jest wielomianem stalym. Zatem wszystkie
liczby dj = (—1)"w(—b;) sa réwne.

14. Dowiesé, ze dla dowolnych liczb rzeczywistych z i y prawdziwa jest nieréwnosé
x4+y4+(12 —ﬁ—l)(y2 +1) >x3(1+y) +y3(1+x)+a:+y.

Rozwigzanie:

Dla dowolnych liczb rzeczywistych a, b zachodzi nieréwnosé a* 4 a?b? > 2a®b.

Napiszmy powyzsza nieréwnosé¢ dla par (a,b) réwnych (z,y), (y,z), (v,2), (z,y), (z,2),
(z,2) i dodajmy stronami otrzymanych sze$é nieréwnosci. Po podstawieniu z = 1, otrzyma-
my dana nieréwnosé.

15. Okregi 01 i 02 przecinajg sie w punktach A i B. Punkt P lezy na okregu o1,
na zewnatrz okregu oz. Proste PA i PB przecinajg po raz drugi okrag o2 odpowiednio
w punktach K i L. Wyznaczy¢ zbiér srodkéow okregdéw opisanych na trojkatach PK L, przy
ustalonych okregach o1 i 02 oraz zmieniajacym polozenie punkcie P.

Rozwigzante:

Niech v bedzie wektorem laczacym $rodki okregéw o1 i 02 (Srodek okregu o1 jest po-
czatkiem tego wektora). Oznaczmy przez C i @ odpowiednio obrazy punktéw B i P przy
translacji o wektor v. Wéwczas QL =CB =QP. Analogicznie: QK =QP. Zatem Q jest
srodkiem okregu opisanego na trdjkacie AK L. Szukanym zbiorem jest wigc obraz tuku
okregu 01 lezacego na zewnatrz okregu o2, w translacji o wektor v.

16. Fredek gra w samotnika. Plansza do gry ma ksztalt n-kata foremnego. Na kazdym
wierzchotku tego n-kata stoi kieliszek, niektére kieliszki sa napelnione. Jedno posuniecie
polega na tym, ze Fredek wypija zawarto$¢ dowolnie wybranego kieliszka oraz zawartosé
tych sasiednich kieliszkéw, ktore byty napelnione i jednoczeénie napelnia te sgsiednie kie-
liszki, ktére byty puste. Jesli po pewnym posunieciu wszystkie kieliszki sa puste, to Fredek
idzie sie napié. Dla jakich n, startujac od jednego napelnionego kieliszka, Fredek ma szanse
na to, ze pbjdzie sie napic?

Rozwigzanie:

Odp.: Dla n niepodzielnych przez 3.

Dla dowolnego n, Fredek jest w stanie doprowadzi¢ do sytuacji, w ktorej tylko jeden kie-
liszek jest pusty. Zatem dla liczb n niepodzielnych przez 3, Fredek moze oproznié¢ wszystkie
kieliszki.

Dla n podzielnych przez 3, Fredek zastonil co trzeci kieliszek przed swoja zona w taki
sposéb, ze nie zastonit jedynego kieliszka pelnego. Zatem po kazdym posunieciu Fredka,
jego zona widzi nieparzysta liczbe pelnych kieliszkéw.

17. Dana jest liczba dodatnia c. Wyznaczyé wszystkie funkcje ciagte f:R — R spelnia-
jace tozsamosé f(z) = f(z*+c).
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Rozwigzanie:
Dlac< %, réwnanie z2 4 ¢ — = 0 ma pierwiastki a i b, takie, ze 0 < a <b. Dla t € (a,00)
definiujemy rekurencyjnie ciag (zn) wzorem
xro=t, Tp+1=VTp —C.
Ciag ten jest zbiezny do b, co dowodzi, ze funkcja f jest stala na przedziale (a,00). Analo-
gicznie, dla t € [0,a] definiujac ciag
To =t, Tnp1 =7+,
ktéry jest zbiezny do a dowodzimy, ze funkcja f jest stala na przedziale [0,a]. Zatem dla
c< i jedynymi funkcjami spelniajacymi warunki zadania sa funkcje state (f jest funkcja
parzysta).
Niech ¢> %. Definiujemy ciag o =0, Tnt1 =22 +c, ktéry jest rosngcy i rozbiezny.
Definiujemy dowolnie funkcje ciagla f na przedziale [zo,z1] taka, ze f(zo)= f(z1). Dalej
rozszerzamy funkcje f na calg prostg korzystajac ze wzoru f(z) = f(2* +c).

18. Wyznaczyé wszystkie liczby naturalne n oraz liczby rzeczywiste z1,x2,...,2n > —1,

dla ktérych
3_ _n
Zl‘i =0 oraz sz =3
i=1 i=1

Rozwigzanie:

Niech f(z)=(z+1)(z—1)>. Wéwczas f(z1)+ f(z2)+...+ f(zn) =0, co oznacza, ze
x;i € {—17%}. Stad liczba n musi byé postaci 9k oraz k sposrédd liczb z1,x2,...,2, jest réw-
nych —1, a pozostate 8k liczb jest réwnych %

19. Dla danej liczby a € (0,2) rozstrzygnaé, czy istnieje taka funkcja ciagta f:[0,2] — R,
ze f(x+1)> f(z) dlaz €]0,1], lecz f(z+a) < f(z) dla z€[0,2—q].

Rozwigzanie:

Gdy a <1, taka funkcja f nie istnieje. Jako funkcja ciggla na przedziale domknigtym
osiagataby maksimum w pewnym punkcie xo, jednak wéwczas f(xo+1) > f(z0), gdy o <1
lub f(xzo—a)> f(zo), gdy o >1.

Gdy a=14+1/n, to dla z€[0,1—1/n] mamy f(z+1/n)< f(z+1+1/n) < f(z), skad
f(1) < f(0) wbrew zalozeniu, wiec i w tym przypadku zadana funkcja f nie istnieje.

Dla pozostalych o podamy konstrukcje funkcji f.

Niech f=a—1, k=[1/0], y=1—kpB. Zdefiniujmy f jako funkcje przedzialami liniows:

FGB)=-2i oraz f@B+~)=-2i+2k+1 dla i=0,1,2,...,k.
Niech ponadto f(z+1)= f(z)+1. Wowczas
FA+iB) =—2i+1=f((i—1)B+a) < f(i-1)B) =—2i+2 dla i=1.2,...k
oraz
FO+ i) = —2i+2k+2= F((i— 1)F+7+a) < F((i— 1)f+7) = —2i+2k+3
dlai=1,2,...,k. Stad f(z+a)=f(z)—1dlaz€[0,2—aq].
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20. Dla danej liczby naturalnej n > 3 rozstrzygnaé, czy istnieje ostrostup o podstawie
bedacej n-katem wypuklym i wszystkich Scianach bocznych bedacych tréjkatami prosto-
katnymi.

Rozwigzanie:

Taki ostrostup istnieje dla dowolnego n > 3.

Niech AA1As...A,_1 bedzie takim wielokgtem wypuklym, ze JAA;Aip1 =90° dla
1=1,2,...,n—2. Niech O bedzie takim punktem w przestrzeni, ze OA jest prostopadle
do plaszczyzny n-kata AA1As...A,_1. Wéwezas SOA;Aj41=90° dla i=1,2,...,n—2 oraz
JOAA; =0AA,_1=90°.

21. Rozstrzygnaé, czy istnieje taka liczba rzeczywista a € (2,23), ze dla kazdej liczby
catkowitej dodatniej n liczba [a"]+n jest nieparzysta.

Rozwigzanie:
Taka liczba istnieje: o =+v/241.

22. Dana jest liczba naturalna n >2. Niech A bedzie zbiorem wszystkich punktéw,
ktérych obie wspé6irzedne nalezg do zbioru {1,2,3,...,n}. Wybieramy losowo dwa rézne
punkty ze zbioru A. Jakie jest prawdopodobienistwo, ze sa one przeciwlegltymi wierzchotkami
kwadratu o wszystkich wierzchotkach w zbiorze A?

Rozwigzanie:

Policzmy kwadraty o wierzchotkach w zbiorze A. Sposréd kwadratow o bokach réwno-
legtych do osi uktadu wspétrzednych mamy n? kwadratéw o boku 1, (n—1)? kwadratéw
o boku 2, ..., 1 kwadrat o boku n. Kazdemu takiemu kwadratowi o boku k odpowiada k
kwadratéw wpisanych w niego (lacznie z nim samym). Zatem wszystkich kwadratéw jest

n* 1+(n—-12+n—-2)°34+...+1%n,
co, jak mozna wykaza¢ indukcyjnie, jest rowne
n*(n?—1)
12 '

Kazdemu kwadratowi odpowiadaja dwie pary wierzchotkéw przeciwlegtych, takich par
jest wigc n?(n? —1)/6. Wobec tego, ze liczba par punktéw ze zbioru A wynosi n?(n?—1)/2,
szukane prawdopodobienstwo wynosi 1/3.

23. Na plaszczyznie dane sg dwa zgodnie zorientowane kwadraty A;Bi1C1D; oraz
A3 B3C2 Do, przy czym Aj # As oraz Cq # Cs. Udowodnié, ze proste A1 Az i C1C2 sg réw-
nolegte wtedy i tylko wtedy, gdy B1B2 = D1D>.

Rozwigzanie:

Oznaczmy: S = A1C1NA2C>. Wowcezas C1C2 || A1 A2 wtedy i tylko wtedy, gdy tréjkaty
SD1B1 i SD2Ds sa podobne. To z kolei jest rownowazne stwierdzeniu, ze trojkaty SD; Ds
i SB1 B> s przystajace, co daje tez¢ zadania.

Przypadek, gdy A1C4 || A2C> nalezy rozpatrzyé osobno.
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24. Dane sg takie liczby catkowite dodatnie p, k i q, ze p >k oraz p jest dzielnikiem
pierwszym liczby ¢® + k. Dowiedé, ze istniejg takie liczby catkowite dodatnie a, m i n, ze
a < 2Vk oraz

pa=m’+kn®.

Rozwigzanie:

Niech b=[,/p/ \4/E] Wsréd b+1 liezb 0,q,2q,...,bq rozwazanych modulo p znajda sig
dwie rézniace si¢ (modulo p) o nie wiecej niz p/(b+1).

Rozwazajac ich réznice uzyskujemy takie liczby m i n, ze

1§n<b§£, ng=+m (modp), 1<m< <\f\f
Wtedy
m?+kn’= (nq)2 +kn*=0 (mod p) oraz m?+kn® <pVk+pVk=2pVk.

25. Na planszy n x n panuje epidemia. Na poczatku chorych jest k pél — ognisk epide-
mii. Jezeli pole sasiaduje bokiem z co najmniej dwoma polami chorymi, to zostaje zarazone.
Zmnalez¢ najmniejsze k, dla ktérego istnieje k ognisk epidemii powodujacych zarazenie calej
planszy.

Rozwigzanie:

Jezeli na kazdym polu przekatnej znajduje sie ognisko epidemii, to zostaje zarazona
cala plansza. Zatem k <n. Zliczamy obwdd zarazonego obszaru. Na poczatku wynosi on
nie wiecej niz 4k. Zarazenie pola nie zwicksza obwodu zarazonego obszaru. Aby nastgpito
zarazenie calej planszy, musi byé k> n.

26. Udowodnié, ze dla dowolnej liczby naturalnej n
- n—i—z
i=0

Rozwigzanie:

Dana jest grupa n kobiet i n mezczyzn. Na ile sposobdéw mozemy wybraé n oséb i
niektérym sposréd wybranych kobiet wreczyé kwiaty?

I metoda:

Ustalmy i€ {0,1,2,...,n}. Na (n" z) = (7;) sposobéw wybieramy n—1i kobiet, ktérym
wreczamy kwiaty, a z pozostalych n -+ oséb na ("“) sposobéw wybieramy i 0oséb. Sumujac
po i otrzymujemy lewg strong¢ nieréwnosci.

IT metoda:

Ustalamy 7 € {0,1,2,...,n}. Wybieramy ¢ kobiet oraz n—¢ mezczyzn na (?) (n’il) spo-
sobéw. Kwiaty mozna wreczyé i kobietom na 2 sposobéw, co razem daje prawa strone
nieréwnosci.

27. Punkt P lezy we wnetrzu tréjkata réwnobocznego ABC. Punkty D, E i F sa
rzutami prostokatnymi punktu P odpowiednio na boki BC, CA i AB. Udowodnié, ze suma
pol tréjkatow PAF, PBD i PCE nie zalezy od wyboru punktu P.

Rozwigzanie:

Przez punkt P prowadzimy proste rownoleglte do bokdéw tréjkata ABC. Dziela one
trojkat ABC na tréjkaty réwnoboczne i réwnolegloboki. ,,Potowy” owych tréjkatéw i row-
noleglobokéw daja w sumie tréjkaty PAF, PBD i PCE.
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Szkice rozwigzan zadan z zawodéw druzynowych

1. Rozstrzygnaé, czy uktad réwnan
1+t ...trs=y1+y2+...tys
x§+x§+...+x§ = yf+y§+..,+y§
4.+l =S+ oyl
ei+ai+. ai =y +yi+...+us
ma co najmniej jedno rozwiazanie w réznych liczbach catkowitych x1,x2,...,28, y1,y2,...,ys.
Rozwigzanie:
Niech W (z) bedzie wielomianem ze wskazéwki do zadania 3:

8 8
W(z)= Zzzl - Zmyl .
i=1 i=1

Niech D bedzie operatorem dziatajacym wedtug wzoru D(f(z)) =z f'(x). Po k-krotnym
zastosowaniu operatora D do wielomianu W otrzymamy

8 8
) W)= 3 ke =3 e
=1 i=1

Poniewaz liczba 1 jest oémiokrotnym pierwiastkiem wielomianu W, wiec jest tez ona
pierwiastkiem wielomianu Wy, dla k=1,2,...,7.

Wstawiajac £ =1 do wzoru (1) otrzymujemy uktad réwnosci dany w zadaniu.

2. Wyznaczyé wszystkie liczby rzeczywiste dodatnie € o nastepujacej wlasnosci:
Istnieje nieskoriczenie wiele trojek (a,b,c) liczb calkowitych dodatnich spelniajacych
nieréwnosci
(1) (Ve—e)?<a<b<c
oraz
(2) [a,b,c] <cve.
Uwaga: Symbol [z,y,z] oznacza najmniejsza wsp6lna wielokrotnosé liczb z, y, z.
Rozwigzanie:
Niech £ =1. Wéwczas nieréwnosé (1) przyjmuje postaé
(Ve—1)’<a<b<e.

Zalézmy, ze liczby a, b, ¢ spelniaja podane warunki, przy czym c > 100. Wtedy

8lc
— < .
100\a<b<c

Niech d oznacza najwigkszy wspdlny dzielnik liczb a, b, c. Niech ponadto x = (b/d,c/d),
y=(a/d,c/d), z=(a/d,b/d), A=a/(yzd), B=0b/(zzd), C =c/(xyd). Wowczas
a=Ayzd, b= Bxzd, c=Curxyd.

Mamy wiec
(Cy—Bz)be  (Cy—Bz)bc

[b,c]  aby/A
_ A(Cy—Bz)bc - A(Cy—Bz)c®81/100

[a,b,c] ey

c—b=(Cy—Bz)zd=(Cy— Bz)(b,c) =

814/c
A(Cy— Bz) 1(;0[.
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Podobnie

b—a= (Bx—Ay)zd = (Bzx — Ay)(a,b) = (Bx—Ay)ab _ (Bz—Ay)ab =

[a,b] ~ labd/C

C(Bx—Ay)ab  C(Bx— Ay)c?6561,/10000 6561+/c

= —C(Bz—A .
[a,b,c]C - cy/e ( v) 10000
Zatem 8100A(Cy — Bz) +6561C(Bz — Ay) 91222
y—Bz)+ x— Ay
_ >

cma= 10000 Ve 15000 Ve > 2Ves

o ile obydwie liczby A(Cy— Bz) i C(Bz — Ay) nie sa jednoczesnie jedynkami. Jednak z za-
tozenia c—a < 2v/c—1 < 24/c, skad otrzymujemy kolejno
A=C=1, y=DBz+1, Br=y+1.
Tak wiec liczby Bz, y, Bx sg kolejnymi liczbami catkowitymi, co daje B <2.
Jezeli B=1, to
=yly—Dd, b=@u-D+1)d, c=yly+1)d,
jednak wéwczas
2Ve—12c—a=2yd=(2(y+1/2)—1)d=(2\/y(y+1)+1/4—1)d >

> (2V/y(y+1) - 1)d=2VevVd—d,
skad 2v/cvd—d < 2y/c—1. Zatem d > 1 oraz
2v/c(Vd—1)<d—1,
2ve<Vd+1<2Vd,
co nie jest mozliwe, bo d < c.
Jezeli B=2,tox=2+11iy=2z+1, skad
a=(2z41)zd, b=2(z+1)zd, c=(z4+1)(2z+1)d,
co daje [a,b,c] =2zc < cy/c, skad 2z <v/c i 42° <d(22°4+32+1), co przy d=1 daje z=1
oraz ¢=6. Wobec nieréwnosci ¢ > 100 mamy wigc d > 2. Stad
2/e—1>c—a=(2z+1)d=d(2z+3/2—1/2) =

=d(\/422+624+9/4—1/2) >d(\/2¢/d—1/2),

czyli v/ev2d—dj2<2/c—1. Zatem d > 1 oraz
V2Ve(Vd—V2) < d—

Vave< YAV g,

co nie jest mozliwe, bo d < c.
Nie istnieja wiec liczby a, b, ¢, € spelniajace warunki (1), (2) dla € <1 oraz ¢>100.
Pozostaje zauwazy¢, ze dla liczb a=(n—1)n, b=(n—1)(n+1), c=n(n+1) mamy
[a,b,c]=(n—1)n(n+1)=(n—1)c<cvec

oraz

2n
=c—+va=+/n(n+1)—+/n(n—1)= —1
e Vi(nt1) = /n(n—1) Y rE Py
przy n dazacym do oo.

Zatem warunek podany w zadaniu spelniaja wszystkie liczby € > 1.
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Uwaga
Dla e=1 istniejg trzy trojki liczb (a,b,c) spelniajacych podane nieréwnosci: (1,2,4),
(3,4,6), (5,6,10).

3. Rozstrzygnaé, czy istnieja dwa wielomiany ésmego stopnia rézniace si¢ o stala nie-
zerowa, z ktérych kazdy ma osiem réznych pierwiastkéw catkowitych.

Wskazowka: Wykorzystaé tozsamosé

(z—1)(z*=1)(@* - 1) (" -z - 1) (®-1) (=" - 1) (& -1) =
— B0 _ 49 _ A48 L 046 4 41 039 30 4 27 |
G2 20 gl 09 L2

Rozwigzanie:

Niech z1,z2,...,28, Y1,Y2,--.,Ys bedzie rozwigzaniem uktadu réwnan z zadania 1. Wow-
czas wielomiany

Px)=(x—z1)(x—22)...(x—xg) oraz Q(z)=(r—y1)(x—y2)...(x—ys)

réznia sie o stala, gdyz w sposéb analogiczny do dowodu zasadniczego twierdzenia o wie-
lomianach symetrycznych mozna wykazaé, ze

Ik(zl,zz,...,zn) :Wk (Pl(Zl,...,Zn),PQ(Zl,,..,Zn),...,Pk(Zl,...,Zn)) s

gdzie Iy (z1,22,...,2n) jest suma wszystkich iloczynéw k sposréd zmiennych z1,22,...,2n,
Pi(z1,22,-..,2n) =21+ 25+...+ 2, , a W}, jest pewnym wielomianem k zmiennych.

4. Dany jest trojkat ABC. Okrag o jest styczny do odcinkéw AB i AC odpowiednio w
punktach D i F, réznych od B i C. Ten sam okrag przecina bok BC w punktach K i L.
Odcinki AL i DE przecinaja si¢ w punkcie P, przekatne czworokata BC ED przecinaja sie
w punkcie Q). Dowiesé, ze punkty P, @), K sa wspoétliniowe.

Rozwigzanie:

T T

Oznaczmy X = DENBC. Niech (T,W;U,V)= W—ZIJJ : W—“//
(D,E;X,P)=(C,B;X,K). Prawdziwe sa nastepujace réwnosci: (D,E;X,P)=(B,C;X,L) =
1/(C,B;X,L)=(C,B;X,K). Ostatnia réwno$¢ wynika z zaleznosci

(CX)2 BL BK _ CX BD _
BX CL CK BX CE
To z kolei, na mocy twierdzenia Menelausa, jest prawda.

. Wystarczy udowodnié, ze

1, ktora jest rbwnowazna

5. Na plaszczyznie dane sy punkty Ai,As,...,A10001, z ktérych zadne trzy nie sa
wspoélliniowe. Dowiesé, ze mozna wybra¢ z nich takie punkty An,,An,,...,An;,, gdzie
1<n1 <n2<...<n11 <10001, ze katy %AniAnjAnk sa rozwarte dla 1 <i<j<k <11,

Rozwigzanie:

Wybierzmy uklad wspélrzednych tak, aby odciete danych punktéw byly rézne i aby
rzedne byly rézne.

Mozna wybraé (przy zachowaniu kolejnosci) 101 punktéw, ktérych rzedne tworza ciag
monotoniczny, a spoéréd nich 11 punktéw, ktérych odciete tworza ciag monotoniczny.

6. Dany jest zbiér 2"-elementowy A (n>2). Wyznaczyé najwieksza liczbe natural-
na k, dla ktoérej istniejg takie 2" !-elementowe podzbiory Bi,Ba,...,By zbioru A, ze dla
dowolnych liczb 1 <i < j <k zbiér B;NB; ma dokltadnie 2”2 elementéw.
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Rozwigzanie:

Odp.: k=2"—1.

Oznaczmy: A, ={1,2,3,...,2" }. Majac dane podzbiory By, Ba,...,Ban_1 zbioru A, zde-
finiujemy 2" —1 podzbioréw zbioru A,41. W tym celu przyjmijmy:

Cj :BjU(2n—|—B]'), D]:B]U((Qn—I—An)\(Qn—FBJ)), gdzie 2n—|—Bj:{2"+a:a€B]-}.
Woéwezas 2" —1 zbioréw: C1,Ca,...,Con_1, D1,Da,...,Dan_1, Ant1\ An sa podzbiorami
zbioru A, 41 spelniajacymi warunki zadania. Stad k> 2" — 1.

Przypusémy, ze istnieje 2" podzbioréw zbioru A, spelniajacych warunki zadania. Wpro-
wadZzmy nastepujace oznaczenie: v; = (£1,€5,...,65n) (1 =1,2,3,...,2"), gdzie
i 1 jesli je B,
1T =1 jedli j¢B;.
Woéwcezas dla i # j, v;-v; =0, gdzie o- 8 oznacza iloczyn skalarny wektoréw « i 5. Zatem
dowolny cigg 2"-elementowy & liczb rzeczywistych spelnia tozsamosé

E=z1v1 +T2v2 +23V3+ ...+ X2nVan,
gdzie z; = (£-v;)/2". W szczegdlnosci, przyjmujac € = (1,1,1,...,1) otrzymujemy z; = 0, skad
sprzecznosé.

7. Niech A bedzie zbiorem tych liczb rzeczywistych z przedziatu (0,1), ktérych zapis
dziesietny nie zawiera po przecinku innych cyfr niz 1 lub 7. Niech B bedzie zbiorem tych
liczb rzeczywistych, ktérych nie da sie zapisa¢ w postaci skoficzonej sumy liczb ze zbioru A.
Znalez¢ sup B.

Rozwigzanie:

Niech a € [1,7]. Liczbe (a—1)/6 przedstawiamy w postaci sumy dziewieciu liczb z prze-
dziatu [0,1], ktoérych zapis dziesietny zawiera po przecinku jedynie cyfry 0 lub 1. Wtedy
liczba a jest suma dziewieciu liczb ze zbioru A. Zatem supB < 1.

Wykazemy, ze supB =1. Niech liczba x € (%,1) bedzie suma k liczb ze zbioru A. Wow-
czas 2 < k<8. Wtedy liczba (z—k-(0,111...))/6 nie zawiera w zapisie dziesietnym cyfry
9. Oznaczmy przez By, zbior tych z € (5,1), dla ktérych liczba (z—k-(0,111...))/6 zawiera
po przecinku co najmniej jedna dziewiatke. Wéwczas B1 N B2N...N Bs C B. Ponadto zbio-
ry B1,Bs,...,Bs sa geste i otwarte w R, a wigc zbiér B1NB2N...NBg jest réwniez gesty
i otwarty w R. Zatem zbiér B jest gesty w przedziale (%,1), co konczy rozwigzanie zadania.

8. Czworokat wypukty ABCD (AC # BD) jest wpisany w okrag o érodku O. Niech
E bedzie punktem przecigcia przekatnych AC' i BD. Punkt P lezy wewnatrz czworokata
ABCD, przy czym

YPAB+YPCB=9YPBC+YPDC=90°.
Dowieséé, ze punkty O, P i E sg wspoétliniowe.

Rozwigzanie:

Przyjmijmy, ze punkt P lezy wewnatrz kata CED. Wéwczas SODA+SABD =90°.
Zatem < PDO =<4 PBD. Prosta OD jest wiec styczna do okregu o; opisanego na tréjkacie
BDP. Analogicznie, prosta OC' jest styczna do okregu o2 opisanego na tréjkacie APC
w punkcie C. Punkty P, O, E leza wiec na osi potegowej okregéow o1, 02.
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9. Niech d(n) oznacza liczbe dodatnich dzielnikéw liczby naturalnej n. Czy istnieje

takie naturalne n > 1, dla ktérego réwnanie
(lb _ bna

spelnia co najmniej d(n)+ 2000 par liczb naturalnych (a,b) ?

Rozwigzanie:

Rozwazamy przypadek gdy (a,b) jest rozwigzaniem réwnania i a,b>1. Istnieja takie
liczby catkowite dodatnie k, I, s, ze k i [ sa wazglednie pierwsze oraz a = s*, b=s' i zachodzi
réownosé

n _ %
= .
Oznaczmy r=1—k, przyjmijmy r > 0. Liczba | "(kIjT) jest naturalna. Kazda pare (k,r)

taka, ze k, r sa naturalne, wzglednie pierwsze oraz liczba 1/ @ jest naturalna nazwie-

my n-dobra. Istnieje wzajemnie jednoznaczna odpowiednio$¢ miedzy n-dobrymi parami
i rozwigzaniami (a,b) rozwazanego réwnania. Kazda para postaci (k,1) gdzie k - dodatni
dzielnik n jest n-dobra. Daje to d(n) rozwigzan. Ponadto jesli n=k(k+7)""'m", gdzie m
jest liczba naturalna, to para (k,r) jest n-dobra. Niech p1,...,p2000 beda réznymi liczbami
pierwszymi. Oznaczmy a; = (1+7)""". Jezeli istnieja takie naturalne m;, ze n = ajmgj, dla
j=1,...,2000 to wszystkie pary (1,p;) beda n-dobre. Taka liczb¢ n mozna znalezé korzy-
stajac z faktu, ze jesli p i ¢ sa wzglednie pierwsze, to dla dowolnych naturalnych a,b >0
istnieje rozwiazanie réwnania az? = by? w dodatnich liczbach naturalnych = iy .

10. Udowodnié, ze dla kazdego = € (0,1) oraz dla dowolnych liczb naturalnych m, n
zachodzi nieréwnosc
1-Q-2)™)"+(1-2")">1.

Rozwigzanie:

Rozwazmy tabele o m wierszach i n kolumnach. Kazde pole z prawdopodobienstwem «
kolorujemy na czarno, a z prawdopodobiefistwem 1—z na biato. (1—(1—2)™)" to praw-
dopodobienistwo tego, ze w kazdej kolumnie jest czarne pole, a (1—2")™ to prawdopodo-
bienstwo tego, ze w kazdym wierszu jest biate pole. Zawsze zachodzi jedno z tych zdarzen,
wiec suma ich prawdopodobienstw jest réwna co najmniej 1.

11. Niech A oznacza zbiér liczb postaci a+bv/'2, gdzie a, b sa liczbami wymiernymi.
Rozstrzygnaé, czy jezeli funkcja f: Ax A— R spelnia réwnosé
fla+rb)+ f(a,b+7)= f(a,b)+ fla+r,b+7) dla a,b,r € A,
to réwniez spelnia rownosé
fla+rb)+ f(a,b+s)= f(a,b)+ fla+7,b+s) dla a,b,r,s € A.

Rozwigzanie:
Przyktadem funkcji, dla ktorej zachodzi pierwsza réwnosé i nie zachodzi druga réwnosé
jest funkcja okreslona nastepujaco:

fla+bv2,c+dV2)=ad—be dla a,b,c,d wymiernych.

12. Prostokat ABCD dzielimy na n— 1 kolumn odcinkami réwnoleglymi do AB, gdzie
n jest parzyste. Nastepnie pewne z otrzymanych kolumn dzielimy na prostokaty odcinkami
rownolegltymi do BC, tak by zadne dwa z tych odcinkéw nie lezaly na jednej prostej i
tak, aby prostokat ABC' D zostal podzielony na (";1) — 1 prostokatéow. W kazdy prostokat
pierwszej kolumny wpisujemy liczbe 1, a w kazdy prostokat nastepnej kolumny wpisujemy
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sume liczb z sasiadujacych z nim prostokatéw z poprzedniej kolumny. Jaka jest najwieksza
mozliwa suma liczb w ostatniej kolumnie?

Rozwigzanie:

Zauwazmy, ze jezeli k-ta kolumna nie jest podzielona, to przesuniecie dowolnego odcinka
rozdzielajacego dwa prostokaty w kolumnie k£ — 2 na te sama wysokos¢ w kolumnie k£ — 1 nie
zmniejsza badanej sumy. Réwniez przesuniecie dowolnego odcinka z przedostatniej kolumny
do ostatniej nie zmniejsza badanej sumy. Wobec tego po przesunieciu wszystkich odcinkéw
z kolumny n—2 do n—1, nastepnie z kolumny n—4 do n—3 itd., parzyste kolumny nie
beda podzielone, a suma w ostatniej kolumnie nie zmniejszy sie. Jedli pozostate kolumny
beda podzielone na ai,...,a, /2 prostokatéw, to suma w ostatniej kolumnie bedzie réwna

a1+...-ap /2, co osiaga wartoé¢ maksymalna n™/?, gdyz a1 +...+a, 2 = (";rl) —1-232,

Szkice rozwigzan zadan z Meczu Matematycznego

1. Liczbe naturalng n nazwiemy marnotrawng, jezeli z kartki w kratke o rozmiarach
n xn nie da si¢ wyciaé¢ (tnac po kratkach) [n2/77} prostokatéw o wymiarach 7 x 11. Roz-
strzygnaé, czy liczb marnotrawnych jest skonczenie wiele.

Rozwigzanie:

Liczby postaci n="77k+49 sa marnotrawne. Numerujac kratki cyklicznie w wierszach
i kolumnach liczbami od 1 do 11 stwierdzamy, ze wycinajac z kartki paski 1x 11 musi-
my zostawi¢ co najmniej 25 pél. Tymczasem niemarnotrawne wyciecie prostokatéw 7 x 11
wymaga pozostawienia tylko 14 pdl.

2. Niech A oznacza liczbe ciagéw liczb naturalnych (a1,as,...,a10) spetniajacych réw-
nanie
1 1 1
—+—+...+—=1.
a1 a2 aio
Rozstrzygnadé, czy liczba A jest parzysta.

Rozwigzanie:

Rozwiazania (a1,a2,as,...,a10) oraz (az,a1,as,...,a10) taczymy w pary. Zatem bez stra-
ty ogblnosci mozemy zatozyé, ze a1 = az. Analogicznie as = a4, as =as, a7 =as, ag = aio.
Kontynuujac to rozumownie dochodzimy do réwnania (a1 —8)(ag —2) =16, ktére ma pieé
rozwigzan w liczbach naturalnych. Zatem A jest liczba nieparzysta.

3. Dana jest szachownica n x n pomalowana w zwykly sposéb. Jeden ruch polega na
zmianie kolorow wszystkich pél w wybranym wierszu lub w wybranej kolumnie na prze-
ciwne. Jaka najmniejsza niezerowa liczbe pél biatych mozna otrzymaé¢ wykonujac powyzsze
ruchy?

Rozwigzanie:

Odp.: n.

Wykonujac otrzymane w zadaniu ruchy tatwo otrzymaé dokltadnie n pdl biatych.

Przypusémy, ze udato nam si¢ otrzymaé n—1 pél biatych. Wtedy na szachownicy znaj-
dzie sie kwadrat 2 x 2 majacy doktadnie jedno pole biale. Otrzymalismy sprzecznosé, gdyz
po kazdym ruchu, w kazdym kwadracie 2 x 2 znajduje sie¢ parzysta liczba pdl biatych.
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4. Niech f bedzie funkcja okreslong na zbiorze liczb catkowitych nieujemnych zdefinio-

wana wzorami:
fO=1, fm)=2"'-1)@2*-1)--(2™—=1) dla m>1.
Niech ponadto £
n
c(n,k):m dla n>k>0.

Rozstrzygnaé, czy istnieja takie liczby naturalne 0 <k <l <n, ze liczby c(n,k) i ¢(n,l) sa
wzglednie pierwsze.

Uwaga: Liczby c(n,k) pojawily sie w zadaniu 8. z zawodéw stopnia pierwszego LI
Olimpiady Matematyczne;j.

Rozwigzanie:

Takie liczby k i [ nie istnieja.

Bez straty ogdlnodci przyjmijmy, ze k+1 <n. Wéwczas

c(n,k)e(n—k,l)=c(n,l)c(n—1,k).

Gdyby liczby c(n,k) i ¢(n,l) byly wzglednie pierwsze, liczba c(n,k) musiataby by¢ dzielni-
kiem liczby c(n—1,k). To jednak jest niemozliwe, gdyz c(n,k) > c(n—1,k).

5. Funkcja f:[0,1] — R jest ciagla na przedziale [0,1] oraz rézniczkowalna na przedziale
(0,1). Ponadto dla dowolnych liczb =,y € (0,1) zachodzi nieréwnosé¢ zf'(y)+yf (x)<1.
Dowiesé, ze f(1)— f(0) < /4.

Rozwigzanie:

Niech g(t) = f(sint) — f(cost) dla t € [0,7/2]. Wéwczas g'(t) < 1 dla dowolnego ¢ € (0,%).
Zatem dla pewnego £ € (0,7/2),

g(m/2) —g(0)
2f(1) - £(0)) = 472 ~90)

) =4'(§) < 1.

6. Rozstrzygnaé, czy mozna wybraé 75 punktéw Pi,Ps,...,Prs wewnatrz kota o pro-
mieniu 300 w taki sposéb, aby P;P; > ¢+ j dla wszystkich 1 <7< 75 <75.

Rozwigzanie:

Nie mozna. Niech K; bedzie kolem o srodku P; i promieniu i. Gdyby istnialy punkty
P1,Ps,...,Prs spelniajace warunki zadania, kota Ki,Ks,..., K75 bylyby roztaczne i zawarte
w kole o promieniu 375. To jednak jest niemozliwe, gdyz pole kota o promieniu 375 jest
mniejsze niz suma pol két Ki,Ka,...,Kr7s.

7. W tréjkacie ABC zachodzi réwnoéé AB = AC. Punkt D jest érodkiem boku BC,
punkt F jest $rodkiem odcinka AD. Punkt F' jest rzutem prostokatnym punktu D na prosta
BE. Dowieéé, ze SAFC =90°.

Rozwigzanie:

Tréjkat ADC uzupelniamy do prostokata ADCP. Wéwczas punkty B, E, P sa wspot-
linjowe. Zatem punkty D, C, P, A, F leza na jednym okregu. Stad teza.
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8. Wyznaczyé wszystkie wielomiany W (x,y) o wspétczynnikach rzeczywistych, ktére
dla dowolnych z i y spelniaja nieréwnosé

2
(W(:r,y)) <2yt +aty? 1327

Rozwigzante:

Wielomian zerowy spetnia dang nieréwnos$é na mocy nieréwnosci miedzy $rednig aryt-
metyczna i geometryczna.

Kazdy wielomian spelniajacy warunki zadania musi:

e mieé stopien co najwyzej 3,

e przy podstawieniu x =0 lub y =0 dawa¢ wielomian staly jednej zmiennej.

Zatem W (z,y) = a+bay+ ca’y +dry®. Poniewaz W (z,y) zeruje si¢ w punktach (1,1),
(1,-1), (-1,1) i (-1,-1), wieca=b=c=d=0.

9. Rozstrzygnaé, czy istnieje liczba naturalna n > 1 o nastepujacej wlasnoéci:
Dowolna liczba n-cyfrowa zapisana trzy razy z rzedu tworzy liczbe (3n)-cyfrowa po-
dzielng przez n?.

Rozwigzanie:

Taka liczba jest 37.

Wtasno$é podana w zadaniu wynika z podzielnosci 37> | 10" +10%" 4+ 1. Podzielnosé ta
wynika z podzielnosci 372|10'! — 1, ktéra uzyskujemy przez podniesienie 1000 = 27-37+ 1
do potegi 37.

10. W czworoécianie ABCD wysokoéci §cian ABD, BCD i C AD opuszczone z wierz-
chotka D sg réwne i wynosza h. Ponadto BC'=a, CA=b i AB=c. Obliczy¢ objetosé
czworoscianu ABCD.

Rozwigzanie:

Spodek wysokosci czworoscianu ABC D opuszczonej z wierzchotka D pokrywa sie ze
srodkiem okregu wpisanego w trojkat ABC' lub ze srodkiem jednego z okregéw dopisanych
do tréjkata ABC. Stad otrzymujemy cztery mozliwe wyniki:

%S\/hQ—T2, %S\/hQ—r?l, %S\/hQ—rg, %S\/hQ—rg,
gdzie S=/p(p—a)(p—b)(p—c), r=S/p, ra=5/(p—a), ,=S/(p—"b), re=5/(p—c).

11. Czworokat ABCD jest wpisany w okrag. Wykazaé, ze $rodki okregéw wpisanych
w tréojkaty DAB, ABC, BCD i CDA sa wierzchotkami prostokata.

Rozwigzanie:

Niech Ia, Ip, Ic beda odpowiednio srodkami okregéw wpisanych w tréjkaty DAB,
ABC, BCD. Proste DI4 i Clg przecinaja sie¢ w punkcie M bedacym srodkiem tuku AB
okregu opisanego na czworokacie ABC'D. Ponadto MA= MI4 = MIp= MB. Zatem punk-
ty A, Ia, B, Ip leza na wsp6lnym okregu. Podobnie, punkty B, I, C, Ic leza na jednym
okregu. Stad <IIAIBIC =360° — <lBIBIC — <IBIBIA = iBCIC -i-%:BAIA =90°.
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Regulamin Meczu Matematycznego

1. W Meczu biorg udzial dwie druzyny. Kazda z druzyn wybiera ze
swojego grona Kapitana.

2. W pierwszej fazie Meczu obie druzyny rozwiazuja 11 zadan do-
starczonych przez Jury i przygotowujg sie do zreferowania rozwigzan
przy tablicy.

3. Druga faza Meczu jest rozgrywka.

4. Ekipy na przemian wywolujg druzyne przeciwng do zreferowa-
nia rozwigzania jednego z zadan. Wywotywanie rozpoczyna druzyna
wylosowana tuz przed rozgrywka. Numer zadania jest wybierany przez
druzyne wywotujaca.

5. Druzyna wywotana do rozwiazania zadania deklaruje, czy przyj-
muje zadanie.

6. Jezeli druzyna wywotana przyjmuje zadanie, Kapitan tej druzy-
ny wyznacza cztonka swojej druzyny do zreferowania rozwiazania przy
tablicy. Rozwiazanie to jest oceniane przez Jury.

7. Podczas referowania rozwigzania nie jest dopuszczalne komuni-
kowanie sie osoby referujacej ze swoja druzyna, jak réwniez druzyna
przeciwna nie moze w tym czasie przerywaé referujacemu zadajac py-
tania, komentujac fragmenty rozwigzania, itp. Osoba referujaca moze
korzystac¢ z notatek.

8. Kapitan druzyny prezentujacej rozwigzanie moze przerwac refero-
wanie i wezwac¢ osobe referujacg na konsultacje. Jezeli osoba referujaca
jest Kapitan, wyznacza on swojego zastepce uprawnionego do wezwa-
nia go na konsultacje. Osoba referujaca moze takze zazadac¢ konsultacji.
W czasie referowania jednego zadania dopuszcza sie¢ dwie konsultacje
trwajace tacznie nie dtuzej niz 3 minuty.

9. Kapitan moze zmieni¢ osobe referujaca dowolng liczbe razy. Kazda
zmiana powoduje odjecie 1 punktu, o ile zadanie zostanie uznane za

rozwigzane.
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10. Czas na zreferowanie rozwigzania wynosi 15 minut. Po uptywie
tego czasu Jury moze przerwac referowanie, poprosi¢ o streszczenie dal-
szej czesci rozwigzania lub pozwoli¢ na dalsze referowanie, w zaleznosci
od tego, czy rozwiazanie zdaniem Jury rokuje nadzieje na poprawnosé
i zbliza si¢ do konca.

11. Po oznajmieniu przez referujacego, ze zakonczyt referowanie, dru-
zyna przeciwna zglasza zastrzezenia co do poprawnosci rozwigzania,
a nastepnie referujacy odpowiada na te zastrzezenia.

12. Jezeli Jury uznaje rozwiazanie za poprawne, punktuje je od 5 do
10 punktéw. Jury moze przyznaé druzynie wywotujacej te punkty, ktére
zostaly odjete druzynie rozwigzujacej, jezeli usterki rozwigzania zostaly
przez t¢ druzyne zauwazone.

13. Jezeli Jury nie uznaje rozwiagzania za poprawne, zadna z dru-
zyn nie otrzymuje punktéw, chyba, ze druzyna wywoltujaca zwrocita
uwage na btedy dyskwalifikujace rozwiazanie. Wtedy ma ona prawo do
przedstawienia wtasnego rozwigzania na zasadach i przy punktacji okre-
slonych w pozycjach 6—12.

14. Jezeli druzyna wywolana nie przyjmie zadania, rozwiazuje je
druzyna wywolujaca zgodnie z zasadami okreslonymi w p. 6-12. Je-
sli jednak nie przedstawi ona poprawnego rozwiazania, otrzyma —10
(minus 10) punktéw.

15. Rozgrywka konczy si¢ po wywotaniu 8 zadan. W przypadku re-
misu wywotuje sie dodatkowo 2 zadania.
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