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Wstep

Oboz Naukowy LIT Olimpiady Matematycznej odbyt sie w dniach 31 ma-
ja- 12 czerwca w Zwardoniu. Uczestniczyto w nim 20 uczniow, zakwalifikowa-
nych na niego na podstawie wynikéw finatu LII Olimpiady Matematycznej.

Oboz przygotowali i zajecia na nim przeprowadzili cztonkowie kadry
w sktadzie: Jerzy Bednarczuk, Rafal Lochowski, Waldemar Pompe i Jarostaw
Wréblewski.

Zajecia polegaly gléownie na samodzielnym rozwigzywaniu zadan, w ra-
mach tzw. zawodow indywidualnych.

Kazdego dnia zawodéw indywidualnych uczestnicy otrzymywali do roz-
wiazania 3 lub 4 zadania. Zawody indywidualne odbywaly si¢ w godzinach
9.30-14.00. Popotudnia byty poswiecone omawianiu zadan i pogadankom na
tematy z zakresu matematyki wiazace si¢ z omawianymi zadaniami.

Oprécz zawoddow indywidualnych, w dniach 3, 6 i 10 czerwca odbytly sie
zawody druzynowe. Zadania przygotowane na zawody druzynowe byty nieco
trudniejsze niz zadania z zawodéw indywidualnych, wszystkie jednak zostaty
rozwiazane (najtrudniejsze okazalo si¢ zadanie 9, ktére zostalo rozwiazane
przez jedna sposrod wszystkich czterech druzyn). Poza tym, 12 czerwca od-
byta si¢ rozgrywka Meczu Matematycznego (regulamin meczu znajduje si¢ na
konicu niniejszego zeszytu). Punkty uzyskane za poszczegdlne zadania z za-
wodéw indywidualnych przedstawia tabela na nastepnej stronie. W ramach
zawodéw indywidualnych mozna bylo uzyskaé¢ w sumie 183 punkty (punkty
za ,10 tatwych zadan geometrycznych przestrzennych” do tacznej klasyfi-
kacji byly liczone ze wspdlczynnikiem 0,5). Najlepszy osiagniety wynik to
139,5 punktéw. Do znalezienia sie w pierwszej piatce wystarczylto zdobycie
86 punktdow.

r. L.



Zestawienie wynikéw ocen z zawodéw indywidualnych !

numer liczba ocen | liczba ocen | liczba ocen | liczba ocen

zadania 6 pt. 5 pt. 2 pt. 0 pt. lub -
1. 9 4 3 4
L 2. 4 1 — 15
L 3. 9 1 2 8
L 4. 6 — — 14
¥ 5. 3 3 — 14
¥ 6. 6 2 5 7
L 7. — 3 5 12
. 8. 3 - 6 11
r 9. 2 4 2 12
L 10. 3 — 1 16
¥ 11. 9 5 — 6
1. 15 1 — 4
2. 9 2 3 6
3. 5 — 6 9
4. 1 3 — 16
5. 14 3 — 3
6. 10 — — 10
7. 1 3 1 15
8. 2 — — 18
9. 2 - 1 17
10. 4 2 9 5
11. 7 — 2 11
12. 8 2 — 10
13. 12 2 2 4
14. 4 1 — 15
15. 2 — 1 17
16. 6 1 2 11
17. 10 4 1 5
18. 5 — 1 14
19. 15 1 — 4
20. 5 — 1 14
21. 6 — — 14
22. 4 - 1 15
23. 1 3 — 16
24. 4 1 2 13
25. 3 — — 17

'Kazda praca byta oceniana w skali 0, 2, 5, 6 pt.




Tresci 10 tatwych zadan geometrycznych przestrzennych

1. Swiat ma ksztalt sfery. Fredek spogladajac na $wiat z dowolnego
punktu lezacego na zewnatrz swiata, uszczesliwia te czesé sSwiata, kto-
ra widzi. 21 stycznia o godzinie 10.00 Fredek spojrzal na swiat po raz
pierwszy, 21 lutego o godzinie 10.00 spojrzal (by¢ moze z innego punktu)
po raz drugi i podobnie 21 kazdego miesigca spogladat na swiat o go-
dzinie 10.00. Kiedy najwcze$niej Fredek moze uszczesliwic¢ caty swiat?

2. Wykazaé, ze pole rzutu prostokatnego szescianu o krawedzi 1 na
plaszczyzne jest réwne co najwyzej v/3.

3. Rozstrzygnad, czy istnieje taki czworoscian, ktorego wszystkie Scia-
ny sa tréjkatami rozwartokatnymi.

4. Rozwazamy cztery proste taczace odpowiednio wierzchotki ze srod-
kami okregéw wpisanych w przeciwlegte sciany pewnego czworo$cianu.
Wykazaé, ze jesli dwie sposréd tych prostych przecinaja sig, to i dwie
pozostale sie przecinaja.

5. Dany jest czworoscian foremny ABC'D o krawedzi 1. Niech K i L
beda odpowiednio $rodkami krawedzi AB i C'D. Obliczy¢ odlegtosé po-
miedzy prostymi DK i AL.

6. Niech w, k, s oznaczaja odpowiednio liczby: wierzchotkéw, krawe-
dzi i $cian wielo$cianu wypuktego. Rozstrzygnaé, czy istnieje wieloScian
wypukty, w ktorym:

(a) w="7, k=15, s=10;

(b) w=8, k=15, s=9;

(c) w=13, k=35, s=24;
(d) w=25, k=37, s=14.

7. Rozstrzygnaé, czy istnieje czworoscian, ktéry nie jest foremny

1 ktéry ma trzy osie symetrii.



8. Ponizej narysowano rzuty szesciandéw przecietych ptaszcezyzng ABC.
Przy pomocy cyrkla i linijki wyznaczy¢ rzuty pozostatych punktow prze-
ciecia ptaszczyzny ABC' z krawedziami szescianu. Opisa¢ wykonana kon-

strukcje.
Uwaga. Zadanie wykonac na dotgczonej kartce.
A A
(a) ‘ (b) ‘
. |
| B |
) B e
C

9. Podstawa ostroshupa jest czworokat wypukty. Wykazac¢, ze mozna
ten ostrostup przecia¢ plaszczyzng nie przecinajaca podstawy tak, aby
w przekroju otrzymac réwnolegtobok.

10. Rozstrzygnaé, czy istnieje 10 ptaszczyzn, z ktorych kazda rozcina
dany czworoscian foremny na dwie bryty przystajace.

11. Udowodnié¢, ze w dowolnym czworo$cianie istnieje wierzchotek,
przy ktorym wszystkie katy ptaskie sa ostre.

Tresci zadan z zawodéw indywidualnych

1. Dane sg liczby a1 <as <...<ay,, by >by > ... >b,, wéréd ktorych
kazda z liczb 1,2,3,...,2n—1,2n wystepuje doktadnie raz.
Dowiesé, ze
|a1—b1|+|a2—b2|+...+|an—bn| :n2 .
2. Dowies¢, ze dla dowolnych liczb rzeczywistych x,y,z > 1 zachodzi
nieréwnosé

3
(4y+2) Va2 < 1 (x4+y)" Y (x+2)"(y+2)r>.



3. Okregi 07 i 0y przecinaja sie w punktach C' i D. Okregi te leza
wewnatrz okregu o i sg do niego styczne odpowiednio w punktach A i B.
Wspdlna styczna do okregdéw o1 i 0y jest styczna do nich odpowiednio
w punktach E i F. Udowodnié, ze proste AE, C'D, BF przecinaja sie
w punkcie lezacym na okregu o.

4. Pewnego wieczora Fredek opowiada dowcipy, przy czym wybie-
ra je losowo z 3-elementowego zbioru znanych sobie dowcipéw. Paula
Smieszy tylko jeden dowcip Fredka i Smieje si¢ zawsze, kiedy Fredek go
opowiada. Andrzej Smieje sie z kazdego dowcipu, ktérego nie pamieta,
a pamieta zawsze dwa poprzednie. Maniek zas $mieje sie wtedy, gdy
Fredek opowiada ten sam dowcip, co przed chwilg.

Kiedy po raz drugi z rzedu nikt nie $mieje sie z opowiadanego dow-
cipu, Fredek obrazony idzie spac.

Wyznaczy¢ warto$é oczekiwang liczby dowcipéw, ktore Fredek opo-
wie tego wieczora.

5. Rozwiazaé¢ réwnanie

xx-i-y — (l’+y)y

w liczbach catkowitych dodatnich.

6. Okregi 04, 0, 0¢, op leza wewnatrz okregu o i sa do niego styczne
odpowiednio w punktach A, B, C', D. Kazdy z okregdw o4, oc jest
styczny zewnetrznie do kazdego z okregdéw opg, op. Dowiesé, ze

AB-CD=AD-BC.

7. Na okregu napisano n > 3 liczb catkowitych dodatnich, wsréd kto-
rych jest k>1 jedynek. Przy kazdej liczbie dopisano iloraz sumy jej
sasiadow przez nig sama. Okazato sie, ze wszystkie dopisane liczby sa
caltkowite.

Dowiesé, ze przy ustalonych n i k, suma dopisanych liczb nie zalezy
od tego, jakie liczby napisano na okregu.

8. Dowies¢, ze dla dowolnego e >0 istniejg takie liczby catkowite
dodatnie x 1 y, ze

y3<x2<y3+5y.



9. Okrag o wpisany w trojkat ABC' jest styczny do bokéw BC,
CA i AB odpowiednio w punktach D, E i F. Punkt P lezy wewnatrz
okregu o. Proste DP, EP i F'P przecinajg krotsze tuki EF, FD i DE
okregu o odpowiednio w punktach X, Y i Z. Udowodni¢, ze proste AX,
BY i C'Z przecinaja sie¢ w jednym punkcie.

10. Znalezé wszystkie liczby rzeczywiste dodatnie a, dla ktorych ist-
nieje taki niestaly wielomian dwéch zmiennych P(z,y), ze dla dowolnych
liczb rzeczywistych z, y zachodzi réwnosé

P(x,y) = Pla(z+y),alz—y)).

11. Dowies¢, ze dla dowolnych liczb rzeczywistych dodatnich a, b, ¢,

x, vy, z zachodzi nier6wnos¢
a® b A (a+b+c)?
>
r oy oz 3x+y+z)

12. Czworoscian ABC'D nazwiemy tadnym, jezeli $rodki okregow
opisanych na trojkatach ABC' i ABD leza w ptaszczyznie wyznaczonej
przez punkty C', D i srodek ciezkosci czworoscianu ABC' D. Ile najwiecej
krawedzi roznej dtugosci moze miec¢ tadny czworoscian?

13. Udowodni¢, ze dla kazdej liczby catkowitej n > 1 zachodzi réw-
nosé

" (n pp1l 1 1
Z;Q)(1) k_1+2+”+n'

14. Liczby rzeczywiste dodatnie by, bs, ..., b,, B spekliaja warunek

by by bn
+ +...
bh+B b+ B b,+ B

Udowodni¢, ze

bi4+b3+...4+0b2

B>b+by+...+b,— )
L by+byt...+b,




15. Okrag w lezy wewnatrz okregu €2 i przechodzi przez jego $rodek.
Okregi 01, 09, 03, 04, 05, 0g Sa styczne wewnetrznie do okregu €2 i ze-
wnetrznie do okregu w. Ponadto dla i =1,2,3,4,5,6 okregi o; i 0,41 sa
styczne zewnetrznie (przyjmujemy o7 = o1).

Wyznaczy¢ mozliwe wartosci stosunku promienia okregu w do pro-
mienia okregu €.

16. Klocek na rysunku ponizej zbudowany jest z 12 szedcianow jed-
nostkowych.

S
Sif

Wyznaczy¢ wszystkie liczby naturalne n, dla ktorych mozna z takich
klockow zbudowaé sze$cian o boku dhugosci n.
17. Sposrod par liczb rzeczywistych x i y spelniajacych rownanie

229 = 2000 + 20012 + y*°*2

wyznaczy¢ te, dla ktorych suma x+y jest najmniejsza.

18. Punkt M jest srodkiem boku BC' trdojkata ostrokatnego ABC.
Okrag o, ktérego érednica jest odcinek AM, przecina boki AB i AC
odpowiednio w punktach D i E. Styczne do okregu o w punktach D i F
przecinaja sie w punkcie P. Dowies¢, ze PB = PC.

19. Punkt K lezy na boku DF trojkata DEF'. Niech R bedzie takim
punktem, ze potprosta F'E jest dwusieczng kata DF' R oraz

RF-KD=KFE*+KD-KF.
Dowiesé, ze S FRE =<DEK.
20. Dowiesé¢, ze dla dowolnych liczb catkowitych dodatnich m i n
liczba

(10m)!(10n)!
(5m)!(5n)!(3m+2n)!(3n+2m)!

jest catkowita.



21. Niech N oznacza zbior liczb catkowitych nieujemnych. Funkcja
F: N — N spelnia dla kazdej liczby n € N nastepujace warunki:

(a) F(4n)=F(2n)+ F(n),
(b) F(4n+2)=F(4n)+1,
(c) F(2n+1)=F(2n)+1.

Udowodnié, ze dla kazdego m € N istnieje doktadnie F'(2™!) takich
liczb catkowitych nieujemnych n < 2™, ze F(4n) = F(3n).

22. Okrag o jest opisany na trojkacie ABC. Punkt D lezy na boku
BC'. Okrag o; jest styczny do odcinkéw AD i BD oraz do okregu o.
Podobnie, okrag o, jest styczny do odcinkow AD i C'D oraz do okregu o.
Udowodnié¢, ze jezeli okregi o1 i 09 sa styczne, to ich punkt stycznosci
jest érodkiem okregu wpisanego w trojkat ABC.

23. Udowodni¢, ze istnieje nieskonczenie wiele takich nieprzystaja-
cych tréjkatow prostokatnych, ze ich boki maja catkowita dhugosé oraz
liczby wyrazajace dtugosci przyprostokatnych tych trojkatow sg wzgled-
nie pierwsze i ich réznica jest rowna 7.

24. Znalez¢ wszystkie funkcje u:R — R, dla ktorych istnieje taka
Scidle rosnaca funkcja f:R — R, ze dla dowolnych liczb rzeczywistych
x, y zachodzi réwnosé

u(@)f(y) = flz+y)—f(z).

25. Okregi 01, 09, 03, 04, 05, 0 leza wewnatrz okregu o i sg styczne do
niego odpowiednio w punktach A, B, C, D, FE, F. Ponadto dlai=1, 2,
3,4, 5, 6 okregi 0; 1 0,41 sa styczne zewnetrznie (przyjmujemy o7 =o0;).
Udowodni¢, ze proste AD, BE i C'F przecinaja si¢ w jednym punkcie.

Tresci zadan z zawodéw druzynowych

1. (a) Znalezé najmniejsza liczbe rzeczywista K taka, ze dla do-
wolnych liczb rzeczywistych x1,29,23,24,25 0 sumie rownej 0 zachodzi
nier6wnos¢

T1T9 + ToT3 + T34 + 1475 + 2571 < K (202 + 25+ 05 + 25 +73) .

(b) Dla wyznaczonej w podpunkcie (a) stalej K rozstrzygnaé, kiedy

zachodzi rownosc.
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2. Znalez¢ wszystkie rozwigzania réwnania
13, 713, 13 13_ 13
a’+b7 7+ +.. Yy =2

w liczbach catkowitych nieujemnych a,b,c,...,y,z < 100.
Uwaga. W rownaniu wystepuje 26 niewiadomych.

3. Czworoécian 7 nazwiemy sztywnym, jesli nie istnieje czworos-
cian U spetiajacy warunki:
1. czworosciany 7 i U nie sg przystajace,
2. promienie sfer opisanych na czworoscianach 7 i U sg rowne,
3. pola scian czworoécianu 7 sg odpowiednio réwne polom Scian czwo-
roscianu U.

(a) Udowodnié, ze jezeli pola wszystkich §cian czworo$cianu sztyw-
nego sa réwne, to jest on foremny.

(b) Rozstrzygnaé, czy istnieje taki czworoscian sztywny, ktéry nie
jest foremny.

4. Rozstrzygnac, czy dla dowolnego wielomianu dwoch zmiennych
P(z,y), dla ktérego zachodzi réwnosé

P(x,y)=P(Z(z+y), Ry-7)),
istnieje taki wielomian jednej zmiennej Q(t), ze
P(z,y) = Q(2* +y°).
5. Rozstrzygnaé, czy zbior liczb catkowitych n > 1 spelniajacych wa-
runek n?|2"—1 jest
b) niepusty skonczony,
¢) nieskonczony.
6. Rozstrzygnac, czy zbior liczb catkowitych n > 1 spetniajacych wa-
runek n?|44"—1 jest
a) pUSty,
b) niepusty skoniczony,
¢) nieskonczony.
7. Rozstrzygnaé, czy istnieje trapez ABC'D (nie bedacy réwnolegto-
bokiem) o podstawach AB i C'D, w ktérym réwnosé
AB"+CD"+ AC" =AD"+ BC"

zachodzi dla wiecej niz jednej liczby catkowitej dodatniej n.
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8. Dane sa dwie wzglednie pierwsze liczby catkowite dodatnie p i ¢.
Podzbiér S zbioru {0,1,2,3,...} nazwiemy idealnym, jezeli 0 € S oraz
dla kazdego n € S liczby n+p oraz n+q naleza do S. Wyznaczy¢ liczbe
idealnych podzbioréw zbioru {0,1,2,3...}.

9. Rozstrzygnaé, czy zbiér rozwigzan rownania

28 +y° 4 2% =242
w liczbach catkowitych dodatnich x, y, z, ¢ takich, ze NWD (x,y,z,t) =1
jest

a) pusty,

b) niepusty skonczony,

¢) nieskonczony.

10. W czworoscianie foremnym ABCD o krawedzi 1 punkt K jest
srodkiem krawedzi AB, a punkt L jest srodkiem krawedzi BD. Obliczy¢
odlegtos¢ pomiedzy prostymi DK i C'L.

Tresci zadan z Meczu Matematycznego

1. Na ptaszczyznie danych jest 2000 punktéw, z ktérych dowolne czte-
ry sa wierzchotkami czworokata wypuktego. Rozstrzygnaé, czy mozna
te punkty potaczy¢ w pary rysujac 1000 odcinkéw tak, aby dowolne dwa
narysowane odcinki si¢ przecinaty.

2. W pewnym kraju jest 2001 miast i kazde dwa maja bezposrednie,
dwukierunkowe potaczenie lotnicze. Rozstrzygnaé, czy mozna tak usta-
li¢ ceny biletéw na te potaczenia, aby koszt kazdych dwéch podrézy,
nie przebiegajacych w taki sam sposob, a polegajacych na jednokrot-
nym odwiedzeniu wszystkich miast i powrocie do wyréznionego miasta,
z ktorego podroz sie rozpoczeta, byt inny.

Uwaga. Cena biletu z miasta A do miasta B nie musi by¢ taka sama
jak cena biletu z miasta B do miasta A.

3. Znalezé wszystkie takie pary liczb catkowitych dodatnich (z,y),
ze liczby 2% +5y i y? + 5z sg kwadratami liczb catkowitych.

4. Wyznaczy¢ wszystkie takie funkcje ciggte f:R — R, ze dla dowol-
nych z,y € R zachodzi réwnos¢

2 f(x)+ 2" fy) = fla+y) +4 f(z —y).
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5. Liczby rzeczywiste dodatnie by,bs,...,b,, B spelniaja warunek
by bo b,
+ +... =
bb+B b+ B b,+ B

Be< Vb1bs...0y, '

h n—1

Udowodnié¢, ze

6. Rozstrzygnaé, czy istnieje rozwigzanie rownania
22 +y° + 22 +u? +v? = ryzuv — 65
w liczbach catkowitych x, y, z, u, v wiekszych od 2001.

7. Dane sg takie liczby naturalne a i b, ze 1 <a <b?. Udowodnié,
ze jesli dla kazdej liczby catkowitej dodatniej n zachodzi podzielnosé
b"—1|a"—1, to a=b.

8. Trapez t jest opisany na okregu o srodku S i promieniu 1. Prze-
katne tego trapezu przecinajg sie w punkcie P. Znajac dlugo$é¢ odcinka
PS, obliczy¢ stosunek dtugosci podstaw trapezu t.

9. Rézne punkty A, B, C lezg na prostej k, a punkt P lezy poza nia.
Punkty @, R, S sa srodkami okregéw opisanych na trojkatach PAB,
PBC, PCA. Wykazaé, ze punkty P, @, R, S leza na jednym okregu.

10. Punkty A i B leza po réznych stronach prostej k. Za pomoca cyr-
kla i linijki skonstruowaé taki okrag, przechodzgcy przez punkty A i B,
aby dtugos¢ jego cieciwy wyznaczonej przez prosta k, byta minimalna.

11. Dany jest szesciokat wypukly ABCDEF. Kazda z przekatnych
AD, BE, C'F tego szesciokata dzieli go na dwa czworokaty o réwnych
polach. Wykazaé, ze przekatne te przecinaja si¢ w jednym punkcie.

13



Szkice rozwigzan 10 latwych zadan geometrycznych przestrzennych

1. Odp.: Fredek uszczesliwi Swiat najwcezeéniej 21 kwietnia o godzinie
10.00.

Spogladajac na $wiat kolejno z czterech wierzchotkéw czworoscianu za-
wierajacego caly $wiat, Fredek uszczedliwi caly swiat.

Wykazemy, ze Fredek nie moze uszczedliwi¢ $wiata spogladajac na niego
kolejno z trzech réznych punktéw A, B,C. Spogladajac na $wiat z punktu A,
Fredek nie jest w stanie uszczesliwi¢ pewnego okregu wielkiego tego Swiata.
Podobnie, spogadajac z punktu B, Fredek nie uszczesliwia pewnego, inne-
go niz poprzednio, okregu wielkiego. Zatem spogladajac na $wiat z punktow
A1 B Fredek nie uszczesliwi pewnych dwéch antypodycznie potozonych punk-
toéw Swiata. Punktéw tych Fredek niestety nie moze uszczesliwié¢ jednoczesnie,
spogladajac z punktu C.

2. Przyjmijmy, ze szeScian ABCDFEFGH jest roztaczny z plaszczyzna
rzutowania w. Niech A bedzie jego wierzchotkiem najbardziej oddalonym
od w. Rzut szeécianu ABCDFEFGH na plaszczyzne w jest figurag F skta-
dajaca sie z réwnoleglobokéw A'B'C'D', AAD'H'E’', AB'F'E’ (X' oznacza
rzut punktu X na plaszezyzne w). Pole F jest wiec réwne podwojonemu po-
lu tréjkata B'D'E’. Z kolei pole tréjkata B’D’'E’ jest nie wieksze niz pole
tréjkata BDE, ktére wynosi v/3/2.

3. Odp.: Taki czworoscian istnieje.

Niech ABCD bedzie trapezem o podstawach AB i CD, w ktéorym ka-
ty ACB, ADB, ADC, BCD sg rozwarte. Wéwczas warunki zadania spelnia
czworo$cian ABC' D’ gdzie D' jest punktem przestrzeni potozonym dostatecz-
nie blisko punktu D.

4. Niech 14, Ip, Ic, Ip beda srodkami okregdéw wpisanych odpowiednio w
Sciany BCD, CDA, DAB, ABC' czworoscianu ABC'D. Odcinki Cl¢c i DIp
przecinaja sie wtedy i tylko wtedy, gdy proste C'Ip i DIc przecinaja sie na
krawedzi AB. To z kolei jest réwnowazne temu, ze

AD AC
BD  BC’
Powyzsza réwnoécé zas jest rownowazna temu, ze odcinki Alp i Bl 4 prze-
cinaja sie. Stad wynika, ze odcinki Al i Blp przecinaja sie.
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5. Umieéémy czworoécian ABCD w szescianie PBQACRDS. Niech X,
Y, U i W beda odpowiednio srodkami krawedzi PB, AQ, CR i SD. Wéw-
czas proste AL i DK sa zawarte odpowiednio w ptaszczyznach réwnoleglych
APUW i XY DR. Odleglo$é miedzy tymi plaszczyznami jest réwna odlegto-
$ci miedzy prostymi PU i RX, czyli wynosi \{—1_00.

6.

(a) Takim wieloScianem jest np. bryla skladajaca sie z dwéch ostrostupéw
pieciokatnych sklejonych przystajacymi podstawami.

(b) Takim wieloScianem jest np. graniastostup tréjkatny, do ktérego pod-
staw doklejono czworosciany.

(¢) Taki wieloScian nie istnieje, gdyz w dowolnym wielo$cianie wypuklym
zachodzi nieréwnosé 2k > 3s.

(d) Taki wieloécian nie istnieje, gdyz w dowolnym wielo$cianie wypuklym
zachodzi nieréwnosé 2k > 3w.

7. Niech ABCDA'B'C'D’ bedzie prostopadlo$cianem nie bedacym sze-
$cianem. Woéwcezas czworoécian ACB’D’ spelnia warunki zadania.

8.
(a) Przez punkt B prowadzimy prosta réwnolegla do prostej AC. Punkt
przeciecia si¢ poprowadzonej prostej z krawedzia szescianu jest jednocze-
$nie punktem przecigcia sie plaszczyzny ABC z ta krawedzia. Oznaczmy
ten punkt przez D. Przez punkt D prowadzimy prosta réwnolegty do prostej
AB. Punkt przeciecia sie tej prostej z krawedzia szeScianu jest takze punk-
tem nalezacym do ptaszczyzny ABC. Oznaczmy ten punkt przez E. Punkty
D i E to punkty, ktére nalezalo wyznaczyc¢.
(b) Przez punkt A prowadzimy prosta réwnolegla do krawedzi szesScianu za-
wierajacej punkt B. Punkt przecigcia sie poprowadzonej prostej z krawedzia
sze$cianu, rézny od punktu A oznaczmy przez P. Przez punkt P i przez
wierzcholek szedcianu lezacy jednocze$nie na krawedzi szeScianu zawierajacej
punkt B oraz na ,dolnej” Scianie sze$cianu prowadzimy prosta. Punkt prze-
ciecia sie tej prostej z prosta AB oznaczmy przez (). Punkt przecigcia sie
prostej QC' z krawedzia szeScianu nalezy do plaszczyzny ABC. Dalej poste-
pujemy podobnie jak w punkcie (a).
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9. Niech SABCD bedzie rozwazanym ostrostupem o wierzchotku S i pod-
stawie ABCD. Niech [ bedzie wspolna prosta ptaszczyzn SAB i SCD, zas m
wspélng prosta plaszczyzn SBC i SDA. Przecinajac dany ostrostup ptasz-
czyzng rownolegla do ptaszczyzny wyznaczonej przez proste [ i m otrzymamy
w przekroju réwnolegtobok.

10. Odp.: Takich plaszczyzn jest nieskonczenie wiele.

Niech ABCD bedzie danym czworos$cianem foremnym, zas K i L odpo-
wiednio srodkami krawedzi AB i C'D. Wéwczas dowolna ptaszczyzna prze-
chodzaca przez punkty K i L dzieli czworoécian ABC D na dwie bryty przy-
stajace.

11. Przypuscmy, ze przy kazdym wierzchotku pewnego czworoscianu ist-
nieje kat rozwarty. Wowczas suma katéw plaskich przy kazdym jego wierz-
chotku jest wieksza niz 180°. Stad wynika, ze suma wszystkich katow ptaskich
w czworo$cianie jest wigksza niz 4-180°. OtrzymaliSmy sprzeczno$é, gdyz su-
ma wszystkich katow plaskich w czworoscianie jest réwna 4-180°.

Szkice rozwigzan zadan z zawodéw indywidualnych

1. W kazdej z par (a;,b;) wystepuje jedna z liczb 1,2,3,...,n i jedna z liczb
n+1,n+2,n+3,...,2n, skad
]al—b1]+]a2—b2]+...+|an—bn]:

=n+14n+24+n+3+...4+2n—(14+2+3+...4+n)=n?.

2. Niech z bedzie najmniejsza z liczb x,y,z. Wowczas

3 3
(z+y+2)z=2’4ay+rz< Z(a:2+3:y—|—xz+yz) = Z(:H—y)(x—i—z)

i podobnie
(z+y+2)y<(z+y)(y+2)

oraz
(+y+z)z<(z+2)(y+z).
Stad otrzymujemy
@yt < (3) @rpyra < Sy oy,
(z+y+2)Yy" <(z+y)'(y+2)?,
(T+y+2)2" <(z+2)"(y+2)°.
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Mnozac trzy ostatnie nieréwnoéci stronami, otrzymujemy nieréwnosé¢ dang
w zadaniu.

3. Poprowadzmy styczna t do okregu o, réwnolegla do prostej EF i leza-
ca po innej stronie prostej EF niz okregi 0 i 02. Punkt stycznosci oznacz-
my P. Wéwczas punkty A, E i P sa wspolliniowe (jednokladno$é o srodku
w punkcie A przeksztalcajaca okrag o1 na okrag o, przeksztalca punkt E na
punkt P). Podobnie, wspélliniowe sa punkty B, F'i P. Aby zakonczy¢ dowdd
wystarczy wykazaé, ze punkty A, B, E' i F' lezg na jednym okregu. Mozna
to uzasadni¢ dokonujac inwersji rozwazanej konfiguracji wzgledem jednego
z punktow przeciecia prostej EF' z okregiem o lub rozwazy¢ katy czworokata
ABFEFE i katy, jakie tworzy prosta t z odcinkami PA i PB.

4. Wyznaczana wartos¢ oczekiwana istnieje poniewaz prawdopodobien-
stwo, ze po raz drugi z rzedu nikt sie nie zadmieje jest dodatnie. Niech A
bedzie dowcipem Fredka, ktéry smieszy Paula, natomiast z i y dwoma pozo-
stalymi dowcipami. Wowczas Fredek idzie spaé¢ po wystapieniu ciagu dowci-
péw xyxy lub yryx. Niech L bedzie wartoscig oczekiwana liczby dowcipdw,
ktore Fredek opowie tego wieczora, a Lgp. liczba dowcipéw, ktore jeszcze
opowie Fredek, gdy do tej pory wystapil ciag dowcipéw abc. Wowczas

Lo+ L.+ L L+2L
L=1+ A+ Lz+ y:1+ +2Lg
3 3
z uwagi na réwnosci Ly =L i L, = L,. Podobnie
L+L,+L
L”““:HW’
ny=1+L+nyx+Ly:1+L+Lx+LW,
3 3
L+L,+L L+ L
Loye =1+~ x; =14 gx

skad po rozwiazaniu uktadu réwnan otrzymujemy L = 60.
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5. Niech z=y/x. Wowczas po podstawieniu y =zz dane réwnanie przyj-
muje postaé
xm(z+1) :CC‘TZ(Z—F 1)xz 7

co kolejno jest rownowazne réwnaniom
" =27 (24 1)7,
r=(z+1)%.

Liczba z jest wymierna. Zapisujac ja w postaci utamka nieskracalnego p/q

otrzymujemy

(p+q)/?
qr/a

pa (P+a)P
qP

Poniewaz z jest liczbg catkowita, wiec ¢ =1, a stad wynika, ze liczba z jest
catkowita.

Zatem wszystkie rozwiazania réwnania sa postaci

p=(z41)%, y=2(:+1)7,

gdzie z jest liczba catkowita dodatnia.

Najmniejsze rozwigzania to: =2, y=2; =9, y=18; x =64, y=192;
x=10625, y=2500; x ="7776, y = 38880.

6. Rozwazmy inwersje wzgledem punktu A. Niech X’ bedzie obrazem
punktu X w tej inwersji. Wowczas

BC AB CD AD
B'/C' AC"C'D' AC"

Teza wynika z powyzszych réwnosci i z obserwacji, ze B'C' =C'D’.

7. Teza zadania wynika z nastepujacego lematu.
Lemat Suma dopisanych liczb jest réwna 3n — k.
Dowdd indukeyjny. Dla n =3 poczatkowe liczby sa jedoznacznie wyznaczone
przez liczbe k i warunek catkowitosci liczb dopisanych, a mianowicie:
gdy k=1, to napisano liczby 1,2,3 i dopisano odpowiednio 5,2,1;
gdy k=2, to napisano liczby 1,1,2 i dopisano odpowiednio 3,3,1;
gdy k=3, to napisano trzy jedynki i dopisano trzy dwojki;
stad widaé, ze w tym przypadku lemat jest prawdziwy.

Lemat jest rowniez prawdziwy w przypadku n =k, gdyz wéwczs na okregu
napisano n jedynek i dopisano n dwdjek.

9
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Przyjmijmy teraz, ze n>3 i k<n. Niech a, b, ¢, d, e beda kolejnymi
liczbami napisanymi na okregu, przy czym c jest najwigksza ze wszystkich
napisanych liczb. Wéwczas c=b+d, gdyz w przeciwnym razie wszystkie licz-
by napisane na okregu musialyby by¢ réwne c. Przy liczbach b,c,d sa wiec
dopisane odpowiednio liczby 1+ %l, 1, 1+ b%e.

Jedli wykreslimy liczbe ¢, to liczby dopisane przy jej sasiadach zmniejsza
sie 0 1, a wiec suma wszystkich liczb dopisanych zmniejszy sie o 3, a przy tym
na okregu napisanych bedzie n—1 liczb, w tym k jedynek. Dla uzyskanego
rozmieszczenia zachodzi teza lematu, zatem lemat jest prawdziwy takze dla
poczatkowego rozmieszczenia liczb na okregu.

8. Poszukiwanie wielomianéw P(n) i Q(n) takich, ze wielomian P?(n)—
Q3(n) jest niezerowy i ma stopien mniejszy niz stopien Q(n) prowadzi do

P(n) =n®+6n*+6,
Q(n)=n*+4n.
Woéwezas kladac x = P(n) i y=Q(n) otrzymujemy
9
2=y =8n+36 <9In®+36= i <ey,
n

oilen>9/e.
9. Zachodza nastepujace réwnosci

JAFX =4XEF=<4XDF =q,
JAEX =4XFE=<YXDE = 4.

Wéwcezas

singFAX _ (sina 2
sinYFAX <sinﬁ) ’

Analogiczne rownosci zachodza dla konfiguracji przy katach B i C. Mnozymy

otrzymane rownosci stronami. Poniewaz odcinki DX, EY,FZ przecinaja si¢

w jednym punkcie, stosujemy trygonometryczng wersje twierdzenia Cevy.

Stad otrzymujemy teze na mocy odwrotnego twierdzenia Cevy.
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10. Dla dowolnego niestatego wielomianu P(x,y) istnieje taka para liczb
(20,40) € R?, ze limy_.o0 | P(tz0,ty0)| = 00. Zaldzmy, ze dla pewnego niestalego
wielomianu P(z,y) i dla pewnej liczby rzeczywistej dodatniej a zachodzi dana
w zadaniu rownos¢. Iterujac ja, otrzymujemy

P(z,y) = P(2a%z,2a%y).
Stad i z przytoczonego powyzej stwierdzenia wynika, ze 2a% =1, co daje réw-
nos¢ a = ‘[ Dla a= ‘[ przyktadem Wlelomlanu spelniajacego warunki po-
dane w zadamu jest Wlelomlan P(x,y) =22+

11. Oznaczmy m = -% n= -2, k= -&. Dana do udowodnienia nieréw-

A TR e
nos¢ przyjmuje postaé
3(m3+nP 4+ k3) (23 + 13+ 23) > (mx +ny + k2).
Stosujac dwukrotnie nieréwnos$¢ Holdera, otrzymujemy
3(m®+nd 4+ k%) (23 42+ 2%) =

=2+ 124+1H) (P40 + 1) (2B + 3+ 23 >

> (M2 + 0?24 P22 (P P+ 25 >

> (mx+ny+kz)>.

12. Odp.: Sze$é. Dowolny czworoscian, w ktérym katy ACB 1 ADB sa

proste jest tadny.

13. Dowdd indukcyjny. Po zweryfikowaniu podanej réwnoéci dla n=1
przechodzimy do kroku indukcyjnego, ktérego uzasadnienie jest nastepujace

n+1 n n n
Z( Zl>(—1)’“+1%—2<k>(—1)’““%=

k=1 k=1
n+1 n 1 1
kz::l ( + ) (kﬂ (_1)k+1E+(_1>n+2n—H:

1 1
k+1 n—+2
-1 -
< > k:+( ) n+1

>
i(nJﬂ) 1)L 1 +(_1)n+2iz

n+1 n+1

11

— [_(1_ 1)n+1 . (_1)0+1 . (_1)n+2_’_(_1)n+2} | — n__H '
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14. Niech (G = b1+b7k+b Korzystajac z danej w zadaniu réwnoéci a na-

stepnie z nieréwnosci Jensena dla funkcji g(x) = ﬁv otrzymujemy

Przeksztalcajac powyzsza nieréwnosé, otrzymujemy nierownosé¢ dana w za-
daniu.

15. Jedyng mozliwa wartoscia rozwazanego stosunku jest 13—0. Przeprowa-
dzamy inwersja okregi w i {2 na okregi wspétsrodkowe i widzimy, ze stosunek

ich promieni nie zalezy od okregdéw oy, ..., 0g.

Przy zatozeniu, ze érodki okregéow w, €2, 01 i o4 leza na jednej prostej,
tatwo obliczyé¢ szukany stosunek, ktory wynosi 13—0.

16. Jezeli dlugos¢ n boku szesScianu jest podzielna przez 12, to mozna
go zbudowaé¢ z klockéw. Udowodnimy, Ze jest to warunek konieczny. Po-
niewaz objeto$¢ kazdego klocka wynosi 12 wiec, jezeli szeScian o boku n
jest konstruowalny z klockéw, to musi zachodzi¢ podzielno$é 6 |n. Zaldz-
my wiec, ze szescian jest zbudowany z m =n3/12 =183 klockéw i umieéé-
my go w jednym z oktantéw ukladu wspoirzednych, tak aby jeden z je-
go wierzchotkoéw znajdowal sie w poczatku uktadu. Szescian jednostkowy
[i,i+1] % [7,7+1] % [k,k+1] kolorujemy jednym z o$miu koloréw, w zalezno-
$ci od tego, dla ktérej z o$miu tréjek (r,s,t), gdzie r,s,t =0,1, spelniony jest
warunek ¢ =r(mod2), j=s(mod2), k=t(mod2). W kazdym klocku sze$é
szescianéw jednostkowych jest pokolorowanych kolorami, ktérymi nie sg po-
kolorowane zadne inne sze$ciany jednostkowe w tym klocku, dwa pozostate
kolory za$ pojawiaja sie na doktadnie trzech szescianach w tym klocku. Wy-
bierzmy jeden z o§miu koloréw i niech p bedzie liczba tych klockéw, w ktérych
ow kolor pojawia si¢ trzykrotnie. W szescianie zbudowanym z m klockéw ko-
lor ten pojawia sie dokladnie 3p+ (m —p)=m-+2p razy. Z drugiej strony,
w szescianie o boku n =6l kolor ten pojawia si¢ 12m/8 razy. Z tego wynika,
ze m =4p; zatem [ jest liczba parzysta.
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17. Niech z,y beda liczbami spelniajacymi dane réwnanie.
Jezeli z,y >0, to x+y > 0.
Jezeliz > 01y <0, to z>1 i otrzymujemy

,y2002 < x2001 < $2002 ,

skad |yl <z iz+y>0.

Zatem przy x>0 mamy x+y > 0.

Warunek z <0 implikuje x=—11 y=0, co daje z+y=—1.

Uwaga. Przy ograniczeniu x > 0 przyblizona odpowiedZ na postawione w za-
daniu pytanie jest nastepujaca:

x=1,00797341098, 3y = —1,00796915869, = +y = 4,25229034216F.

18. Niech okregi opisane na tréjkatach BDM i CEM przecinajg proste
PD i PE odpowiednio w punktach K i L. Pokazemy, ze punkt P lezy na
osi potegowej tych okregdéw, czyli ze KD = LE. Poniewaz okregi te sa przy-
stajace, wystarczy wykazaé, ze sind KM D =sin{LME. Ostatnia réwnoéé
wynika z podobienstwa tréjkatéw ABM i DKM oraz ACM i ELM.

19. Niech L bedzie punktem symetrycznym do punktu K wzgledem pro-
stej F'E. Wéwczas réwnosé dana w tresci zadania przybiera postaé

KD LE
KE LR’
Zatem tréjkaty KDE i LER sa podobne. Stad Y FRE =<DEK

20. Dla kazdej liczby pierwszej p i dla kazdej liczby naturalnej n najwyzsza
potega p, przez jaka dzieli si¢ liczba n! jest rowna [%} + L%} + L%} +...

([x] oznacza czesé catkowita liczby ).

Teza zadania wynika z nieréwnosci

[10z] + [10y] > [5x] + [5y] + [3z + 2y] + [2x + 3y],
prawdziwej dla wszystkich rzeczywistych x, y.

21. Dla n € N warto$¢ F(n) mozna obliczyé¢ nastepujaco:

jezeli €k, €x_1,...,€0 € {0,1} sa kolejnymi cyframi w rozwinieciu dwéjkowym
liczby n, n=2%e, +2F e +...4+ 2%, to

F(n)= e fr1tex—1fe+... +eof1,
przy czym ciag (fi) jest ciagiem Fibonacciego, zdefiniowanym w nastepujacy
sposéb: fi=fo=1, fr=fr_1+ fr_o, dla k=12,....

Rownosé F(3n) = F(4n) dla 0 <n < 2™ zachodzi wtedy i tylko wtedy, gdy
w ciagu (€g,€k—1,...,€0) nie ma dwoch sasiednich jedynek. Liczb n spelniaja-
cych ten warunek jest doktadnie f, o= F(2™*1).
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22. Oznaczmy przez K i L odpowiednie punkty stycznosci okregdéw o1 i 09
do okregu o. Niech P i Q oznaczaja odpowiednio punkty stycznosci prostej
BC' z okregami 01 i 0g. Analogicznie jak w zad. 3. dowodzimy, ze proste K P
i L@ przecinaja siec w punkcie X lezacym na okregu o. Punkt X jest $rodkiem
tuku BC' okregu o. Punkty K, L, P, ) leza na jednym okregu, wiec punkt X
lezy na osi potegowej okregéw o1 i 09, ktéra jest prosta AD, co oznacza, ze
AD jest dwusieczng kata < BAC. Pozostaje udowodnié, ze X1 = X B, gdzie
I jest punktem stycznosci okregéw o1 i 02. To jednak wynika z zaleznosci
XB?=XP-XK=XI?.

23. Jezeli liczby m, m+7 sa przyprostokatnymi, a n przeciwprostokatna
tréjkata prostokatnego, to trdjkat prostokatny o przyprostokatnych
3m—+2n+7 i 3m+2n+14 ma przeciwprostokatna 4m+3n+14. Jesli przy
tym liczby m i n sa wzglednie pierwsze, to takze przyprostokatne nowo utwo-
rzonego tréjkata sa wzglednie pierwsze.

W ten sposéb z jednego trojkata spelniajacego warunki zadania moze-
my uzyskac nieskonczony ciag takich tréjkatéow, np. z tréjkata (5, 12, 13)
otrzymujemy kolejno

(48, 55, 73), (297, 304, 425), (1748, 1755, 2477), ...

a z trojkata (8, 15, 17) dostajemy

(65, 72, 97), (396, 403, 565), (2325, 2332, 3293), ... .

24. 7 danego réwnania wynika réwnos$é f(x) = f(x)u(0)+ f(0) dla z € R.
Poniewaz f jest funkcja $cisle rosnaca, wiec musi byé u(0) =1 oraz f(0)=0
i f(z)#0 dla z #0. Dalej mamy

Fu(@) + f(x) = f(z+y) = f(@)uly) + f(y),

stad

f@)(u(y)—1)=f(y)(u(z)—1) dla wszystkich z,y € R.
Zatem dla wszystkich x # 0, y # 0 zachodzi rownosé

(u(z)=1)/f (@) = (u(y) —1)/ f(y),
a zatem istnieje stala C' € R taka, ze u(z)=C f(z)+1. Stad
wz+y) =1+Cf(z+y) =1+Cf (@)uly)+ f(y) =
=u(y)+Cf(z)uly) = u(@)u(y)

dla z,y € R. Stad otrzymujemy, ze istnieje taka liczba rzeczywista ¢, ze dla
kazdej liczby wymiernej w zachodzi u(w)=e“". Korzystajac z monotonicz-
nosci funkeji f otrzymujemy, ze wzér u(x)=e“ jest prawdziwy dla kazdej
liczby rzeczywistej x.

23



25. Rozwazang konfiguracje przeksztalcamy inwersyjnie wzgledem punk-
tu A. Niech X' oznacza obraz punktu X' przy tej inwersji oraz niech o]
oznacza obraz okregu o;. Nalezy udowodnié, ze okregi opisane na tréjkatach
AB'E’' i AC'F' przecinaja si¢ na prostej AD' co jest réwnowazne temu, ze
punkt D’ lezy na osi potegowej tych okregéw. Nalezy wiec dowiesé, ze

B/D/'D/E/ :F/D/'D/C/
Powyzsza réwnosé weryfikujemy, wyrazajac dlugosci odpowiednich odcinkdéw
poprzez promienie ra,...,r¢ okregéw o), ...,05 odpowiednio:

B'D' = 4drors + 4T3T4,D,El = 4’!”47“5,F,D/ =4drgrs + 47"57“4,D/C/ =A4rsry.
Szkice rozwigzan zadan z zawodéw druzynowych
1. (a) Niech z¢ =x1,27 = x2. Zachodzi réwnosé
5 2 5 5 5
0= (Z%) = Zﬂ:? + QZSL‘N%H + 22$i$i+2 .
i=1 i=1 i=1 i=1

Dla kazdej liczby rzeczywistej A, korzystajac z powyzszej réwnosci, otrzymu-
jemy

6
0< Z(-Tz’Jrl +xi_1— )\aci)Q =
=2

)

5 5 5
=(2+ )\Q)Zx? — QZwiwi_m — 4/\Z$z‘$z‘+1 =
i=1 i=1 i=1

5 5

i=1 i=1

Stad otrzymujemy
5 2 5 5
2w S R T T "

(b) Réwnos$¢ w powyzszej nieréwnosci zachodzi, gdy we wszystkich dokona-
nych przejéciach maja miejsce rownosci. Zbior piatek liczb, dla ktérych jest to
prawdg tworzy dwuwymiarowa podprzestrzen w przestrzeni RS rozpieta przez
wektory (1,\,—\,—1,0), (A,1,0,—1,—\), gdzie \ jest dodatnim pierwiastkiem
réwnania A2 +\—1=0.
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2. Odnotujmy najpierw, ze réwnanie ma trywialne rozwigzania, w ktérych
jedna z liczb a,b,c,...,y jest réwna z, a pozostale sa zerami.
Dla innych rozwiazan zachodzi nieréwnosé

Z—ﬁ— 12 <a+o+c+...+y.
Ponadto z matego twierdzenia Fermata wynika podzielnosé
2.3-5-7-13| A3 — A, czyli 2730|A'3 — A dla dowolnej liczby catkowitej A.

Stad
at+btct.. . +y=aP+oP 4P+ 4y =21 = 2(mod 2730),

co daje
a+b+c+...+y>2+2730 > 2730

wbrew zalozeniu, ze a+b+c+...+y < 2500.

3. (a) Rozpatrzmy prostopadloécian P o krawedziach a,b,c, opisany na
czworo$cianie 7. Niech S bedzie polem pewnej Sciany czworoscianu 7, zas R
promieniem sfery na niej opisanej. Wéwczas

45% =% 4+ 2a® 4 a®v?
oraz
AR =a?+ >+ 2.

Rozwazmy wielomian P(z) = (z—a?)(z —b?)(x —c?) =
=2% —4R%2? +45%x — a?b?c?. Jezeli wielomian P(z) ma dwa rézne pierwiast-
ki, to wielomian P(x)+e€, dla pewnego €0, ma trzy dodatnie pierwiastki
d%,e?,f? (d, e, f dodatnie). Wtedy czworoscian wpisany w prostopadtoécian
o krawedziach d, e, f ma taki sam promien sfery opisanej i pola Scian co
czworoscian 7 .
(b) Taki czworoscian istnieje. Niech S bedzie sfera o promieniu R. ABC
jest trojkatem réwnobocznym wpisanym w koto wielkie sfery S. Jezeli P jest
punktem sfery S najbardziej oddalonym od plaszczyzny ABC, to wéwczas
czworoscian ABC'D jest sztywny.

4. Odp.: Nie. Przyktadem wielomianu, ktory speilnia pierwszy warunek
i nie spetnia drugiego warunku jest wielomian

P(z,y) =2 —282%y% + 7021 y* — 282240 + 4.

Wielomian ten jest réwny czesci rzeczywistej liczby zespolonej (z +iy)®
(z, y - liczby rzeczywiste).
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Innym przyktadem jest wielomian

P(z,y) = (wy(w+y)(x—y))2 :

5.,6. Niech napis p¥|la oznacza, ze p*|a i pF*! /a.
Lemat.
Niech ¢ > p beda liczbami pierwszymi nieparzystymi, a liczba catkowita.
(i) Jezeli pfa—1, to pfaP —1.
(i) Jezeli pfa—1, to pfa?—1.
(iii) Jezeli p*|ja—1, to pF+1|aP —1.
(iv) Jezeli p¥|la—1, to p¥|la? —1.
Dowdd lematu.
Z malego twierdzenia Fermata mamy

a’? —1=a—1(modp),

co dowodzi (i).

W celu dowodu (ii) rozwazmy najmniejsza liczbe catkowita dodatnia r,
dla ktérej prawdziwa jest kongruencja a” =1(mod p). Wéwczas warunek
a® = 1(mod p) jest réwnowazny podzielnosci r|s. Jezeli pfa—1, to r > 1, a po-
niewaz z malego twierdzenia Fermata wynika podzielno$¢ r|p— 1, dostajemy
rfq.

Jedli natomiast p¥lla—1, gdzie k> 1, to a=1+pFec, gdzie ¢ jest liczby
niepodzielng przez p. Wtedy

ormtrerie (3 (s (G (1o
p

—1
=1 +pk+1c+ pr%HCQ + (wyrazy podzielne przez pgk) —1=

k-‘rlc( k‘+2) 7

=p mod p

skad wynika (iii).
Podobnie z zaleznosci

al—1=(14+p*c)!—1= <g> ! <(f>pk0+ <C2]>p2k62+"'+ <Z>pq’“cq— 1=

=1+ p*qc+ (wyrazy podzielne przez p?*)—1

= p"gc(mod p*11)

otrzymujemy (iv).

26



Przechodzimy do rozwiazania zadania 6.
Jezeli liczba n spelnia warunek n?44™ —1 oraz n? < 44" —1, to dla dowol-
nego dzielnika pierwszego p liczby
44™ —1
n2

mamy
pn?|44™ -1,
skad na mocy podpunktu (iii) lematu otrzymujemy
(pn)?|44P™ — 1.

To pozwala z jednej liczby spelniajacej warunek zadania uzyskaé¢ inng,
wieksza od niej. I tak z n =1 otrzymujemy p =43 i widzimy, ze liczba 43 tez
spelnia warunki zadania.

Ten sam zabieg nie jest mozliwy w zadaniu 5, gdyz nier6wnos$é
n? < 2" —1 nie jest speliona dla n=1 i nie mamy rozwigzania, z ktérego
mozna produkowaé nastepne.

Pokazemy, ze jezeli n? f2" — 1, to dla dowolnej liczby pierwszej ¢ nie mniej-
szej niz najwiekszy dzielnik pierwszy liczby n, zachodzi warunek

(qn)2f2"1 1.
Jezeli n? J2" —1, to istnieje taki dzielnik pierwszy p liczby n, ze
Pln i p# -1,
Jezeli p < q, to na mocy lematu
p2kp2m —1.
Jezeli natomiast p=g¢q, to

qk‘+1 ’qn 1 q2k+1 /Y2qn _ 1 .

Pozostaje zauwazy¢, ze dla liczby pierwszej ¢ mamy 2¢—1=2—1=1(mod q).

7. Warunki zadania spelia dowolny trapez réwnoramienny, w ktérym
SAOD =120°, gdzie O jest punktem przeciecia jego przekatnych.

Istotnie, niech AB=a i1 CD =b. Wéwczas AC =a+b i na mocy twierdze-
nia cosinuséw AD = BC' =+v/a?+ab+b2.

Bez trudu sprawdzamy, ze warunek podany w zadaniu zachodzi dla n =2
in=4.
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8. Kazda liczba catkowita z ma jednoznaczne przedstawienie w postaci
z=px+qy, gdzie 0 < x < ¢— 1. Ostatnia nieréwnoé¢ definiuje na plaszczyznie
R* pionowy pas; kazda liczbe calkowity jednoznacznie utozsamimy z jednym
z punktéw lezacych w tym pasie. Dalsze rozwazania ograniczymy do tego
pasa.

Niech S bedzie zbiorem idealnym. Kazdy punkt lezacy na prostej y =0
lub nad nig jest elementem zbioru S. Rozwazmy tréjkat A ograniczony pro-
stymi y=0, z=q i pr+qy=0. Jezeli punkt z jest elementem zbioru S, to
wraz z nim elementami S sa wszystkie punkty lezace w prawej gornej ¢wiart-
ce plaszczyzny wyznaczonej przez proste: pionowa i pozioma, przechodzace
przez punkt z. Lamana wyznaczajaca zbior S sklada si¢ z odcinkéw piono-
wych i poziomych, i kazda taka lamana dtugosci p+q, lezaca w tréjkacie A
i taczaca punkt (0,0) z punktem (g, —p) wyznacza jednoznacznie zbiér idealny.
Niech I' oznacza zbiér wszystkich takich tamanych za$ © niech oznacza zbior
takich tamanych lecz niekoniecznie lezacych w tréjkacie A. Kazdej tamanej ze
zbioru I odpowiada dokltadnie p+ ¢ tamanych ze zbioru ©, powstalych przez
cykliczne przesuniecie poziomych i pionowych czeéci owej tamanej. Zbiér ©

L(p""q) elementow, i jest to liczba

ma (P19) elementéw, zatem zbiér I' ma
p pta\ p

zbioréw idealnych.

9. Niech 224 y% =22, Wéwczas 28 +38 4+ 28 =28 + 8 + (22 +9?)* =
=2(z* +2%y? +y*)2. Zatem z kazdej tréjki pitagorejskiej otrzymujemy jedno
rozwigzanie rozwazanego réwnania, skad wynika, ze szukanych rozwigzan jest
nieskonczenie wiele.

10. Czworoscian ABC D uzupeliamy do szescianu ECFD AGBH (patrz
rysunek). Punkty P, @, R leza odpowiednio na krawedziach HB, AG, EC' i

HP 1 AQ 4 ER 3

PB4 QG 1 RC 2

Podobnie, punkty X, Z leza odpowiednio na krawedziach H B, DF i spelniaja
warunki
HX 3 DzZ 2

XB 2 ZF 3
za$ punkt Y lezy na przedtuzeniu krawedzi AG, przy czym AY :YG=6:1.
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E
Tak zdefiniowane punkty P, ), R oraz X, Y, Z wyznaczaja dwie plasz-
czyzny rownolegte, ktore zawieraja odpowiednio proste DK i C'L. Szukana
odlegto$é jest wiec réwna odlegloéci miedzy plaszczyznami DPQR i1 ZXYC.
Oznaczajac a = %\/5 (dtugo$é krawedzi sze$cianu), obliczamy pole p réw-
nolegltoboku DPQR:

1 2 2
() -

Objetos¢ réwnolegtoscianu DPQR ZXY C' jest réwna %a3. Stad, odlegtosé¢ d
miedzy prostymi DK i CL wynosi
(2 3> (\/35 2) 2a /70
d= | —a” | =

5 5

/35 35
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Szkice rozwigzan zadan z Meczu Matematycznego

1. Laczymy punkty w pary tak, aby suma dlugosci narysowanych odcin-
kow byta mozliwie najwigksza. Gdyby pewne 2 odcinki si¢ nie przecinaly, to
zastepujac je przekatnymi czworokata wypuklego, ktérego wierzchotkami sa
konce tych odcinkéw, otrzymalibySmy zbior odcinkéw o wiekszej sumie.

2. Odp.: Jest to mozliwe. Wystarczy aby koszty potaczen pomiedzy rézny-
mi parami uporzadkowanymi miast (pierwsze miasto - miasto wylotu, drugie
miasto - miasto przylotu) byly réznymi potegami dwdjki.

3. Zalézmy, ze © <y. Wtedy

y?+52 <y’ +5y <y’ +6y+9=(y+3)?,
skad y? +5x = (y+1)? lub 32+ 52 = (y+2).

Pierwsza rownos¢ prowadzi do bx =2y+1, skad x =2k+11y=5k+2 dla
pewnego k> 0. Wéwczas x2 + 5y =4k? +29k+11 i

(2k+3)2 <4k®+29k+11 < (2k+8)2,
skad rozwigzujac réwnania 4k% +29k 411 = (2k +1)? dla i =4,5,6,7 otrzymu-
jemy k=5 lub k=38 prowadzace do rozwiazan (11,27) i (77,192).

7 kolei r6wnoéé y? +5x = (y +2)? daje 5o =4y +4, skad v =4k i y =5k —1

dla pewnego k> 1. Wéwcezas 22 45y = 165> +25k —5 i

(4k+1)% <16k* 425k —5 < (4k+4)?
skad rozwigzujac réwnania 16k2 +25k — 5= (4k +1)? dla i = 2,3 otrzymujemy
k=1 lub k=14 prowadzace do rozwiazan (4,4) i (56,69).

Po rezygnacji z ograniczenia x <y otrzymujemy tacznie 7 par liczb spel-
niajacych warunki zadania.

30



4. Niech f bedzie funkcja ciagla spelniajaca dane rownanie. Przyjmujac

g(x) = f(x)/2% otrzymujemy

29(x)+29(y) =g(z+y)+g(x—y).
Biorac =y =0 stwiedzamy, ze g(0) =0. Z kolei przyjecie x =0 pokazuje, ze
funkcja g jest parzysta.

Nietrudna indukcja pokazuje, ze g(nt) =n%g(t) dla dowolnej liczby cal-
kowitej dodatniej n i rzeczywistej t. W celu wykonania kroku indukcyjnego
wystarczy podstawi¢ x=nt iy=t.

Niech c¢=g(1). Wéwczas g(q) =cq? dla dowolnego ¢ wymiernego, a cig-
glogé pozwala na uzyskanie g(z) = cx? dla wszystkich liczb rzeczywistych .

Stad otrzymujemy

f(z)=cz?2".

Pozostaje sprawdzié¢, ze funkcje okreslone powyzszym wzorem spelniaja dane
w zadaniu réwnanie.
5. Niech 3, = bk%. Oczywiscie 8, > 0. Dla kazdego k=1,2,...,n zachodzi

rownosé .
1-Be= > B
=Lk

Nieréwnos¢ pomiedzy Srednig arytmetyczna i geometryczna daje

1_ﬁk‘ > (7’L— 1) n?l/H?:l,j;ékﬁj'

Mnozac otrzymane nieréwnosci stronami, dostajemy

oy (1= Bk) = (n—1)" 1l B,
co po przeksztatceniach prowadzi do tezy zadania.

6. Rozwiazanie danego w zadaniu réwnania w liczbach catkowitych do-
datnich z, y, 2z, u, v nazwiemy dobrym, jezeli liczby te sg parami rézne.

7 kazdego dobrego rozwiazania mozna dosta¢ inne dobre. Mianowicie, je-
zeli rozwigzanie x =x1, y =1Yy1, 2 = 21, u =u1, v =1 jest dobre oraz 1 <y <
z1 <up <y, to ze wzoréw Viete’a otrzymujemy rozwigzanie
T=Y121u101 — X1, Yy =Y1, 2 = 21, U =1u1, V=11, ktére réwniez jest dobre. Po-
stepujac w ten sposdb mozemy otrzymac rozwigzanie w dowolnie duzych licz-
bach o ile znajdziemy cho¢ jedno dobre rozwiagzanie. Dobrym rozwiazaniem
tego réwnania jest zad np. x =1, y=2, 2=3, u=4, v=>5.
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7. Liczba
Ca™tt -1 a"—1 b"a—1)—a" (b—1)—(a—b)
Tl o1 1T (b — 1)t —1)
jest calkowita. Po podzieleniu licznika i mianownika w powyzszej rownosci
przez b?"t1 stwierdzamy, ze lim,, oz, = 0. Zatem dla dostatecznie duzych n
v'Ha—1)=a"" (b—1)+(a—b).
Dzielac powyzsza réwnosé przez a”, otrzymujemy
Y ha—1)=a(o—1)+ =2
() de-D=ap-1+ "2
Przechodzac w powyzszej rownosci z n do nieskonczonosci otrzymujemy
a(b—1) =0, co prowadzi do sprzecznosci. Zatem a =b.

8. Niech K i L beda punktami stycznosci okregu o z podstawami AB i C'D.
Wowcezas na mocy twierdzenia Brianchona punkty K, P, L sa wspdtliniowe,
a wiec i punkty K, S, P, L sa wspoétliniowe. Zatem

CD 1-a
AB  1+a’

9. Niech punkty K, L, M beda odpowiednio $rodkami odcinkéw PA, PB
i PC. Symetralne odcinkéw PA, PB i PC wyznaczaja punkty @, R, S.
Punkty K, L, M sa rzutami prostokatnymi punktu P na proste QS5, QR,
RS. Poniewaz punkty K, L, M sg wspdtliniowe, wiec punkt P lezy na okregu
opisanym na trdojkacie QRS.

10. Oznaczmy przez P punkt przecigcia prostych k i AB. Niech okrag
przechodzacy przez punkty A i B przecina prostg k w punktach C' i D.
Przy tych oznaczeniach iloczyn C'P-DP nie zalezy od wyboru okregu o.
Zatem cigciwa, o ktérej mowa w zadaniu ma najmniejsza dtugosé wtedy, gdy
CP=DP.

11. Z warunkéw zadania wynika, ze pola tréjkatow ACF i ACD sa réwne.
Zatem AC' || FD. Analogicznie AE || BD, BF' || CE. Stad wynika, ze istnieje
jednokladno$é J (o ujemnej skali) przeksztalcajaca trojkat ACE na trdj-
kat DF B. Zatem przekatne AD, DFE i C'F przecinaja si¢ jednym punkcie,
bedacym $rodkiem jednoktadnosci J.

Tn
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notatki
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Regulamin Meczu Matematycznego

1. W Meczu biorg udziat dwie druzyny. Kazda z druzyn wybiera ze
swojego grona Kapitana.

2. W pierwszej fazie Meczu obie druzyny rozwigzujg 11 zadan do-
starczonych przez Jury i przygotowuja sie do zreferowania rozwiazan
przy tablicy.

3. Druga faza Meczu jest rozgrywka.

4. Ekipy na przemian wywolujg druzyne przeciwng do zreferowa-
nia rozwigzania jednego z zadan. Wywoltywanie rozpoczyna druzyna
wylosowana tuz przed rozgrywka. Numer zadania jest wybierany przez
druzyne wywotujaca.

5. Druzyna wywotana do rozwiazania zadania deklaruje, czy przyj-
muje zadanie.

6. Jezeli druzyna wywotana przyjmuje zadanie, Kapitan druzyny wy-
wolujacej wyznacza zawodnika druzyny wywotanej do zreferowania roz-
wigzania przy tablicy. Rozwigzanie to jest oceniane przez Jury.

7. Zawodnik moze by¢ wyznaczony powtérnie jedynie wtedy, gdy
wszyscy zawodnicy z jego druzyny byli juz wyznaczeni do referowania.

8. Osoba referujaca nie moze korzystac z notatek, ani konsultowac sig
ze swoja druzyna. Druzyna przeciwna nie moze przerywac referujacemu.

9. Kapitan druzyny wywotanej moze odwotywac osoby referujace do-
wolng liczbe razy. Takze osoba referujaca moze zrezygnowac z referowa-
nia. N-ta zmiana powoduje odjecie N punktéw, bez wzgledu na to, czy
zadanie zostanie uznane za rozwigzane. Kapitan prosi wowczas druzyne
przeciwng o wyznaczenie nowego referujacego.

10. Czas na zreferowanie rozwiazania wynosi 15 minut. Po uplywie
tego czasu Jury moze przerwaé referowanie, poprosi¢ o streszczenie dal-

szej czesci rozwigzania lub pozwoli¢ na dalsze referowanie, w zaleznosci
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od tego, czy rozwigzanie zdaniem Jury rokuje nadzieje na poprawnosé
i zbliza sie do konca.

11. Po oznajmieniu przez referujacego, ze zakonczyt referowanie, dru-
zyna przeciwna zgtasza zastrzezenia co do poprawno$ci rozwigzania, a
nastepnie referujacy odpowiada na te zastrzezenia.

12. Jezeli Jury uznaje rozwigzanie za poprawne, punktuje je od 5 do
10 punktow. Jury moze przyznaé druzynie wywotujacej te punkty, ktére
zostaly odjete druzynie rozwigzujacej, jezeli usterki rozwigzania zostaty
przez te druzyne zauwazone.

13. Jezeli Jury nie uznaje rozwiazania za poprawne, zadna z druzyn
nie otrzymuje punktow, chyba, ze druzyna wywolujaca zwrdcita uwage
na btedy lub luki dyskwalifikujace rozwigzanie. Wtedy ma ona prawo
do przedstawienia wtasnego rozwigzania na zasadach i przy punktacji
okreslonych w pozycjach 6—12.

14. Jezeli druzyna wywolana nie przyjmie zadania, rozwiazuje je
druzyna wywolujaca zgodnie z zasadami okreslonymi w p. 6-12. Je-
§li jednak nie przedstawi ona poprawnego rozwigzania, otrzyma —10
(minus 10) punktow.

15. Rozgrywka konczy si¢ po wywotaniu 8 zadan. W przypadku re-
misu wywotuje sie dodatkowo 2 zadania.
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