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Wstep

Oboz naukowy Olimpiady Matematycznej odbyt si¢ w dniach 2 - 16 czerw-
ca 2002 r. w Zwardoniu, w pensjonacie ,Zgoda”. Uczestniczylo w nim 20
uczniéw, zakwalifikowanych na podstawie wynikow finatu LIII Olimpiady
Matematycznej.

Kadre obozu stanowili i niniejszy zeszyt przygotowali: Jerzy Bednarczuk,
Rafal L.ochowski, Adam Osckowski, Waldemar Pompe i Jarostaw Wréblew-
ski.

W dniach 3-6, 8, 10, 11, 13, 14 czerwca uczestnicy obozu rozwiazy-
wali zadania indywidualnie, kazdego dnia 3 zadania. Zawody indywidualne
odbywaly sie przed potudniem. Popoludnia byly na ogét poswiecone omawia-
niu zadan. W ramach zawodéw indywidualnych mozna bylo uzyskaé¢ w su-
mie 162 punkty. Najlepszy osiagniety wynik to 138 punktéw, a cztery osoby
uzyskaly po ponad 100 punkéw. Punkty uzyskane za poszczegdlne zadania
z zawodéw indywidualnych przedstawia tabela na nastepnej stronie.

Dnia 12 czerwca odbyly sie zawody druzynowe, a 7 i 15 czerwca rozegrane
zostaly ,mecze matematyczn” (regulamin meczu znajduje sie na koncu tego
zeszytu).

Po zakoniczeniu obozu do pensjonatu ,,Zgoda” przyjechali uczestnicy
IT Czesko-Polsko-Stowackich Zawodéw Matematycznych. Zawody odbyly sie
w dniach 16 - 19 czerwca.

Niniejszy zeszyt zawiera wszystkie zadania z obozu oraz szkice ich rozwig-
zan, przygotowane przez kadre obozu, a takze zadania z I1 Czesko-Polsko-Sto-
wackich Zawodéw Matematycznych wraz z rozwiazaniami, przygotowanymi
przez Marcina E. Kuczme.



Zestawienie wynikéw ocen z zawodéw indywidualnych !

numer liczba ocen | liczba ocen | liczba ocen | liczba ocen
zadania 6 pt. 5 pt. 2 pt. 0 pt. lub -
1. 12 1 1 6
2. 15 — — 5
3. 15 — 2 3
4. 15 — — 5
5. 9 — 1 10
6. 6 — 2 12
7. 11 - — 9
8. 13 3 — 4
9. 6 1 — 13
10. 12 1 4 3
11. 3 2 — 15
12. 12 — 1 7
13. 10 5 3 2
14. — 1 — 19
15. 9 — 2 9
16. 5 — 1 14
17. 2 1 — 17
18. 4 — 1 15
19. 2 1 — 17
20. 13 3 1 3
21. 2 — — 18
22. — — 1 19
23. 14 1 1 4
24. 3 — 4 13
25. 5 — 1 14
26. 1 — 1 18
27. 4 — — 16

'Kazda praca byla oceniana w skali 0, 2, 5, 6 pt.




Tresci zadan z zawodow indywidualnych

1. Wyznaczy¢é wszystkie liczby naturalne, ktére mozna przedstawi¢ w po-
staci sumy co najmniej dwoch kolejnych liczb catkowitych dodatnich.

2. Dany jest wielokat wypukly w oraz okrag o. Wszystkie boki wieloka-
ta w sg rownej dtugosci, a okrag o dzieli kazdy bok na 3 odcinki. Malujemy
wszystkie otrzymane odcinki kolejno na czerwono, zielono i biato, zaczyna-
jac od wierzchotka wielokata i poruszajac si¢ po jego obwodzie w ustalonym
kierunku. Wykazaé, ze suma dlugosci odcinkéow czerwonych jest réwna sumie
dhugosci odcinkéw biatych.

3. Wyznaczy¢ wszystkie rozwigzania uktadu réwnan
3 —9y? 427y —27=0
Y3 —9224272—-27=0
23— 9224272 —27=0

w liczbach rzeczywistych x, y, z.

4. We Fredlandii postawiono 2002 pomniki ku czci kréla Frederyka Dru-
giego. Miedzy kazdymi dwoma pomnikami istnieje doktadnie jedno potacze-
nie pasazerskie PKP, PKS, LOT, Radio-TAXI, Ryksza-Express lub Zeglugi
Srédladowe;.

Dowiesé, ze istnieja takie trzy pomniki, miedzy ktérymi potaczenia pasa-
zerskie obstuguje ten sam przewoznik.

5. Sfera s jest styczna do krawedzi AB, BC, CD, DA czworo$cianu
ABCD. Udowodnié, ze punkty stycznosci sfery s z wymienionymi krawe-
dziami leza na jednej plaszczyznie.

6. Dowiesé, ze dla dowolnych liczb rzeczywistych dodatnich a, b, ¢ zacho-

dzi nieréwnosé¢
a3 b3 c3 +b+
+ + >4
a+b b+c cta V2

7. Czworokat wypukly ABCD jest wpisany w okrag. Proste AB i C'D
przecinaja sie w punkcie P, za$ proste AD i BC' przecinaja sie w punkcie Q).
Dowiesé, ze PQ*=PA-PB+QB-QC.




8. Liczby rzeczywiste x, y, z spelniaja zaleznosci

r+y+2=9, 22+y>+22=33.

Udowodnié, ze 16 < zyz < 20.

9. Ciag (ay) jest okreslony nastepujaco:
a1=1, as =4, a3=15, a,=15a,_o—4a,_3 dla n > 4.

Dowiesé, ze jesli liczba a,, jest pierwsza, to liczba n tez jest pierwsza.

10. Wyznaczy¢ wszystkie takie funkcje f:[0,1] — [0,1], ze
fzr—f(x))=x dla wszystkich = € [0,1].

11. Losujemy podzbiory zbioru {1,2,...,n} w nastepujacy sposéb: naj-
pierw losujemy liczbe m € {0,1,2,...,n}, a nastepnie m-elementowy podzbiér
zbioru {1,2,...,n}. Niech P(n,k,l) bedzie prawdopodobienstwem tego, ze wy-

losowany podzbiér zawiera liczby k+1, k+2, ..., k+l pod warunkiem, ze
zawiera on liczby 1, 2, ..., k. Wyznaczy¢ wszystkie takie tréjki (n,k,l), ze
P(n,k,l)= %

12. Punkt P lezy wewnatrz pewnego czworoscianu. Przez kazde dwa
wierzchotki tego czworoscianu prowadzimy plaszczyzne réwnolegla do pro-
stej taczacej punkt P ze srodkiem przeciwleglej krawedzi. Wykazaé, ze ist-
nieje punkt wspolny otrzymanych 6 ptaszczyzn.

13. Wyznaczy¢ wszystkie liczby calkowite dodatnie n, dla ktoérych liczba
3

™ —n™ nie jest podzielna przez 5.

n

14. Srodkowe tréjkata rozcinaja go na 6 mniejszych tréjkatéw. Udowod-
ni¢, ze srodki okregdéw opisanych na tych 6 tréjkatach leza na jednym okregu.



15. Na nieskoniczonej szachownicy znajduje sie
skonczona liczba pionkéw, przy czym na jednym polu
moze znajdowaé si¢ wiecej niz jeden pionek.

Mozemy wykonywaé nastepujace ruchy (zob. rysu- Q1|Q2|Q3
nek): jezeli na polu P szachownicy znajduja sie co naj- S4| P |Qq|Ry
mniej 3 pionki oraz na jednym z pdl R; (i=1,2,3,4) Sg Sz |51

znajduje si¢ co najmniej jeden pionek, to 3 pionki
z pola P przenosimy na pole @Q);, a jeden pionek z po-
la R; przesuwamy na pole S;.

Dowieéé, ze mozna wykonaé tylko skonczenie wiele ruchow.

16. Znalezé wszystkie liczby naturalne n takie, ze dla dowolnych liczb
rzeczywistych dodatnich x1,x9,...,2, nieréwnosé

n n
921‘22 <n(n—1) +8-Zx,~
i=1 i=1

pociaga za soba nieréwnosé

n n n
8256? <n? +9-Zx? +fo~‘.
i=1 i=1 i=1

17. Dwa okregi dopisane do tréjkata ABC' sa styczne do odcinkéw AB
i AC odpowiednio w punktach D i E. Dowie$¢, ze nastepujace punkty: érodek
cigzkosci trojkata ABC, punkt przecigcia odcinkéw BE i C'D oraz $rodek
okregu wpisanego w tréjkat ABC' leza na jednej prostej.

18. Dana jest liczba naturalna k > 2. Definiujemy ciag (a,,) wzorami

a1 =k, an:k"—Zad dlan>2.

d<n
dln

Dowiesé, ze dla dowolnego n liczba a,, jest podzielna przez n.

19. Dowie$é, ze réwnanie
561998 _|_y2000 + 22004 _ t1996

ma co najmniej jedno rozwigzanie w liczbach catkowitych dodatnich.



20. Udowodni¢, ze jezeli w czworo$cianie wysokosci przecinaja sie w jed-
nym punkcie, to punkt ich przeciecia, srodek ciezkosci czworos$cianu oraz
grodek sfery opisanej na tym czworoScianie, leza na jednej prostej.

21. Wewnatrz kuli o promieniu 7 wybrano 1001 punktéw. Dowiesé, ze
w pewnej powloce kulistej (bez brzegu) o promieniu wewnetrznym 2 i pro-
mieniu zewnetrznym 3 lezy co najmniej 20 sposréd tych punktow.

22. Okrag w o srodku O przechodzi przez wierzcholek A tréjkata ABC
i przecina odcinki AB i AC odpowiednio w punktach D i F. Dowie$¢, ze
jezeli styczne do okregu w w punktach D i E przecinaja si¢ na prostej BC,
to kat BOC' jest ostry.

23. Dowieéé, ze dla dowolnej nieparzystej liczby pierwszej p, liczba
1P 423 4337 4 4 (p—1)%

jest podzielna przez p3.

24. Dowiesé, ze dla dowolnej liczby catkowitej n > 8 oraz liczb rzeczywi-
stych dodatnich x1,xs,x3,...,2, zachodzi nieréwnos$é

80 77 60 55 40 33 22 11 88 _70,..66,..50, .44 .30,.20 10
Zx <Zx LTy Ty Ty Ty Ly T

gdzie sumowanie rozciagga sie na Wszystkle uktady parami réznych liczb
i,j,k,6,m,p,q,r €{1,2,3,...,n}.

25. Niech D(x) oznacza odleglosé liczby rzeczywistej x od najblizszej licz-
by catkowitej. Dowies¢, ze dla dowolnej liczby catkowitej dodatniej n istnieje
taka liczba catkowita dodatnia N <n?, ze

1
D(Np)<~ dla p=2,3,5,T.
n



26. Wyznaczy¢ wszystkie liczby catkowite dodatnie n, dla ktérych uktad
rownan
i +yiy; =zj—it1  (1<i<j<n)

ma rozwiazanie w liczbach catkowitych dodatnich

L1y T2y «vvy Ty Y1y Y25 -ov5 Yny 21y 225 -ovy Zn

spelniajacych nieréwnosé 1 <xo <... <.

27. Punkt P lezy wewnatrz n-kata foremnego AjA,...A,. Punkty M,
Moy, ..., M, sa odpowiednio $§rodkami odcinkéw Aq Ay, A2 As,...,ApAr. Wyka-

zacé, ze

n n
ZPMi > cos(%) ZPAi.
i=1 i=1

Tresci zadan z zawod6w druzynowych

1. Niech j(i) oznacza liczbe jedynek w zapisie trojkowym liczby ¢ oraz
niech a; = (—2)7®). Dowies¢, ze dla dowolnych liczb calkowitych nieujemnych
n, k takich, ze k < 2n—1, zachodzi réwnosé

3"—1

> a;i* =0.
1=0

2. Srodkowe $cian bocznych SAB, SBC, SCA ostrostupa SABC po-
prowadzone z wierzchotka S tworza rowne katy z krawedziami, do ktérych
zostaly poprowadzone. Wykazaé, ze SA=SB=5C.

3. Liczby catkowite a, b, ¢, x, y, z spelniaja rownanie
aS+ 08+ B =840 420,

2

Dowiesé, ze liczba a4 b2+ c? — 22 —y? — 22 jest podzielna przez 180.



Tresci zadan z pierwszego meczu matematycznego

1. Udowodnié, ze dla kazdej liczby naturalnej n > 2 liczba n" —npn jest
podzielna przez 43.

2. U cioci Reni na imieninach uczestnicy imprezy graja w nastepujaca
gre: wplacaja do puli po 1 zl, po czym kazdy wykonuje rzut kostka. Pula
zostaje w rownych czedciach podzielona miedzy osoby, ktore uzyskaly naj-
wieksza liczbe oczek. Ciocia Renia uzywa specjalnie przygotowanej kostki, na
ktoérej nigdy nie wypada 5 oczek, a pozostale liczby oczek wypadaja z praw-
dopodobienstwem é Rozstrzygnac, czy istnieje taka liczba oséb, ze wartosé
oczekiwana wygranej cioci Reni jest dodatnia.

3. Okregi 01 i 09 przecinaja sie w punktach A i B. Prosta r6zna od AB
przecina okrag o1 w punktach C' i D, okrag oo w punktach E i F, za$ prosta
AB w punkcie P lezagcym poza odcinkiem AB. Udowodnié, ze prosta tacza-
ca Srodki okregéw opisanych na tréjkatach ACE i BDF' przechodzi przez
punkt P.

4. Wielomian P(x) stopnia n o wspélczynnikach rzeczywistych przyjmuje
wylacznie wartoéci dodatnie. Udowodnié¢, ze wielomian

(Z)P(ar)Jr (”:1>P'(x)+ <”:2> P'(a)+...+ (?) PO ()

takze przyjmuje wylacznie wartosci dodatnie.

5. Udowodnié, ze szeScianu o krawedzi 2003 nie mozna podzieli¢ na sze-
Sciany, z ktorych kazdy ma krawedz 2, 3 lub 5.

6. Dany jest sze$ciokat wypukly o polu 1. Udowodni¢, ze pewna przekatna
tego sze$ciokata odcina od niego trojkat o polu nie wiekszym niz 1/6.

7. Udowodnié, ze z kazdego 666-elementowego ciagu liczb rzeczywistych
mozna wybraé taki monotoniczny podciag ai, ao, ..., ag, ze ciag
sinai, sinao, ..., sinag tez jest monotoniczny.

10



8. Zbiér {1,2,3,...,666} podzielono na trzy rozlaczne zbiory. Dowiesé, ze
istnieja takie liczby nq, na, ns, ng, ns, ng (niekoniecznie rézne) nalezace do
jednego z tych zbioréw, ze

nir3=n;+n;y1 dlai=1,23.

9. Przez $rodek kazdej krawedzi czworo$cianu prowadzimy plaszczyzne
prostopadla do przeciwlegtej krawedzi. Wykazaé, ze istnieje punkt wspdlny
otrzymanych 6 plaszczyzn.

10. Rozstrzygnaé, czy istnieje taka liczba naturalna n oraz liczby rzeczy-
wiste x1, x2, ..., Ty, %€ zachodzi nieréwnosé
n 49, .51
Z Ti iy T
100 ,_.100 ’
St 2

gdzie xp1 =21 .

11. Udowodnié, ze proste zawierajace wysokosci czworodcianu przecina-
ja sie w jednym punkcie wtedy i tylko wtedy, gdy odcinki taczace srodki
przeciwleglych krawedzi tego czworoscianu sg rowne.

Tresci zadan z drugiego meczu matematycznego

1. Ciagi (ay) i (b,) o wyrazach calkowitych nieujemnych spelniaja naste-
pujace warunki:

(i) ciag (a,) jest niemalejacy;
(ii) dla dowolnego n zachodzi b,, = a,, +2n;

(iii) dowolna liczba caltkowita nieujemna nie bedaca wyrazem ciagu (b,)
wystepuje w ciagu (a,) dokladnie dwa razy;

(iv) dowolna liczba catkowita nieujemna bedaca wyrazem ciagu (b,,) wyste-
puje w ciagu (a,) dokladnie trzy razy.

Dowieéé, ze dla dowolnej liczby calkowitej dodatniej m istnieje taka liczba
catkowita dodatnia n, ze

|b, —m|=n.

11



2. Dowies¢, ze dla dowolnej liczby catkowitej dodatniej n liczba
565n+2n+18

jest ztozona.

3. Wewnatrz wielo$cianu wypuklego o objetosci 1111 znajduje sie 3000
punktow. Udowodnié, ze w wieloScianie tym da si¢ umiesci¢ pewien wielodcian
wypukly o objetosci 1, ktory w swoim wnetrzu nie zawiera zadnego z danych
punktéw.

4. Rozstrzygnad, czy istnieje nieskonczenie wiele takich liczb catkowitych
dodatnich n, ze liczba (?’:) daje reszte 5 przy dzieleniu przez 7.

5. Wyznaczy¢ najmniejsza liczbe rzeczywistyg C taka, ze dla dowolnych
liczb rzeczywistych dodatnich x1, 2, x3, T4, T5, T, 7 zachodzi nieréwnosé

a? 3 a3 a}
2tz 2 2 2
1 7Ty T5+T1T3 X3+ Taxg4  TH+T3T5
2 2 2
Ty T T7

224+ a4me 124 Tsrr T2+ TeT1
5 446 6 547 7 641

6. Dany jest ostrostup czworokatny PABC D, ktorego podstawg jest réw-
nolegtobok ABC'D. Dowiesé, ze jezeli istnieje sfera styczna do krawedzi PA,
PB, PC, PD, to PA+PC=PB+PD.

7. Wieloscian wypukly w ma 3n krawedzi i n+2 $ciany (n > 2). Ponad-
to na kazdej $cianie tego wieloScianu mozna opisa¢ okrag. Wykazaé, ze na
wielodcianie w mozna opisaé sfere.

8. Znalez¢ wszystkie funkcje ciagle f:R — R takie, ze dla dowolnych z, y
rzeczywistych zachodzi réwnosé

v f (@) + f(ay®) =2y f (xy).

9. Dowie$é, ze dla dowolnej liczby calkowitej n > 10° istnieje taka liczba
catkowita dodatnia m < n, ze liczba m-n nie ma cyfry 5 w zapisie dziesigtnym.

12



10. W czworokacie wypuktym ABCD zachodza nastepujace réwnosci:
AB=BC=CD. Przekatne AC i BD przecinaja si¢ w punkcie P, przy czym
AP DP
BD  AC’

Udowodnié, ze AD | BC' lub AB L CD.

11. Poda¢ przyktad zbioru Z o nastepujacych wlasnosciach:

(i) elementy zbioru Z sa funkcjami ciaglymi z R w R;

(ii) dowolna funkcja f ze zbioru Z spelnia réwnanie
P+ a+y)fa—29)+f(z—y) fx+2y) =
= f(z—2y) f(x) f(z+2y)+2f(x—y) f(z)f(z+y)
dla dowolnych liczb rzeczywistych x, y;

(iii) druzyna przeciwna nie zna zadnej funkcji ciaglej spoza zbioru Z spel-
niajacej powyzszg réwnoscé.

Uwaga: W rozwiazaniu zadania 11 wystarczy precyzyjnie podaé zbiér Z,
dowdd warunku (ii) nie jest wymagany.

Tresci zadan z II Czesko-Polsko-Slowackich Zawodow
Matematycznych

1. Dane sa rézne liczby rzeczywiste a, b oraz dodatnie liczby catkowite
k, m, przy czym k+m=n >3, k< 2m, m < 2k. Rozwazamy ciagi (x1,...,2n)
o nastepujacych wlasnosciach:
k wyrazéw x; jest rownych a; w szczegdlnosci x1 =a;
m wyrazow x; jest rownych b; w szczegdlnosci x,, =b;
zadne trzy kolejne wyrazy nie sa rowne.
Wyznaczy¢ wszystkie mozliwe wartosci sumy

TpT1T2 + 212223+ ...+ Tn—2Tn—1Tn +Tn—1TnT1-

13



2. Dany jest trojkat ABC o bokach dtugosci BC'=a, CA=b, AB=c,
a<b<c, ipolu S. Wyznaczy¢ najwieksza liczbe u oraz najmniejsza liczbe v
takie, ze dla kazdego punktu P wewnatrz trojkata ABC zachodzi nieréwnosé

u< PD+PE+ PF <,

gdzie D, E, F' sa punktami przeciecia potprostych AP, BP, CP z przeciw-
legtymi bokami tréjkata.
(Szukane wartosci u, v nalezy wyrazi¢ przez dane liczby a, b, ¢, S.)

3. Niech n bedzie ustalona liczba naturalna i niech S ={1,2,...,n}. Ile jest
funkcji f:S — S spehiajacych réwnanie z+ f4(z)=n+1 dla wszystkich
xeS?

Uwaga. Symbol f*4 oznacza czwarta iterate: f4(x)= f(f(f(f(z)))).

4. Dana jest liczba naturalna n > 1 oraz liczba pierwsza p taka, ze p—1
dzieli sie przez n, zaé n — 1 dzieli sie przez p. Dowiesé, ze 4p — 3 jest kwadra-
tem liczby catkowitej.

5. W tréjkacie ostrokatnym ABC punkt O jest érodkiem okregu opisane-
go, a punkty P oraz @ leza odpowiednio na bokach AC oraz BC' i spelniaja
warunki

AP _BC BQ _AC
PQ AB PQ AB’
Dowies¢, ze punkty O, P, @ i C leza na jednym okregu.

oraz

6. Niech n > 2 bedzie ustalong liczbg naturalng parzysta. Rozwazamy wie-
lomiany postaci
P(x)=2a" +ap_12" 4. Faz+1

o wspotczynnikach rzeczywistych, majace co najmniej jeden pierwiastek rze-
czywisty. Wyznaczy¢ najmniejsza mozliwg wartosé sumy a?+...+a2_;.

14



Szkice rozwigzan zadan z zawodow indywidualnych

1. Przypusémy, ze liczba caltkowita n spelnia réwnanie
n=a+(a+1)+...+(a+k),
gdzie liczby a, k sa catkowite dodatnie. Rownowaznie,
2n=(k+1)(2a+k),

czyli po roztozeniu 2n = 2°1, gdzie s jest liczba catkowita dodatnia, a [ liczba
calkowita nieparzysta, otrzymujemy

2°l=(k+1)(2a+k).
Doktadnie jeden z czynnikéw wystepujacych po prawej stronie jest liczba
nieparzysta nie mniejsza od 3; stad natychmiast otrzymujemy, iz [ > 3, czyli
n nie moze by¢ potega 2.
Przypuéémy wiec, ze [ > 3. Rozwazymy dwa przypadki:
1° 2% > 1. Wowcezas kladziemy
k+1=1, 2a+k=2°
Otrzymujemy
1
k=1-1, a:§(25—l—|—1)

i, jak tatwo sprawdzié, liczby a i k sa catkowite i dodatnie.

2° 2% <l. Wéwezas kladziemy
k+1=2° 2a+k=I.
Otrzymujemy
1
k=2°—1, a= 5([—234—1)
iliczby a i k sa catkowite i dodatnie.

Zatem liczbami, ktore daja sie przedstawi¢ w postaci sumy co najmniej dwéch
kolejnych liczb catkowitych dodatnich, sg wszystkie liczby catkowite dodatnie
nie bedace potegami liczby 2.

15



2. Niech A1As...A, bedzie danym wielokatem, zas O $rodkiem dane-
go okregu. Niech B; bedzie rzutem prostokatnym punktu O na bok A;A;11
(przyjmujemy A, 1 = A;). Punkty By, Bas,..., B, sa zatem $rodkami zielonych
odcinkéw. Oznaczmy: a; = A; B; oraz b; = B;A;11. Nalezy wykazaé, ze

(1) a1 t+as+...+ap,=by+by+...+b,.

Na mocy twierdzenia Pitagorasa otrzymujemy

n

> (e - 8) =0,

i=1
a po uwzglednieniu zalozenia a;+b; =as+by=...=a,+b, otrzymujemy
zalezno$é (1).
Uwaga: Zadanie to jest uogdélnieniem zadania 6 z 1 etapu LIIT Olimpiady
Matematycznej.

3. Dodajac stronami réwnania wyjéciowego uktadu otrzymujemy réwnosé

(1) (z—3)*+(y—3)*+(2—3)* =0.
Okredlmy F(t) =9t? — 27t +27. Uktad przyjmuje postaé
v’ =F(y)
Yy’ =F(z)
23 =F(x).

Jak latwo sprawdzi¢, minF >0 oraz F(t) <27 dla t€(0,3], F(t)>27 dla
t > 3. Z pierwszego zwiazku wnioskujemy, iz x, y, 2 > 0. Z pozostalych dwoch
otrzymujemy nastepujace implikacje: jesli jedna z liczb z,y,z jest wigksza
(mniejsza) od 3, to pozostale takze sa wicksze (mniejsze) od 3. Wobec tego,
na mocy réwnosci (1), z =y =2z=3. Latwo sprawdzié, ze ta trojka stanowi
rozwiazanie ukladu. Jest wigc to jedyne rozwigzanie.

4. Wybierzmy jeden pomnik P i rozwazmy potaczenia z pozostatymi 2001
pomnikami. Pewne 334 potaczenia obstuguje ten sam przewoznik X. Nazwij-
my odpowiednie pomniki przez @1, Q2, ..., Q334. Jesli polaczenie miedzy
pewnymi pomnikami @Q;, Q;, ¢ # j, obsluguje przewoznik X, to otrzymujemy
teze. Przypusémy zatem, ze wszystkie potaczenia miedzy pomnikami @;, @,
dla i,7=1,2,..., 334, i # j obshiguja pozostali przewoznicy.

Rozwazmy polaczenia miedzy pomnikiem (Q334 a pomnikami @Q;, dla
i = 1,2,..., 333. Pewne 67 polaczen (bez straty ogdlnosci mozemy przyjaé,
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ze s to polaczenia z Q1, @9, ..., Qg7 obstuguje ten sam przewoznik Y.
Jesli polaczenie miedzy pewnymi pomnikami Q;, @, 4,7 =1,2,...,67, i#j
obstuguje przewoznik Y, to otrzymujemy teze zadania. Przypu$émy wiec,
ze wszystkie potaczenia miedzy pomnikami Q;, Q;, i,j=1,2,..., 67, i#j
obstuguja pozostali czterej przewoznicy.

Rozwazmy potaczenia miedzy pomnikiem Qg7 a pomnikami @;, dla
i=1,2,..., 66. Pewne 17 polaczen (bez straty ogélnosci mozemy przyjaé, ze
sg to polaczenia z @1, Qo, ..., Q17 obstuguje ten sam przewoznik Z. Jesli po-
laczenie miedzy pewnymi pomnikami Q;, @;, 7,7 =1,2,...,17, i # j obstuguje
przewoznik Z, to otrzymujemy teze zadania. Przypuéémy wiec, ze wszyst-
kie polgczenia miedzy pomnikami Q;, Q;, i,j =1,2,..., 17, i#j obsluguja
pozostali trzej przewoznicy.

Rozwazmy potaczenia miedzy pomnikiem Q17 a pomnikami @;, dla
i=1,2,..., 16. Pewne 6 polaczen (bez straty ogélnosci mozemy przyjac, ze sa
to polaczenia z @1, Qo, ..., Qg obstluguje ten sam przewoznik V. Jedli po-
laczenie miedzy pewnymi pomnikami @;, @, 1,5 =1,2,...,6, i # j obstuguje
przewoznik V', to otrzymujemy teze zadania. Przypusémy wiec, ze wszystkie
potaczenia miedzy pomnikami Q;, Q;, %,j =1,2,..., 6, i# j obsluguja pozo-
stali dwaj przewoznicy.

Rozwazmy polaczenia miedzy pomnikiem Qg a pomnikami Q);, dla
i=1,2,..., 5. Pewne 3 polaczenia (bez straty ogélnosci mozemy przyjaé, ze
sg to polaczenia z @)1, Q2, @3 obstuguje ten sam przewoznik W. Jesli pota-
czenie miedzy pewnymi pomnikami @;, Q;, 4,7 =1,2,3, i # j obstuguje prze-
woznik W, to otrzymujemy teze zadania. Przypudémy wiec, ze wszystkie
potaczenia miedzy pomnikami Q;, Q;, 4,7 =1,2,3, ¢ # j obstuguje pozostaty
przewoznik. To jednak oznacza teze.
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5. Oznaczmy przez K, L, M, N punkty stycznosci sfery s odpowiednio
z krawedziami AB, BC, CD, DA. Wéwczas
(1) AN=AK, BK=BL, CL=CM, DM=DN.
Jedli jedna z prostych KN lub LM jest réwnolegta do krawedzi BD, to na
mocy réwnosci (1) oraz twierdzenia Talesa druga z tych prostych jest takze
rownolegta do krawedzi BD. Punkty K, L, M, N leza wiec w tym przypadku
na jednej plaszczyznie.

Oznaczmy przez P, ) punkty przeciecia odpowiednio prostych KN i LM
z prosta BD. Korzystajac z twierdzenia Menelausa oraz réwnosci (1) uzy-
skujemy

PB QB
PD~ QD’

Poniewaz oba punkty P, Q) leza poza odcinkiem BD, wiec P = Q. To dowodzi,

ze punkty K, L, M, N leza na jednej plaszczyznie.

6. Ze wzgledu na jednorodnos$é nieréwnosci mozemy bez straty ogdlnosci
przyjaé, ze a+b+c=1. Przepiszmy dang nieré6wnos¢ w réwnowaznej postaci:

@) \/ 1 +b\/ L c 1
a c > —.
1+2 1+4¢ 1+¢7 V2
Funkcja f(x)= ﬁ, x>0, jest wypukla; istotnie, mamy

fx)= %(1—1—1’)*% > 0. Nieréwno$é (2) to nieréwno$é¢ Jensena dla funkeji f

b ¢ a

w punktach < z wagami odpowiednio a, b, c.

a’ b

7. Niech R bedzie takim punktem odcinka PQ, ze punkty A, D, R, P
leza na jednym okregu (zob. rysunek).
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Wowczas punkty D, C, Q, R takze leza na jednym okregu. Stad otrzymujemy
PA-PB4+QB-QC=PD-PC+QD-QA=PR-PQ+QR-PQ=PQ>.

8. Mamy

1
2
Rozwazmy wielomian W (u) = (u—z)(u—1vy)(u—z). Na mocy wzoréw Viete’a,

W(u)=u—9u*+24u— A, A=uzxyz.
Zadanie sprowadza si¢ wiec do oszacowania z géry i z dotu wyrazu wolnego A
przy zalozeniu, ze wielomian W ma trzy pierwiastki rzeczywiste.
Obliczmy pochodna wielomianu W:

W' (u) =3u® —18u+24=3(u—2)(u—4).
Wielomian W ma wiec maksimum dla v =2 i minimum dla v =4. Aby mial
on 3 pierwiastki, musza zachodzi¢ nieréwnosci W(2)>0 i W(4) <0, czyli
A<20i A>16, co bylo do udowodnienia.

rytyztzr=-((x+y+2)?— (22 +y*+2%)) =24

9. Udowodnimy indukcyjnie, ze ciag (a,) spelnia nastepujaca zaleznosé
rekurencyjna drugiego stopnia:
Ay =40p_1— Qp—9.
Dla n =3 jest to prawda; ponadto
ap+1=15an_1 —4an_o=4(4ap—1 —an—2) —apn—1=4an, —an_1.
Teza zadania jest natychmiastowym wnioskiem z nastepujacego lematu:
Lemat. Niech «, 8 beda pewnymi liczbami catkowitymi. Okreslmy ciag
liczb catkowitych (b,), n=1,2,..., rekurencyjnie:
bo=0, bpi1=ab,+0Bb, 1.
Woéwezas, jesli n|m, to ap|an,.
Dowéd lematu. Bez straty ogdlnoéci mozemy przyjaé, ze by =1. Mamy,
dla pewnego catkowitego x,
bp=0,b,=0 (mod by,),
by =1,by 11 =x=2xby (modby,),
bo=1,by10=1by (mod by,)
i ogdlnie, przez indukcje,

bx, = s(mod by, ), by, 1+ = xbg(mod by,),
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co konczy dowdd lematu.

Sposéb 2. Pokazemy, ze wéréd wyrazéw ciagu (a,) nie ma liczb pierw-
szych. Widaé, ze wyrazy o indeksach parzystych sg parzyste i wicksze od 2;
wykazemy, ze dla nieparzystych indekséw n > 3,

an, :azni —azn;l =(an+1 —an-1)(@nt1 +an-1),
2 2

2 2

co, wobec faktu iz Ant1 —An-1 > 3, da teze.

W poprzednim rozvvlz%zamu pokazalidmy, ze
ap =4an_1—ap_2.

Uwzgledniajac poczatkowe wyrazy ciaggu mozemy wypisaé¢ wzor

B+ vEr - 2-VaY

Pozostaje obliczy¢:
a’i —ad?

[un

=1_12[(2+\/§)”+1—2+(2_\/g)”+1]—i[(2+\/§)”*1_2+(2_\/g)nq]:
[(2+f)" L(6+4v3) + (2—v3)" 1 (6—4v/3)] =

= Y30 Ay — 2 VAV

10. Ustalmy dowolna liczbe z € [0,1]. OkreSlmy ciag (x;), i=1,2,... na-
stepujaco:
o=, Tpt1=2Tn— f(xn).

Z warunkéw zadania wynika, ze dla kazdego n, x,, € [0,1]. Mamy
Tni1 — f(@n41) =220 — f@0) + f 220 — f20)) = 20— flan) =
= f(z0) —z0 = f(2) — =,
zatem
Tyl — T =T — [(xn) =2 — f(2),

a wiec gdyby zachodzil zwiazek x— f(z)#0, to ciag (z,) bylby nieograni-
czony, co jest niemozliwe.
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11. Niech P, } oznacza prawdopodobiefistwo tego, ze w wylosowanym
podzbiorze znajdujg si¢ liczby 1,2,...,k. Pokazemy, ze P, j = k%q
prawdopodobienstwo, o ktérym mowa w zadaniu, bedzie wynosié

Pogvr  k+1
Por  k+1+1
a wiec szukanymi trojkami beda takie trojki (n,k,l), ze k+1=1, n>k+I1.

Sposob 1. Niech £ <m < n. Liczba m-elementowych podzbioréw zawiera-

jacych liczby 1,2,...,k wynosi (:f;’;), a zatem

. Wéwecezas

n—k)

_ (o) 1 m
P"”“_n+1 2 ") (n+1)(}) 2 (k)

k<m<n \m k<m<n

Bez trudu mozna sprawdzié¢ indukcyjnie, ze

kemgn k k+1\k)’

a zatem istotnie prawodpodobienstwo P, j, = k%q

Sposob 2. Zauwazmy, ze losowanie podzbioréw mozna opisa¢ w nastepu-
jacy sposob: Rozwazamy zbiér {0,1,...,n}, losujemy permutacje tego zbioru,
a jako wylosowany podzbiér bierzemy zbiér elementéw stojacych przed 0.
Zatem P, réwne jest prawdopodobienstwu tego, Ze w losowej permutacji
zbioru {0,1,...,n} liczba 0 bedzie wystepowaé po liczbach 1,2,....k. A praw-
dopodobienstwo to wynosi k%—l’ gdyz jest ono (z symetrii) réwne pradopo-
dobienstwu tego, ze liczba m € {0,1,...,k} jest ostatnia z liczb 0,1,....k, zas
liczba wszystkich mozliwych wyboréw liczby m wynosi &+ 1.

12. Oznaczmy przez M Srodek ciezkosci czworoécianu. Niech @ bedzie
punktem symetrycznym do punktu P wzgledem punktu M. Wykazemy, ze
rozpatrywane plaszczyzny przechodza przez punkt Q.

Niech A i B beda srodkami dwéch przeciwlegtych krawedzi czworoscianu.
Punkt M jest srodkiem odcinkéw AB i PQ, co oznacza, ze punkty A, B, P, Q
leza na jednej plaszczyznie i sa wierzchotkami réwnolegloboku. Zatem ptasz-
czyzna réwnoleglta do odcinka AP i zawierajaca krawedz, ktorej srodkiem
jest punkt B, przechodzi przez punkt Q).
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13. Odpowiedz: liczbami spelniajacymi warunki zadania sa liczby, ktére
przy dzieleniu przez 20 daja reszte 2 lub 18.
Oczywiscie, jesli n dzieli sie przez 5, to n™ —n" takze. Przypusémy wiec,
ze 5/n.
Mamy
nn3 = nn(nngfn _ 1) _ nn(nn(nfl)(n#»l) _ 1)

Jesli n#2(mod 4), to liczba n(n—1)(n+1) jest podzielna przez 4 i z malego
twierdzenia Fermata wynika, ze liczba
nn(nfl)(n%»l)_l:(nk)él_l gdzie k= n(n_l)(n+1)
9y 4 Y

jest podzielna przez 5. Zatem n™ —n" takze.

Przypuéémy zatem, ze n=2(mod4). Wéwczas liczba n? —n=2(mod 4)
i na mocy matego twierdzenia Fermata liczba

nn?’fn o TL2 — n2(nn37n72 o 1)
dzieli si¢ przez 5. Mamy wiec
n"(n”afn —1)=n"(n?>—1)(mod 5),

a liczba n? —1 nie dzieli si¢ przez 5 wtedy i tylko wtedy, gdy n = 2(mod 5)
lub n=3(mod5). Po uwzglednieniu zwiazku n=2(mod4) otrzymujemy, iz
n=2(mod 20) lub n = 18(mod 20).

14. W rozwiazaniu wykorzystamy nastepujacy fakt:

W tréjkacie ABC, punkt P (rézny od B i C) lezy na prostej BC. Niech
01 i1 O3 beda Srodkami okregéw opisanych odpowiednio na tréjkatach ABP
i ACP. Wéweczas trojkaty AO102 i ABC' sa podobne.

Dowdéd: $AO0109 = %#AOlP =JABC; SAO,0, = %%:AOQP = JACB.

Niech ABC' bedzie danym trojkatem, zas AD, BE, CF jego srodkowymi
przecinajacymi si¢ w punkcie G. Niech ponadto O1, O2, O3, Oy, Os, Og beda
srodkami okregéw opisanych odpowiednio na tréjkatach GFB, GBD, GDC,
GCE, GEA, GAF.

Wykazemy najpierw, ze punkty Oy, Os, O3, O4 leza na jednym okregu.

Niech O bedzie érodkiem okregu opisanego na trojkacie BC'G. Nalezy wy-
kazaé, ze OO1-005=003-00y,. Korzystajac z wyzej udowodnionego faktu

obliczamy
3 BO -GC 1 GO-BC
O01=5 —pg o O00=5 —F7—.
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Stad OO1-004 = ?’GO2 Analogicznie dowodzimy, ze OO3-00, =2 GO2
oznacza, ze punkty 01, O2, O3, Oy leza na jednym okregu.

Przeprowadzajac analogiczne rozumowanie stwierdzamy, ze czwérka punk-
tow Os, Oy, Os, Og, jak rowniez czworka punktéw Os, Og, O1, O2, lezy na
jednym okregu.

Oznaczmy przez o4, op, oc okregi przechodzace odpowiednio przez czwoér-
ki punkt()w (01702,03,04), (03704705706)7 (05706701702)- Symetralne od-
cinkéw AG, BG, CG sa odpowiednio osiami potegowymi nastepujacych par
okregéw: (op,0c), (0c,04), (04,0B). Symetralne te nie przecinaja sie w jed-
nym punkcie, skad wynika, ze okregi 04, 0p, oc pokrywaja sie.

15. Niech N bedzie liczba pionkéw. Umiesémy srodek uktadu wspélrzed-
nych w pewnym polu szachownicy i kazdemu pionkowi P;, i =1,2,...,N, przy-
porzadkujmy jego wspolrzedne z;, y;. Latwo mozna sprawdzi¢, ze liczba

N

> (af+u7)

i=1
nie zmienia si¢ po kazdym ruchu. Oznacza to, ze istnieje taka liczba rzeczywi-
sta M, ze dla kazdego i =1, 2,..., N zachodza nieréwnosci |z;| < M, |y;| < M.
Rozwazmy teraz funkcje

N
S= Z 3+ 2y3).
=1

Fatwo mozna sprawdzi¢, ze wartosci tej funkcji zmniejszaja sie po kazdym
ruchu. Ale z;, y; sa ograniczone z dotu, a zatem funkcja S réwniez. Wobec
faktu, iz ta funkcja przyjmuje wylacznie wartosci catkowite, otrzymujemy, iz
liczba ruchéw nie moze byé nieskoniczona.
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16. Oznaczmy pierwsza, zakladana nieréwnosé przez (*), a druga nier6w-
nosé przez (**). Mamy dla kazdego 4

zf — 83 + 1827 — 8+ 1= (27 —4x;+1)2 >0,

przy czym mamy réwnoéé wtedy i tylko wtedy, gdy x; =2++/3. Piszac po-
wyzsze nieréwnosci dla ¢ =1,2,...,n i sumujac je stronami otrzymujemy

n n n n
(3) Zx?‘—SZx?—i—lSZx?—Sin—l—n}O.
i=1 i=1 1=1 1=1

Na mocy (*) lewa strona nie przekracza

n n n
Zx? - 823:‘? —|—9Zazz2 +n?;
1=1 1=1 1=1

otrzymujemy wiec nier6wnosé

n n n
(4) fo‘—82x?+92x?+n2>0,
i=1 i=1 i=1

czyli nieréwnosé (**), tyle ze z nieostra nieréwnoscia. Zadanie sprowadza sie
zatem do pytania, kiedy nieréwnosé (*) uniemozliwia réwnosé w (4).

Rowno$é w nieréwnosci (4) ma miejsce wtedy i tylko wtedy, gdy mamy
réwnosci w (*) i (3); w tej drugiej nieréwnogci mamy réwnoéé dla z; = 2++/3.
Woéweczas, aby byta réwno$é w (*), musi by¢

9%(21 V3)? —szn:(u\/ﬁ) =n(n—1),
=1 =1

czyli, po podniesieniu do kwadratu nawiasu w pierwszej sumie, sktadniki
niewymierne muszg sie redukowaé¢ do 0 i suma po lewej stronie wynosi
(22 43)—8n-2=63n—16n=47n,

a stad n =48. Wobec tego jedyna liczba, przy ktérej implikacja moze nie mieé
miejsca, jest n =48. I rzeczywiscie nie ma ona miejsca;
ktadziemy z; =24 (—1)'V/3, i=1,2,...,48 i mamy réwnosé¢ w (*) i (**).

17. Lemat: Okrag dopisany do tréjkata ABC jest styczny do boku BC
w punkcie D. Punkt [ jest srodkiem okregu wpisanego w trojkat ABC; punkt
M jest srodkiem boku BC. Wéwczas IM || AD.

Dowdd: Niech E bedzie punktem symetrycznym do punktu D wzgledem
punktu M. Woéwczas F jest punktem stycznosci okregu o wpisanego w trojkat
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ABC z bokiem BC'. Niech ponadto EF bedzie érednica okregu o. Wtedy
punkty A, F', D sa wspélliniowe, skad uzyskujemy teze lematu.

Przystepujemy do rozwiagzania zadania.

Oznaczmy przez I érodek okregu wpisanego w tréjkat ABC'. Niech punkty
M i N beda odpowiednio srodkami bokéw AB i AC. Przyjmijmy ponadto,
ze odcinki C'D i BE przecinaja sie¢ w punkcie P. Wéwczas na mocy lematu,
BP|| NI, PC | IM oraz CB | MN. Stad wynika, ze proste BN, CM oraz I P
przecinaja sie w jednym punkcie bedacym $rodkiem jednokladnosci trojkatow
BCP i NIM. Stad wynika bezposrednio teza zadania.

18. Zauwazmy, ze a,, jest liczba nieokresowych ciggéw dlugosci n o wyra-
zach ze zbioru {1,2,...,k}. Zauwazmy, ze takie ciagi mozemy polaczyé w pa-
rami roztaczne n-tki: taczymy dwa ciagi, jesli jeden z nich jest cyklicznym
przesunieciem drugiego. Zatem n|a,,.

19. Mnozac réwnoéé
20424 +112 =31
przez 2P -39 otrzymujemy
2PF0.30 4 opt4.39 4 oP. 39 = 2P . 39+
Szukamy takich liczb p, ¢, ze
p+6=0(mod 1998)
p+4=0(mod 2000)

p=0(mod 2004)
p=0(mod 1996)
g =0(mod 1998)
g = 0(mod 2000)
g =0(mod 2004)

q¢+4=0(mod 1996).
Wystarczy zatozyé, ze p=12n, g=12m oraz

2n+1=0(mod 333)

3n+1=0(mod 500)
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n=0(mod 167)
3n=0(mod 499)
2m = 0(mod 333)
3m = 0(mod 500)
m = 0(mod 167)

3m+1=0(mod 499)

czyli
n = 166(mod 333)

n = 333(mod 500)

n=0(mod 167)
n=0(mod 499)
m = 0(mod 333)
m = 0(mod 500)

m=0(mod 167)
m = 166(mod 499).

Z chinskiego twierdzenia o resztach wynika istnienie liczb m, n jak wyzej.
Bezposrednie obliczenia pokazuja, ze warunki zadania spelniaja liczby
n =383416333 i m = 6895764000, czyli p=1000995996 i q = 82749168000.

20. Przez kazdg krawed?Z rozpatrywanego czworoscianu mozemy popro-
wadzi¢ plaszczyzne prostopadia do przeciwleglej krawedzi. Punkt wspdlny
tych 6 plaszczyzn to punkt przeciecia wysokosci czworoscianu. Teza zadania
wynika teraz bezposrednio z zadania 9. z pierwszego meczu matematycznego
oraz dowodu przeprowadzonego w jego rozwiazaniu.

21. Dla kazdego z 1001 puktéw rozwazamy powloke kulistg o srodku
w danym punkcie oraz promieniach 2 i 3. Objetoéé takiej powloki jest réwna
19- %’r, a powloka jest zawarta w kuli o promieniu 10 wspoétsrodkowej z dana
kula. Objetosé tej kuli jest réwna V' =1000- %’T, a suma objetosci powlok jest

26



réwna 19019- %’T > 19V . Zatem pewien punkt jest pokryty przez co najmniej
20 powtok.

Powloka o §rodku w tym punkcie spelnia warunki zadania.

22. 7 twierdzenia Pascala wynika, ze odcinki BFE i C'D przecinaja sie
w punkcie P lezacym na okregu o. Oznaczajac przez r promien okregu o oraz
wykorzystujac zadanie 7. uzyskujemy
BO?+CO*=(BP-BE+r*)+(CP-CD+r* = BC?+2r*> BC?,
co dowodzi, ze kat BOC jest ostry.

Uwaga: Zadanie to jest uogdélnieniem zadania 5 z 39. Miedzynarodowej
Olimpiady Matematycznej.

23. Podana suma jest rowna
(p—1)/2
> i) =

i=1

(p—1)/2
_ Z 303y <3lp>pi3p—1_ <32p>pzi3p—2+mE

i=1

(p—1)/2

(p—1)/2
_ Z 2.3p—1 _ Z 2.2 2 (p=1)(p+1)p _ 3

24. Oznaczmy dlaa>b>c>d>e>f>g>h
S(a,b,c,d,e, f,g,h) = Zx?m?mix?:ﬂfnxig:ﬂg:ﬂf .
Skorzystamy z nieréwnosci
2AyB 4 xByA < 20yP 4 1Dy
dlaC>A>B>D, A+ B=C+ D, ktérg dowodzimy tak:
2CyP 4 2PyC g Ay B _ pByA

= 2DyP (mC’D +yC—D _gA-DyB-D _xBnyAfD) _

_ nyD (xA—D-i-B—D _|_yA—D+B—D _xA—DyB—D _xB—DyA—D)
D D( A-D__ A-D B-D _,B-D
=z"y (ac -y ) (w -y ) >0.
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Nalezy jeszcze poczynié nastepujace obserwacje:
S(80,77,60,55,40,33,22,11) < S(88,69,60,55,40,33,22,11) <
< 5(88,70,59,55,40,33,22,11) < S5(88,70,66,48,40,33,22,11) <
< 5(88,70,66,50,38,33,22,11) < S(88,70,66,50,44,27,22,11) <
< 5(88,70,66,50,44,30,19,11) < S(88,70,66,50,44,30,20,10) .

25. Podzielmy czterowymiarowy szescian jednostkowy na n? czterowy-
miarowych szeécianikéw o krawedzi n~'. W pewnym szescianiku znajda sie
dwie sprosréd n* +1 czwérek

({0v2},{0V3},{0v5},{0vT}), ({1v2},{1v3}, {1VB}{1VT)),...,
({n"V2}, {n*V3},{n"V5},{n"VT})
({z} oznacza czesé ulamkowa liczby x); przypusémy, ze sa to
(R}, (V3L VL (VD) (V2 (VB (VB VT,

gdzie k > 1. Liczba N =k —1 spelnia warunki zadania.

26. Jak latwo zauwazy¢, wystarczy szukaé¢ rozwigzan wymiernych danego
uktadu. Udowodnimy, ze dla kazdej liczby naturalnej n istnieje rozwiazanie.

Najpierw pokazemy, ze wystarczy ograniczy¢ sie do 2n — 1 pierwszych réw-
nan, tj. tych dla i = j oraz i = j — 1. Réwnania te oznaczaja, iz wektory [z1,y1],
[©2,y2], ..., [Tn,yn] maja te samg diugosé \/z; oraz kazde dwa kolejne wekto-
vy [xi,yi], [Tit1,¥i+1] tworza ten sam kat (zorientowany). Stad natychmiast
widaé, ze pozostale réwnania (tzn. te dla i < j—1) sa spelnione (oznaczaja
one, iz katy tworzone przez wektory [x;,y:], [v;,y;] zaleza tylko od j—1).

WeZzmy dowolng liczbe catkowita dodatnia n i taki kat o< g-, Ze jego
mQJL dla dostatecznie
duzego m) i potézmy xj, =sinka, yp = coska, k=1,2,...,n. Jak latwo zauwa-
zy¢, liczby xk, yr sa wymierne, wektory [zy,yr] maja dlugosé 1 i wektory
[k, Uk, [Tk+1,Yk+1] tworza kat «, ktérego cosinus jest wymierny.

sinus 1 cosinus sa wymierne (np. takie «, by sina=

27. Wykorzystujac nieréwnos$¢ Ptolemeusza dla czworokata PM; 1 A; M;
(Mo = M,,) uzyskujemy:

1 1 ™ .
§PM2;1 +§PMZ- > PAwos(E) (i=1,2,...,n).

Dodajac stronami powyzsze nieréwnosci dostajemy teze.
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Szkice rozwigzan zadan z zawodow druzynowych

1. Okreslmy wielomian P wzorem
P(z)=[(z—1)(z* —1)(2° —1)...(z"" = 1)]2.
Liczba 1 jest pierwiastkiem 2n-krotnym wielomianu P. Ponadto
P(z)= (22 —22+1)(z® — 223+ 1)(z'® — 229 +1)... (%% — 22" +1)
i widaé, ze po wymnozeniu wspétczynnik przy z* bedzie réwny aj. Mamy
wiec

3"—1
P(x)= Z a;x’.
=0

Niech D bedzie operatorem dziatajacym wedtug wzoru: D f(x) =z f'(x). Ope-
rator ten ma te wlasnosé, iz jesli liczba 1 jest n-krotnym pierwiastkiem wie-
lomianu f, to liczba 1 jest (n—1)-krotnym pierwiastkiem wielomianu Df.
Zatem

3"—1
> ai=P(1)=0,
=0
3"—1
> ia;=P'(1)=0,
=0

3"—1
> aii*=DP(1)=0
=0

i ogdlnie

3"—1

> ai*=D"'P(1)=0, k=23,..2n—1.

=0

2. Niech M 4, Mp, Mc beda $srodkami odpowiednio krawedzi BC, CA, AB
oraz niech H 4, Hp, Ho beda rzutami prostokatnymi punktu S odpowiednio
na proste BC, CA, AB. Przypuéémy, ze teza zadania nie jest spelniona.
Mozemy wiec przyjaé, ze SA<SB < SC. Stad
SC?—-SB?=2BC-HasM,, SB?>-SA?’=2AB-HcMc

oraz SC?—SA?=2CA-HgMpg, a zatem

BC-HyMs+AB-HoMe=CA-HgMp.
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Poniewaz tréjkaty SHaMa, SHgMp, SHoMc sa podobne oraz H oM 4 #0,
HpMp#0, HoM¢ #0, wiec ostatnia réwnosé implikuje

(1) BC-SMu+AB-SM¢=CA-SMg.

Wykazemy tymczasem, ze w dowolnym ostrostupie tréjkatnym SABC
spelniona jest nieréwnosé

(2) BC-SMa+AB-SM¢c>CA-SMp,

skad bezposrednio uzyskamy sprzecznosé.
Korzystajac z nieréwnoéci Ptolemeusza dla punktéw S, M 4, Mp oraz Me
lezacych w przestrzeni otrzymujemy

MpMc-SMa+MaMp-SMc>McMy-SMp,

skad natychmiast wynika nieréwnosé (2).

3. Oznaczmy dane w tresci zadania réwnanie przez (*). Dla dowolnej
liczby catkowitej n liczba n% —n? jest podzielna przez 60, skad otrzymujemy
podzielno$é danej w zadaniu liczby przez 60.

Poniewaz dla dowolnej liczby calkowitej n liczba n8 przy dzieleniu przez 9
daje reszte 0 lub 1, wiec liczba liczb niepodzielnych przez 3 jest taka sama
po obu stronach réwnania (*). Niech R(n) oznacza reszte z dzielenia liczby
nS przez 9. Woéwczas

R(a)+ R(b)+ R(c)=R(z)+ R(y)+ R(z)
oraz wobec

n%+2R(n) = 3n? (mod 27)

mamy
3a® +3b* +3¢* = 3% 4 3y* 4 32 (mod 27) ,
czyli
A+ v+ =22 49°+ 2% (mod 9).

Istnieje 371 rozwiazan pierwotnych (tzn. nietrywialnych i bez wspélnego
dzielnika) réwnania (*) w liczbach mniejszych od 15000, z czego tylko dla 32
rozwigzan liczba

r=a?+b?4+c2—a?—y?— 22

jest rézna od 0.
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a b c x Yy z r /180

138 62 25 135 92 82 —9900 —55
330 55 1 311 268 159 —&81900 —455
400 149 102 398 226 75 —22500 —125
410 192 113 368 340 303 —125100 —695
518 229 34 448 424 421 —235800 —1310
524 176 53 506 395 230 —156600 —870
537 | 400 317 534 419 281 9180 51
721 311 152 679 575 440 —345600 —1920
771 568 150 765 582 404 —147600 —820
865 282 196 770 769 402 —479700 —2665
957 545 133 927 | 665 647 —489600 —2720
960 725 141 918 831 239 —123300 —685
983 790 144 974 810 457 —202500 —1125
995 283 110 953 778 89 —439200 —2440
1055 752 492 || 1046 801 86 177480 986
2242 1590 67| 2147| 1700 | 1662 | —2702700| —15015
2465 745 730 2386 | 1795 | 1373 | —3636000 | —20200
2578 461 166 || 2434 | 2099 698 || —3931200 | —21840
3029 | 1139 416 || 2948 | 2215 487 || —3188880 | —17716
4748 2962 | 2927 | 4696 | 3560 | 1009 4140180 23001
5098 | 3480 43| 4565 | 4442 | 3708 || —16218000 | —90100
5279 | 1314 559 || 5171 | 3691 | 1014 || —11484000 | —63800
5492 953 706 || 5204 | 4432 487 || —15392700 | —85515
5756 | 3023 729 5717 | 3611 486 || —3158100 | —17545
7122 2329 | 1801 | 6563 | 5804 | 4821 || —40610700 | —225615
8199 | 1983 8| 8178 | 4077 | 2179 | —17093700 | —94965
9187 2524 | 1683 | 8243 | 7974 | 5597 || —69254100 | —384745
10789 | 3881 | 3321 | 9771 | 9449 841 || —42969600 | —238720
10855 | 5174 | 3306 | 10758 | 6878 | 2713 || —14870880 | —82616
13891 | 11337 | 10690 || 13131 | 11983 | 11810 || —19728000 | —109600
144441 9085 | 4317 | 14415 | 9370 | 3065 4819500 26775
14943 | 7693 | 2826 || 14322 | 11747 | 6609 || —96328800 | —535160
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Szkice rozwigzan zadan z pierwszego meczu matematycznego

1. Zauwazmy najpierw, ze liczba n” —n jest podzielna przez 42 (mozna
to tatwo sprawdzi¢ analizujac reszty z dzielenia przez 2, 3, 7). Zatem, dla
pewnej liczby naturalnej k¥ mamy

nn7 = nn(nn7fn . 1) —_ nn(n42k _ 1) _ nn((nk)42 . 1)
ijedli n jest podzielne przez 43, to pierwszy czynnik po prawej stronie powyz-
szej réwnosci dzieli sie przez 43, a jesli n nie dzieli sie przez 43, to na mocy
matego twierdzenia Fermata drugi czynnik dzieli sie przez 43. Zatem iloczyn
jest liczba podzielna przez 43.

2. Ciocia Renia zgarnia 1/k puli po wyrzuceniu x oczek, z prawdopodo-

biefistwem
5 \k—1 6 6 ’

a wiec przyczynek do wartosci oczekiwanej wynosi

F () 6
SO

co wysumowane po k=1,2,3,....,n daje

6 //x\" z—1\"
() -(57))-
Po wysumowaniu ostatnich réwnosci dla x=1,2,3,4,6 otrzymujemy wzor
na warto$¢ oczekiwana wygranej cioci Reni

=2 (=) ()

gdzie n jest liczba uczestnikéw imienin (lacznie z ciocia Renia).

Poniewaz W (n) —>% przy n dazacym do nieskonczonosci, wiec W(n) >0
dla odpowiednio duzych n (dokladne obliczenia pokazuja, ze W (n) >0 dla
n > 10).

3. Przyjmijmy, ze punkty C, D, E, F leza po tej samej stronie prostej
AB. Dowéd w pozostalym przypadku jest analogiczny.
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Rozpatrzmy inwersje ¢ o $rodku w punkcie P przeprowadzajaca punkt A
na punkt B. Wéwczas i(C) = D oraz i(E)=F. Zatem inwersja i przeprowa-
dza okrag opisany na tréjkacie ACE na okrag opisany na trojkacie BDFE'.
Stad prosta taczaca srodki okregéw opisanych na tréjkatach ACE i BDF
przechodzi przez punkt P.

Uwaga: Zalozenie, ze punkt P lezy poza odcinkiem AB mozna pomingé.

4. Zalozenie dotyczace stopnia wielomianu P jest nieistotne; wykazemy,
ze jezeli dowolny wielomian P o wspétczynnikach rzeczywistych przyjmuje
wytacznie wartosci dodatnie, to dla kazdej liczby catkowitej nieujemnej n

wielomian
<n>P+ <n+1>P,+ <n+2>P”+...
n n n

przyjmuje wylacznie wartosci dodatnie.

Zastosujemy indukcje wzgledem n.

Niech n=0. Wielomian P jest parzystego stopnia i ma dodatni wspotczyn-
nik przy najwyzszej potedze = (w przeciwnym razie przyjmowalby wartosci
ujemne), zatem wielomian Q=P+ P'+P"+ ...+ P(™ takze ma te wlasno-
$ci. Aby udowodnié, ze przyjmuje on wylacznie wartosci dodatnie, wystarczy
wykazaé, ze wszystkie jego minima sa dodatnie.

Przypuéémy wiec, ze wielomian () ma minimum w punkcie x. Wéwczas
Q'(x) =0, zatem Q(x) = P(x)+ Q' (x) = P(x) > 0. Konczy to dowéd przypad-
ku n=0.

Dowéd kroku indukcyjnego jest dos¢ podobny; wielomian

1 2
R= <n>P+ <n+ )P’+ <n+ )P”+...
n n n

jest parzystego stopnia, wiec wystarczy wykazaé, ze wszystkie jego minima
sa dodatnie. Przypu$émy, ze R ma minimum w punkcie x. Zatem R’(x)=0,

czyli
(Z) Pla)+ (": 1) P(z)+ (”22> P(@)+... = 0.

Wobec tego
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— (Z:DP(JC)—&— <n711>P'(x)+ <Zti>P”(m)+

i z zalozenia indukcyjnego wynika, ze R(x) > 0. Kofczy to dowdd.

5. Dzielimy sze$cian o krawedzi 2003, zaczynajac od pewnego jego wierz-
chotka, na prostopadlosciany o wymiarach 1 x 1,5 x 2,5 (niektére z nich zmiesz-
cza sie tylko czesciowo) 1 malujemy je ,w szachownice”. Wykazemy, ze su-
ma objetosci czarnych prostopadtosciandéw jest rézna od sumy objetosci bia-
tych prostopadloscianéw. Dzielimy szeScian na nastepujace kawalki: prosto-
padtosciany o wymiarach 2002 x 2003 x 2003, 1 x 2001 x 2003, 1 x 1 x 2000 i
1x1x3. W pierwszych trzech prostopadtoscianach objetosci biatych i czar-
nych prostopadloscianéw sa réwne (bo 2002, 2001, 2000 sa parzystymi wie-
lokrotnosciami odpowiednio 1; 1,5; 2,5), w ostatnim za$ nie.

Przypusémy teraz, ze mozliwy jest podzial na szedciany, z ktoérych kazdy
ma krawedz 2, 3 lub 5. W kazdym takim szedcianie objetoé¢ bialtych i czarnych
prostopadtoscianéw jest réwna. To jednak daje sprzecznosc.

6. Podzielmy dany szeéciokat wypukly ABC DEF na tr6jkaty, tak jak na
ponizszym rysunku (punkty P, @), R sa wyznaczone przez gléwne przekatne
szesciokata).
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Pole jednego z szeéciu tréjkatow: ABR, BCP, CDP, DEQ, EFQ, FAR
nie przekracza 1/6 — przypus$émy, ze jest to tréjkat ABR. Woéwczas pole
jednego z tréjkatéw ABF lub ABC jest nie wieksze niz 1/6.

7. Udowodnimy najpierw nastepujacy

Lemat. Z kazdego (n?+ 1)-elementowego ciggu liczb rzeczywistych moz-
na wybra¢ monotoniczny podciag o dtugosci n+1.

Dowéd lematu: Przypu$émy, ze teza lematu nie jest prawdziwa. Z kazdym
elementem ay, k=1,2,...,n?+ 1, danego ciggu wiazemy pare liczb (p(k),q(k)),
gdzie p(k) (odpowiednio ¢(k)) oznacza dlugo$é¢ najdluzszego niemalejacego
(odpowiednio nierosnacego) podciagu, ktérego ostatnim wyrazem jest ay.
Otrzymujemy w ten sposéb n?+1 par liczb catkowitych dodatnich nie prze-
kraczajacych n (zgodnie z zalozeniem nie wprost). Poniewaz wszystkich ta-
kich réznych mozliwych par jest n?, wiec istniejg takie dwa elementy ay,a;,
k<1, danego ciagu, ze p(k)=p(l), q(k)=q(l). To jednak jest niemozliwe;
niech np. a; < a; (przypadek przeciwny rozwaza sie analogicznie); bierzemy
najdtuzszy niemalejacy ciag o ostatnim wyrazie ax i dodajemy do tego ciagu
na koncu wyraz a;; stad p(l) > p(k)+1 i sprzecznosc.

7Z lematu natychmiast wynika teza zadania: poniewaz 666 > 252 + 1, wiec
z danego ciggu mozemy wybraé¢ monotoniczny 26-elementowy podciag
n1,M9,...,n2. Nastepnie, poniewaz 26=05%41, wiec z ciagu (sinm;)1<i<26
mozna wybraé 6-elementowy podciag monotoniczny sinn;, ,sinn,,,...,sinn;,.
Ciag ni,,Ni,,...,Nig jest szukanym podciagiem.

8. Niech R(a,b,c) oznacza liczbe, dla ktérej umiemy rozwiazaé¢ nastepujace
zadanie:

R(a,b,c) punktéw polaczono kazdy z kazdym odcinkiem koloru ananaso-
wego, buraczkowego lub czosnkowego. Wéwcezs znajdzie sie a punktéw po-
taczonych kazdy z kazdym odcinkiem koloru ananasowego lub b punktow
potaczonych kazdy z kazdym odcinkiem koloru buraczkowego lub ¢ punktow
potaczonych kazdy z kazdym odcinkiem koloru czosnkowego.

Fatwo udowodnié¢ nastepujace zaleznosci:

R(2,2,2)=2
R(a,2,2)=a
R(a,b,2)=R(a—1,b,2)+ R(a,b—1,2)
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R(a,b,c)=R(a—1,b,c)+ R(a,b—1,¢)+ R(a,b,c—1)—1

R(3,3,2)=6
R(4,3,2)=10
R(4,4,2) =20
R(3,3,3)=17
R(4,3,3) =36
R(4,4,3)=91
R(4,4,4) =272,

Niech teraz zbidér {1,2,3,...,666} bedzie podzielony na zbiory A, B i C.
Bierzemy 667 punktéw ponumerowanych liczbami od 0 do 666 i taczymy je
odcinkami tak, aby dwa punkty byty polaczone kolorem zaleznym od przy-
naleznosci réznicy ich numeréw do A, B lub C.

Znajda sie wiec 4 punkty, o numerach k; < kg < k3 < k4 polaczone tym
samym kolorem. Bierzemy n; =k;11 —k; dla ¢=1,2,3 i otrzymujemy teze.

9. Oznaczmy przez M $rodek ciezkosci czworoscianu, za$ przez P $rodek
sfery opisanej na nim. Niech ponadto () bedzie punktem symetrycznym do
punktu P wzgledem punktu M. Wykazemy, ze rozpatrywane plaszczyzny
przechodza przez punkt Q.

Niech A i B beda $rodkami dwoch przeciwlegtych krawedzi czworoscianu.
Podobnie jak w zadaniu 12. z zawodéw indywidualnych wnioskujemy, ze od-
cinki PB i AQ sa rownolegte. Stad wynika, ze prosta AQ) jest prostopadia
do krawedzi zawierajacej punkt B. Zatem plaszczyzna przechodzaca przez
punkt A i prostopadia do krawedzi, ktorej srodkiem jest punkt B, przecho-
dzi przez punkt Q.

Uwaga: Punkt @ jest jedynym punktem lezacym na rozpatrywanych sze-
$ciu plaszczyznach.

10. Odpowiedz: Takie liczby istnieja.
Okreslmy funkcje F' wzorem

F(z)

$51

T 14100

36



Mamy F(1)=3, F'(1)>0. Wynika stad, ze istnieje taka liczba a>1, ze
F(a)> % Przeksztalémy lewa strone nieréwnosci danej w zadaniu:

\5l

n 49 51 n (M) n
S =y =y p(=

2100 1,100 — v \100 2 )
i=1"1 i+l =1 1—|—<L1) i=1 i

T

Potézmy z; =o', i=1, 2,..., n. Wéwczas powyzsza suma jest réwna
(n—1)F(a)+ F(a~""!), a nieréwnosé przybiera postaé

n n—1

5(2F(a)T D+ Fla™)>0.
Poniewaz 2F(a) > 1, a limn_,OO"Tf1 =1, wiec dla dostatecznie duzych n nie-
rownos¢ bedzie prawdziwa.

11. Niech ABCD bedzie danym czworoscianem, zas K, L, M, N $rodkami
odpowiednio krawedzi AB, BC, C'D, DA. Aby rozwiazaé zadanie, wykazemy,
ze wysokosci poprowadzone z wierzchotkéw A i C leza w jednej ptaszczyznie
wtedy i tylko wtedy, gdy KM = LN. Wynika to bezposrednio z nastepujacych
dwoéch stwierdzen:

1. Wysokosci poprowadzone z wierzchotkéw A i C leza w jednej plasz-
czyznie wtedy i tylko wtedy, gdy AC | BD;
2. AC 1L BD wtedy i tylko wtedy, gdy KM = LN.

Dowdd zdania 1.

(=) Oznaczmy przez 7 plaszczyzne zawierajaca wysokosci poprowadzone
z wierzchotkéw A i C. Obie te wysokosci sa prostopadle do krawedzi BD,
a wiec 7 L BD. Stad AC L BD.

(<) Istnieje plaszczyzna 7 przechodzaca przez punkty A, C' i prostopa-
dta do prostej BD. Oznaczmy przez K punkt wspélny plaszczyzny 7 i pro-
stej BD. Niech AH i CG beda wysoko$ciami w trojkacie ACK. Wéwczas
AH | CK oraz AH | BD. Zatem AH jest wysoko$cig czworoscianiu ABC'D.
Analogicznie dowodzimy, ze C'G jest wysoko$cia w tym czworoscianie. Pozo-
staje zauwazy¢, ze obie te wysokosci leza w jednej ptaszczyznie.

Dowdd zdania 2.

Punkty K, L, M, N leza w jednej plaszczyznie oraz sg wierzchotkami
réwnolegloboku. Zatem

AC L BD <& czworokat KLMN jest prostokatem < KM =LN.
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Uwaga: W dowodzie zdania 1 korzystaliSmy kilkakrotnie z nastepujacego
znanego twierdzenia: dana prosta jest prostopadia do plaszczyzny m wtedy
i tylko wtedy, gdy jest ona prostopadia do pewnych dwdéch nieréwnolegltych
prostych zawartych w .

Szkice rozwigzan zadan z drugiego meczu matematycznego

1. LEMAT 1: Jezeli a i 8 sg dodatnimi liczbami niewymiernymi spelnia-

jacymi warunek
1 1
—+—-=N
o + 3 ’

gdzie N jest liczba catkowita dodatnia, to kazda liczba calkowita dodatnia
wystepuje w ciggach
A, =l[an|, B,=][0n]

tacznie N razy, a liczba 0 wystepuje tacznie N—1 razy.

Dowdd lematu 1:

Niech k bedzie liczba catkowita dodatnia. Wéwczas liczba wyrazéw ciagu
(A;) mniejszych od k jest réwna [g} i podobnie dla ciagu (B,,). Zatem w obu
ciagach wyrazéw mniejszych od k jest

k k
o]+ [5)-m-
co konczy dowodd lematu.

LEMAT 2: Jezeli ai 8 sa dodatnimi liczbami niewymiernymi spetniajacymi
warunek —

~__=N,
a g
gdzie N jest liczba catkowita dodatnia, to kazda liczba catkowita nieujemna
ma w ciggu
A, = [an]
o N wystapien wiecej niz w ciggu
B, =[fn].

Dowdd lematu 2:

Niech k bedzie liczba catkowita dodatnia. Wowczas liczba wyrazéw cia-
gu (A,) mniejszych od k jest réwna [g} i podobnie dla ciagu (B,,). Zatem

w ciagu (A,) wyrazéw mniejszych od k jest o
k k

—|—|=|=kN
21-15]
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wiecej niz w ciagu (B,), co konczy dowdd lematu.
Przechodzimy do rozwiazania zadania. Ciagi (an) i (b,) sa wyznaczone
jednoznacznie przez warunki zadania. Z uwagi na réwnosci

1 1
(V2-1)+2=(V2+1) oraz \/5_1—\/5+1:2

warunki te sa spelnione przez ciagi okreslone wzorami
Ap=[(V2=1)n],  B.=[(V24+1)n] .

Wobec réwnosdci

1 1
T |
V2 V242
kazda liczba calkowita dodatnia jest wyrazem jednego z ciagdéw
cn:{\/in}:bn—n, dn:{(\/i—i—Q)n}:bn—i—n,

co konczy rozwiazanie.

2. Dla n nieparzystych mamy
565" 42" 18 =17 4 9m .91 = (0(mod 3) .
Dla n=4k+2 mamy
565" +2"+18 = 5652 (5654)k +22. 168218 =
=(—4)-16" +4-16"-1=0(mod 73) .

Dla n =4k mamy
565n + 2n+18 —

- (565% 1+2.565k . ok+4 | 22’”9) - (565% —2.565F .2k 4 22’”9) .

3. Wykazemy, ze jezeli w wielo$cianie wypuklym o objetosci 2™ znajduje
sie 3(2" — 1) punktéw, to w wielodcianie tym da sie umiesci¢ pewien wieloScian
wypukly o objetosci 1, ktéry w swoim wnetrzu nie zawiera zadnego z danych
punktow. Teze zadania uzyskamy ktadac n=10.

Zauwazmy najpierw, ze przez dowolne dwa punkty P i Q) lezace wewnatrz
wielo$cianu wypuklego mozna poprowadzié¢ ptaszczyzne dzielaca go na dwa
wielo$ciany o réwnych objetodciach (najpierw prowadzimy przez punkty P
i Q dowolng plaszczyzne, po czym obracamy ja wokél osi PQQ do momentu,
az uzyskamy dwa wieloSciany o réwnych objetosciach).
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Sposréd danych 3(2"—1) punktéw wybieramy dwa, po czym prowadzimy
przez nie plaszczyzne dzielaca dany wieloScian na dwa wielodciany o obje-
togci 271, Wewnatrz jednego z tych wielo§cianéw znajduje sie co najwyzej
3(2"~1—1) punktéw. Postepowanie to kontynuujemy uzyskujac po n krokach
wieloScian wypuktly o objetosci 1, zawarty w wyjSciowym, ktérego wnetrze
nie zawiera zadnego sposrdéd danych punktow.

4. Warunki zadania spelniaja miedzy innymi liczby, w ktorych zapisie
w uktadzie siddemkowym wystepuja tylko cyfry 0,1,2, przy czym liczba wy-
stapien cyfry 1 daje przy dzieleniu przez 6 reszte 5. Najmniejsza taka liczba
jest 11111(7) =2801. Mozna takze wzigé n=2-7"+4, k> 2.

5. Udowodnimy, ze warunki zadania sg spelnione przez liczbe C' =6.

Wybierzmy najmniejsza z liczb &L, £2 %35 24" L5 0 26 & 27,

Lo L2 L3 4 L5 L6 LT. d]g ustalenia
xo? T3’ x4’ x5’ xg’' T7) T’

uwagi przyjmijmy, ze jest to 22. Mamy wtedy
x3 _x
Bt
Ty xT9

czyli
ToT3 < T1T4 ,

skad otrzymujemy kolejno

2
THT3 < T1T2T4 ,
2 2 2
T5T3+T123 < 105 +T1T224 ,

3 (m§ +m1x3) <1 (x§ +m2x4) ,

x% 1,3

x4 xoxy 3 '
3 2T4  TH+T1X3
Poniewaz kazdy skladnik danej w zadaniu sumy jest mniejszy od 1, wiec

suma ta jest mniejsza od

2 2 2

5+ 2 2 = 2 2 -
T5+T1x3 X3+ Tox4 r5+r1T3 5+ T1x3

7 drugiej strony, ktadac z1 =x7 =1, 29 = 26 = ¢, x3 + 5 = ¢°, x3 = ¢° otrzy-
mujemy

7t 5 73 i 73

x%—i—mxz x%—i—xlxg x§+x2x4 xi—i—xgxg, x%—i—mxﬁ
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2 2 6
T 5 1 q

—6- + ,
2 +a5T7 X2+ T6T1 1+q ¢%+1

co dazy do 6 przy g dazacym do 0. Zatem liczby 6 nie mozna zastapi¢ mniej-
S73.

6. Oznaczmy przez O $rodek sfery stycznej do krawedzi PA, PB, PC, PD.
Niech ponadto @) bedzie takim punktem przestrzeni, ze czworokat BAPQ jest
rownoleglobokiem. Wéowcezas C'DPQ jest réwniez rownolegtobokiem.

Rozpatrzmy ptaszczyzne m prostopadta do prostej OP i przecinajaca od-
cinki PA, PB, PC, PD, odpowiednio w punktach K, L, M, N oraz przecina-
jaca proste @B, QC odpowiednio w punktach X, Y. Przypu$émy ponadto,
ze plaszczyzna m przecina prosta PQ w punkcie R (gdy PQ || 7, ponizsze
rozumowanie jest analogiczne). Wéwczas PK = PL=PM = PN. Stad oraz
z faktu, ze czworokaty BAPQ i CDPQ sa réwnoleglobokami otrzymujemy
BL=BX oraz CM =CY.

Jednoktadnoéé o srodku R przeprowadzajaca punkt P na punkt Q prze-
ksztalca punkty K i N odpowiednio na X i Y. Stad QX =QY . Zatem

QB+PC=PB+QC, czyli PA+PC=PB+PD.

7. Ze wzoru Eulera wynika, ze wieloScian w ma 2n wierzcholtkéw. Kazdy
wielo$cian wypukly o 2n wierzchotkach ma co najmniej 3n krawedzi, przy
czym ma ich dokladnie 3n wtedy i tylko wtedy, gdy w kazdym jego wierz-
chotku spotykaja sie doktadnie trzy krawedzie.

Dla dowolnego wierzchotka P wielo$cianu w, oznaczmy przez s p sfere prze-
chodzaca przez punkt P i konice wszystkich (trzech) krawedzi wychodzacych
z punktu P. Zadanie bedzie rozwigzane, jesli wykazemy, ze wszystkie sfery
sp pokrywaja sie. W tym celu wystarczy wykazaé, ze sp=sg dla dowolnej
krawedzi PQ.

Okregi opisane na Scianach o wspélnej krawedzi P(Q sg zawarte zaréwno
w sferze sp jak i w sferze sg. Poniewaz okregi te sg rézne, wiec sp = sq.
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8. Kladac y =0 stwierdzamy, ze f(0)=0. Biorac y; = —y2 # 0 stwierdza-
my, ze funkcja f jest nieparzysta. Warunki zadania spetniajg funkcje

f(x):{am+bxlog2|x| dla x#0 (©)

0 dla z=0 "~

gdzie a,b € R. Podstawa logarytmu nie ma wiekszego znaczenia, bo jej zmiana
objawitaby sie tylko przeskalowaniem parametru b.

Jezeli f jest funkcja spelniajacg warunki zadania, to spelnia je takze funk-
cja

_JF@) e = (L2 = 1)) wlogz 2| dla z#0
fi(z) =
0 dla z=0
Spelniony jest przy tym warunek f1(1)= f1(2)=0.
Jezeli x,y >0 oraz fi(x)= fi1(y) =0, to takze f(,/zy)=0 oraz f (”;—2) =0.
Stad oraz z ciaglosci i z nieparzystosci fi otrzymujemy f1(z)=0 dla z € R.
Zatem funkcja f dana jest wzorem (V) z a= f(1)i b= @ —f(1).

9. Niech 10¥ < n < 10+, Rozwazmy zbiér wszystkich liczb 2k-cyfrowych,
ktoére mozna zapisa¢ za pomoca cyfr 0,1,2,3, przy czym dopuszczamy zera
poczatkowe. Liczb takich jest

42k — 16+ =16°-16"° > 220.10F° > 10! >

znajda sie wiec wsréd nich dwie dajace przy dzieleniu przez n taka sama
reszte. Ich réznica jest wielokrotnoscig liczby n, spelniajaca warunki zadania.

10. Niech F bedzie punktem przecigcia symetralnych odcinkéw AC' i BD.
Wowczas tréjkaty ACE 1 BDE sa rownoramienne i podobne, gdyz

JACE=<DBE.
Stad oraz z danej w tredci zadania proporcji wynika, ze
AP-AE=DP-DEFE,

co z kolei oznacza, ze tréjkaty APE i DPE majg rowne pola. Zatem punkty
A1 D sy symetryczne wzgledem prostej EP lub czworokat APDE jest réw-
nolegtobokiem. Pierwszy przypadek implikuje, ze AD || BC' (prosta EP jest
prostopadla zaréwno do prostej AD jaki i do BC); zas drugi pociaga za soba
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AB 1 CD. Istotnie: jedli przez () oznaczymy punkt przeciecia prostych AB
iCD, to
IBQC =180°—2(LPBC+<4PCB)=180°—-24APC =90°.
11. Na przyktad:
Z={f: f(x)=a-b" -sin(cx+d), b>0},
Z={f: f(x)=a-b"+4c-d*, b,d>0},

Z=A{f: f(z)=(ax+Db)-c*, >0}

Szkice rozwigzan zadan z II Czesko-Polsko-Stowackich
Zawodow Matematycznych

1. Jesli x, y, z sa trzema kolejnymi wyrazami w ciggu
(TpyT1yee s Tp—1,2n,21), to albo (z,y,z) = (a,a,b) albo (z,y,z) = (a,b,b), z do-
ktadnoscia do permutacji. W kazdym przypadku zyz =ab(z+y+z—a—0).
Zatem

n n
in,lxixiﬂ = ab(?)in —n(a+ b)) =((2k—m)a+ (2m—k)b)ab
i=1 i=1
jest jedyna mozliwa wartoscia rozwazanej sumy.

2. Wezmy dowolny punkt P € AABC i wyznaczone przez niego punkty
D, E F. Oznaczmy pola tréjkatéw PBC, PCA, PAB przez S,, Sp, Sc. Mamy
wowezas 25, <a-PD<cPD, 25,<b-PE<cPE, 2S5.<cPF. Stad
wynika, ze PD+PE+PF > (25,+25,+25.)/c=25/c=h,, gdzie h. ozna-
cza wysokosé poprowadzong z wierzchotka C.

Gdy P jest punktem polozonym na tej wysokosci, blisko wierzchotka C,
wartos¢ sumy PD+ PE+ PF moze by¢ dowolnie bliska dtugosci h.. Zatem
u=h,=2S5/c jest szukanym kresem dolnym.

Kazdy z odcinkéw AD, BE, CF ma dtugo$¢ mniejsza niz c¢. Wobec tego
Sa/S=PDJ/AD > PD/AB, czyli PD < ¢(S,/S). Analogicznie PE < ¢(Sp/5)
oraz PF <¢(S./S). Dodajac te trzy nieréwnosci mamy PD+ PE+ PF <c.

Umieszczajac punkt P blisko A, tak, by kat PAB byl bliski zeru, mozemy
dosta¢ wartos¢ PD+ PE+ PF dowolnie bliska c. Zatem v = ¢ jest szukanym
kresem gérnym.
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3. Dla z € S przyjmijmy oznaczenie n+1—x =z*; odwzorowanie x — x*
jest inwolucja, tzn. ** = . Jedli funkcja f:5 — S spetnia warunek f4(z) = x*,
to f8(x) ==, skad wniosek, ze f jest bijekcja, czyli permutacja. Zbiér S roz-
pada sie na cykle o dtugosciach bedacych dzielnikami liczby 8. Jesli ¢ nalezy
do cyklu dtugosci 4, 2 lub 1, to xg= f*(zo) =2, skad zo=(n+1)/2 (co
moze mie¢ miejsce tylko wtedy, gdy n jest liczba nieparzysta); wtedy kazdy
element tego cyklu musi byé¢ réwny xg. Tak wiec S jest suma pewnej licz-
by roztacznych cykli dlugosci 8 oraz, by¢ moze, jednego punktu statego zy.
Zatem n=8m lub n=8m+1.

Rozwazmy najpierw przypadek, gdy n =8m. Przyjmijmy A={1,...,4m},
B={4m+1,...,8m}. WeZzmy dowolna orbite dtugosci 8. Niech C' bedzie zbio-
rem jej elementéw. Wéwezas ANC' jest zbiorem czteroelementowym, a zbiér
BNC jest jego obrazem w odwzorowaniu x +— z*. Ale takze i na odwrét: dla
kazdej czworki liczb 1<a<b<c<d<4m mozna tak uporzadkowaé zbidr
C={a,b,c,d,d* ,c*,b*,a*}, aby otrzymacé orbite funkcji f. Na ile sposobéw?

Warto$¢ w = f(a) moze byé¢ dowolnym elementem zbioru C' z wyjatkiem
a oraz a* (6 mozliwosci); nastepnie z = f(w) moze by¢ dowolnym elementem
oprécz a,a*,w,w* (4 mozliwosci); wreszcie f(z) moze by¢ dowolnym elemen-
tem oprécz a,a*,w,w*,z,z* (2 mozliwosci); pozostata cze$é orbity jest juz
wyznaczona jednoznacznie. Razem daje to 6-4-2 =48 mozliwosci.

Kazda z rozwazanych funkcji f powstaje w wyniku rozbicia 4m-elemen-
towego zbioru A w dowolny sposéb na m czworek (co moze byé zrobione

———— sposobéw), a nastepnie ustawienie kazdej czwoérki, wraz z jej

(4h)mm!

*-obrazem, tak, by powstala o$mioelementowa orbita (48 sposobdéw). To
2 (4m)!

m!

W przypadku, gdy n = 8m + 1, musi pojawié si¢ punkt staly xo = (n+1)/2;
a w zbiorze S\{xzo} dzialanie funkcji f jest analogiczne, jak poprzednio
w zbiorze {1,2,...,8m}. Wynik ten sam, co w poprzednim przypadku.

Gdy n#0,1 (mod 8), wéwczas nie ma takiej funkcji f.

daje taczny wynik

4. W my$l podanych zatozen, p jest dzielnikiem iloczynu (n—1)(n?+n+1),
a przy tym p—1>n; zatem n?+n-+1=mp. Ze zwiazkéow mp=1 (mod n)
oraz p=1 (mod n) wynika, ze m=1 (mod n). Tak wiec m=kn+1 oraz
p=In+1 (k>0, £>1); otrzymujemy réwnoéé¢ n2+n+1=(kn+1)(n+1).
Wobec tego n(1—kf) =k+¢—1>0.Stad k=0, m=1, p=n?+n+1, i osta-
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tecznie 4p—3 = (2n+1)2.

5. Przyjmijmy SA=c«, ¥B=/0, ¥C =+, i niech np. a > . Zbudujmy
tréjkat QP D podobny do ABC' (po zewnetrznej stronie czworokata ABQP)
tak, by PD/PQ = BC/AB oraz QD/PQ = AC/AB. Wéwczas PD = PA oraz
QD = (@B, na mocy warunkéw zadania.

Skoro AP/BQ = BC/AC > 1, czyli AP > BQ), zatem boki i katy tréjkata

180° —
CPQ spehiaja nieréwnoéci CP<CQ, JCQP< TV <a=9IDQP,

ICPQ > 1807_7 > =<9IDPQ. Z tych nieréwnoéci wynika, ze punkt D lezy
wewnatrz kata wypuklego BCZ, gdzie Z jest dowolnym punktem pdlprostej
AC poza odcinkiem AC.

Przyjmijmy, ze tréjkat ADP ma katy ¢, , 180° —2¢, a tréjkat BDQ
ma katy 1,1, 180° — 2. Czworokat APDB ma katy «, 180° —2p, v+1,
¥+ 3, ktérych suma powinna wynosi¢ 360°. Zatem ¢ =1, i w konsekwencji
YADB =+. Stad wynika, ze tréjkaty ABC i ABD maja wspélny okrag opi-
sany. To znaczy, ze proste OP i OQ sa symetralnymi odcinkéw AD i BD,
i wobec tego ¥ POQ =180° — L ADB = 180° — ¥ PDQ, co konhczy dowdd.

6. Niech u bedzie rzeczywistym pierwiastkiem wielomianu P(x). Zachodzi
nier6wnosé Cauchy’egofSchwarza'

n—1 n—1
(u"41)? (Zaz ) <Za?-2u2i.
i=1  i=1
Przyjmujac oznaczenia n=2m oraz u? =w mamy
n—1 2m—1 m—1
Zu2i: Z w'=w™+ (W™ +1) Z w'
=1 i=1 i=1
Ze zwiazkéw (w'—1)(w™ ¢ —1) >0 dostajemy w® +w™ ¢  <w™+1. Te m—1

nieréwnosci (dla i=1,...,m— ) dodajemy stronami i otrzymujemy
2 Z w' (w™+1).
=1
m
Ponadto mamy w" < % Tak wiec
n—1 m
: w41 —1 n—1
Zu2l<%+(w —|—1) 5 ——(wm+41)= 1 ——(u"+1)%

i=1
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taczac te nieréwnosé z nieréwnoscia uzyskana na poczatku otrzymujemy
oszacowanie

Jest to szukany kres dolny, bowiem wszystkie napisane nieréwnosci staja sie

réwnosciami dla u=1 oraz a1 =...=ap_1 = — — 7
n_

Regulamin Meczu Matematycznego

1. W Meczu biorg udziat dwie druzyny. Kazda z druzyn wybiera ze
swojego grona Kapitana.

2. W pierwszej fazie Meczu obie druzyny rozwiazuja 11 zadan do-
starczonych przez Jury i przygotowujg sie do zreferowania rozwiazan
przy tablicy.

3. Druga faza Meczu jest rozgrywka.

4. Ekipy na przemian wywoluja druzyne przeciwng do zreferowa-
nia rozwiazania jednego z zadan. Wywolywanie rozpoczyna druzyna
wylosowana tuz przed rozgrywka. Numer zadania jest wybierany przez
druzyne wywolujaca.

5. Druzyna wywotana do rozwigzania zadania deklaruje, czy przyj-
muje zadanie.

6. Jezeli druzyna wywotana przyjmuje zadanie, Kapitan druzyny wy-
wotujacej wyznacza zawodnika druzyny wywotanej do zreferowania roz-
wiazania przy tablicy. Rozwiazanie to jest oceniane przez Jury.

7. Zawodnik moze by¢ wyznaczony powtérnie jedynie wtedy, gdy
wszyscy zawodnicy z jego druzyny byli juz wyznaczeni do referowania.

8. Osoba referujgca nie moze korzystaé z notatek, ani konsultowac sie

ze swoja druzyna. Druzyna przeciwna nie moze przerywac referujacemu.
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9. Kapitan druzyny wywotanej moze odwolywaé osoby referujace
dowolng liczbe razy. Takze osoba referujgca moze zrezygnowac z refe-
rowania. N-ta zmiana powoduje odjecie N punktéw, bez wzgledu na
to, czy zadanie zostanie uznane za rozwigzane. Kapitan prosi wowczas
druzyne przeciwng o wyznaczenie nowego referujgcego.

10. Czas na zreferowanie rozwigzania wynosi 15 minut. Po uptywie
tego czasu Jury moze przerwaé referowanie, poprosi¢ o streszczenie dal-
szej czesci rozwiazania lub pozwoli¢ na dalsze referowanie, w zaleznosci
od tego, czy rozwiazanie zdaniem Jury rokuje nadzieje na poprawnoscé
i zbliza sie do konca.

11. Po oznajmieniu przez referujacego, ze zakonczyt referowanie, dru-
zyna przeciwna zglasza zastrzezenia co do poprawnosci rozwigzania,
a nastepnie referujacy odpowiada na te zastrzezenia.

12. Jezeli Jury uznaje rozwiazanie za poprawne, punktuje je od 5 do
10 punktéw. Jury moze przyznaé¢ druzynie wywotujacej te punkty, ktore
zostaly odjete druzynie rozwigzujacej, jezeli usterki rozwigzania zostaly
przez te druzyne zauwazone.

13. Jezeli Jury nie uznaje rozwiazania za poprawne, zadna z druzyn
nie otrzymuje punktéw, chyba, ze druzyna wywotujaca zwrdcita uwage
na bledy lub luki dyskwalifikujace rozwiazanie. Wtedy ma ona prawo
do przedstawienia wtasnego rozwigzania na zasadach i przy punktacji
okreslonych w pozycjach 6-12.

14. Jezeli druzyna wywotana nie przyjmie zadania, rozwiazuje je
druzyna wywolujaca zgodnie z zasadami okreslonymi w p. 6-12. Je-
$li jednak nie przedstawi ona poprawnego rozwiazania, otrzyma —10
(minus 10) punktéw.

15. Rozgrywka konczy sie po wywotaniu 8 zadan. W przypadku re-

misu wywohuje sie dodatkowo 2 zadania.
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