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Wstep

Obdz Naukowy Olimpiady Matematycznej odbyl si¢ w dniach 1 — 15 czerwca
2003 r. w Zwardoniu, w pensjonacie ,,Zgoda”. Kadre obozu stanowili: Jerzy Bed-
narczuk, Lev Kourliandtchik, Adam Osekowski, Waldemar Pompe, Pawel Walter
i Jarostaw Wroblewski.

W dniach 2 -5, 7,9, 11, 13, 14 czerwca uczestnicy obozu rozwiazywali zadania
indywidualnie, dnia 10 czerwca odbyly sie zawody druzynowe, a 6 i 12 czerwca
rozegrane zostaly ,mecze matematyczne” (regulamin meczu znajduje sie na koncu
tego zeszytu).

W ramach zawoddéw indywidualnych mozna bylo uzyskaé¢ 162 punkty. Trzy naj-
lepsze wyniki to: 142 punkty, 114 punktéw i 104 punkty. Punkty uzyskane za po-
szczegolne zadania przedstawia tabela na nastepnej stronie.

Dla uczestnikéw obozu zorganizowane zostaly dwie wycieczki: 8 czerwca piesza
wycieczka na Wielka Racze, a 10 czerwca wycieczka pociagiem do Cadcy na Stowacji.

Bezposrednio po obozie, czyli w dniach 15 — 18 czerwca 2003 r., w Zylinie na
Stowacji, odbyty si¢ III Czesko—Polsko—Stowackie Zawody Matematyczne. Gospoda-
rzem zawodow byl Vojtech Balint z Uniwersytetu w Zylinie.

W Zawodach Czesko—Polsko—Stowackich uczestniczyli uczniowie, ktérzy weszli
w sklad delegacji tych krajow na Miedzynarodowa Olimpiade Matematyczna. Prze-
wodniczacym delegacji polskiej byl Rafal FLochowski, zastepca przewodniczacego
byta Paulina Domagalska.

W ciggu dwoch dni kazdy z zawodnikow rozwiazywal po 3 zadania, majac na
to po 4,5 godziny.

Po potudniu 17 czerwca zorganizowana zostala wycieczka w Mala Fatre.

Niniejszy zeszyt zawiera wszystkie zadania z obozu, szkice ich rozwiazan, do-
datek przygotowany przez kadre obozu oraz zadania z I1I Czesko-Polsko-Stowackich
Zawodow Matematycznych wraz z rozwiazaniami opracowanymi przez Rafata F.o-
chowskiego.

Zeszyty z poprzednich Obozow Naukowych Olimpiady Matematycznej znajduja
sie na stronie internetowej Olimpiady Matematycznej: www.om.edu.pl.

Komitet Glowny Olimpiady Matematycznej



Zestawienie ocen z zawodow indywidualnych

Zadanie| 15 i | a5 punkion | a2 puiy | a0 pon
L. 7 0 0 13
2. 9 0 0 11
3. 7 0 1 12
4. 10 1 2 7
5. 18 0 0
6. 14 1 0
7. 3 0 0 17
8. 3 0 0 17
9. 7 0 0 13
10. 6 0 0 14
11. 6 1 0 13
12. 9 1 0 10
13. 2 0 0 18
14. 15 0 1 4
15. 3 0 0 17
16. 9 8 0 3
17. 17 0 0 3
18. 0 1 0 19
19. 4 ) 0 14
20. 7 0 0 13
21. 4 1 0 15
22. 18 0 0 9
23. 9 0 0 11
24. 4 7 0 9
25. 8 ) 0 10
26. 5 0 5 10
27. 1 1 0 18

Uwaga: Kazda praca byla oceniana w skali 0, 2, 5, 6 punktow.



Tresci zadan
Zawody indywidualne:

1. Udowodni¢, ze dla kazdej liczby naturalnej n > 2 istnieje n réznych liczb
naturalnych takich, ze suma kazdych dwéch sposrdd tych liczb jest podzielna przez
ich réznice.

2. Udowodni¢, ze dla dowolnych liczb dodatnich a, b, ¢, d zachodzi nieréwno$c¢

\/ \/ \/ \/ _atbtetd
b+c c+d d+a a+b V2 '

3. Punkt D lezy na boku AB trojkata ABC. Niech I i J beda odpowiednio
srodkami okregéw wpisanych w tréjkaty ACD 1 BC'D. Okrag opisany na tréjkacie
1JD przecina prosta AB po raz drugi w punkcie S. Wykazaé, ze

BC+AS=AC+BS.

4. Rozstrzygnad, dla jakich wartosci k mozna wybraé k liczb z ciagu 1,2,3,...,50
w taki sposob, aby réznica kazdych dwoch wybranych liczb byla rézna od 4, od 5
oraz od 9.

5. Liczby dodatnie a i b spetiajg warunek a® +b° = a® +b®. Wykazaé, ze
a?+b*><1+ab.

6. Na bokach AC' i BC tréjkata ABC zbudowano, po jego zewnetrznej stronie
takie tréjkaty prostokatne ACK i BCL, ze

JAKC =<BLC =90° oraz <CAK =<CBL.
Punkt M jest srodkiem odcinka AB. Wykazaé, ze MK = M L.

7. Na tablicy napisana jest trojka liczb. Ruch polega na wybraniu jednej z nich
i zastapieniu jej suma tej liczby i roznicy dwéch pozostatych liczb pomnozonej przez
dowolna liczbe wymierng. Rozstrzygnaé, czy startujac od tréjki liczb 0, 1, v/2, przy
pomocy takich ruchéw mozna otrzymaé trojke (nieuporzadkowana) liczb 0, v/2, 2.

8. Niech n > 3. Udowodnié¢, ze dla dowolnych liczb dodatnich aq,as,...,a, za-
chodzi nieréwnosé
a1+taz+ag)laz+az+ayg)-...-(a,+a1+a n
(a1 +ag+a3)(ag+az+ay) ( 1 2)>(\@)
(a1 +az)(az+asz)-...-(an+aq)




9. Punkty D i F leza na boku AB tréjkata ABC. Proste przechodzace przez
punkty D, E i réwnolegte odpowiednio do prostych BC', AC przecinajg boki AC,
BC odpowiednio w punktach F', G. Prosta F'G przecina okrag opisany na tréjkacie
ABC w punktach P i Q. Wykazaé, ze punkty D, E, P, () leza na jednym okregu.

10. Liczby rzeczywiste x1,xo,...,2, s nieujemne i nie wigksze od 1. Udowod-
nié, ze
r1+xo+...+2xy
n

— Yr129... 20, =

< (v —22)% 4+ (2 —23)% +...+ (20 — 71)?
= .
8n

11. Niech aq,aq,...,a11 oraz by, ba,...,b11 beda permutacjami zbioru {1,...,11}.
Wykazaé, ze wérod liczb aiby,asbe,...,a11011 sa dwie liczby dajace te sama reszte
z dzielenia przez 11.

12. Punkt D lezy na boku AB trojkata ABC. Punkty I i J sa odpowiednio
srodkami okregdéw wpisanych w tréjkaty AC'D i BC'D. Punkty K i L sa odpowiednio
srodkami okregéw dopisanych do tréjkatow ACD i BC' D, stycznych odpowiednio do
odcinkow AD i BD. Dowiesé, ze proste IJ, AB i KL sa réwnolegte lub przecinaja
sie w jednym punkcie.

13. Ze zbioru {1,2,...,2003} wybrano 2k liczb i utworzono z nich k rozlacz-
nych par w taki sposéb, ze sumy liczb wystepujacych w kazdej parze sa rézne i nie
przekraczaja 2003. Rozstrzygnaé, dla jakiej najwiekszej wartosci k jest to mozliwe.

14. Udowodnié, ze dla dowolnej liczby naturalnej n > 2 zachodzi nieréwnosé

\/2.\3/3. Ya..vm<o.

15. Okrag wpisany w tréjkat ABC' jest styczny do bokéw AC' i BC odpowiednio
w punktach D i E. Punkt F jest rzutem prostokatnym punktu A na prostg BC.
Punkt K jest symetryczny do punktu F’ wzgledem prostej DE. Dowies¢, ze punkt K
lezy na dwusiecznej kata BAC.

16. Wyznaczy¢ wszystkie mozliwe wartoéci iloczynu zyz dla tréjek liczb rze-
czywistych x, y, z spelniajacych warunki:

Yy z

=0.
1—b”102—‘_1—g/2—~_1—,7,'2

zy+yz+zrx=1 oraz



17. Udowodni¢, ze dla dowolnych liczb dodatnich a, b, ¢ zachodzi nieréwnosé
3 3 3

. >a+b
+a72+b72/a+ +c.

2
18. Punkty A, B, C, D, E, F leza w tej wlasnie kolejnosci na okregu. Czesé

wspélna trojkatow ACE i BDF jest szeSciokatem wypuklym. Dowie$é, ze gtéwne
przekatne tego szesciokata przecinaja sie w jednym punkcie.

19. Rozwiazaé¢ uktad réwnan
r1+2xo0+...+x=n
x%—i—m%—i—...—i—xn:n

w liczbach zespolonych x1,xs,...,2y,.

20. Udowodnié, ze dla dowolnych liczb dodatnich a, b, ¢ takich, ze a24+b*>+c?=1
zachodzi nieréwnosc¢
a b c 3V3

>
2 1o 12’ 2

21. Na bokach AC' i BC' tréojkata ABC' zbudowano, po jego zewnetrznej stronie,
takie trojkaty prostokatne ACK i BCL, ze

JAKC=<BLC =90° oraz <JCAK=<CBL.
Odcinki BK i AL przecinaja sie w punkcie P. Wykazaé, ze CP 1. K L.

22. Dowies¢, ze kwadratowej szachownicy o boku 43 z usunietym srodkowym
polem nie mozna podzieli¢ na prostokaty o wymiarach 1 x 6.

23. Liczby p oraz p+2 sa pierwsze. Dowiesé, ze istnieje ciag kolejnych liczb
calkowitych (wiecej niz jednej), ktérych iloczyn przy dzieleniu przez p(p+2) daje
reszte p? +p—1.

24. Dany jest czworokat wypukly ABC D. Jego przekatne przecinaja sie w punk-
cie P, a punkty M i N sa odpowiednio srodkami bokéw BC i AD. Proste k, I, m
przechodza odpowiednio przez punkty P, M, N i sa prostopadle odpowiednio do
prostych AB, AC, BD. Dowie$¢, ze jesli proste k, I, m przecinaja sie w jednym
punkcie, to na czworokacie ABC'D mozna opisaé okrag.
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25. Wyznaczy¢ wszystkie warto$ci wyrazenia 5ab+3bc+4ca dla liczb rzeczywi-
stych dodatnich a, b, ¢ spelniajacych rownosci
a?+v*=9
5a® +5¢ +6ac =80
5b% 4+ 5¢% +8bc =125

26. Na plaszczyznie dany jest skoficzony zbiér tréjkatéw rownobocznych. Fi-
gura, ktéra jest suma tych tréjkatéw, ma pole 16. Dowieéé, ze sposréd danych troj-
katow mozna wybraé pewna liczbe tréjkatéw o roztacznych wnetrzach i sumie pél
nie mniejszej niz 1.

27. W Mistrzostwach Swiata w Brydzu Sportowym z Dziadkiem bierze udzial
211 zawodnikéw. W kazdym rozdaniu gra trzech zawodnikéow. Dowiesé, ze mozna
tak ustali¢ harmonogram rozgrywek MSwBSzD, aby kazdych dwéch zawodnikéw
spotkalo sie przy rozgrywce dokltadnie raz.

Zawody druzynowe:

1. W szedciokacie wypuklym ABCDEF zachodza réwnoSci
AB=DE, BC=FEF oraz JABC=<DEF.

Wykazaé, ze érodki przekatnych AD, BE i C'F pokrywaja sie lub sa wierzchotkami
tréjkata podobnego do tréojkata ABC.

2. Liczba n > 2" jest suma sze$cianéw dwéch wzglednie pierwszych liczb catko-
witych dodatnich, a takze jest suma piatych poteg dwdch wzglednie pierwszych liczb
calkowitych dodatnich. Dowiesé, ze liczba n ma dzielnik pierwszy postaci 30k +1.

3. Wyznaczy¢ wszystkie liczby calkowite dodatnie n, dla ktérych prawdziwe
jest nastepujace twierdzenie:
Dla dowolnych liczb rzeczywistych dodatnich x, y spelniajacych nieréwnosé

3 +1° < 2y

zachodzi nieréwnosé x™ +y™ <2.
Pierwszy Mecz Matematyczny:

1. Rozstrzygnaé, czy istnieje taka naturalna potega liczby 5, ktora w zapisie
dziesietnym ma na stu ostatnich miejscach co najmniej 30 kolejnych zer.

2. Liczba naturalna k ma nastepujaca wlasnos¢: jezeli liczba naturalna jest
podzielna przez k, to i liczba zapisana wspak tez jest podzielna przez k. Wykazad,
ze liczba k jest dzielnikiem liczby 99.



3. Rozstrzygnad, czy istnieje taka 2003-cyfrowa liczba naturalna, r6zna od liczby
napisanej wspak, ktora nie jest kwadratem liczby naturalnej i taka, ze iloczyn tej
liczby i liczby napisanej wspak jest kwadratem liczby naturalne;j.

4. Okrag o jest wpisany w trojkat ABC. Okrag przechodzacy przez punkty B i C
jest styczny wewnetrznie do okregu o w punkcie D; okrag przechodzacy przez punkty
C' i A jest styczny wewnetrznie do okregu o w punkcie F, za$ okrag przechodzacy
przez punkty A i B jest styczny wewnetrznie do okregu o w punkcie F. Wykazaé,
ze proste AD, BE i C'F przecinaja sie w jednym punkcie.

5. Rozstrzygnad, czy istnieje taka liczba naturalna n > 1 niepodzielna przez 10,
ktérej zapis dziesietny jest poczatkowym fragmentem zapisu dziesietnego liczby n?.

6. Liczby rzeczywiste a, b, ¢, x, y, z spelniajg warunki:
O<a<z<y<z<e a<b<c,
r+y+z=a+b+c,
xyz = abc.

Wykazaé, ze a=z, b=y, c=z.

7. Liczby a, b, ¢, d, e sa calkowite, przy czym liczby a+b+c+d+e oraz
a®+b% +c? 4+ d? +€? sa podzielne przez liczbe nieparzysta n. Wykazaé, ze liczba
a® +b° +c® 4 d° + € — 5abede

jest podzielna przez n.

8. Dany jest czworokat wpisany w okrag. Przekatna tego czworokata dzieli go
na dwa tréjkaty. Wykazaé, ze suma promieni okregéw wpisanych w te trojkaty nie
zalezy od wyboru przekatnej.

9. Wykazaé, ze

1 ntl a2

Z (mY ~ on+l’ I
k=0 (k) 2 k=1 &
10. Dana jest liczba naturalna n > 2. Wyznaczy¢ najwigksza warto$¢ wyrazenia
aijag+ag2a3+...+ap_10an
dla wszystkich ciagéw a1,as,...,a, liczb rzeczywistych speliajacych warunek

a%—l—a%—l—...—&—ai:l.

11. Dany jest wielokat wypukly o polu S i obwodzie P. Wykazaé, ze mozna
przykry¢ tym wielokatem kolo o promieniu S/ P.



Drugi Mecz Matematyczny:

1. Dowiesé, ze licznik sumy
1+ ! + = +...+ =
2 3 7131

zapisanej w postaci utamka nieskracalnego jest liczba zlozona.

2. Rozwigzaé¢ w liczbach catkowitych x, y rownanie

et o +1=9>2.

3. Liczby rzeczywiste dodatnie a, b, ¢ spelniaja nieréwnosé
a® 8 +c® <2a*b* +2b*c* +2c¢*at .
Dowiesé, ze
a® + 0%+ < 2a30% + 2633 +2¢%a3 .

4. Okregi 01 i 09 sa roztaczne zewnatrznie. Dwie wspoélne styczne do tych okre-
géow — jedna wewnetrzna, druga zewnetrzna — sa styczne do okregu o; w punktach
A'i B, za$ do okregu oy w punktach C'i D. Wykazaé, ze proste AB i C'D przecinaja
sie na prostej taczacej rodki okregdéw o1 i 0s.

5. Dowies¢, ze istnieje nieskonczenie wiele tréjwyrazowych ciagdéw arytmetycz-
nych, ktérych wyrazy sa kwadratami parami wzglednie pierwszych liczb catkowitych.

6. Danych jest 4m monet, z ktorych réwno polowa jest fatlszywych. Waga praw-
dziwych monet jest jednakowa. Waga falszywych monet tez jest jednakowa, ale sa
one 1zejsze od prawdziwych. Jak przy pomocy wagi szalkowej rozpoznaé wszystkie
falszywe monety wykonujac nie wigcej niz 3m—1 wazen?

7. Na sferze wybrano takie punkty A, B, C, D, E, ze odcinki AB i C'D przeci-
naja sie w punkcie F, a punkty A, C, F sa réwnoodlegle od punktu F. Udowodni¢,
ze proste BD i EF sa prostopadle.

8. Dowieéé¢, ze istnieje nieskonczenie wiele liczb catkowitych dodatnich n o na-
stepujacej wlasnosci: Sposrdd liczb

n?+1,n2+2,n%+3, ..., n*+2n

mozna wybraé¢ niepusty zbior liczb, ktérych iloczyn jest kwadratem liczby calkowite;j.
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9. Dowiesdé, ze zbidr liczb {1,2,3,...,200} mozna podzieli¢ na 100 takich par
liczb (a;,b;), ze a; < b; oraz kazde dwie sposréd 200 liczb

ai—i—bi, bi—ai, 221,2,3,7100

sg rézne.

10. Niech d bedzie najmniejsza z odlegtosci pomiedzy przeciwleglymi krawe-
dziami czworo$cianu, natomiast niech i bedzie najmniejsza z wysokoéci tego czwo-
roscianu. Udowodnié, ze 2d > h.

11. SzeScian o krawedzi 2003 podzielono na szedciany jednostkowe, zwane da-
lej polami. W szescianie tym umieszczono prostopadioscienne klocki o wymiarach
1x1x4 o roztacznych wnetrzach tak, ze kazdy klocek pokrywa 4 pola. Dowiesé,
ze istnieje pole nielezace przy brzegu szeScianu, ktére nie jest pokryte przez zaden
klocek.

Czesko-Polsko-Stowackie Zawody Matematyczne:

1. Dla danej liczby naturalnej n > 2 wyznaczy¢ rozwiazania uktadu réwnan
max {1,z } =9
max {2,292} =2x3
max{n—1,z,—1}=Mn—-1)z,
max {n,r,} =nz;

w liczbach rzeczywistych x1,s,..., 2.

2. W tréjkacie ostrokatnym ABC kat wewnetrzny przy wierzchotku B ma miare
wigksza od 45°. Niech D, F, F' beda spodkami wysokosci opuszczonych odpowiednio
z wierzchotkéw A, B, C. Niech ponadto K bedzie takim punktem odcinka AF', ze
IDKF =<KEF. Udowodnié, ze

(a) taki punkt K zawsze istnieje;

(b) zachodzi réwno$¢ K D?=FD?+ AF-BF.
3. Dla liczb p, q, r z przedzialu [%,%} zachodzi réwnos$¢ pgr =1. Wykazaé,
ze istnieja takie liczby dodatnie a, b, ¢ oraz takie dwa tréjkaty o rownych polach,
ktorych boki maja odpowiednio dlugosci a, b, ¢ i pa, gb, rc.

4. Wewnatrz tréjkata ABC, na $rodkowej wychodzacej z wierzchotka C, znaj-
duje si¢ punkt P. Oznaczmy przez X punkt przecigcia prostej AP z bokiem BC,
a przez Y punkt przeciecia prostej BP z bokiem AC. Wykazaé, ze jezeli czworokat
ABXY mozna wpisa¢ w okrag, to tréjkat ABC' jest réwnoramienny.
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5. Wyznaczy¢ wszystkie liczby naturalne n > 2, dla ktérych kazda z liczb
n n n
1/7\2)77 7" \n—-1

6. Znalez¢ wszystkie takie funkcje f: R— R, ze dla dowolnych x,y €R spelniona
jest réwnosé

jest parzysta.

F(f@)+y)=22+f(f(y)—z).
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Szkice rozwigzan
Zawody indywidualne:

1. Poniewaz liczba a+b jest podzielna przez liczbe a —b, wiec liczba 2a jest
podzielna przez a —b. Ciag zlozony z dwdch liczb 1, 2 spelnia warunki zadania.
Niech ciag liczb naturalnych zi,xs,...,x, spelnia warunki zadania. Wtedy liczba
2x1Ts ... T, jest podzielna przez roznice kazdych dwoch liczb z ciagu xq,2o,...,Ty,.
Niech p=xy25...2,. Wowczas ciag ztozony z n+1 liczb

D+x1,ptT2,...,D+Tn,P

spelnia warunki zadania.

2. Niech s=a+b+c+d. Korzystajac z nieréwnoéci Jensena dla funkcji wypuktej
f(z) =2%/? mamy

1 [ a3 7Zb+c a 3/2> Zb—i—c a 3/27 1
25 b+c 25 \b+c - 25 b+c 22

Uwaga: Nierowno$é¢ w zadaniu jest szczegdlnym przypadkiem nieréwnosci Ra-

dona: Jesli a1,as,...,a,, b1,ba,...,b,, p sa liczbami dodatnimi, to zachodzi nieréw-
nosé
n p+1
>
n ptl
Z a4 o =l
;— K3 : :
i=1

3. Niech K = AINBJ oraz niech M, N, @ beda rzutami prostokatnymi odpo-
wiednio punktéw I, J, K na prosta AB. Wowczas

MQ=AQ—AM = 3(AB+AC—-BC)—4(AD+AC—-CD) =
= %(BD—}—CD—BC) =DN.
7 podobienstwa tréjkatéw prostokatnych IMD i DNJ oraz z powyzszej rowno-
Sci wynika, ze trojkaty prostokatne IM@Q i QNJ sa podobne. Zatem uzyskujemy
I1Q.J=90°=<ID.J, co dowodzi, ze punkty I, J, D, Q leza na jednym okregu. Stad
S =Q. Pozostaje zauwazy¢, ze AQ+ BC =BQ+ AC.

4. Nastepujacy zbiér zlozony z 16 liczb
1,2, 3,4,14, 15, 16, 17, 27, 28, 29, 30, 40, 41, 42, 43

spelnia warunki zadania. Udowodnimy, ze nie istnieje zbiér skladajacy sie z 17 liczb
spetniajacy warunki zadania.
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Rozpatrzmy 17 liczb naturalnych 1< a; <as <...<ay7 <50 i podzielmy je na
4 zbiory w nastepujacy sposéb. Do pierwszego zbioru zaliczymy liczby z przedziatu
[1,13], do drugiego z przedziatu [14,26], do trzeciego z przedziatu [27,39] i wreszcie
do czwartego z przedziatu [40,50]. W pewnym zbiorze znajdzie sie wiec pieé liczb
b1 <bgy <...<bs. Wowczas liczby

cr=by—b1, co=bs—b1, c3=byi—b1, ca=0b5—b;

spelniajg nieréwnosci 0 < ¢ < co < cg < cq < 12. Jezeli ktoras z liczb c¢q,co,c3,c4 jest
réwna 4, 5 lub 9, to zadanie jest rozwiazane. Przyjmijmy wiec, ze zadna z tych liczb
nie jest réwna 4, 5, 9.

Rozpatrzmy nastepujace zbiory: {1,6,10}, {2,7,11}, {3,8,12}. W jednym z nich
znajda sie dwie spoérdd liczb c¢q, ¢, c3, cq4. WoOwcezas roznica tych dwdch liczb jest
réwna 4, 5 lub 9.

5. Mamy:
S+b°
1+ab—a*—b* = a3+b3+ab a?—b?=
_a*b+bra—a®b? —a?b®  abla—b)*(a+b) 50
- a3+ b3 - a3+ b3 Z

6. Sposob I: Niech k, | beda prostymi przechodzacymi odpowiednio przez punkty
A, B i réwnoleglymi odpowiednio do bokéw BC, AC. Niech ponadto P=kNLC
oraz Q=INKC. Wéwczas punkty K, L, P, Q leza na jednym okregu. Srodkiem tego
okregu jest punkt przeciecia symetralnych odcinkéw KQ i PL, czyli punkt M. Stad
KM=LM.

Sposdb 11: Na boku AB trojkata ABC budujemy po jego zewnetrznej stronie
taki tréjkat réwnoramienny ABO, ze SOAB = JOBA = JCAK. Z podobienstwa
tréjkatéw prostokatnych AKC i AMO wnioskujemy, ze trojkaty ACO i AKM sa
podobne. Analogicznie tréjkaty BCO i BLM sg podobne. Zatem

KM AM BM LM
CO A0 BO CO’

skad KM = LM.

Sposob I11: Niech P i @ beda odpowiednio $rodkami bokéw AC i BC. Wéwczas
PM=CQ=LQ oraz QM =CP = KP. Ponadto SKPM = JSLQM. Zatem tréjkaty
KPM i LQM sa przystajace, skad uzyskujemy KM = LM.

Uwaga: Z powyzszych rozwiazan wynika, ze SKML =24CAK.

7. Wszystkie liczby, ktore mozna uzyskaé poprzez opisane w zadaniu ruchy maja
postaé a+bv/2, gdzie a i b sa liczbami wymiernymi, przy czym takie przedstawienie
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jest jednoznaczne, gdyz liczba /2 jest niewymierna. Kazdej liczbie postaci a+bv/2
przyporzadkowujemy punkt (a,b) na plaszczyZnie i badamy, jak zmienia sie pole
tréjkata odpowiadajacego trzem napisanym na tablicy liczbom.

Dodanie do jednej z liczb réznicy dwoch innych liczb pomnozonej przez liczbe
wymierna r odpowiada przesunieciu jednego z wierzchotkéw trojkata o wektor réw-
nolegly do przeciwleglego boku. Przy takim dzialaniu nie zmienia si¢ pole trdjkata.
Liczbom 0, 1, v/2 odpowiada tréjkat o polu %, za$ liczbom 0, 2, /2 tréjkat o polu 1.
Zatem uzyskanie drugiego zbioru liczb z pierwszego nie jest mozliwe.

8. Mamy:

(a1+as+asz)(az+as+aq)...(an+ar+as)=

:(a1+%ag—i—%ag—f—ag)(ag—l—%a3+%a3+a4)...(an—f—%al—i—%al +ag)>

1 1 1 1 1 1
}2\/611—1—5@2-\/a3+§a2-2\/a2+§a3~\/a4+§a3-...~2\/an+§a1~\/a2—|—§a1—
=2\ /(a1 + Saz)(az+ Sar)-\/(az + Sas)(as + Saz) .../ (an + ar) (a1 + San) >

>2”-\/%(a1+a2)2-\/%(az—kag)?u..-\/%(an—kal)Q:

=(V2)" (a1 +a2)(az+as)-... (an+ai).

9. Jesli FG || AB, to tréjkaty ADE i EBG sa przystajace. Wtedy czworokat
o wierzchotkach D, FE, P, Q) jest trapezem réwnoramiennym. Zalézmy z kolei, ze
proste F'G i AB nie sg réwnolegle i przecinaja sie w punkcie X. Wowczas
XD FD FA XA
XB GB GE XE’
Zatem XD - XE=XA-XB=XP-X(Q, co dowodzi tezy.

10. Mamy:
(171—132)2+(£E2—JC3)2—|—...—|—($,L—JL‘1)2 -
&n a
(VB (V) 4 (= ) ()
&n h
W VB + 4 (Ve = VE)?
= 2n
. r1+xo+...+2x, J/T1T2+\/T2Z3+...+/TpT1 <
= —_— X
n n

r1+2x2+...+xp
<
n

— Yzi20...20, .
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11. Przypusémy, ze liczby aqby,asbs,...,a11b11 daja rdézne reszty z dzielenia
przez 11, bedace odpowiednio liczbami 0,1,2,...,10. Rozpatrzmy liczbe

A= (azby)-(asbs)-...-(a11b11)-

Liczac reszte z dzielenia liczby A przez 11 na dwa sposoby, uzyskamy sprzeczno$é:

7Z jednej strony liczba A daje taka sama reszte z dzielenia przez 11, co liczba 10!,
czyli —1. Z drugiej strony, asas-...-aj; =babsz-...-by; = 10!, skad A= (10!)2. Zatem
liczba A daje reszte 1 z dzielenia przez 11.

12. Sposdb I: Niech punkt P bedzie $rodkiem okregu wpisanego w trojkat ABC),
za$ @ $rodkiem okregu dopisanego do tréjkata ABC stycznego do boku AB. Wéow-
czas punkt C jest wspélnym punktem prostych IK, JL i PQ. Z twierdzenia Desar-
gues’a zastosowanego do trojkatow IJP i K LQ wynika bezposrednio teza zadania.

Sposéb 1I: Niech oy, oy, 0k, or beda rozwazanymi w treéci zadania okregami
o srodkach odpowiednio I, J, K, L. Rozpatrzmy cztery stozki sy, sz, sk, sg o pod-
stawach oy, oy, ok, or 1 wysokosciach réwnych promieniowi podstawy. Niech S7p,
Sy, Sk, Sr beda wierzchotkami tych stozkéw, przy czym zakladamy, ze wszystkie
one lezg po tej samej stronie plaszczyzny ABC. Proste S;Sk iS55y przecinaja sie
w punkcie C, co dowodzi, ze punkty Sy, Sy, Sk, S leza w jednej plaszczyznie m,
nieréwnoleglej do plaszczyzny ABC. Jesli wspélna prosta plaszczyzn ABC i 7 jest
réwnolegla do prostej AB, to proste IJ, AB i KL sa réwnolegle. W przeciwnym
razie proste te przechodza przez punkt wspolny plaszczyzny m i prostej AB.

13. Oznaczmy przez s sume 2k liczb nalezacych do tych k par. Wowczas zacho-
dza nieréwnosci

14+24... +2k<s<200342002+...4 (2004 — k),
skad k(2k+1) < $k(4007 — k), czyli k <801.
Jednoczednie nastepujacych 801 par spelnia warunki zadania:
(1,1203); (2,1204); ... ; (400,1602); (401,802); (402,803); ... ; (801,1202).

Zatem najwieksza mozliwa wartoscia k jest 801.

14. Wykazemy wiecej, a mianowicie, ze

(1) "\l/m. m+i/(m+1)~ " (m42) ... Yn < 2

dla dowolnych liczb naturalnych n >m > 2.

Dla m =n nier6wnos$é (1) jest prawdziwa, bowiem ¥/n < 2. Ponadto, jesli nie-
réwnosé (1) jest prawdziwa dla pewnego m spelniajacego 2 <m < n, to jest ona
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rowniez prawdziwa dla m—1, gdyz

"Li/@n1).ﬁ/np P (A1) Y < ™Y (m=1)-2 < 2.

Zatem nier6wnos$¢ (1) jest prawdziwa dla wszystkich liczb naturalnych n>m > 2.

15. Niech I bedzie srodkiem okregu wpisanego w tréjkat ABC. Przyjmijmy,
ze punkty B, E, F leza w tej wladnie kolejnosci na prostej BC' — dowdéd w drugim
przypadku przebiega analogicznie. Niech P=AINDE. Z zadania 3 zamieszczonego
w Dodatku wynika, ze punkty I, B, P, E leza na jednym okregu. Stad
(1) YEPI=JEBI.

Poniewaz YAPB=90°=<YAF B, wicc punkty A, B, P, F leza na jednym okregu. Za-
tem YAPF = JABF. Réwnoéé ta wraz z rownoscia (1) pociagaja SFPD=JAPD,
skad bezposrednio wynika teza.

16. Udowodnimy, ze jedyna mozliwa wartoscia iloczynu zyz jest 0. Dla zu-
pelnoéci rozwiazania musimy podaé przyktad takich liczb z, y, z, dla ktorych sa
spelnione warunki zadania. Takimi liczbami sg na przyktad =0, y=2, 2=1/2.
Dalsze rozumowanie przeprowadzimy na dwa sposoby.

Sposéb 1: Z drugiej réwnosci uzyskujemy

r(1-y*)(1-2%) +y(1-2?)(1-2%) +2(1-2*)(1-y*) =0.
Stad
x+y+z—(zy+yz+za)(e+y+z)+3zyz+ayz(ey+yz+z2) =0.
Na mocy pierwszej réwnosci z tresci zadania otrzymujemy 4xyz =0, czyli zyz=0.

Sposéb 1I: Z réwnosci zy+yz + zox =1 wynika, ze istniejg liczby rzeczywiste

a, (3, v nalezace do przedziatu (—m,7), dla ktérych a+ 4y =m oraz
r=tgza, y=tgzf, z=tg37.
Woéwezas
2z 2y 2z
tga-tgp-tgy=t t tgy = =0.
ga-tgf-tgy=tgattgfttgy=—71+ 1=y 12
Jedli na przyklad tga =0, to a =0, skad wynika, ze x =0. Zatem jedyna mozliwa
wartodcig iloczynu xyz jest 0.

17. Sposéb I: Z nieréwnosci pomiedzy srednia arytmetyczna, a $rednia geome-
tryczna uzyskujemy

a3 b3 3 10/ (a3 SNt 3\
0- %t T6 0. (2) (2) (62) 194,
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Analogicznie dowodzimy, ze

a® b3 e
a® b3 ?
6~Cf2+9'§+4 ke >19b.

Dodajac stronami powyzsze nierownosci otrzymujemy teze.

Sposéb 1I: Poniewaz ciagi liczb (a®,b%,¢3) oraz (a%,b%,c%) sa przeciwnie upo-
rzadkowane, mamy:
1 1 1
a+b+c=a’ —+b3 b—2+ A 2<a +b3 —+ e
Sposéb 1II: Niech f(x)=23. Poniewaz funkcja f jest wypukla na przedziale
(0,00), wiec na mocy nieréwnosci Jensena otrzymujemy

c a\3 a b\3 b c\3
e () it (O e ()
a+b+c \c a+b+c \a a+b+c \b

S c 9-1- a 9+ b c 3_1
“\a+b+c ¢ a+b+c a a+b+tc b)

18. Wprowadzmy nastepujace oznaczenia:
FBNAC=K, ACnBD=L, BDNCE=M,
CENDF=N, DFNEA=0, EANFB=P,
a ponadto BENDA=Q, DANFC =R, FCNBE=S. Na mocy twierdzenia Pas-
cala punkty K, @, N sa wspélliniowe. Nalezy zatem wykazaé, ze proste QN, RP
i SL przecinaja sie¢ w jednym punkcie. To jednak wynika bezposrednio z trygonome-

trycznej wersji twierdzenia Cevy zastosowanej do tréjkatow DQFE, FRA, BSC oraz
QRS.

19. Niech P(t)=(t—x1)(t—x2)...(t —xz,). Wowezas z danych w tredci zadania

réwnan wnioskujemy, ze
0=P(z1)+P(x2)+...+ P(zy)=nP(1).

Zatem jedna z liczb z1,%9,...,2, jest réwna 1. Przechodzac od ukladu z n nie-
wiadomymi do uktadu z n—1 niewiadomymi i powtarzajac powyzsze rozumowanie
otrzymujemy, ze x1 =22 =...=x, = 1.
\/E
1—

20. Sposdb I: Niech f(x)= dla z € (0,1). Funkcja g zadana wzorem

ﬁx dla z€(0,3),

g(z)=
f(x) dlaze[i1),
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jest wypukla powlokg funkcji f. Mamy wiec

a n b
1—a2

C
Tt 2 9(07) +9(b7) +9(c?) > 3g(5(a” +7 +¢%)) =3g(5) =3 V3.

Sposéb 1I: Dla dowolnej liczby rzeczywistej = € (0,1) zachodzi nieréwnosé

x 23\/5332.
1—22 2
a b c 3V3 3V3
tad > 24?4ty ="2
Stad [ — sttt e g (@)=

21. Na boku AB tréjkata ABC budujemy po jego zewnetrznej stronie taki trdj-
kat réwnoramienny ABO, ze SOAB = SOBA = JCAK. 7 zamieszczonego w Do-
datku zadania 2 wynika, ze punkty C, P, O leza na jednej prostej. Ze sposobu II
rozwigzania zadania 6 wnioskujemy, ze kat miedzy prostymi CO i KM jest réwny
JCAK. Na mocy uwagi po rozwigzaniu zadania 6 uzyskujemy réwnosé MK L =
=90° — 4CAK. Stad wynika, ze proste CO i KL sa prostopadte.

22. Numerujemy pola pierwszego rzedu cyklicznie: 1, 2, 3,5, 4,6, 1, ... . W kaz-
dym kolejnym rzedzie numery pdl zwickszamy o 1 modulo 6. Srodkowe pole ma
woéwezas numer 2.

Kazdy prostokat pokrywa pola o réznych numerach, a tymczasem szachownica
zawiera 309 pél z numerem 1, 307 pdl z numerem 2, 308 pdl z kazdym z numerow
3,4,5, 6.

23. Niech ¢=p+2. Szukany iloczyn powinien dawaé przy dzieleniu przez p reszte
p—1, a przy dzieleniu przez q reszte 1.

Rozwazmy ciag kolejnych p—1 liczb, ktére przy dzieleniu przez p daja reszty
1, 2,3, ..., p—1, a przy dzieleniu przez q reszty 2, 3, 4, ..., ¢—2. Wowczas na mocy
twierdzenia Wilsona ich iloczyn daje przy dzieleniu przez p i ¢ takie reszty, jak
zadane w zadaniu.

Mozliwos$¢ wyboru kolejnych liczb spetniajacych podany warunek wynika z chin-
skiego twierdzenia o resztach. Takie liczby mozna wskazaé: sa to kolejne liczby po-
czawszy od 3 (p®+p)+1.

24. Zalézmy najpierw, ze przekatne AC i BD nie sa prostopadte. Niech AK i BL
beda odpowiednio wysoko$ciami w trdjkacie ABP. Niech X i Y beda odpowiednio
rzutami prostokatnymi punktéw M i N odpowiednio na proste AC' i BD. Wéwczas

LP KP LP KP . LP KP
IX Ry’ skad IC- KD’ czyli CPD

BP_LP _PC
AP KP PD’

Zatem
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co oznacza, ze na czworokacie ABC'D mozna opisaé¢ okrag.
W przypadku, gdy przekatne AC' i BD sa prostopadle, proste [ i m przecinaja
sie w punkcie @ bedacym srodkiem odcinka C'D. Wowczas

JACD=<4CPQ=<ABD,

co oznacza, ze na czworokacie ABC'D mozna opisaé¢ okrag.

25. Rozwazmy takie punkty plaszczyzny A, B, C, O, ze AO=a, BO=b, CO=c,
JAOB =90°, sinSAOC =4/5, przy czym katy AOC i BOC sa rozwarte. Wow-
czas z podanych w zadaniu réwnosci na mocy twierdzenia cosinuséw mamy AB = 3,
AC =4, BC'=5. Obliczajac pole trojkata ABC dochodzimy do réwnoéci

5ab+ 3bc+4ca =60.

Uwaga: Liczbami spelniajacymi dane w zadaniu warunki sa
6 9 10

- b=, = ——.
V13 V13 V13

a

26. Wybierzmy najwiekszy z danych trojkatéw i oznaczmy jego bok przez a.
Kazdy tréjkat, ktérego wnetrze ma punkty wspolne z wnetrzem wybranego trdjkata,
jest zawarty w otoczeniu wybranego tréjkata o promieniu a. Otoczenie to ma pole
a?(3+/3/4+7) <16(a®\/3/4).

Usunmy z dalszych rozwazan wybrany trojkat oraz wszystkie trojkaty przeci-
najace jego wnetrze. Pole sumy rozwazanych tréjkatéw zmniejszy si¢ o mniej niz
16-krotnos¢ pola wybranego tréjkata.

Postepujac tak dalej otrzymamy zbiér tréjkatéow spetniajacych warunki zadania.

27. Poniewaz 211 jest liczba pierwsza postaci 6k+1, wiec istnieje taka liczba r,
ze 1 <r <211 oraz r3>=1 (mod211). Liczb¢ 7 mozna wskazaé¢ korzystajac z réwnosci
143 -1

211=14+14+1=
+14+ T

ktora daje r=14.

Podzielmy zbiér {1,2,3,...,210} na 70 nieuporzadkowanych trdjek liczb {a, b, c}
takich, ze

b=14a (mod211) oraz c=14b (mod211).
Usunmy potowe tréojek tak, aby z kazdych dwéch tréjek postaci
{a,b,c} oraz {211—a, 211-b, 211—c}

pozostawi¢ doktadnie jedna. W kazdej z pozostawionych tréjek ustalmy porzadek.
Mamy wiec 35 uporzadkowanych tréjek liczb o nastepujacych wlasnosciach:

1. suma liczb w kazdej tréjce jest podzielna przez 211,
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2. dla dowolnego 1 < i< 210 dokladnie jedna z liczb i oraz 211—i wystepuje
wérdéd 105 elementoéw rozwazanych tréjek i przy tym wystepuje ona tylko raz.

Ponumerujmy zawodnikéw liczbami 0, 1, 2, ..., 210. Dla kazdej tréjki (a, b, ¢)
i kazdej liczby 0 <14 < 211 planujemy rozdanie R(i,a,b,c), w ktérym zagraja zawod-
nicy o numerach i, i 4911 a, ¢ +211 a+211 b, gdzie +211 oznacza dodawanie modulo
211. Wéwczas zawodnicy o numerach ¢, j spotykaja si¢ doktadnie raz, a mianowicie
w rozdaniu:

R(i,a,b,c), gdy i+a=j (mod211),
R(j,a,b,c), gdy j+a=i (mod 211),
R(k,a,b,c), gdy i+b=j (mod211), k=j+c (mod 211),
R(k,a,b,c), gdy j+b=1i (mod211), k=i+c (mod211),
R(i,a,b,c), gdy j+c=i (mod211),
R(j a7b,c)7 gdy i+c=7j (mod211).

Zawody druzynowe:

1. Oznaczmy przez O punkt przeciecia symetralnych odcinkéw AD i BE. Wéw-
czas z danych w tresci zadania réwnosci wynika, ze punkt O jest srodkiem obrotu
o kat 0<a<360°, przeksztalcajacego trojkat ABC na tréjkat DEF. Obracajac tréj-
kat ABC woké! punktu O o kat «/2, a nastepnie przeksztalcajac otrzymany obraz
przez jednokladnos$é o $rodku O i skali cos(a/2) otrzymamy trojkat o wierzchotkach
bedacych srodkami odcinkéw AD, BE i CF (gdy « # 180°) lub jeden punkt (gdy
a=180°).

2. FAKT 1: Jezeli liczba pierwsza p nie bedaca postaci 6k+ 1, jest dzielnikiem
liczby a3+ b3, to jest ona dzielnikiem liczby a+b.

Dowdéd:  Jezeli p=3k+2, to liczba g= 2Ap=D)+1 1) L jest calkowita. Z kongruenciji
=-b3 (modp) wynika a3?=—b37 (modp), co na mocy malego twierdzenia Fermata

jest réwnowazne kongruencji a = —b (mod p).
Dla p =3 na mocy malego twierdzenia Fermata kongruencja a®= —b3 (mod 3)
jest réwnowazna a = —b (mod 3).

FAKT 2: a®+0% = (a+0b)(a® —ab+b?), przy czym NWD (a+b,a? —ab+b?) jest
rowne 1 lub 3 dla a i b wzglednie pierwszych.

Dowéd: Fakt ten wynika z réwnoéci a? —ab+b? = (a+b)(a—2b) + 3b°.

FAKT 3: Liczba a® —ab+b? nie jest podzielna przez 9, jezeli liczby a i b nie sg
obie podzielne przez 3.

Dowdd: Fakt ten wynika z réwnosci a? —ab+b% = (a+b)? — 3ab.

FAKT 4: Niech n=a3+b3 =q3rs, gdzie ¢3 jest iloczynem liczb pierwszych postaci
6k+1, a r3 jest iloczynem liczb nie bedacych tej postaci. Wtedy r3 < 6/n.
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Dowdéd: Na mocy faktéw 1-3 liczba rs jest dzielnikiem liczby
3(a+b) < 6max(a,b) <6/n.

FAKT 5: Jezeli liczba pierwsza p nie bedaca postaci 10k + 1, jest dzielnikiem
liczby a® +b%, to jest ona dzielnikiem liczby a4+ b.

Dowdd: Jezeli p=>5k+r, gdzie r jest jedna z liczb 3, 2, 4, to liczba g= ilp=1)+1
jest calkowita dla i odpowiednio réwnego 2, 4, 3. Z kongruencji a® = —b° (mod p)
wynika a®?=—b°7 (modp), co na mocy malego twierdzenia Fermata jest réwnowazne
kongruencji a = —b (mod p).

Dla p =5 na mocy malego twierdzenia Fermata kongruencja a® = —b° (mod5)
jest réwnowazna a = —b (mod 5).

FAKT 6: a®+b° = (a+b)(a* —a®b+a?b? —ab +b*), przy czym
NWD (a+b,a* —a*b+a?b? — ab® +b)
jest rowne 1 lub 5 dla a i b wzglednie pierwszych.

Dowdd: Fakt ten wynika z réwnosci
a* —a2b+a?b? — ab® +b* = (a+b)(a® — 2a%b+ 3ab® — 4b>) + 5b* .

FAKT T7: Liczba a* —a®b+a?b? — ab® +b* nie jest podzielna przez 25, jezeli a i b
nie sg obie podzielne przez 5.

Dowdéd: Fakt ten wynika z réwnosci
a* —ab+a®b? — ab® +b* = (a+b)* — 5ab(a+b)* +5a*b? .

FAKT 8: Niech n=a’+b° =g5rs, gdzie ¢s5 jest iloczynem liczb pierwszych postaci
10k +1, a r5 jest iloczynem liczb nie bedacych tej postaci. Wtedy 75 < 10 {/n.
Dowdéd: Na mocy faktéw 5-7 liczba 15 jest dzielnikiem liczby

5(a+b) < 10max(a,b) < 10V/n.

Rozwigzanie wilasciwe: Niech n bedzie liczba spelniajaca warunki zadania.

Przedstawmy liczbe n w postaci xyzt, gdzie t jest iloczynem liczb pierwszych
postaci 30k + 1, x jest iloczynem liczb pierwszych postaci 6k + 1, ale nie 30k +1,
y jest iloczynem liczb pierwszych postaci 10k + 1, ale nie 30k+ 1, z jest iloczynem
liczb pierwszych nie bedacych postaci 6k+1, ani 10k+1.

Woéwczas na mocy faktow 4 i 8 zachodzg nieréwnoéci

1/3 1/5

yz < 6n oraz zz<10n

skad zyz < 60n%/1% i w konsekwencji
n7/15 97

—>1.
60 >60>

Nier6wnosé t > 1 jest réwnowazna tezie zadania.

t>
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Uwaga: Podana w zadaniu liczba nie musi by¢ suma 15-tych poteg dwoch
wzglednie pierwszych liczb catkowitych dodatnich, co pokazuje przyktad

43977108474 = 30713 + 24673 = 119° +115°.

3. Dla dowolnej liczby rzeczywistej dodatniej u nieréwnos$é¢ miedzy $rednig geo-

metryczna i arytmetyczna daje

5 I+ut4ut+ut
W —)
4
Niech liczby dodatnie z, y spetniaja nieréwnoéé a2 + 1y < 2y . Wtedy
2
204y = (5 +1) ((m3+y3) —3x3y3) <

skad 4u®—3ut<1.

< 2zy ((21‘y)2 - 3x3y3> =2 (4(zy)® —3(2y)*) <2.

Ponadto dla n <9 z nieréwnosci miedzy $rednia stopnia n i érednia stopnia 9 wynika

nieréwnosé
xn n $9 9
n/T" Y <? +y <1
2 2 ’

co daje x4+ y" < 2. Zatem liczby n nie wieksze od 9 spelniaja warunki zadania.

Wykazemy teraz, ze dla n =10 twierdzenie podanie w tresci zadania jest fal-
szywe. Z nieréwnosci miedzy srednimi stopnia 10 i stopnia n > 10 wynika, ze wowczas
twierdzenie bedzie falszywe dla liczb n nie mniejszych od 10. Niech bowiem

2a°b 2ab?
X = m oraz Y= m .
Wtedy 23 41% =2zy. Nieréwnosé 210 +y'° <2 jest wéwczas réwnowazna nieréwnosci
910,1010 (alo + b10) <2 (a3 + b3) 10 :

co po podstawieniu a=1—¢ oraz b=1+-¢ dla odpowiednich wielomianéw W; przyj-
muje postaé

210 (1— 102+ () 2 (1+452 + Wy (e)) <2-2'0 (1+3¢2) "7,

czyli
14352 +&*Ws(e) < 1+30e% +&*Wy(e)

co prowadzi do sprzeczno$ci w nieréwnoéci postaci 5 < e2Ws(¢), ktora jest falszywa
dla ¢ bliskich 0.

Pierwszy Mecz Matematyczny:

1. Dla dowolnej licz’tl)% naturalnej n liczba 52" —1 jest podzielna przez 2". Wy-
kazemy, ze liczba A =52 1199 spelnia warunki zadania. Liczba ta ma ponad 100
cyfr. Dalej, poniewaz liczba

A_5l00 _ 5100(52100 —1)

23



0100 5100

jest podzielna przez 1 , wiec liczby A i maja takie same cyfry na 100 ostatnich
miejscach swojego zapisu dziesietnego.

Liczba 5'%° ma mniej niz siedemdziesiat cyfr. Istotnie, 5% < 27. Dlatego 5'° <107,
a wiec 5100 <107, Oznacza to, ze na nie wiecej niz 70 ostatnich miejscach w zapisie

dziesietnym liczby A znajduja sie cyfry rézne od zera.

2. Zauwazmy, ze liczby k 1 10 sa wzglednie pierwsze. Istotnie: rozpatrujac liczbe
zaczynajaca sie cyfra 1 i podzielng przez k uzyskamy liczbe podzielna przez k i kon-
czacy sie cyfra 1.

Istnieje zatem liczba zapisana samymi jedynkami i podzielna przez k. Niech
liczba ta bedzie

A=11...1.
—

n

Wéwcezas liczba,
B=29A4=322...219
_—

n+1
jest podzielna przez k. Dlatego liczba

B'=9122...23
—_—
n+1
jest podzielna przez k. Stad
C=B"-2A4=8900...01
—_———
n+1
dzieli sie przez k, a wiec liczba
C'=100...098
—_—
n+1
jest podzielna przez k. Ostatecznie liczba D = C' —9A =99 dzieli si¢ przez k.

3. Taka liczba istnieje. Przyktad:
200...0800...08.
——  ——

1000 1000
Woéwezas
200...0800...08=2-(100...02)> oraz 800...0800...02=2-(200...01)2.
S~ Y— N—— S—— Y— N——
1000 1000 1000 1000 1000 1000

4. Oznaczmy przez K, L, M punkty stycznosci okregu o odpowiednio z bokami
BC, CA, AB. Na mocy zadania 5 zamieszczonego w Dodatku wystarczy udowodnic,
ze proste DK, EL, FM przecinaja si¢c w jednym punkcie. Przyjmijmy, ze styczne
do okregu o w punktach D, E, F przecinaja odpowiednio proste BC, CA, AB
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w punktach X, Y, Z. Korzystajac z zadania 7 zamieszczonego w Dodatku wystarczy
dowiesé, ze punkty X, Y, Z leza na jednej prostej. A to jest prawda, gdyz punkty
X, Y, Z leza na osi potegowej okregu wpisanego i okregu opisanego na tréjkacie

ABC.

5. Wykazemy, ze taka liczba n nie istnieje.
Niech A bedzie taka liczba (k+1)-cyfrowa, ze pierwsze k+1 cyfr liczby A% tworza
liczbe A. Oznacza to, ze
A2=A-10"+B,

gdzie 10¥ < A < 10"t 0< B <10™. Liczba B jest podzielna przez A, skad wynika, ze
B> A. Jednoczesnie B= A(A—10"). Dlatego A > 10". Otrzymujemy zatem sprze-
czosé: 10" > B> A> 10"

6. Rozwazmy dwa wielomiany:
Pt)=(t—xz)(t—y)(t—2)=t>+pt> +qt+r,
Qt)=(t—a)(t=b)(t—c)=t>+pt> +kt+r.

Niech R(t) = P(t) — Q(t) = (¢ — k)t. Wéwczas
(g—k)a=P(a)=(a—z)(a—y)(a—2z)<0 skad ¢—k<O.
Jednoczesnie mamy
(g—k)ce=P(c)=(c—z)(c—y)(c—2)>0, skad ¢—k=>0.

Zatem q =k, czyli wielomiany P i () sa rowne i maja te same pierwiastki.

7. Niech P(t)=t°+pt*+qt3+rt? +kt+1 bedzie wielomianem, ktérego pierwiast-
kami sa liczby a, b, ¢, d i e. Wéwczas wszystkie wspoélczynniki tego wielomianu sa
liczbami calkowitymi, przy czym liczby p i ¢ dziela sie przez n. Sumujac stronami
réwnosci P(a) =0, P(b)=0, P(c)=0, P(d)=0, P(e) =0 otrzymujemy, ze liczba

a®+05+ P+ d®+eS+51+r(a? + b+ +d +e?) +k(a+btcetdte)

jest podzielna przez n, skad natychmiast wynika teza zadania, gdyz [ = —abcde.

8. Sposob 1: Niech ABC'D bedzie danym czworokatem. Oznaczmy przez 4,
Ip, Ic, Ip $rodki okregdéw wpisanych odpowiednio w trojkaty DAB, ABC, BCD,
CDA. Wéwcezas czworokat Ialglcolp jest prostokatem (zob. zadanie 6 w Dodatku).
Zatem IAIC = IBID-
Niech K i L beda rzutami prostokatnymi odpowiednio punktéw I4 i I na
prosta BD. Wowczas (I4K +IcL)? + K L?=141%. Stad oraz z faktu, ze
KL=1|(AB+CD)—(BC+DA)|

wynika teza zadania.
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Sposob 1I: Dany jest tréjkat ABC oraz punkt X lezacy w jego plaszczyznie.
Oznaczmy przez d(X, AB) odlegtoéé od punktu X do prostej AB, jesli punkty C'i X
leza po tej samej stronie prostej AB oraz (—1)-(odleglto$¢ od punktu X do prostej
AB), jesli punkty X i C leza po przeciwnych stronach prostej AB. Analogicznie
definiujemy d(X, BC) oraz d(X,CA).

Niech O bedzie srodkiem okregu opisanego na tréjkacie ABC, R jego promie-
niem, za$ r promieniem okregu wpisanego w tréjkat ABC. Wykazemy, ze
(1) R+r=d(0,AB)+d(0,BC)+d(0,CA),
skad wynika teza zadania.

Oznaczmy BC' =a, CA=b, AB=c. Wéwczas na mocy twierdzenia Ptolemeusza
uzyskujemy

d(0,AB)-1b+d(0,CA)-ic=R-1a,
d(0,BC)-3c+d(0,AB)-3a=R-1b,
d(0,CA)-3a+d(0,CA)-Lb=R-1ic,

skad

(2)  R(a+b+c)=d(0,BC)-(b+c)+d(O,CA)-(c+a)+d(O,AB)-(a+b).
Jednoczesnie

(3) r(a+b+c)=2-(pole trojkata ABC)=d(0,BC)-a+d(0O,CA)-b+d(O,AB)-c.

Z réwnosci (2) i (3) wynika dowodzona réwnosé (1).

9. Wprowadzmy nastepujace oznaczenia:

n n

n+1
1 k+1 n+1 g 2k
Doy =D Xy =B g Do =P
k:0<k) k=0 (k) 2t k=1 k
Woéwczas zachodza nastepujace réwnosci
2
D,=——F,, E,= D(Dpy1—1).
— (n+1) (D~ 1)
Stad wynika, ze
n+2
Dyiy1=1+——D,.
=D
Korzystajac z indukcji matematycznej oraz z powyzszej zaleznosci dowodzimy, ze
D,=F, dlan=0,1,2,... , co konczy rozwiazanie zadania.

10. Znajdziemy najmniejszg stalag C' > 0, dla ktérej zachodzi nieréwnosé
aras+asaz~+...+ap_1a, < C’(a%—i—ag—i—...—i—ai).

Oczywiscie C < 1. Definiujemy ciag p1,ps,...,p, Wzorami:

1
p=C, px1=C—-— dla k=1,2,...,n—1.
4py;
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Woéwecezas zachodzi réwnosé

n n—1 n—1 a 2
2 i+1 2
C E a; — E a;iQiy1 = E Di (ai : ) +pra; .
i=1 i=1 i=1

2p;

Powyzsze wyrazenie jest nieujemne dla wszystkich liczb rzeczywistych aq,as,...,a,
wtedy i tylko wtedy, gdy wszystkie liczby p1,p2,...,pn sa nieujemne.

Podstawmy C' = cosa, gdzie 0 < a < %w. Indukcyjnie dowodzimy, ze

sin(k+1)a
=TT (k=1,2,...,n).
Pk 2sinka ( )
Nieujemno$é liczb p1,po,...,pn jest réwnowazna warunkom
sina>0, sin2a>0, ..., sinna>0, sin(n+l)a>0.

To oznacza, ze 0 < a<7/(n+1). Stad poszukiwana warto$é C' wynosi cos(n/(n+1)).

11. Na kazdym boku wielokata budujemy prostokat skierowany do wnetrza da-
nego wielokata o drugim boku S/P. Wéwczas suma p6l wszystkich zbudowanych
prostokatéw wynosi S. Stad wynika, ze wewnatrz wielokata istnieje punkt nie nale-
zacy do zadnego z tych prostokatéw. Kolo o érodku w tym punkcie i promieniu S/ P
spelnia warunki zadania.

Drugi Mecz Matematyczny:

1. Dowodzimy, ze licznik ten jest podzielny przez liczbe pierwsza 137. Bezpo-
srednio sprawdzamy, ze

1—&-14—14—1—1-1:137.
2 3 4 5 60
Ponadto dla i =6, 7, 8, ..., 68 mamy
1 1 137

P s
Licznik danego ulamka jest wigkszy od 137, gdyz mianownik jest podzielny przez
128, a caly utamek jest wigkszy od 2.
2. Mamy dwa oczywiste rozwiazania: (0,1) i (0,—1). Niech z# 0. Z réwnosci
(82 4+ 42+ 8)* — 802 = 642" + 642 4 642> + 64z + 64 = (8y)?

dostajemy
8ly| < 8z +4x+8,

a na podstawie rownosci

(8% +4x)” + (42 +8)% + 3227 = 642" + 642> + 642 + 642 + 64
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dostajemy
8ly| > 8x* +4z.
Mamy wiec 8|y| =82 +4x +4, skad
(822 +4z+4)? = 642* + 642> + 642> + 64 + 64.

Zatem x =3 lub x = —1. Dobierajac y otrzymujemy 6 rozwiazan: (0,1), (0,—1),
(_17_1)u (_171>7 (3711) i (33_11)

3. Bez szkody dla ogdlnosci rozwiazania mozemy zalozy¢, ze a < b < c. Korzy-
stajac z tozsamosci

ettt 2@ty g2 4 2% =
=@+y+2)(zty—2)(z—y+2)(-z+y+2)
sprowadzamy pierwsza z nieréwnosci danych w treéci zadania do postaci
A <a?+b?,
a druga do postaci
A2 < g3l2 4312
Wystarczy wiec udowodnié¢ nieréwnosé
(54 +t
dla s,t > 0. Nieréwnos¢ ta jest kolejno rownowazna nieréwnosciom
3 : 4
(s*+t4)7 < (2 +%)7,
512 43554 4+ 3518 + 112 <512 445913 4+ 65510 4+ 4531% 4112
359t +3st® < 4s% 46533 4445

)< 48

Z nieréwnosci 352t < 253 413, 3st? < 53 +2t3 otrzymujemy zas
35t +3st” < 25%+ 257 +215.

4. Sposob I: Niech E bedzie punktem przeciecia danych stycznych, zas K punk-
tem przecigcia prostych AB i C'D. 7 réwnoramiennoéci tréjkatow ABE i CDE
wynika, ze proste CD i AB sg prostopadte. Niech s; i s5 bedg odpowiednio okre-
gami o $rednicach AD i BC. Woéwczas punkt K oraz srodki okregdéw o1 i 02 lezg na
osi potegowej okregdéw s1 i o, a zatem sg one wspdtliniowe.

Sposob I1: Poprowadzmy druga wspélna styczna zewnetrzng do okregéw o7 i 09
przecinajaca dana styczna wewnetrzna w punkcie F. Niech P i @ beda punktami
przecigcia odpowiednio prostych AB i C'D z prosta I, taczaca $rodki okregdw o7 1 09.
Wéwezas prosta PF jest prostopadla do prostej [ (zob. zadanie 3 zamieszczone w Do-
datku) oraz prosta QF jest prostopadia do prostej | (zob. zadanie 4 zamieszczone
w Dodatku). Zatem P =@, co konczy dowdd.
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5. Sposéb I: Dowolna prosta przechodzaca przez punkt (1,1) i majaca wymierny
wspoblezynnik kierunkowy rézny od —1, przecina okrag o réwnaniu x2+3% =2 w punk-
cie (z,y) # (1,1) o obu wspdlrzednych wymiernych.

Mamy wiec nieskonczenie wiele ciagéw arytmetycznych postaci z2,1,y? dla liczb
wymiernych z, y. Po przemnozeniu wyrazéw takiego ciagu przez wspélny mianownik
jego wyrazow otrzymujemy ciag spelniajacy warunki zadania.

Sposob 11: Réwnanie Pella 222 — 1 =y? ma nieskoficzenie wiele rozwiazan w licz-
bach catkowitych z, y. Istotnie, para (1,1) jest rozwiazaniem tego réwnania, a dla
dowolnego rozwiazania (x,y), rozwiazaniem jest tez (3z+2y,4x+3y). Wéwezas liczby
1, 22, y? tworza ciag arytmetyczny.

Sposcb III: Kwadraty liczb wchodzacych w sklad tréjek (1,5,7), (7,13,17),
(17,25,31), ... tworza ciagi arytmetyczne.
Poszczegodlne liczby w n-tej tréjce dane sa wzorami:

2n%—1, n?+(n+1)?, 2(n+1)>-1.

6. Udowodnimy indukcyjnie, ze jesli danych jest 2n monet i wiadomo, ile wéréd
nich jest falszywych, to mozna rozpoznaé wszystkie falszywe monety wykonujac nie
wiecej niz [37”] — 1 wazen.

Najpierw dowodzimy twierdzenie dla n=21in=3.

Jesli wsréd 4 monet sa 2 falszywe, poréwnujemy wage dowolnych dwéch mo-
net. W przypadku nier6wnowagi obie sa rozpoznane, a poréwnanie wagi pozostaltych
dwdch monet pozwala okresli¢, ktora jest prawdziwa, a ktéra falszywa. Gdy nato-
miast pierwsze dwie monety sa jednakowe, to poréwnujemy ich wage z pozostalymi
dwoma.

Jesli wérdd 4 monet jest 1 falszywa (analogicznie, gdy jest jedna prawdziwa),
poréwnujemy wage dowolnych dwoch monet, a w razie potrzeby poréwnujemy wage
pozostatych dwéch monet.

Jesli wéréd 6 monet jest 1 falszywa (analogicznie, gdy jest jedna prawdziwa),
poréwnujemy wage dowolnych dwéch monet, a w razie potrzeby poréwnujemy wage
innych dwoch monet, a potem wage pozostatych dwoéch monet.

Jesli wéréd 6 monet sa 2 falszywe (analogicznie, gdy sa dwie prawdziwa), kla-
dziemy po 3 monety na kazda szalke, co pozwala ustali¢, ile monet falszywych jest
na kazdej szalce. Do rozpoznania 3 monet wystarczy jedno wazenie.

Jedli wérdéd 6 monet sa 3 falszywe, kladziemy po 1 monecie na kazda szalke. Gdy
ciezary monet sa rozne, zadanie sprowadzone jest do przypadku 4 monet. Gdy zas
obie monety maja te sama mase, kladziemy jedna z nich na jednej szalce, a dowolng,
nie wazong jeszcze monete na drugiej. W przypadku réwnowagi wszystkie 3 monety
sa jednakowe i pozostale 3 monety sa jednakowe, zatem trzecie wazenie wystarczy
do ustalenia, ktére monety sa falszywe. Natomiast przy braku réwnowagi w drugim
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wazeniu, pierwsze 3 monety sg rozpoznane i trzecie wazenie rozpoznaje pozostale
3 monety.

Przechodzimy do kroku indukcyjnego.

Poréwnajmy wagi dowolnych dwéch monet. Jezeli cigzary monet sa roézne, to
wiadomo, ktora jest prawdziwa, a ktora falszywa, zadanie sprowadza sie wiec do
2n—2 monet.

Jesli obie monety maja te sama wage, to kladziemy je na jednej szalce, a na
drugiej szalce ktadziemy dwie inne monety.

Jedli nie ma réwnowagi, to pierwsze dwie monety sa juz rozpoznane, a dwie
ostatnie rozpoznajemy przy pomocy jednego wazenia. Tak wiec wykonujac 3 wazenia
zmniejszyliSmy liczbe monet do rozpoznania o 4.

Jedli obie pary monet maja te sama wage, to kladziemy je na jednej szalce, a na
drugiej dowolne 4 inne monety. Jezeli teraz nie ma réwnowagi, to trzecie wazenie
rozpoznaje pierwsze 4 monety.

Jedli obie czwérki monet waza tyle samo, to wszystkie 8 monet ma te sama wage
i poréwnujemy je z inng 6semka monet.

Jedli w ktérymé momencie ustalimy, ze 2¥ >n monet ma te samg wage, to
informacja o liczbie monet falszywych pozwala okresli¢, czy sa one falszywe, czy
prawdziwe.

Uwagi:

Mozna udowodnié, ze w przypadku 8 monet, wéréd ktorych 4 sg falszywe, wy-
starcza 4 wazenia.

W przypadku 10 monet, wsrod ktorych 5 jest falszywych, wystarczy 6 wazen
(dowdd powyzej), ale 5 wazen nie wystarczy.

Jesli dysponujemy 3 monetami prawdziwymi i 3 monetami falszywymi, mozemy
polozy¢ je na jednej szalce, a na drugiej 6 dowolnych monet. W ten sposéb uzysku-
jemy informacje, czy wsrod tych szedciu monet liczba monet falszywych jest mniej-
sza, rowna czy wieksza od 3. Ta informacja wystacza, aby w 3 kolejnych wazeniach
rozpoznaé wszystkie 6 monet (lacznie na rozpoznanie calej széstki potrzebujemy
wiec 4 wazenia).

7. Niech punkt S bedzie rzutem prostokatnym punktu F na plaszczyzne ABC.
Na mocy twierdzenia o trzech prostopadlych wystarczy udowodnié, ze proste BD
i SF' sy prostopadle. Poniewaz AE = FE =CFE, wiec punkt S jest srodkiem okregu
opisanego na tréjkacie AFC. W tej sytuacji dowdd potrzebnej prostopadlosci jest
prostym ¢wiczeniem.

8. Sposdb 1. Niech k > 2. Niech
n=k(2k+1), a=n—k=2k* b=n+k=2k(k-+1).
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Wtedy

n? < (2a+1)b/2=(n—k+1/2)(n+k)=n*>—k?>+n/2+k/2<
<a(b+1)=(n—k)(n+k+1)=n*—k>+n—k<
<(a+1)b=(n—k+1)(n+k)=n*—k*4+n+k<
<a(b+2)=n—k)(n+k+2)=n*>—k*+2n -2k <

<(a+1)(b+1)=Mn—k+1)(n+k+1)=n*—k*+2n+1<

<(2a+1)(b+2)/2=(n—k+1/2)(n+k+2)=n*>—k?+5n/2—3k/2+1<
<(n+12=n*+2n+1.
Szukanymi liczbami sa zatem:

(2a+1)b/2, a(b+1), (a+1)b, a(b+2), (a+1)(b+1), (2a+1)(b+2)/2.

Sposdb 11: Ustalmy liczby catkowite dodatnie M < N. Niech Zj bedzie zbiorem
wszystkich liczb postaci km? spetiajacych nieréwnoéé M? < km? < N2. Wtedy liczba
elementéw zbioru Zj jest réwna

il
Vel VE Vk
Rozwazmy zbiér Z bedacy suma zbioréw Zj po wszystkich k£ bedacych dzielnikami
liczby 210 wiekszymi od 1.
Liczba elementéw zbioru Z jest wiec wieksza od

> ()
- moman(( ) (1 55) (14 ) (7)) o

> 4.36(N — M) —15.

Jesli N— M >50, to 4.36(N — M) —15>4(N —M).

Wéwezas istnieje takie n, ze pomiedzy liczbami n? i (n+1)? znajduje si¢ co
najmniej 5 elementéw zbioru Z. Z tych 5 elementéw mozna utworzy¢ 31 iloczynow,
kazdy postaci km?, gdzie k jest dzielnikiem liczby 210. Pewne 2 iloczyny sa wiec
postaci km? i kr?. Szukanymi liczbami sg liczby wystepujace w doktadnie jednym
z tych dwdéch iloczyndw.

—1.

9. Niech f(4) bedzie reszta z dzielenia liczby 10i przez 101. Niech
a; =1 oraz b; =100+ f(i) dla i=1,2,3,...,100.

Udowodnimy, ze wowczas dla dowolnych ¢, j takich, ze 1 <4 <7 <100, liczby a;+b;,
aj+bj, b —a;, bj —a; sg rézne.

Gdyby a; +b; =a;+b;, to woéwczas mielibyémy ¢+ 10i=;+10;5 (mod101), skad
114=115 (mod 101) i dalej ¢ =4 (mod 101), co jest sprzeczne z wyborem 4, j.
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Gdyby b; —a; =b; —a;, to wéwczas mielibysmy 10i—i=10j —j (mod 101), skad
9: =95 (mod 101) i dalej =3 (mod 101), co jest sprzeczne z wyborem %, j.

Gdyby a;+b; =b; —a;, to wéwczas mieliby$my ¢+10i=10j —j (mod101), skad
11i=9j5 (mod101) i dalej 121:=20i=99j=—2j (mod 101), co daje 10i=—73 (mod101)
oraz =105 (mod 101). Zatem f(i)=101—j oraz f(j) =1 i w konsekwencji a; +b; =
=1+201—j oraz b; —a; =100+1%—j wbrew zalozeniu.

10. Niech réwnolegtoboki ABC'D i EFGH beda $cianami takiego réwnolegto-
Scianu r, ze ACHF jest rozwazanym czworoscianem c. Przypus$émy, ze tréjkat AFH
jest $ciana czworoscianu ¢ o najwiekszym polu. Niech pole réwnolegtoboku ABC D
bedzie réwne a, wysoko$é réwnolegloécianu r poprowadzona na ABCD réwna dy,
pole trojkata AFH réwne b. Wéowezas wysoko$é czworoscianu ¢ poprowadzona na
AFH jest réwna h. Poniewaz suma pél tréjkatow AFH i CFH jest wigksza od pola
rownolegtoboku ABC D, wiec 2b> a. Stad 2bh > ah. Ale objeto$¢ czworoscianu c jest
3 razy mniejsza od objetosci réwnoleglodcianu r, wiec bh=ad;. Na koniec wystarczy
zauwazy¢, ze di jest odlegtoscig prostych AC i F'H, wigc nie przekracza odleglosci
odcinkéw AC' i FH.

11. Wprowadzmy uktad wspoétrzednych, w ktérym Srodek kazdego pola jest
punktem o wspélrzednych ze zbioru {1, 2, 3, ..., 2003}. Pomalujmy na fioletowo
pola, ktérych érodki maja wszystkie wspolrzedne parzyste.

Woéwezas liczba fioletowych pél jest réwna 10013, jest wiec nieparzysta. Kazdy
klocek pokrywa dwa fioletowe pola lub nie pokrywa zadnego. Liczba fioletowych pdl
pokrytych przez klocki jest wiec parzysta, a zatem istnieje fioletowe pole niepokryte
przez zaden klocek. Rozwiazanie jest zakonczone, gdyz zadne fioletowe pole nie lezy
przy brzegu kwadratu.

Czesko-Polsko-Stowackie Zawody Matematyczne:

1. Z danego ukladu wynika ciag réwnosci

1 1
xo=max{l,z1}, xgzmax{1,§:172}, el xlzmax{l,ﬁ:cn} .
Stad
xl:max{l,%xn}:max{l,%max{l,ﬁxn_l}}:
1 1
:max{l,mxn_l}:...:max{l,mxl} .
Poniewaz kazda z liczb x1,z3,...,2, jest réwna co najmniej 1, wiec z réwnosci

x1= max{l, %xl} wynika, ze x1 =1, a stad natychmiast dostajemy ciag réwnosci
1‘2:1,...,51,‘”:1.

2. Oznaczmy miary katow wewnetrznych przy wierzchotkach B i C odpowiednio
przez (i . Poniewaz czworokat BCEF' jest wpisany w okrag, wiec

IEFC=YEBC=90°—~, IFEB=90°-f3, JEFA=90°—YEFC=n~.
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Analogicznie uzyskujemy <DF B =.

(a) Rozwazmy punkt K poruszajacy sie po odcinku AF, od punktu A do
punktu F. Dla K = A mamy DK F=90°—4, SKEF =/3>90°—§; przy K zmierza-
jacym do F mamy $DK F—IDF B=+, 4K EF —0° <~. Zatem pomiedzy punktami
A i F istnieje taki punkt K, ze zachodzi <DKF = <JKEF.

(b) Niech D’ bedzie obrazem punktu D w symetrii osiowej wzgledem prostej
AB. Poniewaz SAFE = YBFD =, wiec punkty E,F i D’ leza na jednej prostej.
Poniewaz czworokat AEBD’ jest wpisany w okrag, wigc AF-BF =FEF-FD’. Stad
(1) FD?+AF -BF=FD*+EF -FD' =

=FD'-(FD'+EF)=FD'-ED'.

Z réwnoséci $D'KF =<DKF =<4KEF wynika, ze prosta D'K jest styczna do
okregu opisanego na trojkacie K EF. Stad otrzymujemy
2) FD'-ED'=(KD')?=KD?.

Dowodzona réwno$¢ wynika bezposrednio z réwnosci (1) i (2).

3. Bez zmniejszania ogdlnosci mozemy zatozyé, ze p < g <r. Z réwnosci pqgr =1
wynika (1) p<g<1<rlub (ii) p<1<g<r

(i) Wezmy a=¢q,b=1,c=pq. Wéwczas pa=pq,qb=q,rc=1. Tréjkaty z bokami
o dhugosciach a,b,c i pa,qb,rc odpowiednio sa przystajace, maja wiec rowne pola,
o ile tylko tréjkat o bokach g, 1,pq istnieje. Z nieréwnosci pg < ¢ < 1 wynika, ze aby
udowodni¢ istnienie takiego tréjkata wystarczy wykazaé nieréwnos¢ pg+q > 1. Ta
nier6wnos¢ wynika z nastepujacych nieréwnosdci:

11 2 1.2 3
=—>— ==, 2\Pq=\—=21/=-> .
Pi=r25p =5 17V \/;/\/; 5

(ii) Podobnie jak w przypadku (i) pokazemy, ze istnieje tréjkat o bokach ¢, 1, pq.
Poniewaz pq > q > 1, wiec wystarczy sprawdzi¢, czy zachodzi nieréwnosé¢ g+ 1 > pgq.
Mamy 1 <pg=12< %, astad g+1> /pg+1>pq.

r

4. Oznaczmy AC = a,BC =b. Obliczajac potege punktu C' wzgledem okregu
opisanego na czworokacie ABXY dostajemy
CX-a=CY b
Oznaczmy przez D $rodek boku AB. Z twierdzenia Cevy wynika, ze
AD BX CY
DB CX AY
Po przeksztalceniach dwoch ostatnich réwnosci otrzymujemy teze zadania.
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5. Niech n=2""-k, gdzie k jest liczba nieparzysta, bedzie liczba o danej w zadaniu
wlasnosci. Wykazemy, ze k=1. Gdyby bylo k> 1, wowczas
( n ) 2™k (2Mk—1) 2Mk—2 (2mk—2™+1)
om ) = . . e

2m 1 2 o 2m —1
byloby liczba nieparzysta, gdyz po sprowadzeniu kazdego z utamkow wystepujacych
po prawej stronie do postaci nieskracalnej dostaliby$my utamek o nieparzystym licz-
niku i nieparzystym mianowniku.

Udowodnimy teraz, ze dla kazdej liczby naturalnej n postaci 2™ i dla kazdego
le{1,2,...,2m—1} wspélezynnik (1) jest liczbg parzysta. Mamy

<7> _2r @eron) 2me2 (@7 oigl)

l 1 2 o -1

Zauwazmy, ze kazdy z ulamkéw wystepujacych po prawej stronie, poza pierwszym,
po sprowadzeniu do postaci nieskracalnej, ma nieparzysty licznik i nieparzysty mia-
nownik, ulamek ZT ma zas licznik parzysty i mianownik nieparzysty. Zatem wspél-
czynnik dwumianowy (7) jest licza parzysta.

6. W réwnaniu

(3) F(f@) +y)=22+f(f(y)—2)
podstawiamy y = —f (z) i dostajemy f(0)=2x+ f(f(—f(x))—x). Z ostatniego
réwnania wynika, ze f jest surjekcja. Niech b bedzie liczba, dla ktérej f(b) =0.
W réwnaniu (3) podstawiamy x =5 i dostajemy f (y)=2b+ f (f (y) —b). WeZmy do-
wolna liczbe rzeczywista xo i niech ¢ bedzie liczba, dla ktérej f (c) =z +b; wéwczas
dla y =x9+b z ostatniej réwnosci otrzymujemy

l‘0+b: 2b+f(f£0) .

Zatem funkcja f jest postaci f(x)=x —b. Bezposrednie sprawdzenie prowadzi do
wniosku, ze kazda taka funkcja spelnia dane w zadaniu rownanie.
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Dodatek

A. Kilka zadan z geometrii

Ponizej prezentujemy kilka prostych, lecz uzytecznych zadan geometrycznych,
ktore wykorzystywaliémy w zadaniach na obozie.

ZADANIE 1: (Trygonometryczna wersja twierdzenia Cevy)
Punkty D, E, F leza odpowiednio na bokach BC, CA, AB trojkata ABC.
Oznaczmy:
%ZBADZQ17 %:CBE:ﬂl, %:ACF:’)Q,

%:DAC:OéQ, é:EBA:ﬂg, %:FCB:’YQ
Wykazaé, ze proste AD, BE i CF przecinaja si¢ w jednym punkcie wtedy i tylko

wtedy, gdy
sinay sinf; sinyy _

sinag sinfy sinqys

RozwiAZANIE: Na mocy twierdzenia sinuséw otrzymujemy
BD BA sinog
DC ~ AC sin Qg
Analogiczne réwnosci zachodza dla katow (1, B2 oraz 1, 2. Mnozac stronami uzy-
skane réwnosci oraz korzystajac z twierdzenia Cevy uzyskujemy teze.

ZADANIE 2: Na bokach BC, C'A, AB tréjkata ABC' zbudowano, po jego ze-
wnetrznej stronie, takie trojkaty BCD, CAE, ABF, ze

IDBC =<9FBA, YFAB=<YEAC, JECA=<DCB.
Wykazaé, ze proste AD, BE i C'F przecinaja sie w jednym punkcie.

R0OzwiAZANIE: Na mocy twierdzenia sinusow otrzymujemy
BD CE AF
(1) BD CE AF 1
DC FEA FB
Wprowadzmy nastepujace oznaczenia: P=ADNBC, Q=BENCA, R=CFNAB.

Woéwcezas
BP BA BD sin<<ABD

Analogiczne réwnosci zachodza dla punktéw @ 1 R. Mnozac uzyskane w ten sposéb
réwnosci oraz korzystajac z réwnosci (1) 1 twierdzenia Cevy otrzymujemy teze.

ZADANIE 3: Okrag o srodku I, wpisany w trojkat ABC, jest styczny do bokéw
AC'i BC odpowiednio w punktach D i E. Proste AI i DFE przecinaja si¢ w punkcie P.
Wykazaé, ze BP 1 Al.
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ROZWIAZANIE: Zachodza nastepujace réwnosci:
IPIB=YIAB+<IBA=90° - 4ICE=<CED.
Zatem punkty I, B, P, E leza na jednym okregu. Stad SIPB =90°.

ZADANIE 4: Okrag o $rodku I, dopisany do tréjkata ABC, jest styczny do boku
BC w punkcie E oraz jest styczny do prostej AC' w punkcie D. Proste Al i DE
przecinaja sie w punkcie Q. Wykazaé, ze BQ 1 Al.
ROZWIAZANIE: Zachodza nastepujace réwnosci:
JQIB =90° — %<IABC— JIAB = %<IACB =JCED.
Zatem punkty I, B, Q, E leza na jednym okregu. Stad $JQB = 90°.

ZADANIE 5: Okrag o wpisany w trojkat ABC jest styczny do bokéw BC, C'A
i AB odpowiednio w punktach D, E' i F. Punkt P lezy wewnatrz okregu o. Pro-
ste DP, EP i FP przecinaja krotsze tuki EF, FD i DE okregu o odpowiednio
w punktach X, Y i Z. Udowodnié, ze proste AX, BY i CZ przecinaja sie w jednym
punkcie.
ROZWIAZANIE: Zachodza nastepujace réwnosci:
JAFX =4XEF=4XDF =aq,

JAEX =4XFE=JYXDE=3.

Woéwecezas

sindFAX  (sina\’
simIFAX \sing/

Analogiczne réwnosci zachodzg dla konfiguracji przy katach B i C'. Mnozymy otrzy-
mane réwnosci stronami. Poniewaz odcinki DX, EY, FZ przecinaja sie¢ w jednym
punkcie, stosujemy trygonometryczna wersje twierdzenia Cevy. Stad otrzymujemy
teze na mocy odwrotnego twierdzenia Cevy.

ZADANIE 6: Czworokat ABCD jest wpisany w okrag. Wykazaé, ze srodki okre-
géw wpisanych w trojkaty DAB, ABC, BCD i C DA sa wierzchotkami prostokata.

RoOzwWIAZANIE: Niech 14, Ip, I beda odpowiednio $rodkami okregéw wpisa-
nych w tréjkaty DAB, ABC, BCD. Proste DI, i Clp przecinaja si¢ w punkcie M,
ktéry jest srodkiem tuku AB okregu opisanego na czworokacie ABCD. Ponadto
MA=MIy=MIp=MB. Zatem punkty A, I, B, Ip leza na jednym okregu.
Podobnie, punkty B, Ig, C, I¢ lezg na jednym okregu. Stad

IIalplc=360°—IBIglc —IBIgla=YBCIc+XBAIL =90°.
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ZADANIE 7: Dany jest okrag s o Srodku O oraz prosta [. Z punktu A lezacego na
prostej [ i na zewnatrz okregu s poprowadzono proste, styczne do okregu s w punk-
tach K i L. Wykazaé, ze wszystkie proste KL, odpowiadajace réznym polozeniom
punktu A na prostej [, majg punkt wspolny.

RozwiazANIE: Dowdd przeprowadzimy w przypadku, gdy prosta I i okrag s
nie majg punktéw wspolnych, bowiem jedynie ten przypadek wykorzystywaliSmy na
obozie. Dowdd w ogdlnym przypadku przebiega podobnie.

Niech B bedzie rzutem prostokatnym punktu O na prosta [. Niech okrag s;
o érednicy BO przecina okrag s w punktach M i N. Wéwcezas punkty A, B, K, L, O
leza na jednym okregu so. Zatem proste KL, M N i BO przecinajg si¢ w jednym
punkcie, gdyz sa one osiami potegowymi odpowiednio par okregéw (s,s2), (s,s1)
i(s1,82). Stad wynika, ze prosta K L przechodzi przez srodek odcinka M N.

B. Twierdzenie Wilsona

TWIERDZENIE WILSONA: Jezeli p jest liczba pierwsza, to liczba (p—1)!+1 jest
podzielna przez p.

Dowo6D: Dla kazdej liczby r takiej, ze 1 <r < p—1, istnieje liczba ¢ spelniajaca
warunek r¢=1 (modp). Jedli przy tym 2<r<p—2, to ¢#r. Zatem wszystkie liczby
od 2 do p—2 mozna polaczyé¢ w pary liczb o iloczynie, ktéry przy dzieleniu przez p
daje reszte 1. Bez pary pozostaja liczby 1 i p—1. Tak wiec (p—1)!=p—1 (mod p),
czego nalezalo dowiesc.

ZADANIE 1: Dowiesé, ze jezeli liczba 4k + 3 jest pierwsza, to jedna z liczb
2k+1)!—-1, (2k+1)!1+1
jest podzielna przez 4k + 3.
ROZWIAZANIE: Na mocy twierdzenia Wilsona mamy:
—1=@k+2)!=2k+1)!-(2k+2)-(2k+3)-...-(dk+2) =
=(2k+1)!-(=2k—1)-(=2k)-...-(=1) = — ((2k+1)!)* (mod 4k+3),

skad
(2k+1)!=—-1 (mod4k+3) lub (2k+1)!=1 (mod4k+3),

czego nalezato dowiesé.

ZADANIE 2: Dowieé¢, ze dla kazdej liczby pierwszej p postaci 4k + 1, istnieje
taka liczba calkowita n, ze liczba n?+1 jest podzielna przez p.
RozwiAZANIE: Podobnie jak w poprzednim zadaniu dowodzimy, ze
((2k)1)? = —1 (mod 4k +1)
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i wystarczy przyjaé¢ n = (2k)!.
ZADANIE 3: Dowiesé, ze wérdd liczb postaci n! —1 istnieje nieskoniczenie wiele
liczb ztozonych.

ROzZWIAZANIE: Jezeli liczba n+-2 jest pierwsza, to z twierdzenia Wilsona wynika,
ze liczba n!—1 jest podzielna przez n+ 2.

ZADANIE 4: Niech Sy=3 oraz S,,=S5,_1! dla n>1. Dowie$é, ze wérdd liczb
postaci S, +1 jest nieskonczenie wiele liczb ztozonych.

ROZWIAZANIE: Jezeli liczba S,,+1 jest pierwsza, to liczba S, 11+1=.5,14+1 jest
podzielna przez S, +1, a wiec zlozona. Zatem liczby S, +1 nie moga by¢ pierwsze
dla dwdch kolejnych wartosci n.

C. Permutacje i nieré6wno$ci
Ciagi liczb rzeczywistych x1,x2,...,z, oraz yi,ys,...,y, nazywamy jednakowo

uporzgdkowanymi, jedli dla wszystkich 1 <14,7 <n zachodzi nieréwnosc¢

(zi—2;)(yi—y;) = 0.
Analogicznie, ciagi liczb rzeczywistych xy,zo,...,2, oraz yi,ys,...,Y, nNazywamy
przeciwnie uporzgdkowanymi, jesli dla wszystkich 1< i,j <n zachodzi nieréwnosé

(i —x5)(yi —y;) <O.

TWIERDZENIE: (a) Jezeli ciagi liczb aq,as,...,a, oraz by,bs,...,b, sa jednakowo

uporzadkowane, to dla kazdej permutacji b},b5,..., b, liczb by, bs,...,b, zachodzi
nieréwnoéé

n n

i=1 i=1
(b) Jezeli ciagi liczb ay,as,...,a, oraz by,bs, ..., b, sa przeciwnie uporzadkowane, to
dla kazdej permutacji b},bj,...,b., liczb by,bs,...,b, zachodzi nieréwnosé

n n

i=1 i=1

Dowo6D: Dowdd nierdwnoscei (1) przeprowadzimy indukeyjnie ze wzgledu na n.
Dla n =2 nieréwno$é¢ (1) przybiera postaé

a1by +aghy > alb'l +a2b/2 .

Jesli b] = by oraz bl =by to powyzsza nieréwnosé jest spelniona. Jesli za$ b) = by oraz
b, = by, to mamy

a1bi +agbs —alb'l —(LgbIQ = (a1 —al)(bl —bg) .
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Krok indukcyjny przeprowadzamy tak jak w przypadku n=2.

Nieréwnos$é (2) wynika z nieréwnosci (1), gdy zamiast ciagu by, bo,. .., b, rozwa-
Zymy 7b1, 7()2, ceey 7bn.
ZADANIE 1: Udowodnié, ze dla liczb rzeczywistych dodatnich aq,as,...,a, za-

chodzi nieréwnosé

n n

3 2 :
g a13>§ a;aiy1, gdzie apy1=ay.
i=1

i=1

ROZWIAZANIE: Wystarczy zauwazy¢, ze ciagi

2 2 2
a7,05,...,04n OraZ G1,02,...,0y
sg ciggami jednakowo uporzadkowanymi, a ciag as,as,...,a,,a; jest permutacja

ciagu ay,a9,...,0y,.

ZADANIE 2: Udowodnié, ze dla liczb rzeczywistych dodatnich ay,as,...,a, za-
chodzi nieréwnosé

n 2 n

a; .
E al 25 a;, gdzie apy1=ag.
=1 L

ROZWIAZANIE: Wystarczy zauwazy¢, ze ciagi
1 1 1
2 2 2
ai,as,...,a, oraz —,—,...,—
ayp az Qn

sg ciaggami przeciwnie uporzadkowanymi.
ZADANIE 3: Udowodnié, ze dla dowolnych liczb rzeczywistych dodatnich a, b, ¢
zachodzi nieréwnosc¢

a®b+b3c+cta>abe(a+b+c).

RozwiAZANIE: Ciagi a?,b?,c? oraz be,ca,ab sa przeciwnie uporzadkowane. Za-
tem a?-bc+b%-ca+c?-ab<a?-ab+b*-be+c?-ca.

ZADANIE 4: Udowodnié, ze dla dowolnego ciagu ai,as,...,a, parami réznych
liczb naturalnych zachodzi nieréwnosé

n n
a; 1
> =Y -
. 1 ; 2
=1 =1

RozwiAZANIE: Niech b1 < bs < ... < b, bedzie permutacja liczb ay,as,...,a,.

Wowcezas b; > i dla i=1,2,...,n. Oczywiscie ciagi
1 1
1,27,...? oraz by,ba,...,ny
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sg przeciwnie uporzadkowane. Zatem
Zn a; Zn b; Zn 1
1

i=1 i=1 i=1

N

D. Twierdzenie o trzech prostopadlych

TWIERDZENIE O TRZECH PROSTOPADEYCH: Zal6zmy, ze prosta k nie jest pro-
stopadla do plaszczyzny p, a prosta [ jest jej rzutem prostokatnym na te plaszczyzne.
Niech prosta m bedzie zawarta w ptaszczyznie p. Wowczas prosta m jest prostopadia
do k wtedy i tylko wtedy, gdy jest prostopadta do .

Dowo6D: Niech punkt A nalezy do prostej k, ale nie nalezy do plaszczyzny p.
Wowczas prosta n, przechodzaca przez punkt A, prostopadla do plaszczyzny p prze-
cina prosta [. Przypusémy, ze prosta m jest prostopadla do prostej k. Poniewaz
jednoczesnie prosta n jest prostopadta do prostej m, wiec prosta m jest prostopadla
do plaszczyzny wyznaczonej przez proste k i n, w szczegdlnosci jest prostopadia do
prostej [. Dowod wynikania w druga strone przebiega analogicznie.

ZADANIE 1: Wszystkie katy ptaskie przy wierzchotku A czworoscianu ABCD
sa proste. Wykazaé, ze rzut prostokatny H punktu A na plaszczyzne BCD jest
ortocentrum trojkata BC'D.

ROzZwWIAZANIE: Prosta C'A jest prostopadia do ptaszczyzny ABD, wiec jest pro-
stopadta do prostej BD. Poniewaz rzutem prostokatnym prostej C'A na plaszczyzne
CBD jest prosta CH, wiec na mocy twierdzenia o trzech prostopadtych prosta CH
jest prostopadta do BD. Podobnie dowodzimy, ze prosta BH jest prostopadia do
CD.

ZADANIE 2: Wykazaé, ze dla kazdego n > 3 istnieje ostrostup n-katny, ktérego
wszystkie $ciany boczne sg tréjkatami prostokatnymi.

ROZWIAZANIE: Niech wielokat wypukly AB;B,...B,,_1 spelnia warunek: dla
kazdego i =1,...n—2, kat AB;B;+1 jest prosty. Ostrostup, ktérego podstawa jest
ten wielokat, a punkt A spodkiem wysokosci, spetnia warunki zadania.

Regulamin Meczu Matematycznego

1. W Meczu biora udzial dwie druzyny. Kazda z druzyn wybiera ze swojego grona
Kapitana.

2. W pierwszej fazie Meczu obie druzyny rozwiazuja 11 zadan dostarczonych przez
Jury i przygotowuja sie do zreferowania rozwiazan przy tablicy.

3. Druga faza Meczu jest rozgrywka.
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10.

11.

12.

13.

14.

15.

. Podczas rozgrywki ekipy na przemian wywoluja druzyne przeciwnag do zrefe-

rowania rozwiazania jednego z zadan. Wywolywanie rozpoczyna druzyna wy-
losowana tuz przed rozgrywka. Numer zadania jest wybierany przez druzyne
wywolujaca.

. Druzyna wywotana do rozwiazania zadania deklaruje, czy przyjmuje zadanie.

. Jezeli druzyna wywolana przyjmuje zadanie, Kapitan druzyny wywolujacej

wyznacza zawodnika druzyny wywolanej do zreferowania rozwiazania przy ta-
blicy. Rozwigzanie to jest oceniane przez Jury.

Zawodnik moze by¢ wyznaczony jedynie wtedy, gdy kazdy zawodnik z jego
druzyny byl juz wyznaczony do referowania nie mniej razy niz on.

Osoba referujaca nie moze korzysta¢ z notatek, ani konsultowac sie ze swoja
druzyna. Druzyna przeciwna nie moze przerywac referujacemu.

. Kapitan druzyny wywolanej moze odwolywaé osoby referujace dowolna liczbe

razy. Takze osoba referujaca moze zrezygnowac¢ z referowania. Kapitan prosi
woéwcezas druzyne przeciwng o wyznaczenie nowego referujacego. N-ta zmiana
w czasie meczu powoduje odjecie N punktéw druzynie zmieniajacej referuja-
cego. Jezeli do referowania wyznaczono kapitana, wskazuje on swego zastepce.

Czas na zreferowanie rozwiazania wynosi 15 minut. Po uptywie tego czasu Jury
moze przerwaé referowanie, moze poprosi¢ o streszczenie dalszej czeéci rozwia-
zania lub pozwoli¢ na dalsze referowanie, w zaleznosci od tego, czy rozwiazanie
zdaniem Jury rokuje nadzieje na poprawnosé i zbliza si¢ do konca.

Po oznajmieniu przez referujacego, ze zakonczyl referowanie, druzyna przeciwna
zglasza zastrzezenia co do poprawno$ci rozwigzania, a nastepnie referujacy od-
powiada na te zastrzezenia.

Jezeli Jury uznaje rozwigzanie za poprawne, punktuje je od 5 do 10 punk-
tow. Jury moze przyznaé¢ druzynie wywolujacej te punkty, ktore zostaly odjete
druzynie rozwiazujacej, jezeli usterki rozwiazania zostaly przez te druzyne za-
uwazone.

Jezeli Jury nie uznaje rozwiazania za poprawne, zadna z druzyn nie otrzymuje
punktoéw, chyba ze druzyna wywolujaca zwrécita uwage na bledy lub luki dys-
kwalifikujace rozwiazanie. Wtedy ma ona prawo do przedstawienia wlasnego
rozwiazania na zasadach i przy punktacji okreslonych w punktach 6—12.

Jezeli druzyna wywotana nie przyjmie zadania, rozwiazuje je druzyna wywolu-
jaca zgodnie z zasadami okreslonymi w punktach 6—12. Jesli jednak nie przed-
stawi ona poprawnego rozwiazania, otrzyma —10 (minus 10) punktéw.

Rozgrywka konczy sie po wywotaniu 8 zadan. W przypadku remisu wywotuje
sie dodatkowo 2 zadania.
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