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Wstep

Obéz Naukowy Olimpiady Matematycznej odbyt sie w dniach 30 maja —
13 czerwca 2004 r. w Zwardoniu, w pensjonacie ,,Zgoda”. Kadre obozu stano-
wili: Jerzy Bednarczuk, Joanna Jaszunska, Lev Kourliandtchik, Mateusz Micha-
tek, Adam Osekowski, Waldemar Pompe, Pawel Walter — kierownik naukowy
i Jarostaw Wréblewski.

W dniach 31 maja, 1, 2, 4, 7, 8, 10 i 11 czerwca uczestnicy obozu roz-
wiazywali zadania indywidualnie, dnia 6 czerwca odbyly sie zawody druzynowe,
a 3 1 12 czerwca rozegrane zostaly ,mecze matematyczne” (regulamin meczu
znajduje sie na koncu tego zeszytu).

W ramach zawodéw indywidualnych mozna bylo uzyskaé¢ 174 punkty. Trzy
najlepsze wyniki to: 137 punktéw, 130 punktéw i 113 punktow. Punkty uzyskane
za poszczegdlne zadania przedstawia tabela na nastepnej stronie.

Dla uczestnikow obozu zorganizowane zostaly dwie wycieczki: 5 czerwca
piesza wycieczka na Wielka Racze, a 9 czerwca wycieczka pociagiem do Ziliny
na Stowacji.

Po obozie, w dniach 20 — 23 czerwca 2004 r., w Bilovcu w Czechach, odbyty
sie IV Czesko—Polsko—Slowackie Zawody Matematyczne.

W Zawodach Czesko—Polsko—Stowackich uczestniczyli uczniowie, ktérzy we-
szli w sklad delegacji tych krajéw na Miedzynarodowa Olimpiade Matematyczna.
Przewodniczacym delegacji polskiej byl Waldemar Pompe, zastepca przewodni-
czacego byl Adam Osekowski.

W ciagu dwoéch dni kazdy z zawodnikéw rozwiazywal po 3 zadania, majac
na to po 4,5 godziny.

Niniejszy zeszyt zawiera wszystkie zadania z obozu, szkice ich rozwiazan,
oraz zadania z IV Czesko—Polsko-Stowackich Zawodéw Matematycznych wraz
z rozwigzaniami.

Zeszyty z poprzednich Obozéw Naukowych Olimpiady Matematycznej znaj-
duja sie na stronie internetowej Olimpiady Matematycznej: www.om.edu.pl.

Komitet Glowny Olimpiady Matematycznej



Zestawienie ocen z zawodow indywidualnych

liczba prac

liczba prac

liczba prac

liczba prac

Zadanie na 6 punktéw | na 5 punktow | na 2 punkty | na 0 punktéow
1. 5 0 0 15
2. 9 2 0 9
3. 0 0 0 20
4. 13 1 2 4
5. 19 1 0 0
6. 14 0 0 6
7. 10 8 1
8. 6 1 1 12
9. 8 1 0 11
10. 0 0 0 20
11. 3 6 1 10
12. 6 0 1 13
13. 10 1 1 8
14. 2 0 0 18
15. 6 1 1 12
16. 6 2 1 11
17. 2 1 0 17
18. 11 1 0 8
19. 9 0 0 11
20. 12 0 0 8
21. 4 0 2 14
22. 6 2 1 11
23. 7 2 0 11
24. 6 3 0 11
25. 0 0 2 18
26. 1 0 1 18
27. 8 0 0 12
28. 6 1 0 13
29. 1 0 1 18

Uwaga: Kazda praca byta oceniana w skali 0, 2, 5, 6 punktow.




Tresci zadan
Zawody indywidualne:

1. Wyznaczy¢ najwigksza warto$¢ wyrazenia
sinx cosy +siny cos2z +sin z cos4dx

dla liczb rzeczywistych x, y, z.

2. Okregi 01 i1 02 sg styczne zewnetrznie w punkcie D. Prosta k jest styczna do
okregéw o1 i 02 odpowiednio w punktach A i B. Odcinek AC jest $rednica okregu o;.
Prosta [ przechodzi przez punkt C i jest styczna do okregu oo w punkcie E. Wykazaé,
ze AC=CE.

3. Wyznaczy¢ najmniejsza liczbe nieparzysta n > 1 o nastepujacej wtasnosci: ist-
nieje nieskonczenie wiele liczb naturalnych, ktérych kwadraty sa réwne sumom kwa-
dratéw n kolejnych liczb naturalnych.

4. Udowodnié, ze dla dowolnych liczb dodatnich a, b zachodzi nieréwnosé

a®+b°>ab.

5. Do boku C'A tréjkata ABC nalezy taki punkt D, ze AB=CD oraz spelniony
jest warunek $ACB =4 ABD. Dwusieczna kata C AB przecina bok BC' w punkcie E.
Udowodnié, ze AB || DE.

6. Niech n > 1 bedzie liczba naturalng. Udowodnié, ze sposréd liczb
n2+1, n2+2, ey n’+2n

mozna wybraé trzy rézne liczby a, b, ¢ takie, ze liczba a4+ b? jest podzielna przez c.

7. Punkt F' jest Srodkiem boku AB trojkata ABC. Na bokach BC i C'A wybrano
odpowiednio punkty D i E takie, ze SCDF = JCEF. Poprowadzono prostg prostopa-
dta do BC przechodzaca przez punkt D, prostg prostopadta do C' A przechodzaca przez
punkt F oraz prosta prostopadla do AB przechodzaca przez punkt F'. Udowodnié, ze
te trzy proste przecinaja sie w jednym punkcie.

8. Wykazacé, ze dla dowolnych liczb rzeczywistych dodatnich a, b, ¢, d zachodzi
nieréwnosé
a n b + c n d >1
V/a¥+63bcd  Vb3+63cda  V/c3+63dab  V/d3+63abc

9. Punkt P lezy wewnatrz czworoscianu foremnego ABC'D o krawedzi 1. Proste
AP, BP, CP, DP przecinaja odpowiednio éciany BCD, CDA, DAB, ABC w punk-
tach E, F', G, H. Wykazaé, ze PE+ PF+PG+PH<1.
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10. Na kazdym polu planszy n X n ustawiamy jeden pionek, a nastepnie wykonu-
jemy ruchy. W jednym ruchu wolno przesuna¢ dowolny pionek o dwa pola w prawo lub
o dwa pola w dot (o ile pole docelowe znajduje sie na planszy), usuwajac z planszy
jeden sposréd pionkéw znajdujacych sie na polu pomiedzy polem wyjéciowym a doce-
lowym (ruch wolno wykonaé, o ile taki pionek istnieje). Wyznaczyé wszystkie takie n,
dla ktérych poprzez cigg ruchéw mozna doprowadzi¢ do sytuacji, w ktorej wszystkie
pionki nieusuniete z planszy znajduja sie na jednym polu.

11. Okregi o1 i 02 przecinaja si¢ w punktach A i B. Okrag o3 jest styczny ze-
wnetrznie do okregéw 01 1 02 odpowiednio w punktach C' i E, a okrag o4 jest styczny
zewnetrznie do okregdéw o1 i 02 odpowiednio w punktach D i F. Wykazaé, ze okrag
opisany na tréjkacie ACE jest styczny do okregu opisanego na tréjkacie ADF'.

12. Udowodni¢, ze dla dowolnych liczb dodatnich a, b, ¢ spelniajacych warunek
a?+b?+¢® =1 zachodzi nieréwnosé
a b c o 3v/3+3
l-a 1-b 1-c~ 2

13. Okrag o, wpisany w trojkat ABC, jest styczny do bokéw AB, BC' i CA
odpowiednio w punktach @, E, P. Odcinek EF jest érednicg okregu o. Proste FFA, FP,
FQ przecinaja prosta BC odpowiednio w punktach M, K, L. Wykazaé, ze punkt M
jest érodkiem odcinka K L.

14. Udowodnié, ze z dowolnych 200 liczb naturalnych mozna wybraé¢ 100 liczb
takich, ze ich suma jest podzielna przez 100.

15. Niech (a1, az, ..., az004) bedzie permutacja zbioru {1, 2, ..., 2004}. Udowodnié,
ze zachodzi nierownosé
a1 a a a
@, G2 2003, G2004
as as 2004 ai

> 2005.

16. Na plaszczyznie dane sg cztery proste drogi, z ktérych zadne dwie nie sg
rownolegle i zadne trzy nie przecinaja sie w jednym punkcie. Kazda droga idzie ze
stala predkoscia jedna z czterech oséb: Fredek, Pazdzioch, Boczek i Waldu$. Kazda
para przy spotkaniu wypija 2 napoje marki MF. Dowies¢, ze liczba wypitych napojow
marki MF jest rézna od 10.

17. Udowodnié¢, ze dla dowolnej liczby naturalnej n liczba
cos™ X 4 cos™ 3m +cos” om
7 7 7

jest wymierna.



18. Punkty P i @ leza wewnatrz tréjkata ABC, przy czym
JPAB=9PBC=9PCA=a oraz JQAC=4QCB=4QBA=4.
Wykazaé, ze o= (.

19. Znalez¢ wszystkie liczby pierwsze p postaci 6k+ 1, dla ktérych istnieje funk-
cja f, okreslona na zbiorze liczb rzeczywistych nieujemnych, o wartosciach w zbiorze
liczb rzeczywistych taka, ze

(fofo...of)(z)=14+z+2Vx.
—_—

p razy

20. Dany jest tréjkat ostrokatny ABC. Wysokosci tego tréjkata przecinaja sie
w punkcie H. Okrag o $rednicy AH przecina okrag opisany na tréjkacie ABC w punk-
tach A i K. Prosta K H przecina odcinek BC w punkcie M. Wykazaé, ze punkt M jest
$rodkiem odcinka BC.

21. Rozstrzygnadé, czy istnieje nieskonczony ciag liczb naturalnych taki, ze zaden
wyraz tego ciagu i zadna suma dowolnej liczby wyrazéw tego ciagu nie jest potega
liczby naturalnej o wyktadniku catkowitym wiekszym od 1.

22. Dany jest pieciokat wypukly o wierzchotkach w punktach o wspoétrzednych
catkowitych. Wykazaé, ze istnieje punkt o wspoétrzednych catkowitych lezacy wewnatrz

tego pieciokata.

23. Udowodnié, ze dla dowolnej liczby dodatniej a zachodzi nieréwnosé

2
a® +a**>1.

24. Na bokach tréjkata ABC zbudowano, po jego zewnetrznej stronie, prostokaty
ABDE, BCGF, CAHI. Udowodnié, ze symetralne odcinkéw DF', GI, HE przecinaja
sie w jednym punkcie.

25. Zawodnicy Zi,Z2,...,Z2004 biora udzial w Meczu Matematycznym. Zawod-
nicy Zoooz i Z2004 sa kapitanami i wybieraja swoje druzyny wedlug nastepujacego al-
gorytmu: w kazdej rundzie najpierw kapitan Zsoos wyznacza zawodnika sposréd dotad
niewybranych, a Zsp03 decyduje, do ktérej druzyny on trafi, nastepnie Zzp03 wyznacza
zawodnika sposréd dotad niewybranych, a Zsgosa decyduje, do ktorej druzyny on trafi.
Procedura powtarzana jest do momentu, w ktérym jedna z druzyn bedzie liczy¢ juz
1002 zawodnikéw — wtedy wszyscy pozostali trafiaja do druzyny przeciwnej. Dla kaz-
dego i zawodnik Z; rozwiaze podczas meczu ¢ zadan, przy czym kazde zadanie zostanie
rozwigzane przez co najwyzej jednego zawodnika. Mecz wygra druzyna, ktora rozwiaze
tacznie wiecej zadan. Rozstrzygnaé, ktéry z kapitanéw (jesli ktérykolwiek) posiada
strategie wybierania druzyny pozwalajaca mu, niezaleznie od zachowania przeciwnika,
zapewnié¢ swojej druzynie zwyciestwo w Meczu Matematycznym.

7



26. Niech a1, a2, ..., an beda liczbami dodatnimi spelniajacymi warunek
a1+az+...+a,=1.

Dla k€{1,2,...,n} oznaczmy Hj = ﬁ Udowodnié, ze zachodzi nier6wnosé
R
Hi+Ho+...+H,<2.
27. Udowodnié, ze réwnanie
Byt ro=2°

ma nieskonczenie wiele rozwigzan w liczbach naturalnych x, y, z.

28. Dany jest taki trojkat ABC, ze BC # CA. Punkty D i E leza odpowiednio
na bokach BC' i CA tego trdjkata, przy czym BD = AE. Odcinki AD i BE przeci-
naja sie w punkcie P. Dwusieczna kata AC' B przecina odcinki AD i BE odpowiednio
w punktach @ i R. Wykazadé, ze

AQ QP PD

BP PR RE’

29. Dowiesé, ze dla dowolnej liczby naturalnej m zbidr liczb naturalnych od 1

do 7n2_1 mozna podzieli¢ na roztaczne zbiory tak, aby w kazdym zbiorze najwieksza

liczba byta réwna sumie pozostatych liczb z tego zbioru.

Zawody druzynowe:

1. 32 proste dzielg koto o promieniu 10 cm na pewna liczbe czesci. Udowodnié, ze
w jednej z nich da sie zmiesci¢ koto o promieniu 3 mm.

2. Przedstawié liczbe 1 w postaci sumy 99 odwrotnosci réznych nieparzystych
liczb naturalnych.

3. Niech p i ¢ beda réznymi liczbami pierwszymi nieparzystymi. Dowiesé, ze liczbe

‘12 q
(1+92)" —(1+92)"
mozna przedstawi¢ w postaci
p (no i V24 na Va+ . 4ng ¥ 2‘1*1) ,

gdzie liczby no, ni, na, ...ng—1 sa catkowite.

4. Dana jest liczba wymierna g€ (0,1) oraz taka funkcja f:R—R, ze dla dowolnych
liczb rzeczywistych z, y zachodzi nieréwnosé

flaz+(1—q)y) <af(x)+(1-a)f(y)-
Dowiesé, ze dla dowolnej liczby wymiernej r € (0,1) oraz dowolnych liczb rzeczywistych
x, y zachodzi nieréwnosé

flra+Q=r)y)<rf(z)+1-7)f(y).
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5. Punkt P lezacy wewnatrz czworokata wypuktego ABCD ma te wlasno$é, ze
jego rzuty prostokatne na proste AB, BC, CD i DA leza na jednym okregu o. Dowiesé,
ze $rodki odcinkéw AC' i BD oraz srodek okregu o leza na jednej prostej.

Pierwszy Mecz Matematyczny:

1. Udowodnié, ze réwnanie 2+ +1=2* ma nieskoniczenie wiele rozwigzan w licz-
bach naturalnych z, y, z.

2. Dowie$é, ze istnieje taka liczba naturalna n < 100 oraz takie liczby calkowite
T1, T2, ..., Tp, Z€
x‘fg+x§9+...+xi9:0,

a ponadto z; +xz; #0 dla dowolnych 4,5 € {1,2,...,n}.

3. Udowodni¢, ze jedyng mozliwa wartoscig, catkowita wyrazenia
a’+b?
ab—1"
gdzie a i b sg liczbami naturalnymi, jest 5.

4. Dana jest liczba naturalna n i wielomian W stopnia mniejszego od n o wspot-
czynnikach rzeczywistych. Niech S(k) bedzie sumg cyfr liczby k. Udowodnié, ze
10™—1

(1%1(1)S<i>wu)>< 29: W2(94).

i=0 =0

5. Dana jest liczba naturalna k. Wyznaczyé¢ wszystkie takie liczby naturalne n,
ze dla dowolnych liczb rzeczywistych nieujemnych 1, x2, ..., £, 0 sumie n zachodzi
nieréwnosé

kn—i—Zx? gn—&—ka?.
i=1 i

6. Rozwiazaé réwnanie
2" 4+1=(2+1)Y

w liczbach naturalnych x, y, z .
7. Dowie$é, ze istnieje nieskonczenie wiele rozwiazan uktadu réwnan
T e Jp S
N SR

w liczbach naturalnych z, y, z, s, t niemajacych wspélnego dzielnika wigkszego od 1.
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8. Szesciokagt ABCDEF jest wpisany w okrag o. Okregi o1, 02, 03, 04, 05, 06 S8
styczne wewnetrznie do okregu o odpowiednio w punktach A, B, C, D, E, F. Jedno-
czed$nie styczne zewnetrznie sa okregi: 01 i 02, 02 1 03, 03 1 04, 04 1 05, 05 1 06, 06 1 01.
Wykazaé, ze proste AD, BE i C'F przecinaja si¢ w jednym punkcie.

9. Czworokat ABC' D jest wpisany w okrag. Proste AB i C'D przecinaja si¢ w punk-
cie F, a proste AD i BC' przecinajg si¢ w punkcie F'. Dwusieczne katow AED i AFB
przecinaja si¢ w punkcie P. Udowodnié, ze

[ABP]+[CDP]=[BCP]+[DAP],
gdzie [ XY Z] oznacza pole tréjkata XY Z.

10. Punkt P lezy wewnatrz tréjkata ABC, przy czym SPAC = {PBC. Punkty
K i L sa rzutami prostokatnymi punktu P odpowiednio na dwusieczne kata wewnetrz-
nego i kata zewnetrznego przy wierzchotku C' tréjkata ABC. Punkt M jest srodkiem
boku AB. Wykazaé, ze punkty K, L, M lezg na jednej proste;j.

11. Na bokach AB i AC trojkata ABC zbudowano, po jego zewnetrznej stronie,
tréjkaty ABF 1 ACE, przy czym AF=FB oraz AE=FEC. Na boku BC trbjkata ABC
zbudowano, po jego zewnetrznej stronie, tréjkat BC' D, przy czym

$DBC=J4AEC orar $DCB=JAFB.
Odcinki AD i FE przecinaja si¢. Dowies¢é, ze te odcinki sa prostopadte.

Drugi Mecz Matematyczny:

1. Rozstrzygnad, czy rownanie
88 , 88 | 88 88 , 88 8
I +w2 +l'3 +...+x15+$16+y =z

ma rozwiazanie w liczbach catkowitych dodatnich.

8

2. Wykazaé, ze dla dowolnych liczb rzeczywistych a, b, ¢ spetniajacych warunek
a+b+c=0 zachodzi nieréwnoéé
a’b® +b%c* + a4+ 3 > 6abe.
3. Niech k bedzie liczbg naturalna. Okreslamy ciag (a») nastepujaco:
an=0 dla n<O0;
ap=1 3
Unp =An—-1+an—2+...+An_k .
Wykazaé, ze dla kazdych liczb naturalnych n, m zachodzi nieréwnoé¢
AnQm 2 An4m—1 -

4. Udowodnié, ze istnieje nieskoniczenie wiele par liczb naturalnych z, y spelnia-

jacych réwnanie
z? —5J:y+y2+5 =0.
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5. Udowodnié, ze istnieje nieskonczenie wiele par liczb naturalnych a, b takich, ze
a—b oraz a®+3b% +1 s szeScianami liczb calkowitych.

6. Liczby naturalne o, x1, x2, ,..., T2s spelniaja warunek
15 15, 15 15
o =1 +l‘2 +...+CL‘28 .
Dowieéé, ze co najmniej jedna z liczb xo, x1, 2, ..., x2s jest podzielna przez 31.

7. Dowie$¢, ze istnieje nieskoniczenie wiele liczb naturalnych n takich, ze liczba
3n%+3n+1 jest kwadratem liczby naturalnej.

8. Dany jest tréjkat ABC, w ktérym SABC > 90°. Punkty P i @ naleza do
symetralnej odcinka AB i leza wewnatrz kata AC B. Dowieéé, ze jezeli YACP=<BCQ,
to YPAC+IQBC =180°.

9. Czworokat wypukly ABCD jest wpisany w okrag o §rodku O. Proste AB i CD
przecinaja sie w punkcie E, a proste AD i BC przecinaja si¢ w punkcie F. Odcinki
AC' i BD przecinaja sie w punkcie Q). Punkt P spelnia warunki

EP?’=EA-EB oraz FP’=FB-FC.

Wykazaé, ze punkty P, O, Q leza na jednej prostej.
10. Dany jest szesciokat wypukly ABCDEF, w ktérym AB = BC, CD = DE,

EF=FA oraz
IB+ID+<IF =360°.

Dane sa miary katéw szeéciokata ABCDEF. Wyznaczy¢ miary katéw tréjkata BDF.

11. Liczby catkowite dodatnie z1, x2, ,..., Z49, y spelniaja warunek
y16 :m%G—}—xéG—l—...—i—x}lg.

Dowiesé, ze y > 2004.
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Czesko-Polsko-Stowackie Zawody Matematyczne:

1. Udowodnié¢, ze liczby rzeczywiste p, q, r spelniaja warunek

1) pa—r)*+2p"(q+r)+1=p"
wtedy i tylko wtedy, gdy rownania kwadratowe
(2) o +pr+q=0, y’'—py+r=0

maja takie pierwiastki rzeczywiste (niekoniecznie rézne), ktére mozna oznaczy¢ odpo-
wiednio z1, x2 oraz yi1, y2 w taki sposob, ze x1y1 —x2y2 =1.

2. Udowodnié¢, ze dla kazdej liczby naturalnej k istnieje co najwyzej skonczona
liczba takich tréjek parami réznych liczb pierwszych p, g, r, dla ktérych liczba qr —k
jest podzielna przez p, liczba pr—k jest podzielna przez q oraz liczba pg—k jest podzielna
przez r.

3. Wewnatrz czworokata ABC D wpisanego w okrag dany jest taki punkt P, ze
IBPC =<4BAP=4PDC.

Oznaczmy przez E, F', G rzuty prostokatne punktu P odpowiednio na proste AB, AD,
DC. Udowodnié, ze tréjkat FFEG jest podobny do tréjkata PBC.

4. Rozwiazaé¢ uktad réwnan

Loz, Loy Loz
zy 2 y y

w zbiorze liczb rzeczywistych.

8] |<
—

5. Na bokach AB, BC, C'A tréjkata ABC wybrano odpowiednio takie punkty
K, L, M, ze
AK BL CM
KB LC MA’
Udowodnié, ze punkty przecigcia wysokosci trojkatéw ABC i KLM pokrywaja sie
wtedy i tylko wtedy, gdy trojkat ABC' jest réownoboczny.

6. Na stole lezy k kupek, na ktorych jest odpowiednio 1,2,...,k kamykdéw, gdzie
k >3. W pierwszym kroku wybieramy trzy dowolne kupki, taczymy je w jedna i z tej
nowej kupki odkladamy jeden kamyk (zabieramy go ze stolu). W drugim kroku znéw
taczymy pewne trzy kupki w jedna i z niej odktadamy dwa kamyki. W i-tym kroku
taczymy dowolne trzy kupki, w ktérych jest razem wiecej niz ¢ kamykéw w jedna
kupke i odktadamy z niej ¢ kamykéw. Zakladamy, ze po kilku krokach pozostanie na
stole jedna kupka, w ktérej jest p kamykéw. Udowodni¢, ze liczba p jest kwadratem
liczby naturalnej wtedy i tylko wtedy, gdy liczby 2k+2 i 3k+1 sa kwadratami liczb
naturalnych. Znalez¢ najmniejsza liczbe k, dla ktoérej liczba p jest kwadratem liczby
naturalnej.
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Szkice rozwigzan

Zawody indywidualne:

1. Wyznaczy¢ najwigksza warto$é wyrazenia
sinx cosy +siny cos 2z +sin zcos4x
dla liczb rzeczywistych x, y, z.

Rozwigzanie
Poniewaz
sinz cosy +sinycos2z +sinzcosdr <

< |sinzcosy|+|sinycos2z|+|sinzcosdz| < |cosy|+ |siny|+1

oraz
(|cosy|+|siny|)* =1+ |2sinycosy| =1+ |sin2y| < 2,

wiec szukana warto$é nie przekracza 1-++/2. Wystarczy juz tylko zauwazyé, iz wartosé

ta jest osiggana dla z = %7‘(’, y= %7‘(’, z= %7‘(’.

2. Okregi o1 i 02 sg styczne zewnetrznie w punkcie D. Prosta k jest styczna do
okregéw o1 i 02 odpowiednio w punktach A i B. Odcinek AC' jest $rednica okregu o;.
Prosta [ przechodzi przez punkt C i jest styczna do okregu oo w punkcie E. Wykazaé,
ze AC=CE.

Rozwigzanie

Sposob I. Oznaczmy Srodki okregdéw o1 1 02 odpowiednio przez O; i Oz2. Niech D
bedzie punktem stycznosci tych okregéw. Punkty Oq, D i Oz leza na jednej prostej,
a ponadto AO; || BOs. Stad 4CO1D = 4BO2>D oraz

1 o 1 o
40:DC = 5(180 —4CO1D) = 5(180 —<4BO2D)=<40:DB,

czyli punkty B, D, C' leza na jednej prostej. Zatem
(1) CE*=CD-BC.
Zauwazmy, ze trojkaty ABC oraz DAC sa podobne; istotnie, sg one prostokatne i maja,
wspOlny kat ostry ACB. Stad

AC _BC

CD AC’
czyli AC? =CD-BC, co w polaczeniu z (1) daje teze.

Sposob II. Zastosujmy inwersje wzgledem okregu o §rodku w punkcie C' i o promie-
niu C'A. Obrazem prostej [ jest wtedy ta sama prosta, obrazem prostej k jest okrag o1,
zas obrazem okregu o1 — prosta k. Obrazem okregu o jest okrag styczny do obrazéw
prostych k i [ oraz do obrazu okregu o:, czyli styczny do okregu o1, prostej [ i do
prostej k. Ponadto obraz okregu o2 lezy po tej samej stronie prostej AC, co okrag oz.
Wynika stad, ze okrag oz jest okregiem statym dla naszej inwersji, zatem jest ortogo-
nalny do okregu inwersyjnego. Wobec tego dlugosé odcinka stycznej poprowadzonej ze
$rodka inwersji jest réwna promieniowi okregu inwersyjnego, czyli C E=C A, co byto do
okazania.
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3. Wyznaczy¢ najmniejsza liczbe nieparzysta n > 1 o nastepujacej wtasnosci: ist-
nieje nieskonczenie wiele liczb naturalnych, ktérych kwadraty sa réwne sumom kwa-
dratéw n kolejnych liczb naturalnych.

Rozwigzanie

Niech y bedzie liczba, ktérej kwadrat jest suma kwadratéw kolejnych liczb catko-
witych, a x niech bedzie srodkowa z tych liczb.

Dla n =3 otrzymujemy

v =(@-1)> 42" +(z+1)>=32"+2,
co nie jest mozliwe, gdyz kwadrat liczby catkowitej nigdy nie daje przy dzieleniu przez 3
reszty 2.
Dla n =5 otrzymujemy
v =(x-2)+(x-1)+2°+ (x+1)*+ (z+2)* =52"+10.
Prawa strona powyzszego réwnania jest podzielna przez 5, a zatem lewa réwniez; po
podstawieniu y = 5z dostajemy
2 2
r°=5z"—-2.
Jednak kwadrat liczby catkowitej nigdy nie daje przy dzieleniu przez 5 reszty 3.
Dla n =7 otrzymujemy
v =(x-3)+(x—2)*+...+(z+3)*=72"+28.
Prawa strona powyzszego réwnania dzieli sie¢ przez 7. Wynika stad, ze y dzieli si¢ przez 7
i po podstawieniu y =7z dostajemy
2 =72"-1.
Jednak kwadrat liczby catkowitej nigdy nie daje przy dzieleniu przez 7 reszty 3.
Dla n =9 otrzymujemy
v =(x—4)+(@—-3)*+...+(2+4)*=92"+60.
Prawa strona jest podzielna przez 3, ale nie jest podzielna przez 9, nie moze wiec by¢

kwadratem liczby catkowite;j.
Dla n =11 otrzymujemy

V¥=@-5°+(@x—4)°+... +(x+5)>=11z>+110.
Prawa strona powyzszego réwnania dzieli sie¢ przez 11, a wiec y dzieli sie przez 11; po
podstawieniu y = 11z dostajemy

22 —1122=—-10.

Powyzsze réwnanie spetnione jest dla z=2z=1. Wykazemy, ze posiada ono nieskoniczenie
wiele rozwigzan w liczbach naturalnych z, z.
Zauwazmy, ze
10°—11-3*=1.

Okredlmy ciagi (xx), (2x) liczb caltkowitych nastepujaco:

k
Th+ 2V 1l = (1+\/11)-(10+3\/11) k=12, ....
Dla dowolnej liczby catkowitej dodatniej k mamy x>0, 2z > 0 oraz

e —112} = (e +26V11) (2K —2KV11) =
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= (14+V11)(1—V11)(10+3v11)* (10— 3v11)" = —10-1" = —10.
Wystarczy juz tylko zauwazy¢, ze dla réznych k otrzymujemy rézne rozwigzania xx, 2x;
istotnie, ciag

(1+v11)-(1043vi1)" k=1,2,...

jest rosnacy, a zatem réznowartosciowy.

4. Udowodnié, ze dla dowolnych liczb dodatnich a, b zachodzi nieréwnosé
a®+b" >ab.

Rozwigzanie
Dla dowolnej liczby dodatniej « zachodzi nieréwnosé z* > x. Wynika stad, ze dla
a<2,b<2 mamy
a®+b" > a+b>2Vab> ab.

Przypusémy wiec, ze co najmniej jedna z liczb a, b jest niemniejsza od 2. Mozemy
przyjaé, ze a > b. Mamy
a®+8°>a®>a’>ab,

a zatem i w tym przypadku nieréwno$é jest prawdziwa.

5. Do boku C'A tréjkata ABC nalezy taki punkt D, ze AB=CD oraz spelniony
jest warunek $ACB = JABD. Dwusieczna kata CAB przecina bok BC w punkcie E.
Udowodnié, ze AB || DE.

Rozwigzanie
Trojkaty ABC oraz ADB sg podobne, a wiec

W ac_25
AB AD

7 drugiej strony, na mocy twierdzenia o dwusiecznej,
AC CE

(2) AB- BB

Réwnos¢ AB=CD w polaczeniu ze zwigzkami (1) i (2) daje
CE CD
EB~ AD’

czyli AB|| DE.

6. Niech n > 1 bedzie liczbg naturalng. Udowodnié, ze sposréd liczb
nQJrl7 n2+2, ey n’+2n
mozna wybraé trzy rézne liczby a, b, ¢ takie, ze liczba a® +b? jest podzielna przez c.

Rozwigzanie

Dla n=2 liczby a=6=22+2, b=7=2>+241, c=5=22+1 spelniaja warunki
zadania; dla n =3 wystarczy polozyé a=11=3%+2, b=13=32+3+1, c=32+1.
Udowodnimy, ze w przypadku ogblnym wystarczy wzia¢ a =n>+2, b=n?>+n+1,
c=n?+1. Otéz

(n*+2)*+(n°+n+1)° =2n"+20° + 7T+ 2n+ 5= (n*+1)(2n° +2n+5).
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7. Punkt F' jest srodkiem boku AB trojkata ABC'. Na bokach BC i C A wybrano
odpowiednio punkty D i E takie, ze SCDF = JCEF. Poprowadzono prosta prostopa-
dla do BC przechodzacy przez punkt D, prostg prostopadta do C A przechodzaca przez
punkt F oraz prosta prostopadila do AB przechodzaca przez punkt F'. Udowodnié, ze
te trzy proste przecinaja sie¢ w jednym punkcie.

Rozwigzanie

Niech o1, 02 beda okregami opisanymi na tréjkatach AFE, BF D, odpowiednio.
Okregi te przecinaja si¢ w punkcie F. Rozwazymy dwa przypadki. Jesli okregi te sa
styczne, to teza zadania zachodzi w sposéb oczywisty: odcinki AF, BF sa wéwczas
$rednicami odpowiednio okregéw o; i 02, a stad SCDF = JCEF =90° i rozwazane
trzy proste przecinaja si¢ w punkcie F'.

Przypusémy zatem, ze okregi 01 i 02 przecinaja sie w punkcie G # F. Zauwazmy, ze
okregi te maja te same promienie (poniewaz AF = BF oraz YCDF =JCEF). Odcinki
AG oraz BG sg srednicami tych okregbéw, a stad G lezy na symetralnej odcinka AB.
Ponadto ¥BDG = JAEG =90°, a wiec rozwazane proste przecinaja sic w punkcie G.

8. Wykazaé¢, ze dla dowolnych liczb rzeczywistych dodatnich a, b, ¢, d zachodzi
nieréwnosé
a n b + c n d >1
Va3 +63bcd Vb3 +63cda VA +63dab  Vd3+63abe

Rozwigzanie
Sposdb 1. Wystarczy dobraé taka liczbe p dla ktérej zachodzi nieréwnosé
a a®
(*) > :
Va3 +63bcd ~ aP +bP 4P +dp
Woéwczas analogicznie
b S bP
Y03+ 63cda ~ aP 40P +cP +dp’
c N cP
/31 63dab ~ aP +bP +cP+dp’
d dP

>
Yd®+63abc ~ aP+bP+cP+dP

i dodajac powyzsze cztery nieréwnosci stronami dostajemy teze.
Zajmiemy si¢ nieréwnoscig (*); zauwazmy najpierw, iz korzystajac z nieréwnosci
miedzy $rednig arytmetyczna i geometryczna, otrzymujemy
(aP 40P + P +d°)? — (aP)® =
= (b7 + " +d")((@")” + (") + () +(d")* + (a")” + (ab)” +
+(ac)? + (ad)? + (ab)? + +(ab)? + (ac)? + (ac)? + (ad)® + (ad)*+
+(be)” + (be)” + (bd)” + (bd)” + (cd)” + (cd)” + (a”)?) =

Z S(de)p/s 21 (a5/7)p (bccl)gp/7 = 63a5p/7(bcd)16p/21.
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Stad
(aP +b° + P +dP)* > a7 (a””/ 74 63(bed) o/ 21) ,

a zatem nieréwno$¢ (*) zachodzi dla p= 2}
Sposdb I1. 7 jednorodnosci mozemy zaltozyé, ze a+b+c+d=1. Korzystajac z nie-
réwnodci Jensena dla funkcji wypuklej

f(x):%

a b c d
+ + + >
Va3 +63bcd Vb3 +63cda V3 +63dab V/d3+63abe
> 1 =
7 ¥/a*+63abed + b* + 63abcd + c* + 63abed + d* + 63abed

1
Vb T+ df +252abed

mamy

Zatem wystarczy udowodnié, ze
a* +b* ¢t +d* +252abcd < 1= (a+b+c+d)*.

Upraszczajac wyrazy at, b, ¢*, d* zapisujemy prawa strone jako sume 252 sktadnikéw.
Pozostaje skorzysta¢ z nieréwnosci miedzy srednia arytmetyczna i geometryczng.

9. Punkt P lezy wewnatrz czworo$cianu foremnego ABCD o krawedzi 1. Proste
AP, BP, CP, DP przecinaja odpowiednio éciany BCD, CDA, DAB, ABC w punk-
tach £, ', G, H. Wykazaé, ze PE+PF+ PG+ PH <1.

Rozwigzanie

Oznaczmy rzuty prostokatne punktu P na $ciany BCD, CAD, ABD, ABC odpo-
wiednio przez K, L, M, N. Niech h oznacza wysoko$é¢ czworoscianu ABC D. Zachodzi
nastepujaca réwnosé PK+PL+PN+PM =h (mozna to udowodni¢ korzystajac z tego,
iz objetos¢ czworoscianu ABCD jest réwna sumie objetosci czworo$cianéw BCDP,
CDAP, DABP, ABCP).

Mamy
PE_AE _1
PK h h’
czyli
PK
PE<—.
ST
Analogicznie
PL PM PN
PF<—, P ——, PH<—.
<5 G < W <
Dodajac stronami ostatnie cztery nieréwnosci dostajemy
PE+PF+ PG+ PH < TETPEAPMA PN _

h
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10. Na kazdym polu planszy n X n ustawiamy jeden pionek, a nastepnie wykonu-
jemy ruchy. W jednym ruchu wolno przesuna¢ dowolny pionek o dwa pola w prawo lub
o dwa pola w dot (o ile pole docelowe znajduje sie na planszy), usuwajac z planszy
jeden sposréd pionkéw znajdujacych sie na polu pomiedzy polem wyjéciowym a doce-
lowym (ruch wolno wykonaé, o ile taki pionek istnieje). Wyznaczyé wszystkie takie n,
dla ktérych poprzez cigg ruchéw mozna doprowadzi¢ do sytuacji, w ktorej wszystkie
pionki nieusuniete z planszy znajduja sie na jednym polu.

Rozwigzanie

Dla n=11in=3 latwo podaé ciag ruchéw prowadzacy do odpowiedniej sytuacji.
Wykazemy, ze dla innych wartosci n jest to niemozliwe.

Niech (arn) bedzie ciagiem Fibonacciego, tzn. a1 =a2 =1 oraz an4+2 = an41+ an,
dlan = 1,2, .... Polu w k-tym wierszu oraz [-tej kolumnie, 1 <k, [ <n, przypisujemy
liczbe ara;.

Jak tatwo zauwazy¢, dowolny ruch nie zmienia sumy liczb przypisanych polom,
na ktérych znajduja sie pionki (kazde pole liczone jest tyle razy, ile pionkéw si¢ na
nim znajduje). Suma ta jest réwna (a1 +az+...+an)? = (ant2 —1)? (tatwy dowédd
indukcyjny). Zatézmy, ze liczba n>1 spelnia warunki zadania. Wobec tego po ostatnim
ruchu wszystkie pionki pozostale na planszy znajduja sie na polu w n-tej kolumnie
i n-tym wierszu. Wynika stad, ze (ant2—1)? dzieli sie przez a2, a wiec dla pewnej
liczby catkowitej dodatniej k,

kan=an+2—1=an+1+an—1=2an+an-1—1,
czyli
Ap—1 = (k — 2)11n —+1.

Ale ap—1<an,skad k=2ian—1=1,azatemn—1=11lubn—1=2, czyli n=2 lub n=3.
Latwo sprawdzié, ze dla n =2 nie istnieje odpowiedni ciag ruchéw.
Zatem szukanymi wartosciami n sa 11 3.

11. Okregi o1 i 02 przecinaja si¢ w punktach A i B. Okrag o3 jest styczny ze-
wnetrznie do okregéw 01 1 02 odpowiednio w punktach C' i E, a okrag o4 jest styczny
zewnetrznie do okregdéw o1 i 02 odpowiednio w punktach D i F. Wykazaé, ze okrag
opisany na trojkacie ACFE jest styczny do okregu opisanego na trojkacie ADF.

Rozwigzanie

Zastosujmy inwersje wzgledem okregu o srodku w punkcie A. Niech X™ oznacza
obraz figury X. Proste o] i 05 przecinaja si¢ w punkcie B, okrag o3z jest styczny do
tych prostych odpowiednio w punktach C* i E*, a okrag o3 — odpowiednio w punktach
D* i F*. Ponadto obydwa okregi sg zawarte w tym sposrdd czterech katéw wyznaczo-
nych przez proste o], 03, do ktérego nalezy punkt A, poniewaz wnetrza két o1, 02 1 03
sa roztaczne (i analogicznie dla o4).

Obrazem okregu opisanego na tréjkacie ACE jest prosta C*E™, za$ obrazem
okregu opisanego na tréjkacie ADF jest prosta D*F*. Odcinki B*C™ i B*E™ sg réwne
jako odcinki stycznych z punktu B* do okregu o3, analogicznie B*D* = B*F*. Wobec
tego proste C* E* i D* F* sa réwnolegte, czyli okregi opisane na tréjkatach ACE i1 ADF
sg styczne.
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12. Udowodnié, ze dla dowolnych liczb dodatnich a, b, ¢ spelniajacych warunek
a? +b%+c? =1 zachodzi nieréwnoéé

a b c >3\/§+3

Rozwigzanie
Sposéb I. Niech S=a+b+c iniech f(z)=1L dlaz€(0,1). Przedstawmy nieréw-
nos¢ w postaci:
a b c 3v3+3
= = fb)+= > .
Lr@)+ o f0)+ S >

Funkcja f jest wypukla; na mocy nier6wnoéci Jensena mamy

a b c a>+0* 2 1
@+ g0+ 0z () < (5).

S S
Poniewaz f jest funkcja rosnaca i S =a+b+c< /3, wiec mamy:

1(5)21(5) =25

Sposéb 1I. Przedstawmy nieréwno$é w postaci:
2 2 2
a n b n c > 3V3 —|—3.
a(l—a) b(1-b) c(1—c¢) 2
Niech f(z)= ﬁ dla z € (0,1). Zatem nieréwnosé¢ zapisuje sie nastepujaco:
3v3+3

@@+ F D)+ () > 2

Funkcja f jest wypuktla; na mocy nieréwnoéci Jensena mamy:
a® f(a)+ b f(b) +c* f(c) > f(a® +b° +¢%).
Z nieréwno$ci pomiedzy $rednimi potegowymi otrzymujemy

ad+b3 43 13 a’+b> 42 12 1
_— 2| — = :
3 3 V3

Stad a®+b* 4+ > % Poniewaz na odcinku [%, 1) funkcja f jest rosnaca, wiec

2
3,3, 3 1\ 3343
fla®+b"+c )>f<ﬁ> = 5

Sposéb I11. Dla dowolnej liczby dodatniej x zachodzi nieréwnosé

1 >2
z——) (z+V3+1)>0.
(== 75) ¢ )

Jesli z € (0,1), to jest ona réwnowazna zwigzkowl

4/ 2 x 2 1 2

- —=-1 zrr+-(1-—).

3 < V3 ) 11—z + 3 < V3 )
Piszac te nieréwnoéé dla x =a, x =05, x =c i sumujac uzyskane trzy nieréwnosci dosta-
jemy nieréwnos¢ réwnowazng nieréwnosdci z tezy zadania:

4/ 2 a b c 1 2
il > Rl I I
3(\/§ 1><17a+17b+1fc>/1+33(1 \/g)
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13. Okrag o, wpisany w tréjkat ABC, jest styczny do bokéw AB, BC i CA
odpowiednio w punktach @, E, P. Odcinek EF jest érednicg okregu o. Proste FA, FP,
FQ przecinaja prosta BC odpowiednio w punktach M, K, L. Wykazaé, ze punkt M
jest érodkiem odcinka K L.

Rozwigzanie

Sposdb I. Bez straty ogdlnosci mozemy zalozyé, ze AB > AC, wtedy punkt M
nalezy do odcinka BE. Ponadto lezy on miedzy punktami K i L, wiec wystarczy
wykazaé, ze KM = LM.

Udowodnijmy najpierw

Lemat: Okrag o, wpisany w trojkat ABC, jest styczny do bokéw AB, BC i CA
odpowiednio w punktach @Q, E, P. Okrag o', dopisany do trojkata ABC, jest styczny
do boku BC' w punkcie M. Wéwczas odcinki BM i CE sa réwnej dhugosci.

Dowdd lematu: Oznaczmy punkty stycznosci okregu o’ z przedtuzeniami bokéw
AB i AC odpowiednio przez Q' i P'. Poréwnujac dtugosci odcinkéw prostych stycznych,
otrzymujemy

2.BM+EM=BE+BM=BQ+BQ =QQ' =

=PP'=CP+CP' =CE+CM=2-CE+EM,

czyli BM =CE, co koniczy dowdd lematu.

Przejdzmy do rozwigzania zadania:

Niech okrag o’ oraz punkty P’, Q' beda takie, jak w lemacie. Zastosujmy jedno-
ktadnosé o srodku w punkcie A i o skali %. Przeprowadza ona okrag o na okrag o
oraz punkty I, P, Q odpowiednio na punkty M, P’ Q.

Zauwazmy, ze kat F PF, jako wpisany oparty na $rednicy, jest prosty. Stad wynika,
ze kat EPK rowniez jest prosty. Ponadto CE=CP, wiec punkt C' jest srodkiem okregu
opisanego na tréjkacie EPK. Wobec tego CK = C'E; analogicznie BL = BE, za$ na
mocy lematu BM =CFE. Mamy zatem

KM=KC+CE+EM=2-CE+FEM =
=2-BM+EM=BE+FEM=BL+BM=LM,

co konczy dowodd.

Sposob 11. Wykazemy, ze istnieja okregi o1, 02 styczne do prostej BC' odpowiednio
w punktach K i L i takie, ze punkt M lezy na ich osi potggowej. Wtedy otrzymamy
MK?=ML?, co jest rébwnowazne tezie zadania.

Zastosujmy inwersje wzgledem okregu o srodku w punkcie F' i promieniu EF. Ob-
razem okregu o jest prosta BC, zas obrazem prostej BC' jest okrag o. Obraz prostej AC'
jest okregiem stycznym do prostej BC' w obrazie punktu P, czyli w punkcie K. Ponadto
przechodzi przez $rodek inwersji F' i obraz A* punktu A. Podobnie obraz prostej AB
to okrag styczny do prostej BC' w punkcie L i przechodzacy przez F oraz przez A™.
Zauwazmy, ze punkt A* lezy na prostej F'A, czyli prosta ta jest osig potegows obra-
z6w prostych AB i AC. Poniewaz punkt M nalezy do prostej F'A, otrzymane okregi
spelniajg podane na poczatku warunki, co koniczy dowdd.
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14. Udowodnié, ze z dowolnych 200 liczb naturalnych mozna wybraé¢ 100 liczb
takich, ze ich suma jest podzielna przez 100.

Rozwigzanie

Oznaczmy przez T'(a) nastepujace twierdzenie: z 2a — 1 liczb naturalnych mozna
wybraé a liczb, suma ktérych jest podzielna przez a.

Udowodnimy najpierw, iz zachodza T'(2) i T'(5). Twierdzenie T'(2) jest oczywiste.
Zajmijmy sie twierdzeniem T'(5).

Przypu$émy przeciwnie, ze T'(5) nie zachodzi. Niech a1,a2,...,a9 beda takie, ze
zadne pieé z nich nie daje sumy podzielnej przez 5. Dalej bedziemy utozsamiaé liczby
rowne modulo 5, wiec bez straty ogdlnosci mozna zalozyc, ze 0< a1 <...<ag<4. Gdyby
wsréd ai,as,...,ag wystepowaly cztery rézne liczby aq,,ai,,ais,a4,, to dla dowolnego
k=0,1,2,3,4 mozna wybraé t,u takie, ze a;, +a;, =k (mod 5). Tak jest, gdyz spo-
§rod par (0, k), (1, k—1), (2, k—2), (3, k—3), (4, k—4) co najwyzej jedna zawiera
dwa jednakowe elementy i kazda z reszt wystepuje w co najwyzej dwoch parach. Za-
tem mozna wzigc dowolne a;,ai4,ai, i dobra¢ do nich odpowiednie a;,,a;,, tak, by
Qi5 + Qi + ai; +ai, +ai, byto podzielne przez 5. Oczywistym jest, ze zadna z liczb nie
moze wystapi¢ wsréd a1, az, ..., a9 wiecej niz cztery razy. Zatem wérdd ai,az,...,a9 wy-
stepuja doktadnie trzy rézne liczby i kazda z nich co najwyzej cztery razy. Wystarczy
rozwazy¢ 2 przypadki:

1. Te trzy liczby sg kolejne. Zatem sa one réwne q¢—1,q,q+ 1 dla pewnego ¢
(oczywisécie modulo 5). Stad ktéras z konfiguracji

k,k—1,k—1,k+1,k+1], [k, k,k,k+1,k—1]
wystepuje wérdd liczb aq,az,...,a9.

2. Te trzy liczby nie sa kolejne. Zatem sa one réwne q—2,q,q+2 dla pewnego q.
Stad ktéras z konfiguracji

k,k—2,k—2,k+2,k+2), [k, k,k, k+2,k—2]
wystepuje wsréd liczb a1,a2,...,a9.

Udowodnimy teraz, iz jesli zachodza twierdzenia T'(a) oraz T'(b), to zachodzi réw-
niez twierdzenie T'(ab); da to natychmiast tez¢ zadania.

Przypusémy, ze danych jest 2ab—1 liczb naturalnych. Wybierzmy z nich b liczb,
suma ktorych jest podzielna przez b. Z pozostatych znéw wybieramy b liczb, suma
ktérych jest podzielna przez b. Powtarzamy te czynnosé¢ 2a —1 razy. Utworzylidmy
wiec 2a —1 grup po b liczb. Oznaczmy sumy liczb z tych grup odpowiednio przez
bS1,b52,...,0824—1. Sposrdd liczb S1,S52,...,52¢—1 wybieramy a liczb, tak, by ich suma
byta podzielna przez a. W ten sposéb otrzymalidmy ab liczb, ktérych suma jest po-
dzielna przez ab.
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15. Niech (a1, ag, ..., a2004) bedzie permutacja zbioru {1, 2, ...,2004}. Udowodni¢,
ze zachodzi nieréwno$é

24_@_'_”._'_0«2003 +a2004 < 2005.
az ag G:2004 a1
Rozwigzanie
Bedziemy indukcyjnie dowodzié7 ze dla dowolnego n >4 oraz dowolnej permutacji
(a1, az, ..., an) zbioru {1, 2 ., n} zachodzi nieréwnoséé
An—1 an
— + + F—F+—>n+1
az Qn ai

Dla n =4 wystarczy sprawdzm 6 przypadkéw, gdyz bez straty ogdlnoéci mozemy

przyjaé¢ a1 =1.
71

1,23 4
PR RN IR TR
1 2 4 3 16 5
2ttt
1,.3,2 4 19
3tatati=3 7>
143,42 0l 4
3 4 2 1 12 ’
1 4 2 3 71
itatytiT o™
14,8 2 61
4 3 2 1 12

PrzejdZzmy do kroku indukcyjnego. Niech n > 5 bedzie liczba naturalna. Zauwazmy, ze
dla dowolnych liczb naturalnych i, j < n zachodzi nieré6wnosé

i on_ 1

—4+-=>-+1

noj
Istotnie,
3‘+97171_ ij+n’—in—jn _ (n—i)(n—j)
noj J Jn Jn

Niech (a1, ag, ..., an) bedzie permutacja zbioru {1, 2, ..., n}. Bez straty ogdlnosci
mozemy przyjaé, ze a, =n. Wobec tego
ar a2 An-2 Qn—1 Qn An_2 i (M n > S

> 0.

e e e + + 4= +—
az a3 an—1 Gn ai a2 Gn—1 n ai
an—2 An—1
>—+ + 4= +< +1>

An—1 ai

( + 2ty e 1>+1>n+1

as An—1 ai

16. Na plaszczyznie dane sg cztery proste drogi, z ktorych zadne dwie nie sg
rownolegle i zadne trzy nie przecinaja si¢ w jednym punkcie. Kazda droga idzie ze
stata predkoscia jedna z czterech oséb: Fredek, Pazdzioch, Boczek i Waldu$. Kazda
para przy spotkaniu wypija 2 napoje marki MF. Dowies¢, ze liczba wypitych napojéw
marki MF jest r6zna od 10.
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Rozwigzanie

Réwnowazne sformulowanie zadania jest nastepujace: niemozliwa jest sytuacja,
aby doktadnie jedna para osob sie nie spotkala. Oznaczmy potozenie Fredka, Pazdzio-
cha, Boczka i Waldusia odpowiednio przez F', P, Bi W.

Sposob 1. Wprowadzmy uklad wspélrzednych na plaszczyznie i rozwazmy trojwy-
miarowg przestrzen, w ktorej trzeciag wspélrzedna jest czas. Poniewaz kazda z os6b
idzie ze stalg predkoscia, wiec jej droga w opisanej czasoprzestrzeni jest linig prosta.
Przypusémy, ze wbrew tezie zadania bylo dokladnie pieé spotkan; zatézmy, ze Waldus
i Fredek nie spotkali sie. Spotkanie dwoch oséb oznacza, ze ich drogi w czasoprzestrzeni
przecinaja sie. Rozwazmy plaszczyzne rozpinana przez drogi Boczka i Pazdziocha. Po-
niewaz droga Fredka przecina zaréwno droge Boczka, jak i droge Pazdziocha, wiec lezy
ona w rozwazane]j plaszczyznie. Droga Waldusia przecina droge Boczka i Pazdziocha,
a wiec tez lezy w tej plaszczyznie. Stad drogi Fredka i Waldusia leza w jednej plasz-
czyznie i nie sa rownolegle, a zatem przecinaja sie — czyli Fredek i Waldus spotykaja
sie.

Sposob 11. Przypusémy, wbhrew tezie, ze wszystkie spotkania maja miejsce za wy-
jatkiem spotkania Waldusia (W) i Fredka (F'). Rozwazmy prosta k przechodzaca przez
punkt spotkania Pazdziocha (P) i Boczka (B) prostopadla do prostej przechodzacej
przez punkty polozenia P i B w godzine po ich spotkaniu.

Prosta k posiada nastepujaca wlasno$é: w kazdym momencie rzuty punktéw P i B
na prosta k pokrywaja sie. Rzut Fredka na prosta k pokrywa sie z rzutami P i B
zaré6wno w momencie spotkania Fredka z Pazdziochem, jak i w momencie spotkania
Fredka z Boczkiem. Wynika stad, ze rzuty punktéw P, B, F' pokrywaja si¢ w kazdym
momencie. Analogicznie postepujemy z punktem W. Poniewaz Waldus i Fredek rzutuja
sie na ten sam punkt, wiec znajda sie w punkcie przeciecia ich drég w tym samym
momencie.

Uwaga. Mozna dodatkowo wykazaé, ze w dowolnym momencie wszystkie cztery
osoby znajduja sie na jednej prostej. Przy rozwiazaniu sposobem I ta prosta to prze-
ciecie plaszczyzny podniesionej o t z plaszczyzna, o ktérej mowa w rozwigzaniu. Przy
sposobie II obrazem tej prostej jest wspélny punkt otrzymany jako rzut punktéw
W, F,BiP.

17. Udowodnié, ze dla dowolnej liczby naturalnej n liczba
cos™ =+ cos™ 3m +cos” om
7 7 7

jest wymierna.

Rozwigzanie
Oznaczmy
T 3T 5w
Ty = cos" = +cos™ = +cos™ = n>0.
Niech

ck:cosk%r, k=0, +1, +2, ....

Zauwazmy, ze ¢ jest wspéirzedna x jednostkowego wektora ez, ktéry tworzy kat '%’T
z dodatnig pélosia z. Latwo sprawdzié, ze c74m = Cr—m = —Cm.-
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Zauwazmy, ze zachodzi réwnosé

(*) Gd+@teteireitei+eg=0.
Istotnie, po obrocie o kat = 27 caty uktad wektoréw przechodzi w siebie, wiec suma nie
zmienia sie, a wiec jest réwna 0.
Z réwnania (*) natychmiast wynika, ze cr 4 2c¢1 +2¢3 4 2¢5 =0, skad
1 1
rr=ci1+tcztcs= *507 = 5

Poniewaz

26%262+1:—C5+1, 26§:CG+1:—61+1, 2c5 =cio+1=—c3+1,
wiec
5

(3761703705):1.

1
r2:c§+c§+c§:§

Udowodnimy, ze liczby c1, c¢3, ¢s5 sa pierwiastkami wielomianu o wspotczynnikach wy-
miernych. Rozwazmy wielomian

W(z)=(z—c1)(z—cs3)(x—cs) =2° +aoz® + a1z + ao.
Mamy

1
az=—(c1+c3+cs5)=—"r1 =y

1 2 2 2 2 2 1
a1 =cicztceses e = 5((01 +ec3tces) —ci—c3—c5) = 5(1“1 —r2) = 5
T 2T 47 SSlnfcosfcos—cos—
ag = —C1C3C5 = —C1C2C4 = — COS - COS —/ COS — = — =
7 7 7 851117
81

_ 4sm7cos7cos T _ 251n7cos7 _ sm7 _1

p= .

8sin Z 8sm7 8sm7 8

Zatem dla kazdego i =1, 3, 5 spelniona jest réwnosé
1 1 1
3 2

Ci—§ci _icl‘f'g:().

A wiec dla kazdego n > 2 mamy

. 1 1,4 1,
z+1 Ecz +2Cz 1_§Ci 2

Dodajac trzy rownoéci, odpowiadajace i =1, 3, 5, uzyskujemy
1 1
Tn+1 = irn + 57"71,71 - §Tn72-
Poniewaz 1o, 71 1 72 sa wymierne, wiec wszystkie liczby r, sa wymierne.

18. Punkty P i @ leza wewnatrz tréjkata ABC, przy czym
IPAB=4PBC=9PCA=a oraz JQAC=IQCB=<4QBA=3.
Wykazaé, ze a= (.
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Rozwigzanie
Oznaczmy przez P’ punkt izogonalnie sprzezony do punktu P. Wéwczas
IP'AC=94P'CB=4P'BA=a.

Poniewaz punkt X spetniajacy réwnoéci $XAC = 4XCB = 4XBA jest wyznaczony
jednoznacznie w tréjkacie ABC, wiec mamy P’ =(Q, a wiec o= 3.

19. Znalez¢ wszystkie liczby pierwsze p postaci 6k+ 1, dla ktérych istnieje funk-
cja f, okreslona na zbiorze liczb rzeczywistych nieujemnych, o wartosciach w zbiorze
liczb rzeczywistych taka, ze

(fofo...of)(x)=14+x+2x.
——

p razy

Rozwigzanie
Okreslmy

1
fx)= (§+\/5)2-
Udowodnimy indukcyjnie, ze dla kazdego n

() (fofo...of)(@)=(=+a),
—_—— p

n razy

co dowiedzie, iz wszystkie liczby pierwsze postaci 6k + 1 maja zadang wtasnoé¢. Dla
n=1 réwnosé (*) to definicja f. Dla n>1,

(Fofo...of)=f(=L 4 va)?) =
— P

n razy

1 n—1 2 _ ﬁ 1:2
(;"‘T‘F\/E) *(p"‘\f)-

20. Dany jest tréjkat ostrokatny ABC. Wysokosci tego tréjkata przecinaja sie
w punkcie H. Okrag o $rednicy AH przecina okrag opisany na tréjkacie ABC w punk-
tach A i K. Prosta K H przecina odcinek BC' w punkcie M. Wykazaé, ze punkt M jest
srodkiem odcinka BC.

Rozwigzanie

Lemat: Dany jest tréjkat ostrokatny ABC wpisany w okrag o, punkt H jest jego
ortocentrum. Obrazy H w symetriach wzgledem bokéw trdjkata leza na okregu o.

Dowdd lematu: Niech AR bedzie wysokoécig tréjkata ABC, zaé H' niech be-
dzie punktem przeciecia pétprostej AH ~ z okregiem o. Wykazemy, ze H' jest obra-
zem punktu H w symetrii wzgledem boku BC. W tym celu wystarczy udowodnié, ze
HR = H'R.

Zauwazmy, ze tréjkaty CBP i CAR sa podobne, za$é katy SCBH' i SCAH' sa
wpisane oparte na tym samym tuku. Wobec tego

YRBH =4CBP=4CAR=<4CAH'=4CBH' =JRBH'.

Odcinek BR jest zatem jednoczeénie wysokoscia i dwusieczna w tréjkacie H BH'| zatem
jest tez érodkowa, czyli HR= H'R, co koficzy dowdd lematu.
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Rozwigzanie zadania: Zauwazmy, ze S$rednica okregu opisanego na trdjkacie
APQ jest odcinek AH. Niech N bedzie srodkiem boku BC|, pdélprosta NH ™ niech
przecina okrag opisany na tréjkacie ABC w punkcie L. Wykazemy, ze SALH =90°,
czyli L=K.

Niech punkt O bedzie $rodkiem okregu o opisanego na tréjkacie ABC, punkt H'
obrazem H w symetrii wzgledem boku BC, punkt H” obrazem H w symetrii sSrodkowe;
wzgledem punktu M. Na mocy lematu punkt H’ lezy na okregu o. Punkt H” jest jego
obrazem w symetrii wzgledem symetralnej cieciwy BC, wiec tez lezy na okregu o. Ta
symetralna cieciwy BC' przechodzi przez punkt O, a prosta AH' jest do niej réwnolegta,
wiec punkt O jest érodkiem odcinka AH”. Stad kat ALH'"', jako wpisany oparty na
$rednicy okregu o, jest prosty. To konczy dowéd, poniewaz SALH = JALH".

21. Rozstrzygnadé, czy istnieje nieskonczony ciag liczb naturalnych taki, ze zaden
wyraz tego ciagu i zadna suma dowolnej liczby wyrazéw tego ciagu nie jest potega
liczby naturalnej o wyktadniku catkowitym wiekszym od 1.

Rozwigzanie
Szukanym ciggiem jest ciag
2, 22.3, 2%.3%.5, 22.3%2.5%.7, ..., 2237 puiPopn, ...,

gdzie p,, oznacza n-ta liczbe pierwsza. Zadna suma wyrazéw tego ciggu nie jest potega
liczby naturalnej, poniewaz kazda z takich sum jest podzielna przez py, gdzie k jest
najmniejszym z numeréw wyrazéw ciggu wchodzacych w sklad tej sumy i nie jest
podzielna przez pi>.

22. Dany jest pieciokat wypukly o wierzchotkach w punktach o wspétrzednych
catkowitych. Wykazac, ze istnieje punkt o wspoétrzednych catkowitych lezacy wewnatrz
tego pieciokata.

Rozwigzanie

Niech ABC DFE bedzie pieciokatem wypuktym o wierzchotkach w punktach krato-
wych, zawartym w danym pieciokacie i majacym najmniejsze pole. Z zasady szufladko-
wej wynika, ze srodek pewnej przekatnej pieciokata ABC DE lub srodek jednego z jego
bokéw jest punktem kratowym. W pierwszym przypadku teza zadania jest spelniona.
W drugim przypadku przyjmijmy, ze X jest $rodkiem odcinka AB. Wéwczas pieciokat
X BCDE ma wierzchotki w punktach kratowych, jest zawarty w wyjSciowym piecioka-
cie oraz ma pole mniejsze od pola pieciokata ABCDE. Uzykana sprzeczno$é dowodzi,
ze istnieje punkt kratowy lezacy wewnatrz pieciokata ABCDE.

23. Udowodnié, ze dla dowolnej liczby dodatniej a zachodzi nieréwnosé

a® 4> 1.
Rozwigzanie
Udowodnimy, ze dla dowolnych liczb dodatnich a i b zachodzi nieréwnosé
b a
a +b">1.

Nieré6wnosé ta natychmiast pociaga za sobg teze zadania: wystarczy przyjaé¢ b= a’.
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Jezeli a>1 lub b>1 to nieréwno$¢ zachodzi w sposdb oczywisty. Przypu$émy
zatem, ze a, b € (0,1). Udowodnimy, ze
b a a b
a’>—-7-" b"> .
a+b’ a+b
Ze wzgledu na symetrie wystarczy udowodnié¢ tylko pierwsza z tych nieréwnosci. Na
mocy nieréwnosci Bernoulliego,

b\ 11
(1 + *) >14+—->—.

a a’ a

Wystarczy juz tylko obie strony podnie$¢ do potegi b.

24. Na bokach tréjkata ABC zbudowano, po jego zewnetrznej stronie, prostokaty
ABDE, BCGF, CAHI. Udowodnié, ze symetralne odcinkéw DF', GI, HE przecinaja
sie w jednym punkcie.

Rozwigzanie

Sposéb I. Oznaczmy przez P punkt przeciecia symetralnych odcinkéw DF i GI.
Wéwezas

PH? - PE*=(PI’4+ PA®> - PC?)— (PD*+PA* - PB*) =
=PI?—PC*-PD*+PB?*=PG*-PC*-PF>+PB*=0,
skad wynika, ze punkt P lezy na symetralnej odcinka HFE.

Sposéb II. Dla ustalenia uwagi przyjmijmy, ze trojkat ABC jest ostrokatny. Dowdd
dla pozostaltych trojkatéw przebiega analogicznie.

Oznaczmy przez K, L, M $rodki okregéw opisanych odpowiednio na tréjkatach
AHE, BDG, CFI. Wéwczas proste KA, LB, MC przecinaja si¢ w jednym punkcie
S — srodku jednoktadnosci tréjkatéw ABC i KLM. Niech X, Y, Z beda odpowiednio
$rodkami odcinkéw HE, DG, FI1. Wowczas

JAKM = L4AKH = YAEH = 4XKL.

Zatem proste KX, LY, MZ, czyli symetralne odcinkéw HE, DF'| GI, przecinaja sie
w jednym punkcie — izogonalnie sprzezonym do punktu S.

25. Zawodnicy Zi,Z2,...,Z2004 biora udzial w Meczu Matematycznym. Zawod-
nicy Zaooz i Z2004 sa kapitanami i wybieraja swoje druzyny wedlug nastepujacego al-
gorytmu: w kazdej rundzie najpierw kapitan Zsoos wyznacza zawodnika sposréd dotad
niewybranych, a Zsp03 decyduje, do ktérej druzyny on trafi, nastepnie Zzp03 wyznacza
zawodnika sposréd dotad niewybranych, a Zsgpsa decyduje, do ktérej druzyny on trafi.
Procedura powtarzana jest do momentu, w ktérym jedna z druzyn bedzie liczyé juz
1002 zawodnikéw — wtedy wszyscy pozostali trafiaja do druzyny przeciwnej. Dla kaz-
dego i zawodnik Z; rozwiaze podczas meczu ¢ zadan, przy czym kazde zadanie zostanie
rozwigzane przez co najwyzej jednego zawodnika. Mecz wygra druzyna, ktora rozwiaze
tacznie wiecej zadan. Rozstrzygnaé, ktéry z kapitanéw (jesli ktérykolwiek) posiada
strategie wybierania druzyny pozwalajaca mu, niezaleznie od zachowania przeciwnika,
zapewnié¢ swojej druzynie zwyciestwo w Meczu Matematycznym.
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Rozwigzanie

Najpierw przedstawimy strategie kapitana Zaoo3 zapewniajaca mu co najmniej
remis. Otéz w kazdej rundzie, w ktérej Zaoosa wyznaczy Zi, Zaoos bierze go do swojej
druzyny, jesli tylko k > 1002, w przeciwnym wypadku go odrzuca. Nastepnie wyzna-
cza zawodnika Zsgpz—k. Po tak rozegranej rundzie albo ktéras z druzyn wzbogaci sie
o dwéch zawodnikéw 1 2005 zadan, albo obie druzyny wezma po jednym zawodniku,
przy czym Zaoos wezmie zawodnika o wigkszym numerze niz Zsgo4. Poniewaz jednak
Z2003 ma w swej druzynie do obsadzenia nieparzysta liczbe miejsc, to w ktoérejs run-
dzie musial wziaé¢ doktadnie jednego zawodnika, a zatem zyska¢ przewage nad druzyna
zawodnika Z2004 1 co najmniej wyréwnac liczbe zadan rozwigzanych podczas Meczu.

Strategia kapitana Zsgo4a moze natomiast wygladaé jak ponizej:

Na poczatku gry wyznacza on zawodnika Z1002, a na kolejne ruchy przeciwnika reaguje
nastepujaco (zalézmy, ze przeciwnik wyznaczy! zawodnika Zy):

Przypadek 1. k=1001. Wtedy podejmuje taka decyzje, aby Z1go1 i Zioo2 znalezli
sie w réznych druzynach. Na takiej ”wymianie” moze on straci¢ co najwyzej jedno
zadanie. Dalej wyznacza zgodnie z metodg opisang w przypadku 2.

Przypadek 2. k#1001. Jesli k > 1002, to bierze tego zawodnika, w przeciwnym
wypadku go odrzuca i w najblizszej rundzie: jezeli Zapos—« jest jeszcze niewybrany, to
go wyznacza, jezeli juz byl, to wyznacza dowolnego zawodnika Z; takiego, ze Zaoos—i
réwniez pozostaje nadal niewybrany. Latwo zauwazy¢, ze przy tej strategii taki za-
wodnik bedzie zawsze istnie¢ (par postaci (¢,2003—1) jest nieparzyscie wiele, wiec jesli
drugi gracz mégl "napoczaé” nowsg, pare, to pierwszy w kolejnym ruchu takze bedzie
mégl to zrobid).

Rozumowanie analogiczne do przedstawionego przy strategii kapitana Zapoz po-
kazuje, ze, pomijajac kapitanoéw zawodnikéw Z1001 i Z1002, ktérzy znajda sie na pewno
w przeciwnych druzynach, zawodnicy wybrani przez Zspos4 rozwiaza w sumie przynaj-
mniej tyle zadan, co zawodnicy wybrani przez Z2o3.

26. Niech a1, a2, ..., an beda liczbami dodatnimi spelniajacymi warunek
ar+as+...+a,=1.
Dlake{1,2,...,n} oznaczmy Hj, = ﬁ Udowodnié, ze zachodzi nieréwnosé
i+

Rozwigzanie

Udowodnimy najpierw, ze

(*) Hkg (a1+4a2+.‘.+k2ak).

4
k(k+1)2
Korzystajac z nieréwnosci Schwarza mamy

11 1
<f+f+...+f) (a1 +4az+...+kap) =
al a2z ak

_<< 1>+< 1) +...+(@)2)<<\m F @Vt (hyaD)?) >
([T ] -
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k*(k+1)°
=(1+2+...+k)1*= %,
skad bezposrednio wynika nieréwnosé (*).
Dodajac stronami nieréwnosci (*) dla k=1, 2, ..., n otrzymujemy nieréwnosé

Hi+Ho+...+H, <o1a1 +azaz+...+anan,

gdzie

ai:4i2< L ! +...+¥>.

i(t+1)2  (i+1)(i+2)? n(n+1)2
Do rozwiazania zadania pozostalo wiec wykazaé, iz a; <2 dlai=1, 2, ..., n. Zauwazmy,
ze dla kazdej liczby naturalnej m mamy
1 1 2m+1 _1/1 1

mmt1)Z 2 mEmi1)? 2 (W‘ (m+1)2> '

Zatem dla kazdego i€ {1, 2, ..., n}
o <4i?- X (i— LA S +...+i—;> =
2\2  (1+1)2  (i+1)? (i+2)2 n? (n+1)2

_o2(l__ 1
=22 <i2 (n+1)2><2'

27. Udowodnié¢, ze réwnanie
B r2=2°
ma nieskonczenie wiele rozwigzan w liczbach naturalnych x, vy, z.
Rozwigzanie
Zachodzi tozsamo$é
(k—1)> 46k +2=(k+1)°.

Wybierzmy takie k, aby liczba 6k* byla sze$cianem liczby naturalnej, np. k = 6m?;
otrzymujemy réwnosé
(6m® —1)° + (6m*)* +2=(6m> +1)°.

Zatem wszystkie tréjki postaci (6m® —1, 6m?, 6m® +1) sa rozwiazaniami réwnania.

28. Dany jest taki trojkat ABC, ze BC # CA. Punkty D i E leza odpowiednio
na bokach BC' i C'A tego tréjkata, przy czym BD = AE. Odcinki AD i BE przeci-
naja sie w punkcie P. Dwusieczna kata ACB przecina odcinki AD i BE odpowiednio
w punktach @ i R. Wykazaé, ze

AQ QP PD

BP PR RE’

Rozwigzanie

Oznaczmy przez K, L, M odpowiednio $rodki odcinkéw C'P, DE, AB. Wéwczas
punkty K, L, M leza na jednej prostej. Poniewaz EA+DB=2LM oraz EFA=DB,
wiec prosta LM jest réwnolegta do prostej CQ, a wiec KM || CQ.
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Oznaczmy przez F' punkt przeciecia prostych C'Q i AB. Niech ponadto G bedzie
punktem symetrycznym do punktu F wzgledem punktu M. Wéwczas AF =GB oraz
CF' || PG. Niech ¢ bedzie dowolng prosta prostopadta do dwusiecznej kata ACB.

Oznaczmy przez A', B', C', D', E’', P' odpowiednio rzuty prostokatne punktéw
A, B,C, D, E, Pna prosta {. Wtedy A'E'=B’'D’ oraz E'C’ =P’ D’, skad bezpoérednio
wynika teza.

29. Dowiesé¢, ze dla dowolnej liczby naturalnej n zbiér liczb naturalnych od 1
do 2*1 mozna podzieli¢ na roztaczne zbiory tak, aby w kazdym zbiorze najwigksza
liczba byta réwna sumie pozostatych liczb z tego zbioru.

Rozwigzanie

Dla n =1 teza zadania jest oczywista. Dla pozostalych n teza zadania wynika
indukcyjnie z nastepujacego faktu:

Dla dowolnej liczby naturalnej k, zbiér liczb od k+1 do 7k+ 3 mozna podzielié
na rozlaczne zbiory tak, aby w kazdym zbiorze najwigksza liczba byta réwna sumie
pozostaltych liczb z tego zbioru.

Podziatem spelniajacym powyzszy warunek jest:

{k+1, 4k+2, 5k+3}, {k-+2, 4k+3, 5k+5}, {k+3, 4k+4, 5k+7}, ...
oy {2k—1, 5k, Tk—1}, {2k, 5k+1, Tk+1}, {2k+1, 5k+2, Tk+3},

{2k+2, 3k+2, bk+4}, {2k+3, 3k+3, 5k+6}, {2k+4, 3k+4, 5k+8}, ...

o, {3k—1, 4k—1, Tk—2}, {3k, 4k, Tk}, {3k+1, dk+1, Th+2}.

Zawody druzynowe:

1. 32 proste dzielg kolo o promieniu 10 cm na pewna liczbe czesci. Udowodnié, ze
w jednej z nich da sie zmiesci¢ koto o promieniu 3 mm.

Rozwigzanie

Przypusémy, ze nie istnieje taka cze$é, w ktérej moznaby pomiesci¢ okrag o pro-
mieniu 3 mm. Dla kazdej z prostych utwérzmy strefe miedzy dwoma réwnolegtymi do
danej prostej biegnacymi w odleglosci 3 mm od niej. Tak wiec te strefy pokrywaja koto
o promieniu (100 —3)mm. Sprébujmy oszacowaé pole pokryte tymi strefami. W tym
celu postepujemy w nastepujacy sposéb: rozpatrzmy sfere o $rodku wspdélnym ze $rod-
kiem naszego kota i promieniu R =97mm. Przez proste ograniczajace kazda ze stref
prowadzimy plaszczyzny naszego kota. Tak wiec otrzymane na sferze strefy powinny ja
w calosci pokrywaé. Kazda ze stref na sferze wycina pole 27 -6mm - R. Pole catej sfery
wynosi 4rR?. Stad otrzymujemy 2 -6mm - R-32 > 4w R?, co prowadzi do nieréwnosci
96 > 97.

2. Przedstawi¢ liczbe 1 w postaci sumy 99 odwrotnosci réznych nieparzystych
liczb naturalnych.
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Rozwigzanie
Zauwazmy, ze liczba 945 =3%.5.7 ma 15 dzielnikéw wlasciwych o sumie 975.
Usuwajac sposrdd nich liczby 1, 3, 51 21 otrzymamy przedstawienie liczby 945 w postaci
sumy 11 jej dzielnikow:
945=315+189+135+105+63+45+35+27+15+9+7.
Stad uzyskujemy réownodc:
1.1 1 1 1 1 1 1 1 1 1

l=—dododot—d—F bt —F—F—.
sts 7ot st ar T35 st 105 T 135

Zauwazmy, ze zachodzi tozsamo$é:
1 1 1 1

3a 5a 9a 45a’
Postugujac sie ta réwnoscia, z podanego wyzej przedstawienia jedynki jako sumy je-
denastu ulamkoéw kolejno mozemy uzyskaé¢ odpowiednie przedstawienia jedynki jako
sumy 13, 15, 17, ..., 99 utamkdéw egipskich o mianownikach nieparzystych.

3. Niech p i ¢ beda réznymi liczbami pierwszymi nieparzystymi. Dowiesé, ze liczbe

2
(1+92)" ~(1+v2)"
mozna przedstawi¢ w postaci
p(no+n1 V24na Va4 .. +nga \q/%j) :
gdzie liczby no, n1, na, ...ng—1 sa catkowite.

Rozwigzanie
Niech Z [{I/Q] oznacza zbiér liczb postaci

n0+n1 {1/54»712 {1/1+...+nq_1 \/q 2q—1 .

Dla liczb a,b € Z [{1/5] niech zapis a =0 (modp) oznacza, ze liczba a—b jest postaci

p(noJrnl Y2414 {I/ZJr...Jrnq,l v 2‘1—1) .

Poniewaz wspélczynniki dwumianu Newtona (z) sg podzielne przez liczbe p dla

1<k<p—1, wiec dla dowolnych a,b€Z [\q/i] mamy
(a+b)P =a”+b"
i podobnie dla dowolnego m
(a+b)P" =a®" +07" .
Teza zadania polega na udowodnieniu
2
(14+92)" =(1492)" (modp),

czyli

2
op? /1 = gr?/a (modp),

co z kolei mozna otrzymac przez obustronne podniesienie

2pq(q_1)/" =29l (mod p)
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do potegi p?. Ostatni warunek wynika z malego twierdzenia Fermata, jezeli liczba
p?@=Y _1 jest podzielna przez qlp—1).

Liczba p?~! —1 jest podzielna przez ¢ i przez p— 1, wiec jest podzielna przez
g(p—1), o ile g nie jest dzielnikiem liczby p— 1.

Jezeli liczba p—1 jest podzielna przez ¢¥, ale nie jest podzielna przez g
liczba p jest postaci ag®+1. Wowczas liczba p? —1 jest podzielna przez ¢*+!, a co za
tym idzie, jest podzielna przez q(p—1).

Tak wiec zawsze jedna z liczb p? —1 oraz p?~ ! —1 jest podzielna przez q(p—1),
zatem liczba p?@~1Y —1 jest podzielna przez p(g—1).

k41
, to

4. Dana jest liczba wymierna g€ (0,1) oraz taka funkcja f:R—R, ze dla dowolnych
liczb rzeczywistych z, y zachodzi nieréwnosé

fler+(1—q)y) <af(x)+(1-a)f(y).
Dowiesé, ze dla dowolnej liczby wymiernej r € (0,1) oraz dowolnych liczb rzeczywistych
x, y zachodzi nieréwnosé

flra+(1=r)y) <rflz)+Q-r)f(y).

Rozwigzanie
Niech z, y beda dowolnymi liczbami rzeczywistymi oraz niech z=(x+y)/2. Wéw-
czas

F@)=f(2+a0 -z +a(1-qy+(1-9)*2) <
<qf(gz+(1-q@)x)+(1-q)f(qy+(1—q)2) <
<PfR)+al—-a)f(@)+al—a)f(y)+(1—q)°f(2),

co po uproszczeniu daje

f<m+y> <f@+1W)
2 2
Przez indukcje wzgledem k dowodzimy, ze dla n=2" oraz dowolnych liczb rzeczy-
wistych x1, 2, ..., T» zachodzi nieréwnosé
T1+T2+...+Tn fle)+f(m2)+...+ f(zn
0 i AR COEREiCh)
n n
Ktadac we wzorze (x)
I T1+To+...+Tpn_1

n—1
dowodzimy, ze
f($1+$2+...+1’n71> < flz)+f(x2)+...+ f(xn-1)
n—1 = n—1

I’
co przez indukcje wsteczna daje (x) dla dowolnego n.
Jedli r =m/n, to teza zadania wynika z podstawienia we wzorze (*)
T1=Ta=...=Tym =2
oraz
Tm+l1 =Tm42=...=Tnpn =Y.
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5. Punkt P lezacy wewnatrz czworokata wypuklego ABC'D ma te wlasnosé, ze
jego rzuty prostokatne na proste AB, BC, CD i DA leza na jednym okregu o. Dowies¢,
ze $rodki odcinkéw AC i BD oraz srodek okregu o leza na jednej prostej.

Rozwigzanie
Sposéb I. Rozwiazanie to jest oparte na dwéch ponizszych lematach. Przez [F]
bedziemy oznaczaé pole figury F.

Lemat 1. Punkty A, B, C, D leza na okregu o. Proste AB i CD przecinaja sie
w punkcie P. Punkty A i D sa odpowiednio rzutami prostokatnymi punktu Q, lezacego
wewnatrz okregu o, na proste AB i CD. Analogicznie, punkty B i C' sg odpowiednio
rzutami prostokgtnymi punktu R na proste AB i C'D. Wéwczas

[PBQ]=[PDR].

Dowdd: Z faktu, ze punkty A, B, C, D lezg na jednym okregu otrzymujemy réwnosé
JADQ = <CBR. Analogicznie uzyskujemy <DAQ = <BCR. Stad wynika, ze trojkaty
ADQ i CBR sa podobne. Podobne sa réwniez trojkaty PAD i PCB. Zatem

PD_AD_ QA
PB CB RC’
skad PB-QA=PD-RC, czyli [PBQ]=[PDR].

Lemat 2. Dany jest czworokat wypukty ABCD, nie bedacy réwnoleglobokiem,
oraz liczba dodatnia a. Wéwczas wszystkie punkty P lezace wewnatrz czworokata
ABCD, dla ktérych [PAB]+ [PCD] = a, leza na jednej prostej.

Dowdd: Bez straty ogblnoséci mozemy przyjacé, ze proste AB i C'D nie sa réwnolegte.
Oznaczmy przez E punkt przecigcia prostych AB i CD (rys. 1). Niech ponadto K i L
beda takimi punktami lezagcymi odpowiednio na pétprostych EA™ i ED ™, 2e EK=AB
oraz EL=CD. Wowczas
(1) a=[PAB]+[PCD]=[PEK|+[PEL|=[EKL]+[KLP].

Punkty F, K i L nie zaleza od wyboru punktu P. Zatem na mocy réwnosci (1), pole
tréjkata K LP réwniez nie zalezy od wyboru punktu P. Stad wynika, ze wszystkie
punkty P leza na pewnej prostej, rownoleglej do prostej K L.

Przystepujemy do rozwiazania zadania.

Niech K i L oznaczaja odpowiednio srodki przekatnych AC' i BD, za$ niech O
bedzie $rodkiem okregu o. Wéwczas

[AKB]+[CKD]= $[ABCD]=[ALB]+[CLD)].
Zatem, na mocy lematu 2, wystarczy wykazaé, ze [AOB]+[COD] = [ABCD].

Niech A1, B1, Ci, D1 beda odpowiednio rzutami prostokatnymi punktu P na pro-
ste AB, BC', CD, DA. Niech @ bedzie punktem symetrycznym do punktu P wzgledem
punktu O. Oznaczmy ponadto przez Az, Ba, Cy, D2 rzuty prostokatne punktu @ odpo-
wiednio na proste AB, BC', CD, DA. Wéwczas punkty As, Ba, C2, Ds leza na okregu
0. Korzystajac z lematu 1 uzyskujemy nastepujace réwnosci

[AA2P]=[AD:\Q], [DD:Q]=[DPC:], [CCoP]=[CBi\Q], [BB1Q]=[BAyP].
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Stad otrzymujemy [APB]+[CPD]=[AQD]+[BQC], co daje
[APB]+[AQB] +[CPD]+[CQD] =[ABCD).
Poniewaz punkt O jest $rodkiem odcinka PQ, mamy ostatecznie
[AOB]+[COD] = %[ABCD] .

Sposéb II. 7 warunkéw zadania wynika, ze istnieje elipsa e wpisana w czworokat
ABCD, ktérej jednym z ognisk jest punkt P. Elipsa ta jest réwniez styczna do okregu o,
a jej srodek pokrywa si¢ ze srodkiem okregu o.

Przeksztalcajac afinicznie elipse e na okrag, zadanie sprowadza si¢ do znanego
twierdzenia Newtona, ktére jest szczegdlnym przypadkiem omawianego zadania: Sro-
dek okregu wpisanego w dany czworokat oraz srodki przekatnych tego czworokata leza
na jednej prostej. (Twierdzenie Newtona to prosty wniosek z lematu 2.)

Pierwszy Mecz Matematyczny:

1. Udowodnié, ze réwnanie x> +y°41=2z> ma nieskonczenie wiele rozwiazan w licz-
bach naturalnych z, y, z.

Rozwigzanie
Sposéb 1. Niech x =3k — 1. Wowczas
22+ 1=(3k—1)°+1=9k(3k* =3k +1) = 9k(k* — (k—1)?).
Jedli wiec przyjaé k=3m3, to widaé, ze tréjki (9m®—1, 3m(3m3—1), 9m*), m=1,2, ...,
sg rozwigzaniami danego réwnania.

Dla m =1 dostajemy tréjke (8, 6,9), dla m =2 tréojke (71, 138, 144), dla m =3
trojke (242, 720, 729), itd. Nasuwa si¢ pytanie, czy w ten sposéb otrzymamy wszystkie
rozwigzania. Okazuje sig, ze nie. Przytoczymy kilka przyktadéw, ktére nie nalezg do
wskazanego zbioru rozwigzan:

(135, 138, 172), (372, 426, 505), (426, 486, 577).

Sposdb 1. Latwo sprawdzié, ze wystarczy wziaé

= 34n+2 _3n+1, y= 33n+2 _ 17 = 34n+2.

2. Dowies¢, ze istnieje taka liczba naturalna n < 100 oraz takie liczby calkowite

T1, T2y ..., Tp, Z€
e+’ 4.zl =0,

a ponadto z; +z; #0 dla dowolnych 7,5 € {1,2,...,n}.
Rozwigzanie

Niech N bedzie duza liczbg catkowita. Rozwazmy zbidr wszystkich 50-wyrazowych
ciggéw liczb naturalnych a; <a2 <. ..<aso < N. Ciagéw tych jest nie mniej niz N°°/50!.
Kazdemu ciggowi przyporzadkujmy sume 49-tych poteg jego wyrazéw, a wiec liczbe
nie wieksza niz 50N*°. Jezeli N >50-50!, to ciggéw jest wiecej niz 50N*°, a zatem
pewne dwa ciagi majg te samg sume 49-tych poteg wyrazdw.

Wykreslamy wyrazy powtarzajace sie w obu ciagach, taczymy je w jeden ciag,
biorac wyrazy jednego ze znakiem minus.
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3. Udowodni¢, ze jedyng mozliwa wartoscig, catkowita wyrazenia

a?+b?
ab—1"’
gdzie a i b sg liczbami naturalnymi, jest 5.
Rozwigzanie
Niech
a’+v? _
ab—1 T

Wtedy a? — gab+b? +¢=0. Rozwazmy réwnanie
(%) 2® —qry+y° +¢=0.
Mamy udowodnié¢, ze jezeli powyzsze rownanie posiada rozwigzanie w liczbach natu-
ralnych z,y, to ¢ =5. Zauwazmy, ze dla ¢=1 i ¢ =2 takich rozwiazan nie ma; istotnie,
w tych przypadkach lewa strona jest dodatnia.

Zauwazmy, ze dla ¢ > 2 nie ma takich catkowitych rozwiazan, ze x =y; istotnie,
wowczas mielibySmy

0=21> —qw2+x2—|—q,

czyli
2 q 2
=L —1+-2 €(1,3).
q—2 * q—2 (1,3)
Dalej, zauwazmy, ze réwnanie (*) rozwazane jako réwnanie zmiennej x przy ¢>21iy>0
nie moze mieé¢ pierwiastkéw wielokrotnych; istotnie, jesli
A=yq" —4(y* +9) =0,

to

i prawa strona dla ¢ > 2 nie przekracza % i nie moze by¢ réwna 1.

Z kazdego rozwiazania (x,y) réwnania (*) mozemy uzyskaé inne rozwigzanie z tym
samym y; wsrod wszystkich rozwiazan (z,y) réwnania (*) takich, ze >y rozwazmy
rozwiazania (v,y), (w,y), v<w, o najmniejszym y. Zatem v=>y+1, w>y+2. Ze wzoréw
Viete’a mamy

vw:y2+q, v+w=qy.

Stad
y2+q—qy:vw—v—w:(U—l)(w—l)—l2y(y—|—1)—1:y2—|—y—1,
a zatem
1-y+q—qy =0,
czyli

(1-y)(1+q)=0.

Wobec tego y=1 i wszystkie powyzsze nieréwnosci musza byé réwnosciami. Stad v=2,
w=31qg=>5.
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4. Dana jest liczba naturalna n i wielomian W stopnia mniejszego od n o wspot-
czynnikach rzeczywistych. Niech S(k) bedzie suma cyfr liczby k. Udowodnié, ze

(1%1(1>S“>W<z’>)< S W (9i).

i=0 i=0

Rozwigzanie
Wykazemy, ze lewa strona nieréwnosci jest réwna 0. To natychmiast da nam teze.
Wystarczy wykazaé, ze dla dowolnej liczby catkowitej dodatniej k < n mamy
10™—1

(%) S (-1)*Wik =0
i=0
Rozwazmy funkcje
f(a:):(1—ex+62x—egx—i—...—egx)~(1—610w+620””—esox—i—...—egox)-...
.(1_610"*13:_’_62-10"*%_ _69'10"*%)

Kazde z wyrazen w nawiasach jest rowne 0 dla x =0; zatem wszystkie pochodne funk-
cji f rzedu mniejszego niz n w zerze sg réwne 0. Opuszczajac nawiasy otrzymujemy
1071
fla)= Y (~1)¥Dei,
i=1
skad

10" -1

f(k)(x): Z (_1)S(i)ikeiz

i=1
i podstawiajac =0 otrzymujemy tozsamosé (*).

5. Dana jest liczba naturalna k. Wyznaczy¢ wszystkie takie liczby naturalne n,
ze dla dowolnych liczb rzeczywistych nieujemnych z1, x2, ..., » 0o sumie n zachodzi

nieré6wnoéé
n n
3 2
kn—i—g x; Sn—&—ki Tj.
i=1 i=1

Rozwigzanie
Jesli k=1, to dostajemy nieréwnosc

Yol @l
i=1 i=1
i widzimy, ze dla n=1 jest ona speiniona, natomiast dla n > 1, biorac
T1=x2=...=Tp-1=0,,=n
dostajemy nieréwnoéé n® < n?, ktéra nie zachodzi.
Zalézmy wiec, ze k > 2 i rozwazmy funkcje
f@)=@-1)*(z—k+2) =2k’ 4+ (2k—3)z —k+2.
Mamy f(z)<0dlaze [0 k—2]. Jesli n< k—2, to
(*) Z —ka +kn—n= Z(zz ki +(2k—3)x -—k—|—2):

=1
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a zatem nieréwnos¢ jest spelniona.
7 drugiej strony, jesli n > k, to biorac z1 =22 =... =z,—1 =0, z, =n dostajemy
nieréwnosé
kn+n® <n+kn?,

czyli
n(n—1)(n+1—-k) <0.

ktéra nie jest spelniona, gdyz kazde z wyrazen w nawiasach po lewej stronie jest do-
datnie.

Pozostato wiec zbadaé przypadek n =k —1. Dla k=2 nieréwnosé jest oczywista,
w dalszym ciggu przyjmiemy wiec, ze k > 3. Jesli wszystkie liczby x1, 2, ..., T, leza
w przedziale [0, k—2]=[0,n—1], to nier6wnos¢ jest spelniona na mocy (*). Przypusémy,
ze jedna z tych liczb jest wieksza niz n— 1. Bez straty ogblnoséci mozna przyjaé, ze jest

to x1. Wowczas x2, x3, ..., T, musza lezeé w przedziale [0,1]. Poniewaz f jest wklesta
na przedziale [0,1] (f”(z) = 6x —2k), wystarczy sprawdzaé nieréwnosé¢ w przypadku,
gdy zo=z3=...=z, =2. Woéwczas £1 =n—(n—1)z i nieréwnos¢ w zadaniu ma postaé

n(n+1)+(n—-12"+n-(n-1)z)° <nt(n+1) (n- 12+ (- (n—1)z)*) .
Po przeksztalceniach otrzymujemy réwnowazny zwiazek
0<n(n—"1)z(x—1)°
a wiec nier6wnosé jest spetniona.

Reasumujac, jesli k=1, to nieréwnosé zachodzi dla n =1, natomiast przy k> 1
nier6wnoéc¢ jest spetniona dla 1<n<k—1.

6. Rozwiazaé¢ rownanie
2Z"+1=(24+1)Y
w liczbach naturalnych z, y, z.

Rozwigzanie

Jesli z=1, to otrzymujemy rozwiazania (1,z,1), gdzie = jest dowolna liczba natu-
ralng.

Zalézmy, ze z =2. Otrzymujemy roéwnanie

2" +1=23".

Widzimy, ze x =1, y =1 jest rozwigzaniem. Dalej przyjmiemy wiec, ze = > 1.

Zalbézmy, ze y jest liczba parzysta: y=2k. Wtedy

2" =3 _1=3"-1)(3"+1).

Oba czynniki po prawej stronie musza by¢ potegami dwdjki, réoznigcymi si¢ o 2; stad
3F—1=2, cayliy=2, z=3.

Przypus$émy, ze y jest liczba nieparzysta. Woéwczas 3¥ =3 (mod4), ale

2°4+1=1 (mod4).

Otrzymujemy wiec rozwiazania (1,1,2) oraz (3,2,2).
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Zalbézmy, ze liczby x, y, z spelniajg zadane réwnanie i z > 3.

Jest oczywiste, ze x >y. Rozwazmy przypadek x =y. Mamy 2 +1=(2+1)", skad
x=11i dostajemy rozwiazanie (1,1,z), gdzie z jest dowolna liczba naturalna.

Zalbézmy zatem, ze x >y. Udowodnimy, ze z musi by¢ potega liczby 2. Przypusémy,
ze z ma nieparzysty pierwszy dzielnik p: z=p™ 21, gdzie m>1, a z; jest liczba wzglednie
pierwsza z p. Niech y=p"y1, gdzie n >0, a y1 jest liczba wzglednie pierwsza z p. Mamy

(1+2)%t :1+y12+<y21>2:2—|—...+zy1 =1+z(y1+ <y21>z+.“+zy1—1).

Zatem, poniewaz y; nie jest podzielne przez p, wiec
(14+2)% =1+p™ 4,
gdzie A =y121(modp). Zauwazmy, ze dla dowolnych liczb naturalnych B oraz i mamy
(14+p'B)" =1+4p"*'D,
gdzie B = D(modp). Istotnie,

(1+piB)”:1+<11’>piB+<§>p2"32+...+<§>ppiBP:

:1+pi+lB—|— <g>p2i32+...+ppin_

=1+p™ <B+ <g>p"‘1B2+...+p(”‘1)"‘1B"> .

Zatem mamy
(1+2)" = ((4+2)")" = (14+p™ A" = (14" A" = =14p™ " A,
przy czym A=A; =...A, (modp). Stad otrzymujemy, iz A, nie dzieli si¢ przez p.
Zatem réwnanie
2" 4+1=(1+2)Y

mozemy zapisa¢ w postaci
m—+n mx T
p" T An=p" 2T

Poniewaz z; nie dzieli si¢ przez p, wiec musi zachodzi¢ réwnosé m+n=mz. Ale >y,
wiec z > p". Zatem
m+n=mz>mp" >m(l+n(p—1)),

skad m(p—1) <1, co jest niemozliwe.

Udowodnili$my, ze z nie ma nieparzystych dzielnikéw pierwszych, czyli musi byé
potega liczby 2.

Udowodnimy, ze z nie jest podzielne przez 4. Zalézmy, ze tak nie jest: z=2F, k>2.
Otrzymujemy réwnanie

(2F+1)Y =2k 11,
Przypusémy, ze y jest liczba parzysta: y=2l. Wowczas
(2 +1)' =) (2" +1) +1)=2"".

Stad (2’c + l)l =3, czylil=1, k=1 - sprzecznosé¢ z zalozeniem k > 2.
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Zatézmy wigc, ze y jest liczba nieparzysta. Otrzymujemy

y.2’“+<g>2zk+...+<z>2’“y:2’”,

y+ <g> 2F .4 <§> k(=1 _ ghle=1),

Po lewej stronie mamy liczbe nieparzysta, a po prawej - parzysta (bo x > 1). Sprzecz-
nosé.

czyli

Zatem rozwazane w tresci zadania réwnanie posiada nastepujace rozwiazania:
(1,1,2), gdzie z jest dowolna liczba naturalna, (x,1,1), gdzie x jest dowolng liczba
naturalna oraz (3,2,2).

7. Dowies¢, ze istnieje nieskonczenie wiele rozwigzan ukladu réwnan
T g B
{x4+y4+z4 — gt
w liczbach naturalnych z, y, 2, s, t niemajacych wspélnego dzielnika wigkszego od 1.
Rozwigzanie
Istnieje nieskoniczenie wiele rozwigzan réwnania
3a° +3a+1="b
(patrz rozwiazanie zadania 7 z drugiego meczu matematycznego). Z kazdego rozwiagza-
nia dostajemy rozwiazanie uktadu, biorac r=a, y=a+1, z=2a+1, s=t=b.
Uwaga. Rozwigzanie opiera si¢ na spostrzezeniu, ze
P+’ + (2 +9) =2 (2 +ay+y°)
oraz
ety ety =2 (P oy o)
co nasuwa pomysl przyjecia z=x+y oraz s=t. Wowczas wystarczy rozwiazaé¢ rownanie
z® —|—xy—|—y2 =t2.
Przyjmujac na przykitad y =z +1 otrzymujemy
32> +3zy+1 =t2.

8. Szesciokat ABCDEF jest wpisany w okrag o. Okregi 01, 02, 03, 04, 05, 06 S3
styczne wewnetrznie do okregu o odpowiednio w punktach A, B, C, D, E, F. Jedno-
czesnie styczne zewnetrznie sg okregi: o1 i 02, 02 i 03, 03 1 04, 04 1 05, 05 1 06, 06 1 01.
Wykazaé, ze proste AD, BE i C'F przecinaja sie w jednym punkcie.

Rozwigzanie

Zastosujmy inwersje wzgledem okregu o $rodku w punkcie A. Niech X* oznacza
obraz figury X. Proste 0", o] sg réwnolegle, okregi 03, 03, 0}, 05, 0§ sa styczne do o*
w punktach odpowiednio B*, C*, D*, E*, F*. Ponadto styczne sg okregi 05 i 03, 03 1 0},
03 105, 05 1 0g.
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Obrazem inwersyjnym prostej AD jest prosta przechodzaca przez D™ i $rodek
inwersji A, nazwijmy ja k. Obrazem prostej BE jest okrag przechodzacy przez punkty
B*, E* i A, oznaczmy ten okrag I'1. Obrazem prostej C'F jest okrag przechodzacy przez
punkty C*, F* i A; oznaczmy go I's. Wspo6lpekowosé z tezy zadania jest rownowazna
temu, ze okregi I'1, I'> przecinaja sie na prostej k w punkcie réznym od A. Wystarczy
zatem wykazad, ze prosta k jest osia potegowa tych okregéw. Punkt A oczywiscie nalezy
do osi potegowej I'y i I'2. Pokazemy, ze rowniez punkt D* do niej nalezy.

Zauwazmy, ze okregi 05 i og sa styczne do o}, zatem maja réwne promienie;
oznaczmy je przez r.

Oznaczmy odpowiednio przez 7., r4, e promienie okregdéw o3, o, o5. Wtedy na
mocy twierdzenia Pitagorasa

BO=/(r+re)? = |r—re2 =2y/7rc;

analogicznie mozna wyliczy¢ CD, DE, EF. Potgega punktu D* wzgledem okregu I'y
jest wobec tego réwna

Pot(D*,T1)=DB-DE = (2y/Tarc+2y/Ter) - 2v/Tare = 4y/TeTare(\/Ta+/T).
Z symetrii problemu potega punktu D* wzgledem okregu I's tez jest réwna
Pot(D*, T'y) =4/Terare (\/Ta+/T).

Stad punkt D* nalezy do osi potegowej okregéw I'1 i T'a, co jak wezedniej wykazali$émy
jest rownowazne tezie zadania.

9. Czworokat ABC' D jest wpisany w okrag. Proste AB i C'D przecinaja si¢ w punk-
cie E, a proste AD i BC przecinaja sie w punkcie F'. Dwusieczne katéw AED i AFB
przecinaja sie¢ w punkcie P. Udowodnié, ze

[ABP]+[CDP]=[BCP])+[DAP],
gdzie [XY Z] oznacza pole tréjkata XY Z.

Rozwigzanie

Lemat 1: Czworokat wypukly ABCD jest wpisany w okrag. Proste AB i CD
przecinaja sie w punkcie E, a proste AD i BC przecinaja sie w punkcie F. Punkty M
i N sa odpowiednio §rodkami przekatnych BD i AC. Dwusieczne katéw AFB i BED
przecinaja si¢ w punkcie P. Wowczas punkty M, N, P leza na jednej prostej.

Dowéd: Z podobienstwa tréjkatéw ACF i BDF wynika, ze prosta PF jest dwu-
sieczng kata M F'N. Oznaczmy przez P; punkt przeciecia prostej F'P z odcinkiem M N.

Wowczas
MP, MF BD

PN NF AC"

Analogicznie, oznaczajac przez P> punkt przeciecia prostej EP z odcinkiem M N do-
wodzimy, ze

MP, _BD
PN  AC’

Stad wynika, ze Py = P, = P. Stad wniosek, ze punkty M, N, P leza na jednej prostej.

Lemat 2: Dany jest czworokat wypukly ABCD, nie bedacy réwnoleglobokiem,
oraz liczba dodatnia a. Wéwczas wszystkie punkty P lezace wewnatrz czworokata
ABCD, dla ktérych [PAB]+[PCD]=a, leza na jednej prostej.
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Dowdéd: Bez straty ogélnos$ci mozemy przyjac, ze proste AB i C'D nie sa réwnole-
gle. Oznaczmy przez E punkt przecigcia prostych AB i C'D. Niech ponadto K i L beda
takimi punktami lezacymi odpowiednio na pétprostych EA™ i ED™ | 7ze EK =AB oraz
EL=CD. Wéwczas

(1) a=[PAB]+[PCD]=[PEK|+|[PEL|=[EKL]+[KLP].
Punkty E, K i L nie zaleza od wyboru punktu P. Zatem na mocy réwnosci (1), pole
tréjkata K LP réwniez nie zalezy od wyboru punktu P. Stad wynika, ze wszystkie
punkty P leza na pewnej prostej, réwnoleglej do prostej K L.

C

rys. 1

Przystepujemy do rozwiazania zadania.
Niech K i L oznaczaja odpowiednio srodki przekatnych AC i BD. Poniewaz

[AKB]+[CKD]= %[ABCD] =[ALB]+|[CLD]
i na mocy lematu 1 punkty K, L, P sa wspoélliniowe, wiec na mocy lematu 2
[ABP]+[CDP]=[BCP])+[DAP].

10. Punkt P lezy wewnatrz tréjkata ABC, przy czym SPAC = SPBC. Punkty
K i L sa rzutami prostokatnymi punktu P odpowiednio na dwusieczne kata wewnetrz-
nego i kata zewnetrznego przy wierzchotku C' tréjkata ABC. Punkt M jest srodkiem
boku AB. Wykazaé, ze punkty K, L, M lezg na jednej proste;j.

Rozwigzanie
W rozwiazaniu wykorzystamy nastepujacy fakt:

Punkt P lezy wewngtrz réunolegloboku ABCD. Wéwczas SABP = SADP wtedy
i tylko wtedy, gdy SPAD =<PCD.

Dla dowodu wystarczy uzupelnié trojkat ADP do réwnolegtoboku ADPQ i za-
uwazy¢, ze obie réwnosci sa réwnowazne stwierdzeniu, ze na czworokacie AP BQ mozna
opisaé okrag.

Przystepujemy do rozwiazania zadania. Niech S bedzie punktem symetrycznym
do punktu P wzgledem prostej CK. Uzupetnijmy tréjkat ABC do réwnolegtoboku
ACBD. Oznaczmy przez X, Y punkty przeciecia prostej AB odpowiednio z prostymi
PD i CS. Woéwczas na mocy powyzszego faktu proste DX i C'Y sg réwnolegle oraz
punkt M jest srodkiem odcinka XY. Ponadto LK ||CS oraz KM || SY, skad wynika,
ze punkty K, L, M sa wspoétliniowe.
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11. Na bokach AB i AC trdjkata ABC zbudowano, po jego zewnetrznej stronie,
trojkaty ABF i ACE, przy czym AF=F B oraz AE=FEC. Na boku BC tréjkata ABC
zbudowano, po jego zewnetrznej stronie, trojkat BC' D, przy czym

$DBC=J4AEC orar $DCB=JAFB.
Odcinki AD i F'E przecinaja sie. Dowiesé, ze te odcinki sa prostopadte.

Rozwigzanie
Oznaczmy przez S punkt przeciecia okregu o srodku F' i promieniu F'A z okregiem
o érodku F i promieniu EA. Punkt S lezy na krétszych tukach AB i AC tych okregdéw.

Wéwezas
IBSC =360°— SASB—JASC = ;JAFB+ 3 SAEC =180° — 4BDC'.
Stad wynika, ze punkty B, D, C, S leza na jednym okregu. Zatem
IDSC=94DBC = JAEC =180° — SASC,
skad wynika, ze punkty A, S, D leza na jednej prostej. Prosta EF jest prostopadla do
prostej AS, a wiec rowniez do prostej AD.

Drugi Mecz Matematyczny:

1. Rozstrzygnaé, czy réwnanie
88 , 88 , 88 88 , 88 , 8
I +$2 +.’L'3 +...+$15+x16+y =z

ma rozwigzanie w liczbach catkowitych dodatnich.

8

Rozwigzanie
Niech z=a+b oraz y=a—b. Wtedy

2% —y® =16ab” +112a°b° + 11260 +16a"b .
Ktadac a =16¢® oraz b= d® zapisujemy lews strone powyzszej réwnosci w postaci
A*+TB*+7C*+ DB,
gdzie
A=2cd", B=4d?, C=8"d®>, D=16¢"d.

Dobieramy ci d tak, aby A, B, C, D byly Jedenastyml potegami liczb naturalnych.
W tym celu wystarczy przyjaé¢ ¢ = 27 1 oraz d=22-t
Otrzymamy wéwczas
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Zatem dla dowolnych liczb naturalnych s, ¢t dane w zadaniu réwnanie jest spelnione
przez liczby

2 7
r1=2"s-t",
3 3,5
To=x3=...=x8=2"-5"-1",
4 5 ,3
X9 =T10 = —1315:2 S t7

60 88 16 .88
=257 =271

2= 900 (88 | 916 488

2. Wykazaé, ze dla dowolnych liczb rzeczywistych a, b, ¢ spetniajacych warunek
a+b+c=0 zachodzi nieréwnos¢

. ) a’b® +0° +c*a® +3 > 6abe.
Rozwigzanie
Przeksztalcamy réwnowaznie dana nieréwnosé:
(a®b* —2abc+1) + (b°c* — 2abe+1) + (¢*a® — 2abe+1) >0,
a nastepnie kazde z wyrazen wystepujacych w nawiasach dopetniamy do kwadratu:

a’b® —2abc+1=(ab—c+1)* — (¢ +2ab—2¢),

b’c® —2abc+1=(be—a+1)° — (a® 4 2bc— 2a),

2a® —2abc+1=(ca—b+1)* — (b* +2ca—2b).
Po dodaniu stronami trzech powyzszych réwnosci dostajemy
(a®b® —2abc+1) + (b°¢® —2abe+1) + (*a® — 2abe+1) =

=(ab—c+1)°+(be—a+1)*+(ca—b+1)* — (a+b+c)* +2(a+b+c) =

=(ab—c+1)°+(bc—a+1)*+(ca—b+1)>>0.

3. Niech k bedzie liczbg naturalna. Okreslamy ciag (a,) nastepujaco:
an,=0 dla n<O0;
ap=1 ;
An =0n—-1+0n—2+...+Qn_k .
Wykazaé, ze dla kazdych liczb naturalnych n, m zachodzi nieréwnosé

Anam 2 An+m—1 -
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Rozwigzanie

Niech k£ bedzie ustaalona liczba naturalng. Udowodnimy nastepujacy lemat: dla
n >0, an jest liczba wszystkich ciagdw zer i jedynek dlugosci n—1 (dalej zwanych
ciggami k-odpowiednimi), w ktérych jedynka nigdzie nie pojawia si¢ k razy pod rzad.

W tym celu zastosujemy indukcje wzgledem n. Dla n<k tatwo widaé, ze a, =2""1,
wiec twierdzenie jest prawdziwe. Przypusémy prawdziwos$é twierdzenia dla wszystkich
m < n. Kazdy k-odpowiedni ciag dtugo$ci n ma jedng z nastepujacych postaci:
k-odpowiedni ciag dtugoséci n—1 z dopisanym na konicu 0 (takich ciagéw jest an—1),
k-odpowiedni ciagg dtugosci n —2 z dopisanym na konicu 01 (takich ciagéw jest an—2),
k-odpowiedni cigg dtugosci n—3 z dopisanym na konicu 011 (takich ciagéw jest an—3),

k-odpowiedni ciag dlugosci n —k z dopisanym na koncu 011...1 (takich ciagéw jest

an,k).

Zatem wobec an =an—1+an—2+...+an—r dowdd lematu zostal zakonczony.
Odnotujmy teraz, ze je$li dla n,m dodatnich ciag n+ m — 2-elementowy jest

k-odpowiedni, to takze jego prefiks dtugosci n —1 i jego sufiks dlugosci m —1 sg

k-odpowiednie. Ponadto, wspomniany prefiks i sufiks jednoznacznie determinujg caly

ciag. To spostrzezenie dowodzi nieréwnosci z tezy zadania.

4. Udowodnié, ze istnieje nieskonczenie wiele par liczb naturalnych z, y spelnia-
jacych réwnanie
x® —bry+y°+5=0.
Rozwigzanie
Mnozac obustronnie przez 4 dostajemy

(2z —5y)* —21y*> = —20.
Podstawmy a =2x — 5y, b=y. Otrzymujemy
(1) a® —21b* = —20.
Zauwazmy, ze a =1, b=1 spelniaja to réwnanie. Réwnanie Pella ¢ —21d?> =1 ma

rozwigzanie ¢ =55, d=12. Stad pary liczb naturalnych ag, by, k=1, 2, ... okreslone za
pomoca zwigzku
2) ar+bpV21 = (14+V21) (55 + 12v21)*
spelniaja réwnanie (1). Zauwazmy, ze biorac rézne k otrzymujemy rézne rozwiaza-
nia, gdyz wyrazenie po prawej réwnosci stronie (2) jest rosnaca funkcja zmiennej k.
Pozostaje juz tylko odczytaé rozwiazania w liczbach z, y:

. +5b

=b.
2 )

5. Udowodnic¢, ze istnieje nieskonczenie wiele par liczb naturalnych a, b takich, ze
a—b oraz a®+3b® 41 sy szeScianami liczb catkowitych.

Rozwigzanie
Sposéb I. Wezmy a=ki®, b= (k+1)I3. Wéwczas a —b jest szeécianem. Mamy

a®+30° +1 =1k +3(k+1)*)+1=4k>1° +6KI° +31° + 1.
Jedli teraz przyjmiemy I =2m, k=232m5, to dostajemy
a®+3b°4+1=(64m° +1)°.
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Sposéb II. Wezmy a=2"""1 b=29""1 123" Wowczas mamy
a—b=(-2")", a®4+3b°+1=(2"+1)".

6. Liczby naturalne zo, x1, 22, ,..., T28 spelniaja warunek

15 15 15 15
Ty = +$2 Jr...“rng.

Dowiesé, ze co najmniej jedna z liczb xo, x1, x2, ..., T28 jest podzielna przez 31.
Rozwigzanie

Zalbézmy nie wprost, ze zadna z liczb xo, x1, 2, ..., T2 nie jest podzielna przez 31.
Z matego twierdzenia Fermata wynika, ze dla dowolnej liczby naturalnej a niepodzielnej
przez 31 mamy  a'® =1 (mod31).
Zatem 154 23° +. .. 4233 =7 (mod 31),
gdzie re{-28,-26,...,—-2,0,2,...,26,28} ={0,2,3,4,5,...,26,27,28,29} .
Tymczasem  2¢° =41 (mod 31).

7. Dowiedé, ze istnieje nieskonczenie wiele liczb naturalnych n takich, ze liczba
3n%4+3n+1 jest kwadratem liczby naturalnej.

Rozwigzanie
Zadanie sprowadza sie do wykazania, ze réwnanie diofantyczne

3a°+3a+1="b"
ma nieskonczenie wiele rozwigzan. Mnozac stronami powyzsze réwnanie przez 4 docho-
dzimy do
3(2a+1)°+1=(2b)°,
czyli po podstawieniu ¢=2a+1 oraz d=2b
d>—3=1.
Jest to rownanie Pella, ktorego rozwiazania spelniajg warunek

d+ev3=(2+v3)".

Calkowite wartosci a i b otrzymujemy dla n nieparzystych.

8. Dany jest tréjkat ABC, w ktérym SABC > 90°. Punkty P i Q naleza do
symetralnej odcinka AB i leza wewnatrz kata ACB. Dowieéé, ze jezeli YACP=<BCQ,
to SPAC+4QBC =180°.

Rozwigzanie

Oznaczmy przez K punkt przeciecia prostych BC' i PQ. Wéwczas woéwczas punkty

P i Q sa izogonalnie sprzezone w trojkacie AKC. Stad
JPAC =<4QAK =<J4QBK =180° —JQBC.

9. Czworokat wypukty ABC'D jest wpisany w okrag o érodku O. Proste AB i CD
przecinaja si¢ w punkcie E, a proste AD i BC przecinaja si¢ w punkcie F'. Odcinki
AC' i BD przecinaja sie w punkcie Q). Punkt P spelnia warunki

EP?*=EA-EB oraz FP’=FB-FC.

Wykazaé, ze punkty P, O, Q leza na jednej prostej.
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Rozwigzanie

Oznaczmy przez K, L punkty stycznosci danego okregu z prostymi przechodza-
cymi przez punkt punkt E. Podobnie, niech M, N beda punktami stycznosci danego
okregu z prostymi przechodzacymi przez punkt F. Wéwczas proste KL i M N przeci-
naja sie w punkcie ). Oznaczmy przez o1 okrag o srodku E i promieniu FK, a przez
02 okrag o srodku F' i promieniu F'M. Wéwczas punkty P, @, O leza na osi potegowej
okregbéw 01 i 02.

10. Dany jest szesciokat wypukly ABCDFEF, w ktérym AB = BC, CD = DE,
EF=FA oraz
SB+ <D+ <F =360°.

Dane sg miary katéow szeSciokata ABCDEF. Wyznaczy¢ miary katéw tréjkata BDF'.

Rozwigzanie

Wybierzmy punkt P w taki spos6b, aby punkt D byt érodkiem okregu opisanego
na tréjkacie EPC oraz $CDP=<JCBA. Wéwczas {EDP = JEF A. Ponadto tréjkaty
CDP i CBA sa podobne. Stad wynika, ze podobne sa réwniez tréjkaty CBD i CAP.
Zatem kat miedzy prostymi BD i AP jest rowny katowi miedzy prostymi CB i CA,
czyli 90° — £ S B. Analogicznie, kat pomiedzy prostymi FD i AP jest réwny 90° — 3 SF.
Stad

IBDF=180°— 34B—14F=14D.

Analogicznie obliczamy <DFB = %<IF oraz SFBD = %ﬁB

11. Liczby catkowite dodatnie x1, x2, ,..., T49, y spelniajg warunek

16 16 16 16
y =T +m2 +...+fl}'49.

Dowiesé, ze y > 2004.
Rozwigzanie

16-ta potega liczby calkowitej przy dzieleniu przez 64 daje reszte 0 lub 1, w za-
leznosci od parzystosci liczby.

Gdyby y bylo liczba parzysta, to parzyste bylyby takze wszystkie sktadniki po
prawej stronie, moglibyémy wiec dzieli¢ wszystkie liczby przez 2, az do wystapienia
liczby nieparzyste;j.

Zatem mozemy przyjacé, ze y jest liczba nieparzysta. Wéwczas po prawej stronie
wystepuje doktadnie jeden sktadnik nieparzysty, powiedzmy zi¢.

Liczba y'% — 21% jest suma 16-tych poteg liczb parzystych, jest wiec podzielna
przez 2. Wobec réwnosci

v 2= (v +at) (v +ai) (v +27) (y+a) (y—21)
po ktoérej prawej stronie kazdy czynnik jest parzysty, ale tylko jeden z dwodch ostat-
nich jest podzielny przez 4, jedna z liczb y+x1, y—z1 jest podzielna przez 2'2 = 4096.
Poniewaz jednak 2004 >y > x1, nie jest to mozliwe.
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Czesko-Polsko-Stowackie Zawody Matematyczne:

1. Udowodnié, ze liczby rzeczywiste p, q, r spetniaja warunek

(1) p'(a—r)*+2p"(g+7r)+1=p"
wtedy i tylko wtedy, gdy rownania kwadratowe
(2) 2 +pr+q=0, y’—py+r=0

maja takie pierwiastki rzeczywiste (niekoniecznie rézne), ktére mozna oznaczy¢ odpo-
wiednio x1, x2 oraz yi, y2 w taki sposob, ze x1y1 —z2y2 = 1.
Rozwigzanie

Przypusémy, ze dane réwnania majg pierwiastki x1, x2, y1, y2 spelniajace warunek
21y1 — T2y2 = 1. Mamy
—-ptK ptL

y Yr2=——)
2 2

(3) T12=

gdzie K?=p? —4q, L? =p®> —4r. Stad
p+ K)p+L)— (—p—K)(p—L K—L
1= 21y1 — waya = 2@ )4( p—K)(p—L) _ p( ; ).
skad otrzymujemy, iz p# 0 oraz K — L =2/p. Ponadto,
(K+L)(K—L)=K*—L*=(p"—4q) — (p” —4r) =4(r—q),
skad K+ L =2p(r —q). Wobec tego,
K-L K+L 1 2 1 2 2
KZT'FT:];—ZD(GI—T% K ZF—Q(‘J—TH‘P (g—7)7,
co w polaczeniu ze zwigzkiem K? =p? —4q daje réwnosé (1).
Przejdzmy teraz do implikacji w druga strone. Zwiazek (1) jest réwnowazny na-
stepujacym réwnosciom:
p'a—r)’+20%(a—r)+1=p"—4p’r, p'(r—q)*+2p°(r—q)+1=p"'—4p°q.
Drzielac obustronnie przez p? (co jest dozwolone, gdyz z réwnosci (1) w sposéb oczywisty
wynika, iz p #0) dostajemy, iz wyr6ézniki réwnan (2) wynosza

P dg— (pQ(T—q)Jrl)Z’ P dr = <p2(q—r)+1>2_

p p
Wobec tego sg one nieujemne i pierwiastki (2) mozna wyrazi¢ wzorami (3), gdzie
2 2
— 1 — 1
g=Pl-—o+l ,_ plg=r+l
p p
Wéwezas

T1Y1r —XT2Y2 =

p(E-L) _p <p2(7“q)+1 +p2(q1")+1> .
2 2 P p )

Dowdd jest zakonczony.

47



2. Udowodnié¢, ze dla kazdej liczby naturalnej k istnieje co najwyzej skonczona
liczba takich tréjek parami réznych liczb pierwszych p, g, r, dla ktérych liczba qr —k
jest podzielna przez p, liczba pr—k jest podzielna przez q oraz liczba pg—k jest podzielna
przez r.

Rozwigzanie

Parami rézne liczby pierwsze p, ¢, r spelniaja warunki zadania wtedy i tylko
wtedy, gdy liczba pg+ qr+rp—k jest podzielna przez kazda z liczb p, g, r, czyli przez
iloczyn pqr. Zatem istnieje taka liczba catkowita n, ze k= pqg+ qr—+rp—npqr.

Jedli n <0, to zadna z liczb pq, qr, rp nie przekracza k, a wiec zadna z liczb p, q, r
nie przekracza k/2. Takich tréjek p, ¢, r jest oczywiscie skoficzenie wiele.

Przyjmijmy z kolei, ze n > 1. Wykazemy, ze istnieje wéwczas co najwyzej jedna
trojka p < g <r, dla ktorej k =pqg+qr+rp—npqr.

Bez straty ogélnosci przyjmijmy, ze 2 < p < ¢ <r oraz zatdézmy, ze r > 7. Wtedy

porartrpzmeer 1 1L lililoico
pqr p q T 2 37

Zatem k =pq+qr+rp—npqr <0 — sprzecznosé¢. Stad wniosek, ze p=2, ¢g=3, r=>5.

3. Wewnatrz czworokata ABCD wpisanego w okrag dany jest taki punkt P, ze
IBPC =YBAP=<PDC.

Oznaczmy przez E, F', G rzuty prostokatne punktu P odpowiednio na proste AB, AD,
DC'. Udowodni¢, ze trojkat FEG jest podobny do tréjkata PBC.

Rozwigzanie

Przedstawimy rozwiazanie w przypadku, gdy proste AB i C'D nie sa réwnolegte.

Niech T bedzie takim punktem lezacym wewnatrz kata BPC, ze SBPT=JPAB.
Woéwczas SCPT = JSCDP. Zatem okregi ki i ke opisane odpowiednio na tréjkatach
ABP i CDP sa styczne do prostej PT w punkcie T. Ponadto proste AB, CD i PT
przecinaja sie w jednym punkcie @), gdyz proste te sg osiami potegowymi odpowiednio
par okregéw (ki,k), (k2,k) i (k1,k2), gdzie k oznacza okrag opisany na czworokacie
ABCD.

Bez straty ogélnosci przyjmijmy, ze punkt @ lezy na pdétprostych BA™ i CD™.
Wéwezas

JFEG=YFEP—<YGEP=<YDAP—-JGQP=

= JXQDA—-JIQPA=YQBC—YABP=JYPBC.
Analogicznie dowodzimy, ze IFGE = JSPCB, skad uzyskujemy teze.

4. Rozwigzaé uktad réwnan
1 1 1
— =24, ==Y, =240
xy oz yz T zr Yy
w zbiorze liczb rzeczywistych.

Rozwigzanie

7Z postaci danych réwnan wnioskujemy, ze x,y,z # 0. Dwie sposréd liczb z, y, 2
maja ten sam znak; bez straty ogdlnosci przyjmijmy, ze sa to liczby z, y. Wowczas
z drugiego réwnania wynika, ze yz jest dodatnia, a wigc z musi mie¢ taki sam znak,
jak y. Stad wynika, ze z,y,z >0 lub z,y,2 <0.
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Bez straty ogdlnosci przyjmijmy, ze x,y,z >0 (jesli trojka (z,y,z) jest rozwiaza-
niem danego ukladu réwnan, to tréjka (—x,—y,—z) tez spelnia podany uklad) oraz
x>y oraz x > z. Woéwczas

1 1
—:£+1227 skad zy< -.
Ty Z 2

Zatem yz < xy < % oraz
1
Yy1==>2, cuyli y>=.
x yz
Wykazaliémy tym samym, ze x =y. Stad uzyskujemy zx =zy <zy < %, co prowadzi do

1
Zi1=">2, cmyli z2>y.
Y Y
Wykazaliémy zatem, ze x =y = z, skad obliczamy = =y =z = +/2/2. Podany uktad
rownan ma wiec dwa rozwiazania: =y =z = \/5/2 oraz r=y=z= —\/5/2.

5. Na bokach AB, BC, C'A tréjkata ABC wybrano odpowiednio takie punkty
K, L M, ze
AK BL CM
KB~ LC MA’
Udowodnié, ze punkty przeciecia wysokosci trojkatéw ABC i KLM pokrywaja sie
wtedy i tylko wtedy, gdy trojkat ABC' jest réwnoboczny.
Rozwigzanie

Jesli trojkat ABC' jest réwnoboczny, to tréjkat K LM jest tez rownoboczny i ich
srodki pokrywaja sie.

Przyjmijmy z kolei, ze punkty przecigcia wysokosci tréjkatéw ABC i KLM po-
krywaja sie. Z danych w tresci zadania réwnosci wynika, ze $rodki ciezkosci tréjkatow
ABC i KLM pokrywaja sie.

W dowolnym tréjkacie srodek okregu opisanego jest obrazem punktu przecigcia
wysokosci w jednokltadnosci o srodku w érodku cigzkosci i skali —1/2 (prosta, na ktérej
leza te trzy punkty nazywa si¢ prostq Fulera). Stad wynika, ze réwniez srodki okregéw
opisanych na tréjkatach ABC i K LM pokrywaja sie.

Oznaczmy: r — promieft okregu opisanego na tréjkacie K LM; R — promien
okregu opisanego na tréjkacie ABC

_AK BL CM

T KB LC MA®
Wéwezas obliczamy AK = BL=CM = /\(R?—1?), skad bezposdrednio uzyskujemy
rownoéci AB=BC =CA.
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6. Na stole lezy k kupek, na ktorych jest odpowiednio 1,2,...,k kamykdéw, gdzie
k> 3. W pierwszym kroku wybieramy trzy dowolne kupki, taczymy je w jedna i z tej
nowej kupki odkladamy jeden kamyk (zabieramy go ze stolu). W drugim kroku znéw
taczymy pewne trzy kupki w jedna i z niej odkladamy dwa kamyki. W i-tym kroku
taczymy dowolne trzy kupki, w ktérych jest razem wigcej niz ¢ kamykéw w jedna
kupke i odktadamy z niej i kamykéw. Zakladamy, ze po kilku krokach pozostanie na
stole jedna kupka, w ktérej jest p kamykéw. Udowodnié, ze liczba p jest kwadratem
liczby naturalnej wtedy i tylko wtedy, gdy liczby 2k+2 i 3k+1 sa kwadratami liczb
naturalnych. Znalez¢é najmniejsza liczbe k, dla ktoérej liczba p jest kwadratem liczby
naturalnej.

Rozwigzanie

Kazdy ruch powoduje zmniejszenie liczby kupek o dwie; poniewaz na koncu zo-
staje jedna kupka, wiec liczba k musi by¢ nieparzysta i liczba ruchéw wynosi %(k— 1).
Liczba k moze dawaé przy dzieleniu przez 4 reszty 1 lub 3; rozwazymy osobno te dwa
przypadki.

Przypadek k=4c+1. Na poczatku mamy 14+2+...+k=1k(k+1)=(4c+1)(2c+1)
kamieni, po 3 (k—1)=2c ruchach usuwamy 1+2+...+2c=c(2c+1) z nich; wobec tego
liczba kamieni w kupce na konicu wynosi

p=(4c+1)(2¢+1)—c(2¢+1)=(2¢+1)(3c+1).
Jak tatwo zauwazy¢, liczby 2c+1 oraz 3c+1 sa wzglednie pierwsze. Zatem liczba
p jest kwadratem liczby catkowitej wtedy i tylko wtedy, gdy 2c+1 oraz 3c+1 sa
kwadratami liczb catkowitych. Jest to réwnowazne warunkowi, iz 4(2¢c+1) =2k+2 oraz
4(3c+1) =3k+1 sa kwadratami liczb catkowitych.

Przypadek k=4c+3. Na poczatku mamy 14+24...+k=
kamieni, z ktérych usuwamy 14+24-...+(2¢c+1)=(c+1)(2¢+1
liczba kamieni w ostatniej kupce wyniesie

p=2(c+1)(4c+3)—(c+1)(2c+1)=(c+1)(6c+5).

FLatwo zauwazy¢, iz liczby ¢+ 1 oraz 6¢+5 sa wzglednie pierwsze, wiec gdyby liczba p
byta kwadratem liczby calkowitej, to c+1 oraz 6¢+5 tez miatyby te wlasnosé. Wy-
kazemy, ze jest to niemozliwe. Przypuéémy, ze istnieja takie liczby catkowite z, y, ze
c+1=2a?% 6c+5=y> Wowczas 622 —y? =1, skad wnioskujemy, iz liczba y jest niepa-
rzysta, a wiec jej kwadrat daje reszte 1 przy dzieleniu przez 8. Zatem 6z daje reszte 2
przy dzieleniu przez 8, skad 3z? daje reszte 1 przy dzieleniu przez 4, co jest niemoz-
liwe. Zatem w tym przypadku liczba p nie jest nigdy kwadratem liczby calkowite;j.
Zauwazmy, iz 3k+1=12c+10 takze nie moze by¢ kwadratem liczby catkowitej — jest
to liczba parzysta niepodzielna przez 4.

Pozostato wiec znalezé najmniejszg liczbe k =4c+ 1, dla ktérej obie liczby 2¢+ 1
oraz 3c+1 sa kwadratami liczb catkowitych. Oznaczajac te kwadraty odpowiednio
przez 22, y? dostajemy, iz 3z% —2y? =1, skad x jest liczba nieparzysta. Wobec tego 2>
daje reszte 2 przy dzieleniu przez 4, wiec y tez jest liczba nieparzysta. Podstawiajac
z=2a+1, y=2b+1 do réwnania 3z% —2y* =1 dostajemy zwiazek 3a(a+1) =2b(b+1)
i podstawiajac a=1,2,... znajdujemy rozwiazanie a =4, b=>5, ktére odpowiada =9,
y=11,c¢=401i k=161.

(k+1)=2(c+1)(4c+3)

1
sk

2

) po 2¢+1 ruchach; zatem
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Regulamin Meczu Matematycznego

. W Meczu biorg udzial dwie druzyny. Kazda z druzyn wybiera ze swojego grona

Kapitana.

. W pierwszej fazie Meczu obie druzyny rozwiazujg 11 zadan dostarczonych przez

Jury i przygotowuja sie do zreferowania rozwigzan przy tablicy.

. Druga faza Meczu jest rozgrywka.

4. Podczas rozgrywki ekipy na przemian wywotuja druzyne przeciwng do zreferowa-

nia rozwiazania jednego z zadan. Wywolywanie rozpoczyna druzyna wylosowana
tuz przed rozgrywka. Numer zadania jest wybierany przez druzyne wywolujaca.

5. Druzyna wywotana do rozwiazania zadania deklaruje, czy przyjmuje zadanie.

10.

11.

12.

13.

14.

15.

. Jezeli druzyna wywotana przyjmuje zadanie, Kapitan druzyny wywotujacej wy-

znacza zawodnika druzyny wywotanej do zreferowania rozwigzania przy tablicy.
Rozwiazanie to jest oceniane przez Jury.

Zawodnik moze by¢ wyznaczony jedynie wtedy, gdy kazdy zawodnik z jego dru-
zyny byl juz wyznaczony do referowania nie mniej razy niz on.

. Osoba referujaca nie moze korzysta¢ z notatek, ani konsultowac si¢ ze swoja dru-

zyna. Druzyna przeciwna nie moze przerywacé referujacemu.

. Kapitan druzyny wywoltanej moze odwolywaé osoby referujace dowolng liczbe

razy. Takze osoba referujaca moze zrezygnowaé z referowania. Kapitan prosi wéw-
czas druzyne przeciwng o wyznaczenie nowego referujacego. N-ta zmiana w czasie
meczu powoduje odjecie N punktéw druzynie zmieniajacej referujacego. Jezeli do
referowania wyznaczono kapitana, wskazuje on swego zastepce.

Czas na zreferowanie rozwigzania wynosi 15 minut. Po uptywie tego czasu Jury
moze przerwaé referowanie, moze poprosi¢ o streszczenie dalszej czesci rozwigzania
lub pozwoli¢ na dalsze referowanie, w zaleznosci od tego, czy rozwigzanie zdaniem
Jury rokuje nadzieje na poprawnosc i zbliza si¢ do konca.

Po oznajmieniu przez referujacego, ze zakonczyt referowanie, druzyna przeciwna
zglasza zastrzezenia co do poprawno$ci rozwiazania, a nastepnie referujacy odpo-
wiada na te zastrzezenia.

Jezeli Jury uznaje rozwigzanie za poprawne, punktuje je od 5 do 10 punktéw. Jury
moze przyznaé druzynie wywolujacej te punkty, ktoére zostaly odjete druzynie
rozwiazujacej, jezeli usterki rozwiazania zostaly przez te druzyne zauwazone.
Jezeli Jury nie uznaje rozwiazania za poprawne, zadna z druzyn nie otrzymuje
punktéw, chyba ze druzyna wywotujaca zwrédcita uwage na bledy lub luki dys-
kwalifikujace rozwiazanie. Wtedy ma ona prawo do przedstawienia wlasnego roz-
wiazania na zasadach i przy punktacji okreslonych w punktach 6-12.

Jezeli druzyna wywotana nie przyjmie zadania, rozwigzuje je druzyna wywotujaca
zgodnie z zasadami okre$lonymi w punktach 6-12. Jesli jednak nie przedstawi ona
poprawnego rozwiazania, otrzyma —10 (minus 10) punktéw.

Rozgrywka koniczy sie po wywotaniu 8 zadan. W przypadku remisu wywotuje sie
dodatkowo 2 zadania.
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