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Wstep

Obéz Naukowy Olimpiady Matematycznej odbyt sie w dniach 0519 czerwca
2005 r. w Zwardoniu, w pensjonacie ,Zgoda”. Kadre obozu stanowili: Jerzy Bed-
narczuk, Andrzej Grzesik, Lev Kurlyandchik, Adam Osekowski, Waldemar Pompe,
Pawel Walter —kierownik naukowy i Jarostaw Wroblewski.

W dniach 6, 7, 8, 9, 11, 12, 14, 16 i 17 czerwca uczestnicy obozu rozwiazywali
zadania indywidualnie, dnia 13 czerwca odbyly sie zawody druzynowe, a 10 i 18
czerwca rozegrane zostaly ,mecze matematyczne” (regulamin meczu znajduje sie na
koncu tego zeszytu).

W ramach zawodéw indywidualnych mozna bylo uzyska¢ 216 punktéw. Trzy
najlepsze wyniki to: 159 punktéw, 125 punktéw i 110 punktéw. Punkty uzyskane za
poszczegdlne zadania przedstawia tabela na nastepnej stronie.

Dla uczestnikéw obozu dnia 9 czerwca zorganizowana zostala wycieczka pocia-
giem do Ziliny na Stowacji.

Po zakonczeniu obozu do pensjonatu ,,Zgoda” przyjechali uczestnicy V Czesko—
Polsko—Stowackich Zawodéw Matematycznych. W zawodach tych uczestniczyli ucz-
niowie, ktérzy weszli w sklad delegacji tych krajow na Miedzynarodowa Olimpiade
Matematyczna. Przewodniczacym delegacji polskiej byl Waldemar Pompe, zastepca
przewodniczacego byt Adam Osekowski.

Zawody odbyly sie w dniach 20 i 21 czerwca. W ciaggu dwoch dni kazdy z za-
wodnikéw rozwiazywal po 3 zadania, majac na to po 4,5 godziny.

Po zakonczeniu zawoddw, dnia 22 czerwca uczestnicy rozegrali mecz matema-
tyczny. W meczu startowaly dwie druzyny, w sklad kazdej druzyny wchodzito trzech
zawodnikéw czeskich, trzech zawodnikéw polskich i trzech zawodnikéw stowackich.

Niniejszy zeszyt zawiera wszystkie zadania z obozu, szkice ich rozwiazan, oraz
zadania z V Czesko —Polsko—Stowackich Zawodéw Matematycznych wraz z rozwia-
zaniami.

Zeszyty z poprzednich Obozéw Naukowych Olimpiady Matematycznej znajduja
si¢ na stronie internetowej Olimpiady Matematycznej: www.om.edu.pl.

Komitet Glowny Olimpiady Matematycznej



Zestawienie ocen z zawodow indywidualnych

Zadanie liczba prac liczba prac liczba prac liczba prac
na 6 punktéw | na 5 punktéw | na 2 punkty | na 0 punktéw
1. 4 6 6 4
2. 11 0 0 9
3. 3 1 0 16
4. 5 2 1 12
5. 16 3 0 1
6. 4 0 0 16
7. 8 1 1 10
8. 2 1 0 17
9. 1 1 0 18
10. 5 4 1 10
11. 1 1 0 18
12. 10 2 0 8
13. 8 0 0 12
14. 3 2 0 15
15. 0 0 0 20
16. 0 0 0 20
17. 11 1 0 8
18. 12 0 1 7
19. 1 0 2 17
20. 11 0 2 7
21. 14 0 0 6
22. 2 0 1 17
23. 6 0 7 7
24. 0 0 1 19
25. 9 2 1 8
26. 0 0 0 20
27. 8 1 0 11
28. 11 1 1 7
29. 3 0 1 16
30. 5 0 0 15
31. 5 1 0 14
32. 0 0 0 20
33. 3 0 0 17
34. 0 0 0 20
35. 5 1 3 11
36. 6 0 0 14

Uwaga: Kazda praca byta oceniana w skali 0, 2, 5, 6 punktéw.



Tresci zadan

Zawody indywidualne:

2
3 005

1. Na ile sposobéw mozna przedstawié liczbe w postaci sumy co najmniej dwoch

kolejnych liczb catkowitych dodatnich?

2. Punkt M jest §rodkiem boku AB tréjkata ABC. Punkt D lezy wewnatrz trojkata
ABC' i spelnia warunki

IDAC =JABC, IDCA=<IBCM.
Udowodnié¢, ze prosta DM jest réwnolegta do prostej BC.

3. Wyznaczy¢ liczbe rozwiazan uktadu réwnan

x3:3x—y
v’ =3y—=z
2 =3z—z

w liczbach rzeczywistych x, y, z.

4. Alicja i Bob graja w pewna gre uzywajac prostokatnej tabliczki czekolady. Czeko-
lada sktada sie z jednakowych kwadratowych kostek utozonych w 60 rzedéw i 40 kolumn.
Gracze w tej grze wykonuja ruchy na przemian, a kazdy ruch polega na podzieleniu jednego
z kawatkow czekolady wzdtuz linii podzialu kostek na dwie czesci. Alicja moze wykonywaé
jedynie ciecia wzdtuz linii pionowych, a Bob jedynie wzdluz linii poziomych. Przegrywa ten
z graczy, ktory nie moze wykonac zadnego ruchu zgodnego z zasadami gry. Gre rozpoczyna
Alicja. Ktéry z graczy ma strategie wygrywajaca?

5. Niech [x] oznacza najwieksza liczbe caltkowita nie wieksza od x. Udowodnié, ze dla
kazdej liczby naturalnej n > 1 zachodzi réwnosé
_ 2”— 1
e } =0.

n—2°
21 2n

6. Dla punktu S lezacego wewnatrz tréjkata ABC oznaczmy przez Ds, Es, Fs
punkty przeciecia odpowiednio prostej AS i boku BC, prostej BS i boku C'A, prostej
CS i boku AB. Wyznaczy¢ zbiér wszystkich takich punktéw S, ze suma pél trojkatéow
SAFs, SBDg, SCEs jest rowna polowie pola trojkata ABC.

n—22
23

n—2"

+ P

+ +...+

7. Dla liczby catkowitej n>1 oznaczmy przez ¢(n) liczbe liczb naturalnych mniejszych
od n, wzglednie pierwszych z n. Wyznaczy¢ wszystkie takie liczby catkowite n > 1, ze

warunek
n—1 _ 1

jest spelniony dla doktadnie ¢(n)—1 liczb naturalnych = <n.

5



8. Wirdd 15000 monet kazda jest prawdziwa lub falszywa, przy czym nie wiadomo ile
jest prawdziwych, a ile falszywych. Kazda prawdziwa moneta wazy doktadnie 10 graméw,
a kazda falszywa dokladnie 11 graméw. Mamy do dyspozycji wage, na ktérej mozemy
umieéci¢ dowolna liczbe monet i wyznaczy¢ ich taczny ciezar. Rozstrzygnaé, czy istnieje
metoda pozwalajaca w co najwyzej 1000 wazeniach rozpoznaé wszystkie falszywe monety.

9. Udowodnié, ze liczba 5123 4675 4+720° jest ztozona.
10. Tréjkat réwnoboczny ABC wpisano w okrag o. Okrag ¢ jest styczny zewnetrznie

do okregu o w punkcie nalezacym do krétszego tuku BC'. Z punktéw A, B, C poprowadzono
styczne do okregu ¢ odpowiednio w punktach D, E, F. Udowodnié, ze AD=BE+CF.

11. Niech a1, a2, ..., a, beda dodatnimi liczbami rzeczywistymi. Oznaczmy
18 N 1 2 i
P:fZai—<Ha¢> , Q=— Z In“—=.
ni4 i=1 2n? 1<i<jsn W
Udowodnié, ze
a) jesli a1, ag, ..., an <1, to P<Q;
b) jesli a1, a2, ..., an =1, to P >Q.

12. Dodatnie liczby niewymierne p, ¢ spetniaja warunek  + 1 =1. Udowodnié, ze dla
kazdej dodatniej liczby catkowitej k istnieje taka dodatnia liczba catkowita n, ze k= [pn]
lub k= [gn].

13. Okrag o srodku I, wpisany w tréjkat ABC, jest styczny do boku AB w punkcie D.
Punkt M jest srodkiem boku AB, punkt E jest symetryczny do punktu D wzgledem M.

Udowodnié, ze proste IM oraz C'E sg rownolegte.

14. Wyznaczy¢ wszystkie trojkaty, ktérych boki maja diugosci catkowite, a jeden
z katéw jest réwny 120°.

15. Niech z¢o <z1 <... <z, beda dodatnimi liczbami catkowitymi. Udowodnié, ze

— - Ny 11 1
VILZTo  VERmmn L VI T Ll S St
T1 T2 Tp 2 3 n

16. Z odcinka [—1,1] wybrano k > 2 r6znych punktéw. Dla kazdego z tych punktéw
wyznaczono iloczyn jego odleglosci od pozostatych k—1 punktéw. Oznaczmy przez S sume
odwrotnosci wszystkich tych iloczynéw. Wykazaé, ze S > 2572,

17. Dany jest trojkat ABC, w ktérym BC = AC. Punkty P i Q) leza wewnatrz tego
tréjkata i spelniaja zaleznosci
JPAC=4QBA oraz JIPBC=<YQAB.
Dowiesé, ze punkty C, P i @Q leza na jednej prostej.
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18. Niech a1,az2,...,a, bedg takimi liczbami dodatnimi, ze
aiaz...an=1.
Udowodnié, ze dla dowolnych liczb rzeczywistych k > [ > 0 zachodzi nieréwnosé
alf—&—ag—i—...—i—aﬁ Ball—&—alz—&—...—&—afl.

19. Odcinki AB i CD sa podstawami trapezu ABCD. Punkty K i N naleza odpo-
wiednio do ramion AD i BC. Prosta KN nie jest rownolegta do prostej AB i przecina
odcinki AC' i BD odpowiednio w punktach L i M. Wyznaczy¢ wszystkie wartosci ¢ > 1, dla
ktorych istnieje taki trapez ABCD oraz takie punkty K i N, ze

AB

KL=LM=MN ——=t.
oraz CD

20. Dany jest rosnacy ciag (a,) dodatnich liczb catkowitych. Kazda dodatnia liczba
catkowita jest wyrazem co najmniej jednego z ciagéw (an) lub (an+2n). Udowodnié, ze
dla kazdej dodatniej liczby catkowitej n zachodzi nieréwnosé a., < %n

21. Trzy r6zne okregi o1, 02 i 03 0 réwnych promieniach leza wewnatrz trojkata ABC
i kazdy z nich jest styczny do dwoch bokéw tego trdojkata. Okrag o sSrodku w punkcie P jest
styczny zewnetrznie do okregdéw o1, o2 i 03. Wykazaé, ze punkt P, $rodek okregu opisanego
na tréjkacie ABC oraz §rodek okregu wpisanego w trojkat ABC' leza na jednej proste;j.

22. Niech n bedzie liczbg naturalna wigksza od 1. Wyznaczy¢ najmniejszg wartosé

sumy
16
> (aita)'?,
1<i<j<n
gdzie a1,a2,...,a, sg nieujemnymi liczbami rzeczywistymi spetniajacymi warunek

a?+ag+a§+...—|—ai:1.

23. Dowieéé, ze dla dowolnej dodatniej liczby catkowitej n liczba

47" 42500
jest ztozona.
24. Liczby z1, ®2, ..., xn naleza do przedziatlu [a,b], gdzie 0<a<b. Udowodnié nie-
rownosé . N s o s
(213?) <Zi> < (a+b)*(a*+b%) 2
= = 4ab(a?+ab+b?)
Wyznaczy¢ wszystkie ciagi x1, 2, ..., & liczb z przedziatu [a,b], dla ktérych w powyzszej

nieréwnosci zachodzi réwno$é.



25. Punkt F' lezy na boku AB pieciokata wypuktego ABCDE, przy czym
JFCE=<YADE oraz <FEC=<BDC.
Dowieéé, ze SBCD+SAED =180°.

26. Dany jest rosnacy ciag (an) dodatnich liczb catkowitych. Kazda dodatnia liczba
catkowita jest wyrazem co najmniej jednego z ciagdw (an) lub (an +2n). Udowodnié, ze
dla kazdej dodatniej liczby calkowitej k zachodzi nieréwnodé ax < v/2k.

27. Dowieéé, ze wéréd dowolnych 100 kolejnych wyrazéw ciggu
an =n® +n6 +n4—|—n2—|—1

jest co najmniej 86 liczb ztozonych.

28. Rozwiaza¢ uktad réwnan

z+y+z=1
1
x3+y3+z3+xyz=x4+y4+z4+§
1,11
x oy z 2

w dodatnich liczbach rzeczywistych x, y, z.

29. Dany jest pieciokat wypukly ABCDE. Wykazaé, ze suma pdl pewnych czte-
rech sposréd tréjkatow ABC, BCD, CDE, DEA, EAB jest wigksza od pola pieciokata
ABCDE.

30. Dany jest tréjmian kwadratowy f(n)=n?+n+q, gdzie g jest ustalong liczba
naturalna. Wiadomo, ze liczba f(k) jest pierwsza dla kazdej liczby caltkowitej k takiej, ze
0<k< \/g. Udowodnié, ze f(k) jest liczba pierwsza dla kazdej liczby catkowitej k takiej,
ze 0<k<qg—2.

31. Dany jest czworoécian foremny i dwie rézne plaszczyzny, z ktérych kazda dzieli
go na dwie przystajace bryly. Plaszczyzny te rozcinaja czworoscian na 4 bryty. Wyznaczy¢
wszystkie wartosci, jakie moze przyjmowac iloraz objetosci najwiekszej z tych czterech bryt
do najmniejszej z nich.

32. Dana jest dodatnia liczba catkowita n. Wykazaé, ze miedzy liczbg n? i liczba
n?+42n+ 2¢/n+ g mozna znalezé pewng liczbe takich dodatnich liczb catkowitych, ze zadna
z nich nie jest kwadratem liczby naturalnej, a ich iloczyn jest kwadratem liczby naturalnej.

33. Okrag o, wpisany w trapez ABCD o podstawach AB i CD, jest styczny do
boku AD w punkcie F. Niech F' bedzie punktem symetrycznym do punktu A wzgledem
punktu B. Prosta k, rézna od prostej AB, przechodzi przez punkt F' i jest styczna do
okregu o w punkcie S. Udowodnié, ze punkty C, S'i E leza na jednej prostej.



34. Liczby a1, ag, ..., azn nalezg do przedziatu [0,1]. Wykazaé, ze w tym przedziale
mozna znalezé taka liczbe z, ze

LU S — <1&%1+1+1+ - )
|z —ai|  |r—az] T |x—asm| 3 5 7 2n—1)°

35. Dowies¢, ze wéréd dowolnych 10000 kolejnych wyrazéw ciagu
an =n°+209

jest co najmniej 9916 liczb ztozonych.

36. Czworokat wypukty ABCD jest wpisany w okrag. Punkty M i N sa odpowiednio
$rodkami przekatnych AC i BD. Wykazaé, ze jezeli YADM =JICDB, to YBCN =<YDCA.

Zawody druzynowe:

1. Dwoch graczy gra w nastepujaca gre: Pierwszy gracz wybiera dziesieciocyfrows,
liczbe, ktéra drugi gracz stara sie odgadnaé. W pojedynczym pytaniu gracz odgadujacy
wskazuje dowolny zbiér pozycji odgadywanej liczby, a gracz pierwszy podaje zbiér cyfr,
ktére wystepuja na tych pozycjach, ale nie méwi, ile razy kazda z tych cyfr wystepuje i na
ktorych pozycjach. Jaka jest najmniejsza liczba pytan gwarantujaca drugiemu graczowi
odgadniecie liczby wybranej przez pierwszego gracza?

2. Kazdy z wierzchotkéw 2005-kata foremnego pokolorowano na jeden z 10 koloréw.
Wykazaé, ze jesli wéréd dowolnych 100 kolejnych wierzchotkéw wystepuja wszystkie kolory,
to wsréd pewnych 90 kolejnych wierzchotkéw takze wystepuja wszystkie kolory.

3. Niech n bedzie liczba naturalna wieksza od 1. Wskazaé liczbe rzeczywista C), spel-
niajaca warunki:
& dla dowolnych dodatnich liczb rzeczywistych a1, a2, as, ..., an takich, ze
(1)  ai+as+ai+...+al=1
prawdziwa jest nieréwnosé

S (ai+a)' <Cn,

1<i<j<n
& istniejg dodatnie liczby rzeczywiste a1, az, as, ..., an, spelniajace warunek (1), dla
ktérych
1
Z (ai+aj)4>Cn—f.
1<i<j<n "

4. Dany jest okrag w oraz punkty A i B lezace na zewnatrz tego okregu. Prosta k prze-
chodzi przez punkt A i przecina okrag w w punktach P, Q. Prosta BP przecina okrag w
w punktach P, R, prosta BQ w punktach @, S. Wykazaé, ze wszystkie proste RS, odpo-
wiadajace réznym polozeniom prostej k, maja punkt wspélny.



Pierwszy Mecz Matematyczny:

1. Kazda z liczb 1, 2, ..., 101 umieszczono dokladnie 101 razy w polach tablicy
o wymiarach 101 x 101, po jednej na kazdym polu. Udowodnié, ze w pewnym wierszu lub
w pewnej kolumnie znajduje si¢ co najmniej 11 réznych liczb.

2. Funkcja rosnaca f:N— N spelnia dla dowolnych wzglednie pierwszych liczb m, neN
warunki

flmn)=f(m)f(n) oraz  f(2)>2.

Jaka jest najmniejsza mozliwa wartosé f(3)?

3. Rozstrzygnaé, czy istnieje taki nieograniczony rosnacy ciag (an) dodatnich liczb
rzeczywistych, ze dla kazdej dodatniej liczby catkowitej n jest spelniony warunek

[an +an+1+ant2] = [aon+s].

4. Liczby catkowite a, b sa réznej parzystosci. Udowodnié, ze istnieje taka liczba cal-
kowita c, ze liczby c+ab, c+a, c+b sa kwadratami liczb catkowitych.

5. Wyznaczy¢ wszystkie wielomiany W (z) = 2" +an_12™ ' +...+ao spetniajace wa-
runki:

®ag, ai, ..., an—1 €{1,2},

e wszystkie pierwiastki wielomianu W sa rzeczywiste.

6. Wyznaczy¢ wszystkie liczby naturalne k, dla ktérych istniejg takie dodatnie liczby
catkowite a1 < a2 <...<ag, ze
1 1 1
3a1—1+3a2—1 +“'+3ak—1 o

7. Wyznaczy¢ wszystkie takie rosnace ciagi (an) dodatnich liczb catkowitych, ze dla
dowolnej liczby naturalnej n > 2005 zachodzi réwnosé

n 2n+1
St -2 S

8. Dany jest trojkat ostrokatny ABC. Punkt M jest srodkiem boku AB, punkt H jest
rzutem prostokatnym punktu C' na prosta AB. Punkty K i L sa rzutami prostokatnymi
odpowiednio punktéw A i B na dwusieczng kata ACB. Wykazaé, ze punkty K, L, M, H
leza na jednym okregu.

9. W czworokacie wypuklym ABC D, nie bedacym réwnolegtobokiem, prosta przecho-
dzaca przez srodki przekatnych przecina odcinek BC' w punkcie R. Wykazaé, ze suma pél
tréjkatow ABR i CDR jest rowna polu trojkata ADR.
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10. Trzy okregi leza wewnatrz trojkata ABC i kazdy z nich
jest styczny do dwoch bokdéw tego trojkata, jak na rysunku
obok. Do kazdej pary z tych okregdéw poprowadzono styczna
zewnetrzna, rézna od prostych AB, BC' i C'A. Punkty prze-
cigcia tych stycznych oznaczono odpowiednio przez D, E i F.
Udowodnié, ze proste AD, BE i C'F przecinaja sie w jednym
punkcie.

11. Dany jest szesciokat wypukly, w ktérym przeciwlegte boki sa réwnolegte. Dowiesé,
ze trzy proste taczace srodki przeciwleglych bokéw tego szedciokata przecinaja sie w jednym
punkcie.

Drugi Mecz Matematyczny:

1. W zbiorze liczb naturalnych wyrézniono te liczby, ktore daja sie przedstawi¢ w po-
staci sumy dwoch kwadratéw dodatnich liczb catkowitych. Wsréd wyrdznionych liczb sa
trojki kolejnych liczb, np. 72 =62462, 73=8%+43%, 74 =172 +5%. Udowodnié, ze wéréd
wyréznionych liczb istnieje nieskonczenie wiele tréjek kolejnych liczb.

2. Czy istnieja cztery rézne liczby catkowite a, b, ¢, d takie, ze
A+ +l+d=atbtetd=27

3. Liczby 1105 i 31 posiadaja te wltasnosé, ze réznice
1105—31%, 1105—32°, 1105-33
sa kwadratami dodatnich liczb catkowitych. Wyznaczy¢ inng pare dodatnich liczb catkowi-
tych n, N, takich, ze liczby
N-n? N—(n+1)*, N—(n+2)°
sa kwadratami dodatnich liczb catkowitych.

4. Wyznaczy¢ wszystkie liczby rzeczywiste a takie, ze dla dowolnej dodatniej liczby
catkowitej n zachodzi rownosé

Wn++vn+1]=[V4in+a).

5. Niech k bedzie takg dodatnia liczbg catkowita, ze liczba p=4k+3 jest pierwsza. Do-
wiesé, ze sposrod wierzchotkéw p-kata foremnego mozna wybraé 2k+1 wierzchotkéow w taki
sposob, ze wéréd wzajemnych odlegtoéci wybranych wierzchotkéw zadna nie powtarza sie
wiecej niz k razy.

6. Zbiér liczb naturalnych podzielono na 6 parami roztacznych podzbioréw. Dowiesé,

ze istnieja takie liczby naturalne 1< a <b< ¢ <2005, ze liczby a?+b%, a®+c2, b*+¢? naleza
do tego samego podzbioru.

11



7. Niech p bedzie nieparzystg liczba pierwsza. Dowie$é, ze kazdy dzielnik pierwszy
liczby

4P — 2P 41
3
jest postaci 6pk+1.
8. Dana jest liczba naturalna n > 2005 oraz liczby rzeczywiste z1,x2,23,...,2, spet-

niajace réwnanie

n n
2/ 2 2
2 E TiTit1Tit2Tit3+ E T <$i+1 +$¢+2) =
im1 im1

n
2
= Z Tigo (TiTit1 +TiTit3 +Tir1Tira +TitaTita) ,
i=1

gdzie x4k = dla k=1,2,3,4.
Dowiesé, ze wérod liczb x2, x3, ©s5, 7, 11, T13, 17, 19, 101, £103, 107, T109 je€St cO
najmniej szes¢ liczb réwnych.

9. Okrag w wpisany w tréjkat nieréwnoramienny ABC jest styczny do bokéw BC, C'A,
AB odpowiednio w punktach D, E, F. Punkty K, L, M sa odpowiednio $rodkami bokéw
BC, CA, AB. Styczna do okregu w, rézna od prostej BC, przechodzaca przez punkt K
przecina prosta FF w punkcie X; styczna do okregu w, rézna od prostej C A, przechodzaca
przez punkt L przecina prosta F'D w punkcie Y'; styczna do okregu w, rézna od prostej AB,
przechodzaca przez punkt M przecina prosta DE w punkcie Z. Dowieé¢, ze punkty X, Y, Z
leza na jednej proste;.

10. Czworokat wypukty ABCD jest wpisany w okrag o §rodku S i promieniu 1. Proste
BC'i AD przecinaja si¢ w punkcie P; proste AC' i BD przecinaja sie w punkcie Q. Wiedzac,
ze PS=p, QS =s, wyznaczy¢ dtugos¢ odcinka PQ.

11. Dany jest okrag w oraz punkty A i B lezace na nim. Punkt X, rézny od A i B,
nalezy do okregu w. Okrag styczny wewnetrznie do okregu w jest styczny do odcinkéw
AX i BX odpowiednio w punktach Y i Z. Wyznaczy¢ zbiér srodkéw odcinka Y Z przy
ustalonym okregu w, ustalonych punktach A, B oraz zmieniajacym polozenie punkcie X.

12



Czesko —Polsko —Stowackie Zawody Matematyczne:

1. Niech n bedzie ustalong dodatnig liczbg catkowity. Rozwiazaé¢ uktad rownan
it T+ a4+ 2l =n
n(n+1)

r1+2rx2+3x3+...+nx, = 2

w liczbach nieujemnych x1,z2,...,25.

2. Czworokat wypukly ABCD jest wpisany w okrag o §rodku O i opisany na okregu
o $rodku I. Przekatne AC i BD przecinaja sie w punkcie P. Wykazaé, ze punkty O, I, P
leza na jednej proste;.

3. Wyznaczy¢ wszystkie liczby catkowite n > 3, dla ktérych wielomian
W(z)=2"—32"""'+22" "> +6
daje sie przedstawi¢ w postaci iloczynu dwoch wielomianéw, kazdy dodatniego stopnia
i o wspoétezynnikach catkowitych.

4. Rozdajemy n >1 ponumerowanych kulek dziewieciu osobom: A, B, C, D, E, F, G,
H, I. Rozstrzygnaé, na ile sposobéw mozna rozdaé¢ te kulki tak, aby osoba A otrzymala
tyle samo kulek, co w sumie osoby B, C, D, E.

5. Dany jest czworokat wypukly ABCD. Wyznaczy¢ zbiér tych punktéw P lezacych
wewnatrz czworokata ABCD, dla ktérych

[PAB]-[PCD]=[PBC]-[PDA4],
gdzie [ XY Z] oznacza pole tréjkata XY Z.

6. Wyznaczy¢ wszystkie pary (x,y) liczb calkowitych spelniajace réwnanie
y(x+y)=a°—72° + 11z 3.

Czesko —Polsko —Stowacki Mecz Matematyczny:

1. Dowieéé, ze istnieje nieskonczenie wiele takich liczb naturalnych n, ze wszystkie
dzielniki pierwsze liczby n? 41 sa mniejsze od n.

2. Rozstrzygnad, czy istniejg liczby catkowite dodatnie x, y, 21,22, .., 22005 spelniajace

réwnosé
xk—i—yk :zf—l—zf—i—...—i—z’;o% dla k=1,2,3.

3. Liczby p oraz ¢ =p+2 sg liczbami pierwszymi. Dowie$¢, ze najwigkszy wspolny
dzielnik liczb p? —p oraz ¢ — q jest wiekszy od 2p>.

13



n
n n"

4. Dowies¢, ze dla dowolnej dodatniej liczby catkowitej n liczba " =" jest
podzielna przez 547.

5. Punkty P, Q, R, S, T, U sa odpowiednio srodkami przekatnych AC, BD, CE, DF,
E A, FB szesciokata wypuktego ABCDEF. Wykazaé, ze pole szeSciokata ABCDEF jest
cztery razy wieksze od pola szesciokata PQRSTU.

6. Dany jest sze$ciokat wypukly. Kazdy z trzech odcinkéw taczacych $rodki przeciw-
legltych bokéw tego szesciokata dzieli go na dwa pieciokaty o réwnych polach. Dowiesé, ze
te trzy odcinki przecinaja sie w jednym punkcie.

7. Dany jest okrag w o $rodku O i promieniu 1. Rozpatrujemy wszystkie kwadraty
ABCD, ktorych wierzchotki A i B lezg na w. Wyznaczy¢ najwiekszg wartosé dtugosci
odcinka OC.

8. Udowodnié, ze dla wszystkich dodatnich liczb rzeczywistych a, b, ¢ zachodzi nie-

rownoscé
9a(a+0) 6bc
3 9 3 <4
\/2(a+b+c)2 + \/(a+b)(a+b+c)

9. Wyznaczy¢ wszystkie liczby catkowite n > 2 o nastepujacej wtasnosci:
Dla dowolnych liczb catkowitych ai,a2,as,...,an—1 niepodzielnych przez n istniejg
takie liczby 1< i1 <i2<iz<...<ir <n—1, ze liczba

@iy + iy +Qig+...ta;, —1
jest podzielna przez n.

10. Komisja matematykéw ma zdecydowac, czy dowdéd Wielkiego Twierdzenia Fer-
mata jest poprawny. Po zapoznaniu sie z dowodem komisja przeprowadza glosowanie, przy
czym kazdy z czlonkéw komisji podejmuje decyzje zgodna ze stanem faktycznym z ta-
kim samym prawdopodobienstwem p € (%,1), a decyzje poszczegdlnych czltonkéw komisji
sa zdarzeniami niezaleznymi. Ostateczng decyzje komisja podejmuje wiekszoécia gloséw,
a w przypadku parzystej liczby cztonkéw i remisu w gtosowaniu, o opinii komisji w sprawie
poprawnosci dowodu Wielkiego Twierdzenia Fermata decyduje rzut moneta.

Rozstrzygnaé, w zaleznosci od p, jaka komisja ustali stan faktyczny z wigkszym praw-
dopodobienstwem: 2005-osobowa czy 2006-osobowa.

11. Dowie$é, ze dla wszystkich dodatnich liczb a, b, ¢, d, e zachodzi nieréwnosé

a n b n c n d n e <9
e+a+b a+b+c b4+c+d ct+d+e d+eta
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Szkice rozwigzan

Zawody indywidualne:
1. Na ile sposobéw mozna, przedstawié liczbe 3%°°° w postaci sumy co najmniej dwéch
kolejnych liczb catkowitych dodatnich?

Rozwigzanie
Udowodnimy, ze liczba ta wynosi 2005.
Przypusémy, ze

32005:m+(m+1)_~___'+(m+k_1):%k(?m—&-k—l).

Jesli k jest liczba parzysta: k=2n, to n oraz 2m—+k—1=2m+2n—1 muszg by¢
nieujemnymi potegami liczby 3; stad

m n)€{<320051 1) <320045) 3> <310032_31002+1 31002>}
b 2 b) 7 2 b) et 2 b b

tacznie 1003 rozwiazania.
Niech teraz k bedzie liczba nieparzysta: kK =2n+1. Wéwczas liczby k oraz m+n sa
nieujemnymi potegami liczby 3, stad

31002 _ 1 31002 _ 4
2005 2004 1003
(m,n)e{(S ,1),(3 —1,4),...,(3 B ,

tacznie 1002 rozwigzania.

2. Punkt M jest $rodkiem boku AB tréjkata ABC. Punkt D lezy wewnatrz trojkata

ABC i spelnia warunki
IDAC =JABC, IDCA=<SBCM.

Udowodnié, ze prosta DM jest réwnolegta do prostej BC.
Rozwigzanie

Rozpatrzmy przeksztatcenie p bedace zlozeniem obrotu wokét punktu C' o kat LACD
z jednoktadnoscig o $rodku C' i skali CD/AC. Wéwczas p(A) =D oraz niech p(B) =E.
Ponadto punkt N =p(M) nalezy do boku BC.

7 podobienstwa tréjkatow AC'D i BC'E wynika, ze

JBCM =<BCE oraz <CBM =<CBE.

A zatem punkt F jest obrazem symetrycznym punktu M wzgledem prostej BC. Stad oraz

z réwnosci DN = N E otrzymujemy teze.

3. Wyznaczy¢ liczbe rozwiazan uktadu réwnan

333:31:—y
y3=3y—z
=3 —x

w liczbach rzeczywistych x, y, z.
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Rozwigzanie
Mamy
(%) 2* =30 —2=(x—-2)(z+1)%, 2*-3cx+2=(x+2)(x—1)>
Stad widaé, ze liczby xz, y, z musza leze¢ w przedziale [—2,2]; istotnie, gdyby np. = > 2,
to mielibyémy y+2=—2+32x4+2 <0, czyli y < —2. Analogicznie, uwzgledniajac drugie
réwnanie i druga tozsamosé (*) dostaliby$my z > 2 i wreszcie © < —2, sprzecznosé.
Mozemy wiec podstawi¢ x = 2sina. Wowczas dostajemy y = 2sin3«, z =2sin9« oraz
x=2sin27a. Stad sina =sin27a, co ma dokladnie 27 réznych rozwiazan ze wzgledu na «a
w przedziale (/2,37 /2). Kazde z tych rozwigzan daje inne rozwiazanie wyjsciowego uktadu.

4. Alicja i Bob graja w pewna gre uzywajac prostokatnej tabliczki czekolady. Czeko-
lada sktada sie z jednakowych kwadratowych kostek ulozonych w 60 rzedéw i 40 kolumn.
Gracze w tej grze wykonuja ruchy na przemian, a kazdy ruch polega na podzieleniu jednego
z kawatkow czekolady wzdtuz linii podzialu kostek na dwie czesci. Alicja moze wykonywaé
jedynie ciecia wzdtuz linii pionowych, a Bob jedynie wzdluz linii poziomych. Przegrywa ten
z graczy, ktory nie moze wykonac zadnego ruchu zgodnego z zasadami gry. Gre rozpoczyna
Alicja. Ktéry z graczy ma strategie wygrywajaca?

Rozwigzanie

Rozwazmy ogdélniejsza sytuacje. Pokazemy, ze gdy liczba rzedéw w tabliczce czekolady
jest nie mniejsza od liczby kolumn, to Bob ma strategie wygrywajaca. Dowdd tego faktu
przeprowadzimy indukcyjnie ze wzgledu na liczbe kolumn.

Gdy mamy jedng kolumne, Alicja nie moze wykonaé pierwszego ruchu, wiec Bob wy-
grywa. Rozwazmy teraz tabliczke o n wierszach i m <n kolumnach. Alicja w swym pierw-
szym ruchu musi ja podzieli¢ na dwie czesci: n x k i nx!, gdzie k+Il=m. Bez straty ogdélnosci
przypusémy, ze k <l. Wéwczas Bob moze odciaé kwadrat o boku k z kawatka n x k. Wtedy
Alicja musi wykonaé swéj ruch majac do dyspozycji kawalki: n—k xk, kxk, nxl. Zauwazmy
jednak, ze n>m >1 oraz n >m=k+1 > 2k, wiec n—k > k. Na kazdym z tych kawaltkéw
osobno Alicja przegra (zalozenie indukcyjne), wiec moze zosta¢ zmuszana przez Boba do
rozpoczynania gry na kolejnych kawatkach i ostatecznej kapitulacji.

5. Niech [z] oznacza najwieksza liczbe catkowita nie wieksza od x. Udowodnié, ze dla
kazdej liczby naturalnej n > 1 zachodzi réwnosé
_ 27171
} o

n—2°
21 on
Rozwigzanie

Oznaczmy sume stojaca po lewej stronie przez S,,. Przeprowadzimy dow6d indukcyjny.
Dla n =2 otrzymujemy réwnosé¢ 0+ 0= 0. Przypusémy teraz, ze S, =0; chcemy wykazacé,
ze Sp4+1=0. Jak widaé, n+ 1-szy sktadnik S,,4+1 wynosi —1. Poréwnajmy k-te sktadniki .S,

oraz Sp+1, k=1,2,...,n:
n—ok—1
2k ’

TL—21 2

22

n—2

- - o+

2k

n+12k1}
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Widzimy, iz réznia sie one o jeden badz sg réwne; réznia sie one o jeden wtedy i tylko
wtedy, gdy w rozwinieciu dwéjkowym liczb n oraz n+1 liczba k jest numerem miejsca, gdzie
n+1 ma 1, a n ma 0. Jest doktadnie jedno takie miejsce; zatem widzimy, iz Sn+1 — S, =
=—1+1=0, a wiec dowdd jest zakonczony.

6. Dla punktu S lezacego wewnatrz tréjkata ABC oznaczmy przez Dg, Es, Fg
punkty przeciecia odpowiednio prostej AS i boku BC, prostej BS i boku CA, prostej
CS i boku AB. Wyznaczy¢ zbiér wszystkich takich punktéow S, ze suma pdl trojkatéw
SAFs, SBDg, SCEs jest rowna polowie pola trojkata ABC.

Rozwigzanie

Bez straty ogdélnosci mozemy przyjaé, ze tréjkat ABC ma pole 1. Przypusémy, ze S
spelnia warunki zadania. Wowczas istniejg liczby «, (3, v o sumie 1 takie, ze jesli w punktach
A, B, C umiesci¢ odpowiednio masy «, 3, v, to S jest $rodkiem ciezkosci tréjkata ABC.
Jak tatwo sprawdzié, pola tréjkatéw SAFs, SBDs, SCEs wynosza wéwczas odpowiednio

By ya  ap
atpB’ B+ vt

Mamy wiec
By |, ya  aB

* ==

() o+ ﬂ+’y+’y+a 2

oraz, po odjeciu obustronnie 1,
ay | Pa 4B 1

+ =c.
a+pB B+y y+ta 2
Odejmujac obustronnie powyzsze rownosci dochodzimy do zwigzku

(a=B)B=1(r=0a) _

(a+B)(B+N(v+a) 7
a wiec pewne dwie masy sa réwne. Oznacza to, iz S musi leze¢ na jednej ze srodkowych.
7 drugiej strony, jesli lezy on na jednej ze $rodkowych, to pewne dwie masy sa réwne

i warunek (x) jest spelniony.

7. Dla liczby catkowitej n> 1 oznaczmy przez ¢(n) liczbe liczb naturalnych mniejszych
od n, wzglednie pierwszych z n. Wyznaczyé wszystkie takie liczby catkowite n > 1, ze
warunek

n—1
nljz"" -1

jest spelniony dla dokladnie ¢(n)—1 liczb naturalnych z <n.

Rozwigzanie

Zauwazmy, ze jesli NWD(z,n) > 1, to podany warunek nie moze byé spetniony. Moze
on wiec zachodzié dla co najwyzej ¢(n) liczb & wzglednie pierwszych z n. Przypu$émy, ze
nie zachodzi on dla pewnego y wzglednie pierwszego z n, zachodzi natomiast dla pewnych
1 # x2 wzglednie pierwszych z n. Wowczas mamy

(z1y)" " = (21)" 'y =y (mod n) i podobnie (z2y)" =y"H(

mod n).
Zatem 1y i w2y sa liczbami wzglednie pierwszymi z n nie spelniajacymi podanego w za-
daniu warunku. Oczywiscie n nie dzieli réznicy x1y —z2y =y(x1 —x2). Wiemy wiec, ze jesli
warunek z zadania jest spetniony dla doktadnie ¢(n)—1 liczb  mniejszych od n, to ¢(n) <3.
Sprawdzajac wszystkie takie n dostajemy, ze n =4 lub n=6.
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8. Wirdd 15000 monet kazda jest prawdziwa lub falszywa, przy czym nie wiadomo ile
jest prawdziwych, a ile falszywych. Kazda prawdziwa moneta wazy doktadnie 10 graméw,
a kazda falszywa dokladnie 11 graméw. Mamy do dyspozycji wage, na ktérej mozemy
umieéci¢ dowolna liczbe monet i wyznaczy¢ ich taczny ciezar. Rozstrzygnaé, czy istnieje
metoda pozwalajaca w co najwyzej 1000 wazeniach rozpoznaé wszystkie falszywe monety.

Rozwigzanie

Przypuéémy, ze istnieje algorytm rozstrzygajacy w 1000 wazeniach, ktére monety sa
prawdziwe, a ktére falszywe. Musi on wiec stwierdzié, ktéra sposréd 2'5°°° mozliwosci
zachodzi. Algorytm ten wykona 1000 wazen, a kazde z nich da jedynie informacje ile sposréd
monet potozonych na wadze jest falszywych (liczba z przedzialu od 0 do 15000). Stad
lacznie po 1000 wazeniach algorytm uzyska jedng z co najwyzej 15001°%° odpowiedzi.
Jednakze

150011000<(214)1000<215000.

Zatem dla pewnych dwdéch réznych uktadéw monet algorytm da ten sam wynik, wiec nie
bedzie w stanie rozr6znié tych uktadow.

9. Udowodnié, ze liczba 5123 4675 4-720% jest ztozona.

Rozwigzanie
Niech & =512, y =675, z = 720. Wowczas 22° = 3xy. Zatem

3U3—|—y3—|—z3:avg’—l—y?’—,2'3—1—3233;2:(as—i—y—z)(an—1—312—1—,2'2—any—}-yz—l—zx)7

czyli rozwazana liczba dzieli sie przez x+y— 2z =467.

10. Tréjkat réwnoboczny ABC wpisano w okrag o. Okrag q jest styczny zewnetrznie
do okregu o w punkcie nalezacym do krétszego tuku BC'. Z punktéw A, B, C poprowadzono
styczne do okregu g odpowiednio w punktach D, F, F. Udowodnié¢, ze AD=BE+CF.

Rozwigzanie

Niech P bedzie punktem stycznosci danych okregéw. Jednoktadnosé o srodku P i ska-
li A przeprowadzajaca okrag o na okrag ¢ przeprowadza tréjkat réwnoboczny ABC na
tréjkat réwnoboczny A’ B’'C’ wpisany w okrag q.

Ponadto AD? = AP-AA’ = AP?(1—)). Analogicznie uzyskujemy BE? = BP?(1—))
oraz CF?=CP?*(1—\). Ze znanej réwnoéci AP = BP+CP (ktéra wynika bezposrednio
z twierdzenia Ptolemeusza zastosowanego do czworokata ABPC') oraz z uzyskanych wyzej
zaleznosci dostajemy teze.

11. Niech a1, a2, ..., an beda dodatnimi liczbami rzeczywistymi. Oznaczmy
1 N 1 20
P:fZai—(H%) , Q=55 >, k=
nizi i=1 2n 1<i<jgn Y
Udowodnié, ze
a) jesli a1, az, ..., an <1, to P<Q;
b) jesli a1, a2, ..., an =1, to P> Q.
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Rozwigzanie

Oznaczmy t; =lna,, i =1,2,...,n. Wowczas
1. &, 15 4 1
PoQ=—Y e —enXint o S (1)’ =
niz 2n 1<i<j<n
1 ¢, 1yn 1(1 LAgN (1 - )2>
= — t—en Llai=1"t — — | — ti — | — t. =
n;e © 2 n; n;l

1. 2 1y 1(1 " >2>
= — T ) — n i=1"" — — | — ti .
né(e 2) (e 2 nZ

i=1

Rozwazmy funkcje f dang wzorem f(z)=¢e"— %mQ. Wtedy

P_Q:%;;‘lf(u)—f(%ié“)'

Poniewaz funkcja f w przedziale (—oo,0] jest wklesta, a w przedziale [0,00) jest wypukla,
wiec na mocy nieréwnoéci Jensena otrzymujemy teze zadania.

12. Dodatnie liczby niewymierne p, q spetniaja warunek 2 + 1 =1. Udowodnié, ze dla
kazdej dodatniej liczby catkowitej k istnieje taka dodatnia liczba catkowita n, ze k= [pn]
lub k= [gn].

Rozwigzanie

Przypusémy, ze teza zadania nie jest prawdziwa. Wéwczas istnieje liczba k, ktéra nie
dopuszcza przedstawien [pn], [gn]. Wobec tego istnieja takie liczby catkowite dodatnie m, n,
ze

pm<k<p(m+1)—1 oraz gn<k<gqgn+1)—1,

czyli rbwnowaznie

k 1 k 1

m<—-—<m+l—- oraz n<-<n+l-—-.

p p q q
Po dodaniu ostatnich dwéch nieréwnosci stronami i uwzglednieniu warunku %Jr % =1 do-
stajemy

m+n<k<m4n+1,

sprzecznosc.

13. Okrag o $rodku I, wpisany w tréjkat ABC, jest styczny do boku AB w punkcie D.
Punkt M jest srodkiem boku AB, punkt F jest symetryczny do punktu D wzgledem M.
Udowodnié, ze proste IM oraz C'E sg réwnolegte.

Rozwigzanie

Okrag w dopisany do trojkata ABC, styczny do przedluzen bokéw AC i BC, jest
styczny do boku AB w punkcie E (latwe ¢éwiczenie). Niech odcinek DF' bedzie $rednica
okregu o, wpisanego w trojkat ABC. Jednokladnoséé o srodku C przeprowadzajaca okrag o
na okrag w, przeprowadza punkt F' na punkt E. Zatem punkty C, F' i E sa wspdiliniowe.
Z réwnoéci DM = M E oraz DI =IF wynika teza.
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14. Wyznaczy¢ wszystkie trdjkaty, ktéorych boki maja diugosci catkowite, a jeden
z katéw jest réwny 120°.
Rozwigzanie
Niech a, b, ¢ oznaczaja dlugosci bokéow. Z twierdzenia kosinuséw otrzymujemy
A =ad>+b*+ab.
Niech z=2, y= %. Woéwczas zachodzi réwnosé
>+ y2 +zxy=1.
Musimy wyznaczy¢ wszystkie wymierne dodatnie rozwiazania tego rownania. Na krzywej
opisanej powyzszym réwnaniem znajduje sie punkt wymierny (—1,0). Poprowadzmy przez
ten punkt prosta o wspétezynniku kierunkowym ¢: y =t(x+1). Stad otrzymujemy
2 +te(z+1) +2(x4+1)° =1,
czyli
(x—1)(z+1)+te(z+1)+t*(z+1)>=0.

Poniewaz z # —1, wiec
c(t®+t+1)+1°—1=0.

Stad
1—¢2 2 +1¢2
xr= , Y= .
24t+1 24t+1

Niech t=n/m, gdzie m i n sa liczbami naturalnymi wzglednie pierwszymi, przy czym n<m.

Woéwczas
2 2 2
m—n n-+4+2mn
x: 2 27 y:
me+mn—+n

m2+mn+n?’

Zalézmy, ze liczba pierwsza p dzieli m2 —n? oraz m? +mn+n?. Wéwczas p jest dzielnikiem

liczb 2m? +mn =m(2m+n) oraz 2n®> +mn =n(2n+m), a zatem p dzieli 2m +n oraz
2n+m, a wiec takze ich sume 3(m+n). Zauwazmy, ze p nie moze dzieli¢ liczby m +n;
w przeciwnym przypadku p bytoby dzielnikiem m i n, co przeczy wyborowi liczb m, n jako
wzglednie pierwszych. Ostatecznie, p=3. Zauwazmy, ze ma to miejsce wtedy i tylko wtedy,
gdy liczba m —n jest podzielna przez 3.
Zatem
a=(m*—n?)d, b= (n*+2mn)d, c=(m>+mn+n?)d,

gdzie d jest liczba naturalng, a w przypadku gdy odpowiednie liczby majg wspdlny dziel-
nik 3, liczba d jest wielokrotnodcia %

Na koniec podamy kilka przyktadéow. Gdy m =2, n=1, d=1, to dostajemy trojkat
o bokach 3, 5, 7; dla m =10, n=7, d:% otrzymujemy tréjkat o bokach 17, 63, 73; dla

m=2005, n=1729, d:% otrzymujemy a = 343528, b=3307577, c=3492037.

15. Niech zo <71 <... <=z, beda dodatnimi liczbami catkowitymi. Udowodnié, ze

— - N oy 11 1
e T Vi R B
1 T2 Ty 2 3 n
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Rozwigzanie
Jedli 1, >n?, to

a wiec suma odpowiednich sktadnikéw jest nie wieksza niz 1. Jesli z <n?, to

Var —Tr— — Tp— 1 1
$k$k1<$k$k1< 4o+

Tk Tk Trp—1+1 Tk

Dodajac stronami wszystkie takie nieréwnoéci otrzymujemy, iz suma odpowiednich sktad-
nikéw jest nie wieksza niz
1 1 1

T3 ttos

16. Z odcinka [—1,1] wybrano k > 2 réznych punktéw. Dla kazdego z tych punktéw
wyznaczono iloczyn jego odleglodci od pozostatych £—1 punktéw. Oznaczmy przez S sume
odwrotnosci wszystkich tych iloczynéw. Wykazaé, ze S > 2F72,

Rozwigzanie
Zauwazmy, ze
cos(m+1)¢ =2cosmecos¢p—cos(m—1)¢.

Wykorzystujac te tozsamosé udowodnimy indukcyjnie, ze istnieje wielomian T, taki, ze
T (cos ) =cosmae,

przy czym wspolczynnik przy najwyzszej potedze tego wielomianu wynosi 2™, Dla m=1
jest to oczywiste. Krok indukcyjny wynika z rownosci
cos(m+1)¢p =2Ty,(cosp) cosd — Trm—1(cos ).

Wielomiany T, noszg nazwe wielomianéw Czebyszewa. Zauwazmy, ze dla = € [—1, 1] zacho-
dzi nieréwnosé |Trm (z)| < 1.

Oznaczmy punkty dane w tresci zadania przez xo, 1, ..., Tx—1. Kazdy wielomian W
stopnia k—1 jest jednoznacznie okredlony przez swoje warto$ci w tych punktach. Wartosci
te oznaczmy odpowiednio przez ao, a1, ..., ar—1. Nietrudno wykazaé, ze

(z—m0)...(x—Zpn—1)(x—Tpnt1)...(x —xTR—1)
= (@n—x0).. (Tn—Tp-1)(Tn —Tnt1) .. (Tn —Tp—1)

Jedli wezmiemy an, =Tx—1(zn), to powyzszy wielomian bedzie réwny Tr—1. Wspdlczynnik
przy jego najwiekszej potedze, o ktérym wiemy, ze jest rowny 2k=2 okazuje si¢ by¢ suma
wyrazen postaci

an
(zn—20) .- (Tn —Tn—1)(Tn —Tnt1) -+ (Tn —Tk—1)
Poniewaz dla kazdego n=0,1,...,k—1, |an| < 1, wiec warto$¢ bezwzgledna kazdego z tych
wyrazen nie przekracza
1
|Tn — o] ... |Tn — Tn—1||Tn —Tnt1].. |0 —TH-1]
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Tymczasem suma takich wyrazen dla n=0,1,...,k—1 to wtasnie suma S. Zatem wykaza-
lismy nieréwnosé S > 2572 i staje si¢ ona réwnoscig dla

I, = —COoS n=0,1,...,k—1.

71'
k-1’

17. Dany jest trojkat ABC, w ktérym BC = AC. Punkty P i Q leza wewnatrz tego
tréjkata i spetniaja zaleznosci

JPAC =<4QBA oraz $PBC=9QAB.

Dowiesé, ze punkty C, P i Q leza na jednej prostej.
Rozwigzanie

Niech K =APNBQ oraz L =BPNAQ. Wéwczas z danych w tresci zadania réwnosci
wynika, ze punkty K, L, A, B leza na jednym okregu, ktéry jest styczny do prostych AC
i BC'. Korzystajac z twierdzenia Pascala dla ,szesciokgta” AAK BBL uzyskujemy teze.

18. Niech ai,a2,...,a, beda takimi liczbami dodatnimi, ze

aiaz...an=1.

Udowodnié, ze dla dowolnych liczb rzeczywistych k > [ > 0 zachodzi nieréwnosé

a’f—&—ag—i—..‘—l—aﬁ>all+al2+...+aﬁr

Rozwigzanie
Mamy, na mocy nieréwnosci miedzy $rednig geometryczng i arytmetyczng oraz nie-
réwnosci miedzy $rednimi potegowymi,

l l l k, & kN Uk
(*) 1:”allaé...alnga1+a2+”'+a"g(al+a2+m+a”> .
n n
Zatem
k k k
al+a n
R
n
skad
1k
(a}f—i—ag—i—...—i—aﬁ)/ <a’f+a§+...+aﬁ
~ )

n n

co w polaczeniu z (x) daje teze.

19. Odcinki AB i CD sa podstawami trapezu ABCD. Punkty K i N naleza odpo-
wiednio do ramion AD i BC. Prosta KN nie jest rownolegta do prostej AB i przecina
odcinki AC' i BD odpowiednio w punktach L i M. Wyznaczy¢ wszystkie wartosci ¢ > 1, dla
ktérych istnieje taki trapez ABC D oraz takie punkty K i N, ze

AB
KL=LM=MN oraz C—D—t.
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Rozwigzanie

PoprowadZzmy przez punkt L prosta réwnoleglta do AD, przecinajaca proste AB i CD
odpowiednio w punktach Li,L2 oraz prosta réwnolegta do BC, przecinajaca proste AB
i CD odpowiednio w punktach Lz, L.

Analogicznie przez punkt M prowadzimy proste réwnolegte do AD i BC przecinajace
proste AB i C'D odpowiednio w punktach My, Ma, M3, My

WprowadZmy oznaczenia: CD=x, AB=y, AL1 =a, BMs=b. Wéwczas DLo=AL1=a
oraz CMy= BMs=>. Poniewaz KL =LM = MN, a rzut réwnolegly zachowuje stosunki
odcinkéw rownoleglych, wiec otrzymujemy AM; =2AL, =2a i BL3 =2AMs=2b.

Zauwazmy, ze trojkaty LALs i LC' L4 sa podobne. Wynika stad, ze

CLy, CLy r—a 2

AL, ALy y—2b’

skad otrzymujemy
ay+2bx =xy (*)

Podobne sa réwniez tréojkaty M BMq i M DM,. Otrzymujemy wiec:

DM4 . DM2 cavli J,’—b o 2a
BM;  BM,’ Y b y—2a’

skad otrzymujemy
by+2azx =1zy (*x)

Poréwnujac () z (xx), dostajemy y(a—b) =2x(a —b). Poniewaz, zgodnie z zalozeniami,
prosta KN jest nieréwnolegta do AB, wiec a #b, skad y =2z. Zatem
=5p=
Pozostaje sprawdzié, ze jezeli t =2, to istnieje taka prosta KN, ze KL = LM = MN.
Niech P bedzie dowolnym punktem na odcinku C'D, takim, ze CP # PD. Przez P popro-
wadZzmy proste roéwnolegte do prostych AD i BC'. Przetng one podstawe AB odpowiednio
w punktach @ i R. Niech teraz L=ACNPQ i M =BDNPR. Prosta LM przecina boki AD
i BC odpowiednio w punktach K i N. Wykazemy, ze prosta KN spelnia nasz warunek.
Przez L poprowadzmy prosta réwnoleglta do BC, przecinajaca AB w punkcie T'. Wow-

t 2.

czas

BT _CL_CP
TA LA  PD
a stad
BT _cpP
2(CP+PD)-BT PD’

Otrzymujemy wiec
BT =2CP=2BR.

Wynika stad, ze LM = M N. Analogicznie wykazujemy, ze KL = LM. Wobec tego
KL=LM=MN.
Jako ze CP # PD, prosta KN jest nieréwnolegta do AB. Spelnia wiec warunki zadania.
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20. Dany jest rosnacy ciag (an) dodatnich liczb catkowitych. Kazda dodatnia liczba
catkowita jest wyrazem co najmniej jednego z ciagéw (an) lub (an+2n). Udowodnié, ze
dla kazdej dodatniej liczby catkowitej n zachodzi nieréwnosé a, < %n

Rozwigzanie
Przypusémy, ze dla pewnej liczby k zachodzi nieréwnosé ax > k W zbiorze

3
{1,2,..., ikfl}
znajduje sie co najwyzej k— 1 wyrazéw ciagu (an). Rozwazymy dwa przypadki.
Jesli k jest liczb@ parzysta, to pozostale %k liczb musi by¢ postaci a;+2¢ dla pewnego i;
ale ay/o +22 > 2 , sprzecznosé.
Jesli zas k jest liczba nieparzysta, to pozostale §+% liczb musi by¢ postaci a; +2¢ dla

pewnego i. Ale a(xy1)/2 +2% > 3’“;17 sprzecznosé.

21. Trzy rbézne okregi 01, 02 i 03 0 réwnych promieniach lezg wewnatrz trojkata ABC
i kazdy z nich jest styczny do dwéch bokéw tego tréjkata. Okrag o érodku w punkcie P jest
styczny zewnetrznie do okregdw o1, 02 i 03. Wykazaé, ze punkt P, srodek okregu opisanego
na tréjkacie ABC oraz srodek okregu wpisanego w trojkat ABC lezg na jednej prostej.

Rozwigzanie

Niech D, E, F beda srodkami danych okregéw stycznych odpowiednio do par prostych
(CA,AB), (AB,BC), (BC,CA). Z réwnosci promieni tych okregéw wynika, ze punkt P
jest srodkiem okregu opisanego na trdjkacie DEF'.

Niech O bedzie $rodkiem okregu opisanego na trdjkacie ABC oraz niech I bedzie
srodkiem okregu wpisanego w tréjkat ABC. Wowczas istnieje jednoktadnosé o srodku I
przeprowadzajaca tréjkat ABC na tréjkat DEF. Jednoktadnosé ta przeprowadza punkt O
na punkt P. Stad wniosek, ze punkty I, O oraz P leza na jednej prostej.

22. Niech n bedzie liczba naturalna wieksza od 1. Wyznaczy¢é najmniejsza wartosé

sumy
16
> (aitay)
1<i<j<n
gdzie a1,a2,...,a, s nieujemnymi liczbami rzeczywistymi spetniajacymi warunek
8, 8, 8 8
ai+as+az+...+a,=1.

Rozwigzanie

Niech C), bedzie szukana najmniejsza wartoscia sumy. Woéwczas nalezy wskazaé liczby
ai, az, as, ..., Gn, dla ktérych dana w zadaniu suma przyjmuje wartosé¢ C,, oraz wystarczy

udowodnié¢ nieréwnoéé
2
16 8, 8, 8 8
Z (ai+a;)"” =C, (a1 +as +a3+...—|—an> ,
1<i<j<n
czyli
Cn 16

Ch
Z (ai+aj)162 Z EIG—FQCna aj s

1<i<j<n 1<i<j<n
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co sprowadza sie do

Crn 16 s 8 Cn 16
1 aiJralef a;° —2Cha;a; ———a; >0.
( ) 1<;<n( J) n—l k3 7 ’I’L—l J
Dla a1 =1 oraz a2 =as =...=a, =0 dana w zadaniu suma przyjmuje wartos¢ n—1.
Przyjmujac C,, =n—1 mozemy przepisac’ nieréwnosé (1) w postaci
(2) > (aita; )¢ —a;®—2(n—1)afa; —a;®>0.
1<i<j<n

Dla dowodu nieréwnosci (2) wystarczy wykazaé, ze dla dowolnych liczb rzeczywistych nie-
ujemnych x, y zachodzi nier6wnosé

($+y)16 7:1:16 72(77,7 1)x8y8 7y16 2 0 ,
czyli
15 716\ . _
(3) Z < ) >x1y16—z 22(7’1-1)3}'8?}8
i=1 \?
Korzystajac z nieréwnosci miedzy srednia arytmetycznq i geometryczna otrzymujemy

(4) wiyl6 i 4 1670 > 0088

co po uwzglednieniu réwnosci ('7) = (,1°.) prowadzi do
(16 16— 6 8, 8 5 8,8
S l>z<) 210 _9) z%® =2(2" —1) 2%®,
3 (7)o =(2-3)a =22

a to dowodzi nieréwnosci (3) w przypadku n < 215 =32 768.

Niech teraz n > 2'%. Wéwczas dla a1 =as=az=...=a, = 8%/5 dana w zadaniu suma
.. i _ 2% (m—1) Ly, ‘s R p
przyjmuje warto$¢ Cy, = =——-—= . Z kolei nieréwno$¢ (1) przyjmuje postaé

15 16 15
16 2 16 2 (71—1) g 8 2 16
n n n

(5) > (ai+a;

1<i<j<n
Dla dowodu nieréwnosci (5) wystarczy wykazaé, ze dla dowolnych liczb rzeczywistych
nieujemnych z, y zachodzi nieréwnosé

n(z+y)® — 215210 _ 216 (n _1)zBy® 25y >0,
czyli

(6) (n—215) <x16+y16>+in< ) i 16— z>216(n 1) 8

Korzystajac z nier6wnosci (4) otrzymujemy
(n—215> (m16+y16)+zn< > i 16— z>
15\, 8 8 16\ s s
22(11—2 )xy—l—lzln(Z T =

= (2n—216 +n (216 —2)) 25y =2 (n—1)a2%®,

co konczy dowdd nieréwnosci (6).
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Odpowiedz: Najmniejsza warto$¢ danej w zadaniu sumy jest rowna n—1 wtedy, gdy
n < 32768 oraz 32768 "1, gdy n > 32768.

23. Dowiesé, ze dla dowolnej dodatniej liczby catkowitej n liczba
47" +2500
jest zlozona.

Rozwigzanie
Jezeli n jest liczba nieparzysta, to
47" +2500=(—1)"+1=0 (mod 3),
a zatem dana w zadaniu liczba jest podzielna przez 3.
Jezeli liczba n jest postaci 4k + 2, to

47" 42500 = 472 12500 = (—4) T 41 =
=(—4)" - (-4)’4+1=16+1=17=0(mod 17)

i dana w zadaniu liczba jest podzielna przez 17.
Jezeli zag n =4k, to korzystajac z tozsamosci

a:4—|—4y4 = <x2 —2xy+2y2) <x2 +2a7y+2y2)
otrzymujemy

A7 4450 = (47 —2.47% 542.5%) (47 +2.47" 5+2.5%) =
= (2209 — 10-47" +50) (2209" +10-47"4-50) .
Oto rozktady na czynniki pierwsze wybranych liczb postaci danej w zadaniu:
47% 42500 =17-277
47* 42500 = 1789 - 2729
47" 42500 = 3-8 882 645 502 320 731 146 440 731 729
47%° 42500 = 21531984 133 - 26 509 881 113 - 24 430 624 491 073

47% 42500=3- P15,

gdzie Pisg jest 159-cyfrowa liczba pierwsza.
24. Liczby z1, ®2, ..., x» naleza do przedziatlu [a,b], gdzie 0<a<b. Udowodnié¢ nie-
rownosé
n n 2/ 2 2\2
(L) (25) < S ason
et = 4ab(a?+ab+b?)

Wyznaczy¢ wszystkie ciagi x1, 2, ..., @ liczb z przedziatu [a,b], dla ktérych w powyzszej
nieréwnoséci zachodzi réwnosé.
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Rozwigzanie
Zauwazmy najpierw, ze dla z € [a,b] zachodzi nieréwnosé

2 2
o4 AT by 8.

x
Istotnie,
(a+b)(a®+b°) —a® — ab(a® +ab+b%) —
x
_ (z—a)(b—x)(a®+b*+2* +ab+az +bx)
x

W takim razie

2
n 3 n ab(a2+ab+b2)
b(a —|—ab—|—b2) (Zi:l Tt din z >

27 Z < 1 | s

T

(n(a+b)(@®+b)° _ (a+b)>(@®+b)>
< = -n”.
4 4
Stad wynika juz dowodzona nieréwnosé.
Réwnos$é w tej nieréwnosci zachodzi wtedy i tylko wtedy, gdy wszystkie x; sa rowne
a lub b i przy tym

x?: ba Jraber2 Z

1 =1

'M:

7

Niech k liczb x; jest réwne a, a n—k liczb x; jest rowne b. Wéowczas
ka® + (n—k)b® = ab(a® +ab+b )( +"Tk>
Stad
b —ab® —a’b—a®

ey

Zatem réwnosé w nieréwnosci zachodzi, jesli b/a jest pierwiastkiem réwnania
(n—2k)z® —na® —nz+2k—n=0,

wiekszym od 1, k=0,1,..., [”7_1]7 przy czym k liczb jest rownych a, a n—k liczb jest
réwnych b.

25. Punkt F' lezy na boku AB pieciokata wypuktego ABCDE, przy czym

JFCE=<ADE oraz <FEC=<BDC.

Dowiesé, ze YBCD+<IAED =180°.
Rozwigzanie

Niech X bedzie punktem przeciecia prostych BC' i AE, Y — punktem przeciecia pro-
stych AD i FC, Z — punktem przecigcia prostych BD i EF.

Z danych w tresci zadania rownosci katéw wynika, ze punkty Y i Z leza na okregu w
opisanym na trdjkacie CDE. Poniewaz punkt F' lezy na boku AB, wigc z twierdzenia

Pascala wynika, ze punkt X réwniez lezy na okregu w. Stad ¥XCD+<SXED =180°, a to
jest réwnosé, ktora nalezato wykazaé.
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26. Dany jest rosnacy ciag (an) dodatnich liczb catkowitych. Kazda dodatnia liczba
catkowita jest wyrazem co najmniej jednego z ciagdéw (an) lub (an +2n). Udowodnié, ze
dla kazdej dodatniej liczby catkowitej k zachodzi nieréwnoséé ayp < v/2k.

Rozwigzanie

Zalézmy, ze ap jest najmniejszym wyrazem ciagu, ktoéry nie spelnia tej nieréwnosci.
Wéwecezas liczba ar, — 1 nie nalezy do tego ciaggu: istotnie, w przeciwnym razie mieliby$my

ar—12V2k—1>v2(k—1),
wbrew okresleniu liczby k. W takim razie istnieje liczba naturalna s < k taka, ze as+2s=
=ar — 1. Wezmy
vl
n= .

242

Zatem
as+1

>n, czyli as+1>(24+v2)n.

Zauwazmy, ze
as+1  (as+1)(2—V?2) as+1
242 2 ¢ V2

Poniewaz liczba nie jest liczbg catkowita, wiec

) :{as+1}: S_{as—kl

242 V2

Udowodnimy, ze a,+2n < (24 \/ﬁ)n, czyli, rébwnowaznie a, < v/2n. W tym celu wystarczy
udowodnié, ze n < k. Mamy

as+1
V2

<s<k.

7{%—&—1} < as+1
2+v2] 2+V2

UzyskaliSmy zatem nastepujaca podwdjna nieréwnosé
an+2n< (2—1—\/5)71 <as+1.

W przedziale [as+1,ar] mamy ar —as liczb catkowitych, a w przedziale [n+1,k] mamy
k—n liczb catkowitych. Udowodnimy, ze ar —as < k—n. Zauwazmy najpierw, ze w zbiorze
liczb {as+1,as+2,...,ar} znajduje si¢ k—s wyrazéw naszego clagu: as41, Gs42, --., k.
Pokazemy, ze pozostalych liczb w tym zbiorze jest nie wiecej niz s —n. Kazda taka liczba
jest postaci a; +2i dla pewnego i. Mamy

as+1<a;+2i<ar—1.

7 drugiej strony wiemy, ze a,+2n<as+1, as+2s=ar—1, a zatem ¢ musi naleze¢ do prze-
dziatu [n+1,s]. W tym przedziale jest oczywiscie s—n liczb catkowitych. Zatem wszystkich
liczb w zbiorze {as+1,as+2,...,ar} jest nie wiecej niz (k—s)+(s—n) =k—n. Uzyskujemy
nieréwnosé

(2) ar—(as —n) < k.
Oznaczmy
w— {as + 1}
invonlk
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Na mocy wzoru (1) otrzymujemy, ze w = as —n. Nieréwnosé (2) mozemy zapisaé¢ w postaci
(3) ar—w < k.
Mamy s < k, a zatem as < v/2s. Wobec tego
V25> as>V2w—1.
Stad s> w i
ar _ as+2s+1 Vow—14+2w+1 —w

24v2 24v2 7 242

Udowodnili$my wiec, ze w <ax/(2++v/2). Dodajac do tej nieréwnosci zwiazek (3) dostajemy
ag

242

Stad wynika a, < v/2k, co przeczy wyborowi liczby k.

ar <k+

27. Dowiesé, ze wéréd dowolnych 100 kolejnych wyrazéw ciagu
an =n8+n6 +n4+n2+1
jest co najmniej 86 liczb ztozonych.
Rozwigzanie
7 tozsamosci
n®—1 _ ns—llns—&—l _
n?2—1 n—1 n+1

= (n4+n3+n2+n+1) (n4fn3+n27n+1)

n8+n6+n4+n2+1:

wynika, ze wszystkie wyrazy ciagu oprécz a1 =5 sa liczbami ztozonymi.

Uwaga

7 pomoca komputera mozna sprawdzié¢, ze wsréd dowolnych 100 kolejnych wyrazéw
ciagu (an) co najmniej 85 jest podzielnych przez jedna z liczb 5, 11, 31.

Mozna jednak wykazaé, ze dla dowolnej liczby N istnieje 100 kolejnych wyrazéw
ciagu (an), wéréd ktoérych pewnych 15 wyrazéw ma tylko dzielniki pierwsze wigksze od
liczby N.

Na przyktad zaden z wyrazoéw asi21856439978, 43121856439987,

(3121856439988, 113121856439998, (3121856440000, (3121856440022,
3121856440032, 13121856440033, (3121856440042, (3121856440043,
3121856440053, (3121856440055, (3121856440065, 113121856440075,
a3121856440077 Nie ma dzielnika pierwszego mniejszego od 3121.

28. Rozwigzaé uktad réwnan

z+y+z=1

1

2’ +y’ +20 ayr=a’+yt 42 4 o
1,11
z oy z 2

w dodatnich liczbach rzeczywistych x, y, z.
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Rozwigzanie
Mamy

é+m4+y4+z4 =@+ + 22 +zy2) (2 +y+2).
Stad
(x2+y2+z2)(xy+yz+zx)=§
Zatem
1= (z+y+2)° =2 +y’+2° +2(zy +yz +22) >

> 2\/2(:vy+yz+zx)(a:2+y2+z2) =1.

Stad wynika, ze
22 +y° 42 =2y +yz+22),

a wiec
1
xy—|—yz—|—zx:1.
Poniewaz
1 1 1 xy+yz+zx 27
o= T D
T Yy =z TYZ 2
wiec
1
TYz = —".
Y275
Rozwazmy wielomian
1 1
3,2
t)=(— t— t—z)=t"—t —t——.
W)= (t—2)(t—y)(t—2) + it

2

Zauwazmy, ze W(%) =0; stad atwo obliczy¢, ze W (t) = (t— %) (t— é) . Stad
(@ Z)e{(g 1 1) (1 2 1) (l 1 2)}
7y7 37676 b 67376 b 67673 .

29. Dany jest pieciokat wypukly ABCDE. Wykazaé, ze suma pdl pewnych czte-
rech sposrod tréjkatow ABC, BCD, CDE, DEA, EAB jest wigksza od pola pigciokata
ABCDE.

Rozwigzanie

Niech ABC' bedzie tréjkatem o najmniejszym polu sposréd tréjkatow ABC, BCD,
CDE, DEA, EAB. Oznaczmy przez X punkt przeciecia prostych AD i CE oraz niech [F]
oznacza pole figury F.

Poniewaz [BC D] > [ABC], wiec réwniez [BC D] > [BC X]. Analogicznie otrzymujemy
[EAB] > [ABX]. Stad [BCD]+[EAB] > [ABCX]. Dodajac do obu stron powyzszej nie-
réwnosci sume [CDE]+ [DEA] wnioskujemy, ze suma poél tréjkatéw BCD, CDE, DEA,
EAB jest wigksza od pola pieciokata ABCDE.

30. Dany jest tréjmian kwadratowy f(n)=n’+n-+gq, gdzie ¢ jest ustalona liczba
naturalna. Wiadomo, ze liczba f(k) jest pierwsza dla kazdej liczby calkowitej k takiej, ze
0<k< \/g . Udowodnié, ze f(k) jest liczba pierwsza dla kazdej liczby calkowitej k takiej,
ze 0<k<qg—2.
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Rozwigzanie

Niech y bedzie najmniejszg liczba catkowita nieujemna taka, ze f(y) jest liczba ztozona.
Przypusémy, wbrew tezie, ze y < q—2. Niech p bedzie najmniejszym pierwszym dzielnikiem
liczby f(y). Udowodnimy, ze p > 2y+ 1, skad dostaniemy

Vtyta=fy)=p° > Qy+1)°=4y" +4y+1,

czyli % < 4 - sprzecznosé.
Przypusémy, ze p <2y i rozwazmy roznice

fW)—f@)=@y—2)(y+z+1).
Jesli x przebiega zbiér liczb catkowitych od 0 do y—1, to wyrazenie y—x przyjmuje wartosci
y,y—1,...,1, a wyrazenie y+x+1 przyjmuje wartosci y+1, y+2, ..., 2y. Zatem dla pewnej
liczby x € {0, 1, ..., y—1} liczba f(y)— f(z) jest podzielna przez p. Poniewaz f(y) dzieli sie
przez p, wiec f(z) takze dzieli si¢ przez p. Zgodnie z zalozeniem, f(z) jest liczba pierwsza,
skad f(z) =p. To natychmiast prowadzi do sprzecznosci: istotnie,

y—r<ytz+l<qgtz—1<q+z+a’=f(z),

a zatem liczba p nie moze by¢ dzielnikiem (y—z)(y+z+1).

31. Dany jest czworoécian foremny i dwie rézne plaszczyzny, z ktérych kazda dzieli
go na dwie przystajace brylty. Plaszczyzny te rozcinaja czworoécian na 4 bryty. Wyznaczyé
wszystkie wartosci, jakie moze przyjmowac iloraz objetosci najwigkszej z tych czterech bryt
do najmniejszej z nich.

Rozwigzanie

Niech M i N bedg odpowiednio srodkami krawedzi AB i C'D czworoscianu foremnego
ABCD. Poniewaz obrét o 180° woko6t prostej M N przeprowadza czworo$cian ABC'D na
siebie, wiec kazda plaszczyzna zawierajaca prosta M N rozcina czworo$cian ABC'D na dwie
przystajace bryty. Zatem rozpatrywany iloraz moze przyja¢ dowolna warto$é¢ z przedziatu
(0,1).

32. Dana jest dodatnia liczba catkowita n. Wykazaé, ze miedzy liczbg n? i liczbg
n®+2n+2y/n+ 2 mozna znalezé pewng liczbe takich dodatnich liczb catkowitych, ze zadna
z nich nie jest kwadratem liczby naturalnej, a ich iloczyn jest kwadratem liczby naturalnej.
Rozwigzanie

Latwo rozwigzaé to zadanie dla n=1 i n=2. Dla n >3 znajdziemy czwoérke liczb
a, b, ¢, d postaci

a=(n—z)(n+z+1)=n’+n—2°—=z,

b=(n—z)(n+z+2)=n+2n—2z° -2,
c=(n—z+1)(n+z+1)=n’+2n+1—2°
d=(n—z+1)(n+z+2)=n’+3n+2—2°—=,
gdzie x jest pewna liczba naturalng. Latwo zauwazy¢, ze abed jest kwadratem liczby natural-

nej. Niech & bedzie najwieksza liczba catkowity taka, ze 2°+x <n. Wowczas n®> <a<b<c<d
i aby rozwigzaé zadanie pozostaje wykazaé, ze d<n’+2n+2/n+ g , czyli 24z >n—2/n+ % .
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Przypuséémy, ze x>+ <n—2y/n+ % Oznacza to, ze x </n— %; w przeciwnym przypadku
mielibySmy

9 3 3

oo >n=3vit HyVn-J=n—2vn+ 7.

Wobec tego x+1</n— 3, a zatem

1 1 1
(a:+1)2+(a:+1)gn—\/ﬁ+1+\f—§=n—z <n,
co przeczy wyborowi z. Liczba x zostala wigc znaleziona.

33. Okrag o, wpisany w trapez ABCD o podstawach AB i CD, jest styczny do
boku AD w punkcie E. Niech F' bedzie punktem symetrycznym do punktu A wzgledem
punktu B. Prosta k, rézna od prostej AB, przechodzi przez punkt F' i jest styczna do
okregu o w punkcie S. Udowodnié, ze punkty C, S'i E leza na jednej prostej.

Rozwigzanie
W rozwiazaniu skorzystamy z nastepujacego lematu.

Lemat
Czworokat ABC'D jest wpisany w okrag o. Wéwczas styczne do okregu o w punktach
B i D przecinaja sie na prostej AC wtedy i tylko wtedy, gdy

AB-CD=BC-DA.

Dowadd

Zalézmy, ze styczne do okregu o w punktach B i D przecinaja si¢ w punkcie X
lezacym na prostej AC. Woéwczas z podobiefistwa tréjkatéw XAB i XBC, jak réwniez
z podobienstwa trojkatéw X AD i X DC otrzymujemy

AB AX AX DA
BC BX DX CD’
czyli AB-CD=BC-DA.

Przyjmijmy z kolei, ze AB-C' D= BC'- DA oraz niech styczna do okregu o w punkcie B
przecina prosta AC w punkcie X. Z punktu X prowadzimy styczna do okregu o w punk-
cie D', przy czym D’ # B. Z danej réwnoéci oraz z udowodnionej wyzej implikacji wynika,
e AD AB AD'

DC ™~ BC  DC
Punkty B, D i D’ leza wigc na okregu Apoloniusza punktéw A i C. Jest to mozliwe jedynie
wtedy, gdy D=D'.

Przystepujemy do rozwiazania zadania.

Oznaczmy przez K i L punkty stycznosci okregu wpisanego w trapez ABCD odpo-
wiednio z bokami BC i CD. Niech ponadto P bedzie punktem przeciecia prostych F'S
i AD.

Na mocy lematu wystarczy wykazaé, ze KS-LE=SL-FEK, badz tez, ze punkty P, K, L
leza na jednej prostej.

Oznaczmy przez N punkt symetryczny do punktu M wzgledem punktu B. Tak jak
w rozwiazaniu zadania 13 dowodzimy, ze P, L i N leza na jednej prostej. Ponadto mamy
IMKN =90° = SMK L, skad wynika, ze punkty K, L, N leza na jednej prostej. A zatem
punkty P, K, L leza na jednej prostej.
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34. Liczby a1, ag, ..., azn nalezg do przedziatu [0,1]. Wykazaé, ze w tym przedziale
mozna znalezé taka liczbe z, ze
1 1
+
|t —ai| |z—a2|

1 1
ot 16n(1+ + ot )
|z —azn| =

2n—1
Rozwigzanie
Wprowadzmy oznaczenie
k k+1
I = k=0,1,...,4n—1.

k (4n 4n > B
Sposréd tych 4n odcinkéw co najmniej 2n nie zawiera zadnej z liczb a1, asg,, ..., az,. Niech
Z1, T2, ..., T2n beda Srodkami tych odcinkéw. Oznaczmy jeszcze przez d;; odlegltosci |z;—a;]
i niech 1 .

A=16n(1+=+=+... .

n< +3+5+ +2n—1>

Ustalmy 1 <4< 2n. Dla dowolnego j (j =1,2,...2n) mamy dij > i. Dla wszystkich j,

zZ Wythklem co najwyzej dwoch, Zachodz1 nieréwnosé d;; > s . Z kolei dla co najmniej
2n —4 mozliwych j mamy d;; > 8 , itd., ogdlnie, dla co najmniej 2n — 2k mozliwych j

zachodzi nieréwnosé¢ d;; > k"'l . Wobec tego
1+ ++1<16n+16n++167n
d¢1 dig dign\Qn—l 2n—3 1 '
Dodajac takie nieréwnoéci stronami dla i =1,2,...,2n otrzymujemy

1 1 1 1
et >+<—+— L >+...+
<d11 di2 di2n do1  da2 da2n

1 1 1
+ + 4o+ < 2nA.
<d2n1 d2n2 d2n2n>

Zatem musi istnie¢ takie k, dla ktorego
! + ! +...+ !
dir  dox T donk
To za$ oznacza, ze xi jest szukang liczba.

<A.

35. Dowiesé, ze wéréd dowolnych 10000 kolejnych wyrazéw ciggu
an =n°+209

jest co najmniej 9916 liczb ztozonych.
Rozwigzanie

Liczba n%+209 jest parzysta dla n nieparzystych oraz podzielna przez 3 dla n nie-
podzielnych przez 3. Ponadto z matego twierdzenia Fermata wynika, ze liczba n® +209 =
=n8%—147-30 jest podzielna przez 7, jesli n nie jest podzielne przez 7.

Zatem dla n niepodzielnych przez 42 liczba a,, jest podzielna przez 2, 3 lub 7.

Dla n=>5k=+1 liczba a,, jest podzielna przez 5.

Dla n=13k+r, gdzie r jest niereszta kwadratowa modulo 13, czyli jedna z liczb 2, 5,
6, 7, 8, 11, liczba a, jest podzielna przez 13.

Tak wiec liczba a,, nie dzieli sie przez zadna z liczb 2, 3, 5, 7, 13 wtedy i tylko wtedy,
gdy liczba n jest podzielna przez 42, przy dzieleniu przez 5 daje jedna z reszt 0, 2, 3, a przy
dzieleniu przez 13 jedna z siedmiu reszt 0, 1, 3, 4, 9, 10, 12.
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Zatem wsréd dowolnych 2730 kolejnych wyrazéw ciagu (an) co najwyzej 21 moze byé
liczbami pierwszymi. Wsréd 10920 kolejnych wyrazéw liczb pierwszych jest nie wigcej niz
84. Zatem wsréd dowolnych 10000 kolejnych wyrazéw jest co najmniej 9916 liczb ztozonych.

36. Czworokat wypukty ABCD jest wpisany w okrag. Punkty M i N sa odpowiednio
$rodkami przekatnych AC i BD. Wykazaé, ze jezeli YADM =JICDB, to YBCN =JDCA.

Rozwigzanie
Rozwiazanie zadania wynika natychmiast z nastepujacego lematu.

Lemat
Czworokat wypukly ABCD jest wpisany w okrag. Punkt M jest $rodkiem przekat-
nej AC. Wéwcezas SADB = 4CDM wtedy i tylko wtedy, gdy

AB-CD=BC-DA.

Dowadd
Poniewaz SMCD =<ABD, wiec dana w tresci zadania réwnosé katéw jest spetniona
wtedy i tylko wtedy, gdy tréjkaty ABD i M CD sa podobne. To natomiast jest speinione
wtedy i tylko wtedy, gdy
AB _MC
BD  CD’
Ostatnia réwnoé¢ na mocy twierdzenia Ptolemeusza jest réwnowazna zaleznosci
AB-CD=BC-DA.

Zawody druzynowe:

1. Dwoéch graczy gra w nastepujaca gre: Pierwszy gracz wybiera dziesieciocyfrows,
liczbe, ktéra drugi gracz stara sie odgadnaé. W pojedynczym pytaniu gracz odgadujacy
wskazuje dowolny zbiér pozycji odgadywanej liczby, a gracz pierwszy podaje zbiér cyfr,
ktére wystepuja na tych pozycjach, ale nie méwi, ile razy kazda z tych cyfr wystepuje i na
ktorych pozycjach. Jaka jest najmniejsza liczba pytan gwarantujaca drugiemu graczowi
odgadniecie liczby wybranej przez pierwszego gracza?

Rozwigzanie

Jest oczywiste, ze 10 pytan wystarczy, zeby zgadna¢ wymyslong liczbe. Udowodnimy
indukcyjnie, ze dla n <10 nie istnieje strategia pozwalajaca odgadnaé m-cyfrows liczbe
liczbe w n—1 pytaniach. Udowodnimy to nawet w przypadku gdy pierwszy gracz wymysla
liczby zlozone z samych jedynek i dwdjek. Oczywiste jest, ze dwucyfrowej liczby nie mozna
odgadnaé przy pomocy tylko jednego pytania. Zauwazmy, ze nie ma sensu zadawaé pytania
o 1 pozycje. Wtedy bowiem zadanie sprowadzitoby sie do odgadniecia n— 1-cyfrowej liczby
w n—2 pytaniach, co na mocy zalozenia indukcyjnego jest niemozliwe. Zbudujemy pewien
graf, ktérego wierzchotkami beda numery pozycji w liczbie. Poczatkowo graf zawiera je-
den (dowolny) wierzchotek. Nastepnie w kazdym kroku wybieramy pytanie, ktére zawiera
zaréwno pozycje wystepujace w juz zbudowanym grafie jak i pewna pozycje ktéra jeszcze
w grafie nie wystepuje; dotaczamy do grafu krawedz pomiedzy dwoma z pozycjami, o ktére
pytano, przy czym dokltadnie jedna z nich znajduje sie w juz zbudowanym grafie. Postepu-
jemy tak, dopdki to jest mozliwe. Przypusémy w zbudowanym grafie wystepuje k<n—1
wierzchotkow. Wystepuje wtedy w nim dokladnie k—1 krawedzi, a to oznacza ze wszystkie
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pozostale pytania zostaly zadane o pozycje wszystkie spoza grafu, badz wszystkie w obre-
bie grafu. Jezeli wszystkie pozostale pytania byly zadane o pozycje spoza grafu, to musimy
odgadnaé k pozycji (w obrebie grafu) na podstawie k—1 pytan, co jak wiemy jest niemoz-
liwe z zatozenia indukcyjnego. W przeciwnym wypadku, zuzyliSmy co najmniej k& pytan na
k pozycji, wigc musimy odgadnaé pozostale n —k pozycji w co najwyzej n—k —1 pyta-
niach, co jak wiemy jest takze niemozliwe. Przypuéémy teraz, ze zbudowany graf zawiera
wszystkie n wierzchotkdéw. Sposéb konstrukeji wskazuje, ze zbudowany graf jest drzewem.
Dla zakonczenia dowodu wystarczy pokazaé, ze istnieja dwie takie n-cyfrowe liczby, dla
ktorych odpowiedzi na wszystkie zadane pytania brzmialy 1,2. Ustalmy jeden wierzchotek
drzewa jako korzen. Niech pierwsza liczba bedzie taka, ze na pozycjach o parzystej odle-
glosci od korzenia ma jedynki, a na pozycjach o nieparzystej odleglosci od korzenia ma
dwdjki. Druga liczba z kolei ma na pozycjach o parzystej odlegtosci od korzenia dwdjki,
a na pozostatych jedynki. Dla kazdej z tych liczb kazda krawedz drzewa taczy pozycje, na
ktorej jest jedynka z pozycja na ktérej jest dwdjka.

2. Kazdy z wierzchotkéw 2005-kata foremnego pokolorowano na jeden z 10 koloréw.
Wykazaé, ze jesli wéréd dowolnych 100 kolejnych wierzchotkéw wystepuja wszystkie kolory,
to wéréd pewnych 90 kolejnych wierzchotkéw takze wystepuja wszystkie kolory.

Rozwigzanie

Przypusémy, ze wsréd dowolnych 90 kolejnych punktéw brakuje ktoregos z koloréw.
Wtedy jest oczywistym, ze dla dowolnych 10 kolejnych punktéw istnieje kolor, ktérego nie
ma wéréd nastepnych 90 punktéw. Rozwazmy dowolne 10 kolejnych punktéw i nazwijmy
odpowiedni kolor kolorem 1. Wsréd nastepnych 10 punktéw istnieje kolor 2, rézny od
koloru 1, ktéry nie wystepuje wéréd nastepnych 80 punktéw. Wsrdd nastepnych 10 punktow
znajdujemy kolor 3 itd. Rozwazajac dziewiata dziesigtke punktéw znajdujemy kolor 9,
ktorego nie ma wérdd ostatnich 10 punktéw. Z tego wynika, ze wszystkie te 10 punktéw sa
tego samego koloru. Zatem dowolne 10 kolejnych punktéw musza by¢ tego samego koloru,
co oznacza, ze wszystkie punkty na okregu musza byé¢ tego samego koloru. Otrzymana
sprzecznosé konczy rozwigzanie zadania.

3. Niech n bedzie liczba naturalna wieksza od 1. Wskazaé liczbe rzeczywista C,, spel-
niajacg warunki:
& dla dowolnych dodatnich liczb rzeczywistych a1, a2, as, ..., an takich, ze
(1)  ai+as+ai+...+al=1

prawdziwa jest nieréwnosé

> (ai+a)' <Cn,

1<i<j<n
& istniejg dodatnie liczby rzeczywiste a1, az, as, ..., a, spelniajace warunek (1), dla
ktérych
1
Z (ai+aj)4>0n—74
1<i<j<n "
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Rozwigzanie
Dla n =2 przyjmijmy Cs =4.
Wéwcezas dana w zadaniu nier6wnos¢ przyjmuje postaé

2
(a1+a2)* <4(ai+a3)",

czyli rbwnowaznie
(a1+a2) <2(al +a3),

skad widaé, ze dana w zadaniu nieréwnosé jest prawdziwa, a réwnosé zachodzi przy a; =

=as=1/V2.
Dla n =3 przyjmijmy Cs=16/3.
Wéwcezas dana w zadaniu nieré6wnos¢ przyjmuje postaé

16 2
(a1+a2)*+ (a2 +as)* +(az +a1)* < 3 (af +a3 +a§)
Z (ai1 —|—4a?aj + Ga?a? +4aia? —&—a?) <

1<i<5<3

16 (a} 5 o ab
g Z —_— (’L"—QC‘LZ' aj +7]
1<i<j<3 3\2 2
Z 3(a?+4a?a]-+6a?a§+4am§*+a?>g
1<i<j<3

< Z (8(1;-1 + 32a? a? + 8a?>

1<i<5<3

> (5af —12afa; + 1407} —12a:a7 +5a} ) >0
1<i<j<3

Z (as —(;L]-)2 (5(122 —2a;a; +5a?) >0,
1<i<j<3

skad widaé, ze dana w zadaniu nieréwnos¢ jest prawdziwa, a réwnos$é¢ zachodzi przy a1 =
=a2=a3= 1/\/§
Wykazemy, ze dla n >4 staly spelniajacg warunki zadania jest
C, - n(n—1) .
n—2

Dang w zadaniu nier6wnos¢ sprowadzamy kolejno do postaci
n 2
Y (aita)'<Cn (Ztﬁ) ;
1<i<j<n i=1
Z (a;-l +4a,3aj + 6a§a]2' + 4a¢a§? + a?) <

1<i<j<n

n(n—1) at 9 9 a?
< M=) (& 4 9q2a?+ 29
= Z n—2 <n—1+ aza]—|—n_1 ’

1<i<jsn
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(n—2) Z (a?+4a§’aj+6a§a§+4aia?+a§)é

1<i<jsn

< D> (naf—i—Qn(n—l)aEa?—i—na?).

1<i<j<n
Zatem
> (2(1;L —4(n—2)aja;+(2n(n—1)—6(n—2))aia;—
1<i<j<n
—4(n— Q)aia? —|—2a§) >0,
czyli
> ((12l —2(n—2)ala; + (n2 —4n+6> aia; —2(n—2)a;a} + 2a§) >0.
1<i<j<n
Ostatecznie

> (a2 (n—2aa; +a?)” >0,

1<i<j<n

co konczy dowdd nieréwnodci.

Zauwazmy, ze Cy =6 1 przy a1 =a2 =a3 =a4 = 1/2 w danej nieréwnosci zachodzi
réwnosé.

Dla n > 5 wskazanie optymalnej statej C,, jest trudne, wykazemy jednak, ze stalej
podanej wyzej nie mozna istotnie poprawic.

W tym celu przyjmijmy

n—1 1
ar =\ ——, a2 = a3z = =0an =
n n(n—1)
Woéwczas ) )
> (ai+aj)4:(n—1)(a1+a2)4+(n_ )Q(n_ )(2a2)4:
1<i<j<n
4
-1 1 8(n—2
=(n=1) [/ ==+ T )
n n(n—1) n2(n—1)
n?>  8(n—2) 1 8(n—2)
= —_— 1 _— —_—_
n—1+n2(n—1) nt +n—1+n2(n—1)
n*+8n—16
=n414"" 2
mer n?(n—1) ’
a wobec . (n—1) )
_nn-1) 1 n-+
Cn_ﬁ_ n—2 _n+1+n(nf2)

do udowodnienia pozostaje nieréwnosé
n®+8n—16 _ n+2
n2(n—1) n(n—2)"’
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czyli
n®+8n—16 _n+2
n(n—1) n—2"

Zatem
(n—2)(n*+8n—16) —n(n—1)(n+2) >0,

czyli
5n° —30n+32>0,

co jest prawda dla n > 5, gdyz
5n° —30n+32=>5(n—>5)>+20(n—5)+7.

4. Dany jest okrag w oraz punkty A i B lezace na zewnatrz tego okregu. Prosta k prze-
chodzi przez punkt A i przecina okrag w w punktach P, Q. Prosta BP przecina okrag w
w punktach P, R, prosta BQ w punktach @Q, S. Wykazaé, ze wszystkie proste RS, odpo-
wiadajace réznym polozeniom prostej k, majg punkt wspdlny.

Rozwigzanie

Niech okrag opisany na tréjkacie BRS przecina prosta AB po raz drugi w punkcie C.
Woéwczas punkty A, P, R, C leza na jednym okregu. Zatem BC-BA=BR-BP, skad wynika,
ze polozenie punktu C' nie zalezy od wyboru prostej k.

Rozpatrzmy teraz proste ki1 i k2 oraz odpowiadajace im punkty S1, Ri1 oraz Sa, Ra.
Niech ponadto w1, w2 beda okregami opisanymi odpowiednio na tréjkatach BR1S1, BR2.S>.
Jak wykazaliémy wyzej, okregi wi i we przechodza przez punkt C. Stad wynika, ze proste
R1S1, R2S2 oraz BC przecinaja si¢ w jednym punkcie, gdyz sa osiami potegowymi odpo-
wiednio par okregéw (wi,w), (w2,w) oraz (w1,w2). Zatem wszystkie proste RS maja punkt
wspdélny lezacy na prostej AB.

Pierwszy Mecz Matematyczny:

1. Kazdg z liczb 1, 2, ..., 101 umieszczono dokladnie 101 razy w polach tablicy
o wymiarach 101 x 101, po jednej na kazdym polu. Udowodni¢, ze w pewnym wierszu lub
w pewnej kolumnie znajduje sie co najmniej 11 réznych liczb.
Rozwigzanie

Uméwmy sie, ze zaréwno wiersz jak i kolumne bedziemy nazywaé rzedem. Tablica
zawiera wiec 202 rzedy. Mozemy je ponumerowa¢ dowolnie. Niech a; oznacza liczbe réznych
liczb w j-tym rzedzie. Przez b; oznaczmy liczbe rzedéw, w ktérych znajduje sie liczba i.
Zauwazmy, ze

ai+az+...+az2=>b1+b2+...+bio1,

gdyz zaréwno liczenie pierwszej, jak i drugiej sumy polega na stopniowym dodawaniu tej

samej liczby 1. Kazda liczba od 1 do 101, jesli wystepuje w danym rzedzie, jest ,zauwazona”

tylko raz, nastepnie zamieniana jest na 1, ktéra staje sie kolejnym sktadnikiem sumy.
Udowodnimy, ze dla kazdego ¢ € {1,2,...,101} liczba b; jest niemniejsza niz 21.

38



Zatézmy, ze liczba i znajduje si¢ w n wierszach i k kolumnach. Wowczas b; =n+k oraz
nk >101 (gdyby nk <101, tzn. k < 101 , to w kazdym z n wierszy liczba ¢ wystepowataby
mniej niz % razy, wiec w sumie hczb 7 byloby mniej niz n- 101

kazda liczba wystepuje 101 razy. Mamy zatem
bi=n+k>2Vnk>2v101 > 20.

=101, wbrew zatozeniu, ze

Wobec tego
ail —|—a2—|—...—|—a202 :bl —|—b2—|—...—|—b101 2 10121 =2121 >202107
czyli a1+az2+...+a202>202-10. Z ostatniej nieréwnosci wnioskujemy, ze co najmniej jedna

z liczb a1, az, ..., azo2 musi byé niemniejsza niz 11.

2. Funkcja rosnaca f:N— N spelnia dla dowolnych wzglednie pierwszych liczb m, neN
warunki

flmn)=Fm)f(n) oraz  f(2)>2.
Jaka jest najmniejsza mozliwa wartosé f(3)?
Rozwigzanie
Funkcja f(n)=n? spelnia warunki zadania i f(3)=9. Udowodnimy, ze 9 jest najmniej-
sza mozliwg wartoscia f(3). Niech p, ¢ beda r6znymi liczbami pierwszymi, natomiast n, k

niech beda liczbami naturalnymi takimi, ze p™ < q" < p"t. Wéwcezas
)< M @) < 1" p).
Stad
ninf(p) <klnf(q) < (n+1)Inf(p).
Zatem

n_lnf(q) _n+l

kS nf(p) "k

7 drugiej strony,

Oznacza to, iz
Ing _n+l1 n+l n _n+l Inf(g)
Inp E~ n k n Inf(p)

Przy n — oo otrzymujemy

lnq Inf(q)

lnp Inf(p)
Zamieniajac p i ¢ miejscami dostajemy nieréwnosé

np _ Inf(p)

Ing S Inf (@)
Zatem mamy

Inp _ Inf(p)

Ing Inf(q)

Stad
Inf(p) _ Inf(q)
Inp Ing
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Oznaczmy log, f(2) =c. Tym samym, dla dowolnej liczby pierwszej p mamy

Inf(p) _Inf(2) _ _
lnp ~ In2 log, /(2) =c.

Stad f(p) =p°. Udowodnimy, ze ¢ >2. W tym celu wykazemy, ze f(2) > 4. Przypusémy,
whrew tej tezie, ze f(2) =3. Woéwczas jednak c¢=1log,3 i f(3) =382 co nie jest liczba
catkowita. Tym samym f(3)=3°>9.

3. Rozstrzygnaé, czy istnieje taki nieograniczony rosnacy ciag (an) dodatnich liczb
rzeczywistych, ze dla kazdej dodatniej liczby catkowitej n jest spelniony warunek

[an + Gnt1 + Ant2] = [agns]-

Rozwigzanie
Udowodnimy, ze ciag zadany wzorem

an =1
spelnia warunki zadania. Dla n =1 tatwo sprawdzié¢ réwnosé
[1+V2+3]=[V17].

Niech n > 2. Oznaczmy p = [v/9n+8|. Dla dowolnego n € N, liczba 9n + 8 nie moze byé
kwadratem liczby naturalnej, wiec

p<VIn+8<p+1.
Stad
P’ <In+7,  (p+1)°>=9n+9.
Poniewaz
(Vn4+vVn+1+vn+2)*=
=3n+3+2/n(n+1)+2/n(n+2)+/(n+1)(n+2) <
<3n+3+2<n+%>+2(n+1)+2<n+g>:9n+9<(p+1)2,
wiec
vVrn+vn+l+vn+2<p+listad [Vn+vn+1+v/n+2]<p.
Poniewaz
(Vn+vVn+1+vn+2)® =
=3n+3+2\/n(n+1)+2y/n(n+2)+2y/(n+1)(n+2) >
>3n+3+2<n+§)+2(n+§>+2(n+1):9n+%>p2,
wiec

vn+vn+l+vn+2>pistad [Vn+vVn+l+vn+2]>p,

co konczy dowod.
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4. Liczby catkowite a, b sa réznej parzystosci. Udowodnié, ze istnieje taka liczba cal-
kowita c, ze liczby c+ab, c+a, c+b sa kwadratami liczb catkowitych.

Rozwigzanie
2
Wezmy c= (“*TZ’H) —a. Liczba c jest catkowita i mamy

a—b+1\2 a—b+1\2 a—b—1\2
oY o= () oo ()

_ 2 N2
c+ab:<aTb+1> +abfa:<%b1> .

oraz

5. Wyznaczy¢ wszystkie wielomiany W (z) = 2" +an_12" "' +... 4 ao spetniajace wa-
runki:

®ao, ai, ..., an—1 €{1,2},

e wszystkie pierwiastki wielomianu W sg rzeczywiste.
Rozwigzanie

Latwo zauwazyé, ze dla n < 2 szukanymi wielomianami sa: z+1, £ +2, 2% +2z + 1.
Udowodnimy, ze sa to jedyne wielomiany spetniajace warunki zadania. Przypu$émy, ze tak
nie jest. Niech r1, r2, ..., r, beda pierwiastkami wielomianu

W(z)=2" Fan_12" t +.. . 4ao,

gdzie n > 3. Mamy

n

2
erz(in) -2 Z rirj:ai_172an,2§2.
i=1

i=1 1<i<j=n

n
2 241
Zri >ny/rir3...r2 =n(ap) >,

i=1

7 drugiej za$ strony,

UzyskaliSsmy wiec sprzecznosc.

6. Wyznaczy¢ wszystkie liczby naturalne k, dla ktérych istnieja takie dodatnie liczby
catkowite a1 < a2 <...<ak, ze
1 1 L,
Sar—1  Baz—1 T 3ap_1 "

Rozwigzanie
Przypusémy, ze rozbiliémy liczbe 1 na k takich sktadnikéw:
1 1 1
l=—4—4...+—.
al a2 Ak

Mnozac te rownosé przez iloczyn mianownikéw otrzymujemy
aias...ar =a20a3...a+...+aias...ar—1.
Liczba po lewej stronie daje przy dzieleniu przez 3 reszte (—1)*, a kazdy ze sktadnikéw po
prawej stronie daje reszte (—1)*~. Wobec tego k-(—1)*"'=(—1)* (mod 3). Zatem liczba k
przy dzieleniu przez 3 daje reszte 2. Poniewaz
1.1 1 1 1

§+5+§+ﬁ+ﬁ<l’
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wiec nie mozna przedstawi¢ 1 w postaci sumy 5 takich sktadnikéw. Zauwazmy ze
171+1+1+1+1+1+1+i
2 5 8 20 35 50 200
Ponadto zachodzi réwnosé
11 1 1 1

8a  14a ' 35a ' 50a ' 200a
Stad rozbijajac liczbe Tio na cztery skladniki otrzymujemy przedstawienie 1 jako sumy
11 sktadnikéw. Z takiego przedstawienia mozemy otrzymacé sume 14, 17 itd. sktadnikéw.
Zatem 1 mozna rozbi¢ na n sktadnikéw zadanej postaci pod warunkiem, ze n=>5+3m,
gdzie m jest liczba catkowita dodatnia.

7. Wyznaczy¢ wszystkie takie rosnace ciagi (an) dodatnich liczb catkowitych, ze dla
dowolnej liczby naturalnej n > 2005 zachodzi réwnosé

i=1 i=1

Rozwigzanie

Niech n > 2005. Wéwczas

2 1
al+a+.. . +a’= ”; (a14as+...+an),
2 3
a%+a§+...+ai+1: n;— (a1+az+...+ant1).

Po odjeciu stronami otrzymujemy
2n+3
3

2
ai+1=§(a1+az+...+an)+ An41-

Stad
ant1(an+1—1)
2
Ze wzoru na sume n poczatkowych liczb naturalnych mamy

an+1(an+1 - 1)
2
Poniewaz (an) jest rosnacym ciagiem liczb naturalnych, wiec

+anti(ant1—n—1)=ar+az+...+an.

=142+4... 4+ (an+1—1).

an+1 2n—|—1 1 an+1—12an.

Poniewaz )
an+1(an+1 —
a1+a2+...+an:%-&-anﬂ(anﬂ—n—l)2
nat(@ner—1
/%:Hu...ﬂwﬁu
>214+24...+an>2a1+a2+...+an,
wiec

ar=1,a2=2,...,anp=n.

Wynika stad, ze a1 =1, a2 =2, ..., a, =n dla dowolnego n >2005. tak wiec jedynym ciagiem
spelniajacym warunki zadania jest ciag a, =n.
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8. Dany jest trojkat ostrokatny ABC. Punkt M jest srodkiem boku AB, punkt H jest
rzutem prostokatnym punktu C na prosta AB. Punkty K i L sa rzutami prostokatnymi
odpowiednio punktéw A i B na dwusieczng kata ACB. Wykazaé, ze punkty K, L, M, H
leza na jednym okregu.

Rozwigzanie

Przyjmijmy bez straty ogélnoéci, ze SBAC > SABC.

7 réwnosci SCHB = 90° = SCLB wynika, ze punkty B, C, H, L leza na jednym
okregu. Zatem
(1) JHLK = ¥ABC.

Niech D bedzie punktem symetrycznym do punktu A wzgledem dwusiecznej kata ACB.
Woéwczas odcinki BD oraz M K sa réwnolegte skad uzyskujemy

(2) JAMK = SABC.
Z zaleznosci (1) oraz (2) otrzymujemy teze.

9. W czworokacie wypuklym ABC D, nie bedacym réwnolegtobokiem, prosta przecho-
dzaca przez srodki przekatnych przecina odcinek BC' w punkcie R. Wykazaé, ze suma pél
tréjkatow ABR i CDR jest rowna polu trojkata ADR.

Rozwigzanie

Niech M i N bedg odpowiednio srodkami przekatnych AC i BD. Niech X bedzie
punktem lezacym wewnatrz (lub na obwodzie) czworokata ABCD, dla ktérego zachodzi
réwnosé [ABX|+[CDX]=1[ABCD]. Zaleznos¢ ta oczywiscie zachodzi, jesli X =M lub jesli
X =N, skad wynika, ze zachodzi ona réwniez dla dowolnego punktu X lezacego na prostej
MN i zawierajacego si¢ w czworokacie ABCD (zob. Lemat 2 w rozwiazaniu zadania 5
zawodéw druzynowych Obozu Naukowego Olimpiady Matematycznej w 2004 r., broszura
str. 33). Przyjmujac w szczegblnosci X = R uzyskujemy teze.

10. Trzy okregi leza wewnatrz trojkata ABC i kazdy z nich
jest styczny do dwéch bokéw tego trdjkata, jak na rysunku
obok. Do kazdej pary z tych okregdéw poprowadzono styczng
zewnetrzng, rézna od prostych AB, BC' i C'A. Punkty prze-
ciecia tych stycznych oznaczono odpowiednio przez D, E i F.
Udowodnié, ze proste AD, BE i C'F przecinaja si¢ w jednym
punkcie.

Rozwigzanie

Niech o bedzie okregiem wpisanym w tréjkat ABC, a w okregiem wpisanym w trdjkat
DEF. Rozpatrzmy jednoktadnosé j o érodku X i skali ujemnej przeprowadzajaca okrag w
na okrag o. Niech K, L, M beda odpowiednio obrazami punktéw D, E, F' przy jednoktad-
nosci j. Wéweczas proste DK, EL i FM przecinaja sie w punkcie X.

Niech 04 bedzie jednym z trzech danych okregéw, ktéry jest styczny do bokéw AB
i AC'. Rozpatrzmy teraz jednokladno$é o srodku A przeprowadzajaca okrag oa na okrag o.
Przy tej jednoktadnosci punkt D przechodzi na punkt K. Stad wniosek, ze punkty A, D, K
sg wspoéltliniowe, a wiec prosta AD przechodzi przez punkt X.

Analogicznie dowodzimy, ze proste BE i C'F przechodza przez punkt X.
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11. Dany jest szesciokat wypukly, w ktérym przeciwlegte boki sa réwnolegte. Dowiesé,
ze trzy proste taczace srodki przeciwleglych bokéw tego szedciokata przecinaja sie w jednym
punkcie.

Rozwigzanie

Niech ABCDEF bedzie danym szeSciokatem oraz niech K, L, M, N, O, P beda
odpowiednio $rodkami bokéw AB, BC, CD, DE, EF, FA. Oznaczmy ponadto przez X
punkt przeciecia przekatnych CF i AD, przez Y punkt przeciecia przekatnych AD i BE,
a przez Z punkt przeciecia przekatnych BE i C'F.

Z réwnoleglosci przeciwlegtych bokéw danego szesciokata wynika, ze punkty X, Y, Z
leza odpowiednio na odcinkach M P, NK i OL. Aby dokonczyé¢ rozwiazanie zadania wy-
starczy dowie$¢, na mocy trygonometrycznej wersji twierdzenia Cevy, ze
(1) sin<lFXP_sin<IBZL_sin<IDYN:
sind<PXA sin<LZC sin4NYE
Korzystajac z twierdzenia sinuséw otrzymujemy

sin JFXP _AX AD

sindPXA FX CF’
Piszemy analogiczne réwnosci dla dwéch pozostatych utamkéw stojacych po lewej stronie
zaleznodci (1), mnozymy je stronami, po czym otrzymujemy réwnosé (1).

1.

Drugi Mecz Matematyczny:

1. W zbiorze liczb naturalnych wyrézniono te liczby, ktore daja sie przedstawi¢ w po-
staci sumy dwoch kwadratéw dodatnich liczb calkowitych. Wérdéd wyrdznionych liczb sa
tréjki kolejnych liczb, np. 72 =62 462, 73 =8%+3%, 74="7?+5%. Udowodnié, ze wéréd
wyrdznionych liczb istnieje nieskonczenie wiele trdojek kolejnych liczb.

Rozwigzanie
Wykazemy, ze istnieje nieskonczenie wiele liczb catkowitych dodatnich k takich, ze
8k? 41 jest sumg kwadratéw dwdéch liczb catkowitych. To juz da teze; istotnie,
8k% = (2k)° +(2k)%, 8k*+2=(2k—1)°+(2k+1)°.
Pokazemy, ze dla nieskoficzenie wielu k istnieje takie a, ze 8k%24+1=3%+a?, czyli a®> =8k 8.
Podstawiajac a =4b dostajemy réwnanie Pella
K —2v* =1,

ktore, jak wiadomo, posiada nieskonczenie wiele rozwiazan.

2. Czy istnieja cztery rézne liczby catkowite a, b, ¢, d takie, ze

S+l +dP=a+btetd=27

Rozwigzanie

Oczywiste jest, ze dwie sposréd danych liczb sa nieparzyste. Przypu$émy, ze sag to
liczby a i b. Niech a+b=4 (zalozenie a+b=0 oraz a+b=2 nie prowadza do celu, co latwo
sprawdzié), wtedy b=4—a, d=—2—c i otrzymujemy

2=ad’+(4—a)’+¢c* - (2+¢)?,
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a stad
20a—2)2+2=(c+1)°
7 tego wynika, ze c jest liczbg nieparzysta, c=2k+1. W takim razie,
(a—2)°+1=2(k+1)?
skad wynika, ze a tez jest liczba nieparzysta, a =2m+1. Mamy
(2m—1)>4+1=2(k+1)?,
skad
2m(m—1)=k(k+2),
czyli k jest liczba parzysta, k=2p. A zatem
m(m—1)=2p(p+1).
odstawiajac za p w powyzsze] rOwnoscl ... otrzymujemy pare p= m= st
Podstawiajac za p w powyzszej rownosci 1, 2, ymujemy par¢ p = 14, 21, stad

za$

a=43, b=—39, c=57, d=—59.

3. Liczby 1105 i 31 posiadaja te wlasnosé, ze réznice
1105—-31%, 1105-32°, 1105-33°
sa kwadratami dodatnich liczb catkowitych. Wyznaczy¢ inng pare dodatnich liczb catkowi-
tych n, N, takich, ze liczby
N-—n? N—(n+1)*, N—(n+2)’
sg kwadratami dodatnich liczb catkowitych.

Rozwigzanie
Niech N=n?+k¥=(n+1)2+k3=(n+2)%+k3.

Oznaczmy

a:k1+k3 b:kl—k?,

2 2
Wéwcezas
ki=a+b, ks=a—>b.

Zatem

n’+(a+b)°=(n+2)*+(a—b)>.
Wynika stad, ze n=ab— 1. Skoro
n®+(a+b)° = (n+1)>+k3,
to k3 =a’+b*+1. Wybierzmy teraz b w taki sposéb, aby wyrazenie a®+b%+1 byto kwadratem
liczby naturalnej. W tym celu wezmy b® = 2a. Niech b= 2t, a = 2t%; stad wynika, ze
n=4t>—1, ki =2t(t+1), ka=2t+1, ky=2t(t—1),
gdzie t > 1. Wowczas
N=16t°+4t" +4¢> + 1.

Dla t=2 otrzymujemy dana w tresci zadania pare 1105 i 31; dla ¢t =3 dostajemy N =12025,
n =107, itd.
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4. Wyznaczy¢ wszystkie liczby rzeczywiste o takie, ze dla dowolnej dodatniej liczby
catkowitej n zachodzi réwnosé

WVn+vVn+1]=[Vin+al.

Rozwigzanie
Niech ¢ bedzie liczbg naturalng taka, ze

2 <n<(t+1)°%
Rozwazmy dwa przypadki:
<n<t?+t—1 i 4t<n<ti 4ot

Zalbézmy, ze dla danej liczby naturalnej n spelniony jest pierwszy z powyzszych warunkéw
i podstawmy n=1t?4u, gdzie 0 < u <t —1. Wowezas t < Vn<t+ % oraz t<v/n+1< t+%
i wobec tego

2t <vV/n4+vn+1<2t+1.
Oznacza to, ze [y/n++/n+1]=2t, a wiec liczba o musi spelnia¢ warunek 2¢ <+/4n+a<2t+1.
Stad
—du<a<4t—4u+1.

Aby dla dowolnego u przyjmujacego wartosci od 0 do ¢t —1 liczba « spelniata ostatni waru-
nek, musza by¢ spelnione nieréwnosci

(%) 0<a<h.
W przypadku, gdy n spetnia warunek 2, podstawmy n=t>+t+u, gdzie 0 < u < t. Wéwezas
VAV 1> VEHt4+ V2 +i+122t+1

oraz

Vn<t+1l i vV/n+1<t+1.

Mamy zatem

2t+1<Vn+vn+1<2t+2.

Dlatego zadamy, aby 1 —4u < o <4t —4u+4 dla dowolnych wartosci v od 0 do t. W konse-
kwencji,

(k) 1<a<4

Jesli wiec dla wszystkich liczb naturalnych ma byé¢ spelniony zadany warunek, to musza
by¢ spelnione warunki () i (xx*), skad ostatecznie 1 < a < 4.

5. Niech k bedzie taka dodatnia liczba catkowita, ze liczba p=4k+3 jest pierwsza. Do-
wiesé, ze sposrod wierzchotkéw p-kata foremnego mozna wybraé 2k+1 wierzchotkow w taki
sposéb, ze wsréd wzajemnych odlegloéci wybranych wierzchotkéw zadna nie powtarza sie
wiecej niz k razy.

46



Rozwigzanie

Ponumerujmy wierzchotki p-kata liczbami od 0 do p—1 i wybierzmy te wierzchotki,
ktore zostaly ponumerowane nieresztami kwadrartowymi modulo p. Oznaczmy te niereszty
przez ni, m2, N3, ..., N2g+1. Niech dla r=1,2,3,...,p—1 zapis N(r) oznacza liczbe takich
par (4,7), ze 1 <i<2k+1, 1 <j<2k+1, i#j oraz n; —n; =r(modp).

Poniewaz zbiér {ni,n2,ns,...,nox+1} jest niezmienniczy na mnozenie modulo p przez
reszty kwadratowe, N (r) ma taka sama warto$é¢ dla wszystkich reszt kwadratowych r oraz
taka sama wartos$é dla wszystkich niereszt kwadratowych r. Ponadto N(r)=N(p—r), a po-
niewaz —1 jest niereszta kwadratowa modulo p, liczba N(r) jest taka sama dla kazdego r,

skad N(r)=k.

6. Zbiér liczb naturalnych podzielono na 6 parami roztacznych podzbiordéw. Dowiesé,
ze istnieja takie liczby naturalne 1< a <b< ¢ <2005, ze liczby a?+b%, a®+c2, b2 +c? naleza
do tego samego podzbioru.

Rozwigzanie

Rozwazmy graf o 2005 wierzchotkach ponumerowanych liczbami od 1 do 2005, w kto-
rym kazde dwa wierzchotki sa potaczone odcinkiem. Niech przy tym odcinek taczacy wierz-
chotki o numerach a i b bedzie pokolorowany jednym z 6 koloréow, w zaleznosci od tego, do
ktérego z 6 zbioréw nalezy liczba a® 4 b>.

Wéwezas na mocy twierdzenia Ramsey’a (Zwardon 1999, dodatek C) istnieja trzy
wierzcholki polaczone trzema odcinkami tego samego koloru. Stad bezposrednio wynika
teza zadania.

7. Niech p bedzie nieparzysta liczba pierwsza. Dowie$¢, ze kazdy dzielnik pierwszy
liczby
4P —2P 41
3

jest postaci 6pk+1.

Rozwigzanie

Niech ¢ bedzie dzielnikiem pierwszym liczby
liczby (47 —2P41) (2P +1) =27 +1.

Poniewaz 2P —1= (23” + 1) (23” — 1) , a liczby 23P+1 oraz 23P —1 sa wzglednie pierwsze,
liczba, q jest dzielnikiem liczby 27 —1, ale nie jest dzielnikiem liczby 23” —1, ani tym bardziej
liczby 2P —1.

Ponadto 47 —2P +1=(2P —2) (27 + 1)+ 3, skad wynika, ze najwigkszy wspdlny dzielnik
liczb 47 — 2P 41 oraz 2P +1 jest réwny 1 lub 3. Jednak liczba 4 — 2P 41 przy dzieleniu
przez 9 daje reszte 3, skad wynika, ze dana w tresci zadania liczba nie jest podzielna
przez 3, a w konsekwencji g nie jest dzielnikiem liczby 2P +1, ani liczby 227 —1.

Liczba ¢ nie jest tez dzielnikiem liczby 26 —1=63, gdyz wéwczas musiataby byé réwna 7,
a wiec bytaby dzielnikiem liczby 237 — 1.

Zatem w = 6p jest najmniejsza liczba catkowita dodatnig taka, ze g jest dzielnikiem
liczby 2% — 1. Poniewaz za$ na podstawie malego twierdzinia Fermata ¢ jest dzielnikiem
liczby 2971 —1, liczba ¢ —1 jest wielokrotnoécia liczby 6p, co koficzy rozwigzanie.

p_9pP , . . 1.
%. Wéwczas ¢ jest dzielnikiem
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8. Dana jest liczba naturalna n > 2005 oraz liczby rzeczywiste z1,x2,%s,...,2, spet-
niajace réwnanie

n n
2 2 2
2) @imi1TiraTirz+ YT (%‘H +9€i+2) =

i=1 i=1

n
2
= E Tito (TiTit1 +TiTigs + Tip1Tiga +Tit3Tita) ,
i=1

gdzie T4+ =z dla k=1,2,3,4.

Dowieé¢, ze wsréd liczb x2, x3, 5, 7, T11, 213, T17, T19, 101, T103, L107, T109 jest co
najmniej szes¢ liczb réwnych.
Rozwigzanie

Dane w tresci zadania rownanie jest réwnowazne réwnaniu

n
S (@1 —wig2)? (@i —wigs)?
i=1
co z kolei jest rownowazne warunkowi, ze dla kazdego i zachodzi co najmniej jedna z row-
nosci Ti —=Ti4+3 lub Ti+1 =Ti42.

Rozwigzania réwniania wygladaja wiec nastepujaco:

Jezeli n jest podzielne przez 3, to x1, x2, 3 moga by¢ dowolne i x;43 =z; dla kazdego .
Wéwecezas liczby x2, x5, 11, 17, X101, T107 S3 réwne.

Dla dowolnego n istnieja tez rozwiazania wygladajace nastepujaco: Wiekszosc z liczb z;
ma te samg wartosé a, wyjatki maja indeksy rézniace sie o co najmniej 3 i mogg przyjmowaé
dowolne wartosci. Wéwcezas dla dowolnego ¢ co najmniej jedna z liczb z; oraz ;41 jest
réwna a, a takze co najmniej jedna z liczb x; oraz x;y2 jest rowna a. Zatem wéréd danych
12 liczb co najmniej 6 jest réwnych a.

9. Okrag w wpisany w trojkat nieréwnoramienny ABC jest styczny do bokéw BC, C A,
AB odpowiednio w punktach D, E, F. Punkty K, L, M sa odpowiednio srodkami bokéw
BC, CA, AB. Styczna do okregu w, rézna od prostej BC, przechodzaca przez punkt K
przecina prosta EF w punkcie X; styczna do okregu w, rézna od prostej C' A, przechodzaca
przez punkt L przecina prosta F'D w punkcie Y'; styczna do okregu w, rézna od prostej AB,
przechodzaca przez punkt M przecina prosta DE w punkcie Z. Dowiesé, ze punkty X, Y, Z
leza na jednej proste;j.
Rozwigzanie

Rozpatrzmy tréjkat PQR, rézny od tréjkata ABC, opisany na okregu w i taki, ze
PQ||AB, QR|| BC, RP||CA. Z zadania 33 wynika, ze punkty X, Y, Z leza odpowiednio
na prostych QR, RP, PQ. Zatem korzystajac z twierdzenia Desargues’a wystarczy wykazaé,
ze proste PD,; QF i RF przecinajg si¢ w jednym punkcie.

Rozpatrujac jednokladnosé o srodku P widzimy, ze prosta PD przecina prostag QR
w punkcie stycznosci okregu dopisanego do tréjkata PQR, stycznego do boku QR. Za-
tem korzystajac z twierdzenia Cevy wnioskujemy, ze proste PD, QFE i RF przecinaja sie
w jednym punkcie.

10. Czworokat wypukly ABCD jest wpisany w okrag o §rodku S i promieniu 1. Proste
BC'i AD przecinaja si¢ w punkcie P; proste AC' i BD przecinaja sie w punkcie Q. Wiedzac,
ze PS=p, QS =s, wyznaczy¢ dtugosé¢ odcinka PQ.
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Rozwigzanie
Niech p(X,w) oznacza potege punktu X wzgledem okregu w. Wykazemy, ze prawdziwy
jest wzor
p(P,w) +p(Q,w) = PQ?,

z ktérego bezposrednio obliczamy PQ =+/p%+ s —2.

Bez straty ogdlnosci przyjmijmy, ze punkty C' i D lezg odpowiednio na odcinkach BP
i AP. Zatézmy, ze okrag opisany na tréjkacie AC'P przecina prosta PQ w punktach P i R.
Z réwnosci YQRC = {PAC = YDBC wynika, ze punkty B, C, Q, R leza na jednym
okregu. Stad

p(P,w)+p(Q,w)=PB-PC—QA-QC =PQ-PR—PQ-QR=PQ*.

11. Dany jest okrag w oraz punkty A i B lezace na nim. Punkt X, rézny od A i B,
nalezy do okregu w. Okrag styczny wewnetrznie do okregu w jest styczny do odcinkéw
AX i BX odpowiednio w punktach Y i Z. Wyznaczy¢ zbior érodkéw odcinka Y Z przy
ustalonym okregu w, ustalonych punktach A, B oraz zmieniajacym potozenie punkcie X.

Rozwigzanie

7 zadania 13 z Obozu Naukowego Olimpiady Matematycznej w 1999 r. wynika, ze
$rodek odcinka Y Z jest srodkiem okregu wpisanego w tréjkat ABX.

Niech M bedzie srodkiem tego tuku AB okregu w, ktéry nie zawiera punktu X. Wéw-
czas $rodek okregu wpisanego w trojkat ABC' lezy na okregu o srodku M i promieniu AM
(tatwe éwiczenie).

Roéwniez odwrotnie: punkt I znajdujacy sie wewnatrz okregu w, lezacy na okregu
o $rodku M i promieniu AM jest Srodkiem okregu wpisanego w tréjkat ABX, gdzie X # M
jest punktem przeciecia prostej M1 z okregiem w.

Resumujac: jesli przez M i N oznaczymy $rodki dwéch tukéw AB okregu w, to szukany
zbiér sklada si¢ z dwéch tukéw okregéw o(M,AM) oraz o(N,AN) zawartych wewnatrz
okregu w.
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Czesko —Polsko —Stowackie Zawody Matematyczne:

1. Niech n bedzie ustalong dodatnig liczbg catkowity. Rozwiazaé¢ uktad rownan

2 3 n
r1+xs+x3+...+x,=n

n(n+1
r1+2x2+3x3+...+nry = %
w liczbach nieujemnych x1,z2,...,25.
Rozwigzanie
Przypusémy, ze x1,x2,...,2, spelniaja warunki zadania. Wowczas

0::v1+x§+x§+...+xzfnf(x1+2x2+3x3+...+n:vnf%n(nJrl)):
= (25 —2w2+2—1)+ (23 —3z3+3—1)+...+ (x)f —nz, +n—1).

Ale wyrazenia w nawiasach sa nieujemne; istotnie, dla k >2 i x >0, na mocy nieréwnosci
miedzy $rednig arytmetyczng i geometryczna,

k- 1=a 41414+, 41>k Vb =ka

i rownos¢ zachodzi wtedy i tylko wtedy, gdy x =1. Zatem z2 =23 =...=x, =1 i na mocy
pierwszej réwnosci, x1 = 1.

2. Czworokat wypukly ABCD jest wpisany w okrag o $rodku O i opisany na okregu
o srodku I. Przekatne AC i BD przecinaja sie w punkcie P. Wykazaé, ze punkty O, I, P
leza na jednej prostej.
Rozwigzanie

Przyjmijmy, ze proste AI, BI, CI, DI przecinaja okrag opisany na czworokacie ABC' D
odpowiednio w punktach E, F, G, H. Poniewaz proste AI, BI, CI, DI sa dwusiecznymi
odpowiednich katéw czworokata ABC D, wiec proste EG i F'H érednicami okregu opisanego
na czworokacie ABCD. Zatem proste EG i F'H przecinaja si¢ w punkcie O.

Oznaczmy przez X punkt przeciecia prostych EB i CH.

Korzystajac z twierdzenia Pascala dla szesciokata ACHDBE widzimy, ze punkty
P, X, I leza na jednej prostej. Stosujac ponownie twierdzenie Pascala dla szesciokata
GCH F BE wnioskujemy, ze punkty O, X, I sa wspoélliniowe. Zatem punkty O, I oraz P
sa wspotliniowe.

3. Wyznaczy¢ wszystkie liczby catkowite n > 3, dla ktérych wielomian
W(z)=2" —3z"" " +22""°+6

daje si¢ przedstawi¢ w postaci iloczynu dwoéch wielomianéw, kazdy dodatniego stopnia
i o wspélczynnikach catkowitych.

Rozwigzanie
Dla n=3, ]
2 =30 42046 = (x+1)(2° — 42 +6).
Przypuéémy, ze dla n =4 mamy
zt —32° +20° + 6 = (2® + ax +b) (2° + cx +d).
Woéwczas, poréwnujac wspdtczynniki, otrzymujemy
at+c=-3, ac+b+d=2, bd=6.
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Pierwsza réwnosé impilkuje, iz a i ¢ sg réznej parzystoéci, a zatem na mocy drugiej réwnosci,
b i d sa tej samej parzystosci. To zas daje sprzecznosé¢ w polaczeniu z trzecia réwnoscia.
Dalej zalozymy, ze n > 5. Przypusémy, ze zachodzi réwnosé

(1) W(z)=P(x)Q(x),
gdzie
P(x)= art® fap_12" . tarz +ao,

Q(x) = bn—kmnik +bn—k—1$k71 +...+bix+bo

i ax =bn_r = %1. Bez straty ogdlnosci mozemy przyjaé, ze k< [n/2] <n—2 (gdyz n >5).
Poréwnujac wspo6lczynniki obu stron réwnosci (1) otrzymujemy nastepujacy ukltad réwnan:

aobo =6

aobl +a1b0 = O

aoby+ai1bg—1+...+ar—1b1+arbi =0
Udowodnimy indukcyjnie, ze ao dzieli a1, as, ..., ar. Wiedzac to dla k <[, mamy
0=ao(aobi+1+aibi+...+abi +a;41bo) =

=adbiy1+aoarbi+ ... +aoarby +6a11,
a zatem
6a;+1 = —(a%blH +aoarb;+...+ aoalbl).

Wszystkie sktadniki po prawej stronie sg podzielne przez a2, a wiec lewa strona tez ma
te wlasnoéé. Zatem ao|ai+1. Ale ar = £1; zatem ao = £1 i bez straty ogdlnosci mozemy
zatozyé, ze ap = 1; wéwczas by = 6.

Jedli teraz powtdérzymy to rozumowanie dla wielomianu @, to dostajemy, iz by =6
dzieli b1, b, ..., bp—3 (kladziemy b; =0, jesli [ >n—k). Wowczas otrzymujemy sprzecznosé
(bn—r ==%£1), chyba ze n—k >n—3. Rozwazymy dwa przypadki.

Przypadek k=2.

Wéwcezas
aobpn—r+a1bp—p—1+...+an—r-1b1 +an—rbo =2,

sprzecznosé, gdyz wszystkie sktadniki, oprocz pierwszego, po lewej stronie, sa podzielne
przez 6, a zatem sa parzyste, podczas gdy pierwszy skladnik jest réwny +1.

Przypadek k=1.
Woéwcezas problem sprowadza sie do wyznaczenia catkowitego pierwiastka wielomianu W
tatwo sprawdzi¢, ze dla n parzystych nie ma takich pierwiastkéw; jesli za$ n jest nieparzyste,
W(-1)=0.

Wobec tego wielomian W dopuszcza przedstawienie w postaci iloczynu dwoch wielo-
mianéw stopnia dodatniego tylko dla n > 3 nieparzystych.
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4. Rozdajemy n > 1 ponumerowanych kulek dziewieciu osobom: A, B, C, D, E, F, G,
H, I. Rozstrzygnaé, na ile sposobéw mozna rozdaé te kulki tak, aby osoba A otrzymata
tyle samo kulek, co w sumie osoby B, C, D, E.

Rozwigzanie
Rozwazmy wielomian

(x42)°" = (z® +4a+4)" =
=@ 4z4+z+z+r+1+14+1+1) (P +z4+2+z+z+14+1+1+1)-...-

(P Hrtrtrtr+l+14+141).
Po otworzeniu nawiaséw, otrzymujemy 9" sktadnikéw. Udowodnimy wzajemnie jedno-
znaczna odpowiednio$é pomiedzy liczbg skladnikéw réwnych z™ i liczba ,rozdan” o jakich
mowa w zadaniu.

Przypusémy, iz rozdano kulki zgodnie z warunkami zadania. Jesli k-ta kula trafita do
osoby A, bierzemy 2 z k-tego nawiasu. Jedli trafita do B, C, D, E, to bierzemy pierwsza,
druga, trzecia lub czwartg 1, odpowiednio, z k-tego nawiasu. Wreszcie, jesli trafita do F', G,
H, I, to bierzemy pierwszego, drugiego, trzeciego lub czwartego = z k-tego nawiasu. Jesli
teraz wymnozymy wszystkie wybrane czynniki widzimy, iz wynik jest réwny z™ wtedy
i tylko wtedy, gdy A otrzymal te sama liczbe kul, co tacznie B, C, D, E.

Zatem liczba sposobdéw, na ktére mozna rozdaé kulki zgodnie z warunkami zadania,
jest réwna wspélczynnikowi przy 2™ w wielomianie (x4 2)%", czyli

(2n> n
n
5. Dany jest czworokat wypukly ABCD. Wyznaczy¢ zbiér tych punktéw P lezacych
wewnatrz czworokata ABCD), dla ktérych
[PAB]-[PCD]=[PBC]-[PDA4],
gdzie [ XY Z] oznacza pole tréjkata XY Z.
Rozwigzanie
Jesli P lezy na jednej z przekatnych AC lub BD, powiedzmy na AC, to
[PAB] _ AP _ [PDA]
[PBC]  PC  [PCD]
Rownosé ta jest rownowazna danej w tresci zadania réwnosci.
Oznaczmy przez O punkt przeciecia przekatnych AC' i BD oraz zal6zmy, ze punkt P

lezy wewnatrz trojkata ABO. Niech ponadto proste BP i AC przecinaja si¢ w punkcie @,
a proste DP i AC w punkcie R. Wtedy
[PAB] AQ [PDA] AR
PBC] ~ QCc ™ [PCD]” RC"
Zatem podana w tresci zadania réwnos¢é nie jest spelniona
Stad szukanym zbiorem punktéw P sa przekatne AC i BD.
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6. Wyznaczy¢ wszystkie pary (x,y) liczb catkowitych spelniajace réwnanie
ylx+y)=a°—72° + 11z 3.

Rozwigzanie
Rozwazana réwnoéé jest réwnowazna

(2y+x)® =42® — 272" + 442 — 12 = (2 — 2)(42° — 1924 6) =
= (z—2)((z—2)(4z—11)—16).

Powyzsze wyrazenie musi byé kwadratem liczby calkowitej. Zatem (z —2) = ks?, gdzie
ke{-2,-1,1,2} i s€N; istotnie, jesli dla pewnej liczby pierwszej p i liczby caltkowitej
nieujemnej m, p*™ T dzieli  —2 i p*™ T2 nie dzieli x —2, to mamy p|(x —2)(4x —11) — 16,
wiec p|16 1 p=2.

Rozwazymy oddzielnie trzy przypadki.

Przypadek k==42. Wéwczas mamy 422 —19z+6==42u? dla pewnej liczby catkowitej w,
czyli rownowaznie,

(8 —19)* — 265 = +32u°,

sprzecznosé modulo 5.
Przypadek k=1. Woéwczas 4z> —19z+6=u> dla pewnej liczby catkowitej u, co prowadzi
do
265 = (82 —19)* —16u* = (82 — 19 — 4u) (8x — 19+ 4u).

Latwo sprawdzié, ze x =6 jest jedynym rozwiazaniem (rozwazamy wszsystkie rozktady:

265=1-265="5-53=..., itd, i bierzemy pod uwage fakt, iz x —2=s?). Stad otrzymali$my
dwa rozwigzania wyjsciowego réwnania: (z,y) € {(6,3),(6,—9)}.
Przypadek k= —1. Jak przedtem, mamy 4z2 — 19z +6 = —u?, co réwnowaznie mozna

zapisa¢ w postaci

265 = (82 —19)* + (4u)?
i sprawdzamy wszystkie mozliwoéci: dla u=0, 1, 2 nie ma rozwigzan; jesli u=3, dostajemy
(82 —19)=121=112, co prowadzi do =1 i daje dwa rozwigzania: (x,y) € {(1,1),(1,-2)}.

Wreszcie, dla u =4 otrzymujemy (8x — 19)2 =9=3%1i =2, skad dochodzi rozwiazanie

(z,9) =(2,-1).
Zatem zbidr rozwigzan danego w zadaniu réwnania jest nastepujacy:

{(673)7(6779)7(171)5(1772)5(2571)}'

53



Czesko —Polsko — Stowacki Mecz Matematyczny:

1. Dowie$¢, ze istnieje nieskonczenie wiele takich liczb naturalnych n, ze wszystkie
dzielniki pierwsze liczby n?+1 sa mniejsze od n.

Rozwigzanie
Sposob 1. Niech n = Fsj, bedzie wyrazem ciagu Fibonacciego. Wtedy
nP+1=F3 +1= For_1Fokt1
i wystarczy, aby liczba Faiy1 byla ztozona, np. Fgi+3 jest podzielne przez 2.
Sposdb I1. Niech n = 2k?. Wtedy
n®+1=4k"+1=(2k* —2k+1)(2k* + 2k +1)
i wystarczy, aby liczba 2k*42k+1 byta ztozona, np. dla k=>5i+1 jest ona podzielna przez 5.
2. Rozstrzygnaé, czy istnieja liczby catkowite dodatnie x, y, 21, 22, . .., 22005 spelniajace
rownosé
Py =i 2y dlak=1,23.

Rozwigzanie

Wykazemy, ze podany uklad réwnan nie ma rozwigzan rzeczywistych dodatnich. Pod-
noszac do kwadratu réwnanie dla k=1 oraz odejmujac od niego réwnanie dla k=2, po
podzieleniu przez 2 otrzymujemy
(1) xy= Z ZiZj -

i<j
Mnozac dane w tresci zadania réwnanie dla k=1 przez réwnanie (1) otrzymujemy
x2y+my2 = szz] .
i#£]

7 kolei podnoszac dane w tresci zadania réwnanie dla k=1 do szescianu, otrzymujemy

2005
x3+y3+3<x2y+:py2) = Z Z?+3ZZZ'22J' +6 Z ZiZj %k,
i=1 i#j i<j<k

Z ZiZjZk = 0

i<j<k

skad

wbrew zalozeniu, ze liczby z; sa dodatnie.
3. Liczby p oraz ¢ =p+2 sg liczbami pierwszymi. Dowie$¢, ze najwigkszy wspolny
dzielnik liczb p? —p oraz ¢ — q jest wiekszy od 2p>.

Rozwigzanie

Wykazemy, ze podane liczby sa podzielne przez pg(p+q).

Podzielnosé przez p i ¢ wynika z malego twierdzenia Fermata. Wykazemy podzielno$é
przez p+q. Niech n= (p+q)/4. Wéwczas

pq—|—p: (2n—1)2"+1—2n—|—1=2n<2n1+1> _1<27’LJ-1> —2n+1=

=4n*+2n—1-2n+1=0 (mod 4n)
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oraz

2n—1 on—1
qp+q_(2n—|—1)2"1—2n—1:2n< ”1 >+1< m >_2n_1_

=4n* —2n4+1-2n—1=0 (mod 4n).

4. Dowie$é, ze dla dowolnej dodatniej liczby calkowitej n liczba n" - jest
podzielna przez 547.

Rozwigzanie

Liczba n™ —n jest podzielna przez 2. Zatem na mocy malego twierdzenia Fermata
liczba n™ —n™ jest podzielna przez 3, a na mocy twierdzenia Eulera jest ona podzielna
przez 4.

Stad na mocy matego twierdzenia Fermata liczba n" —n™" jest podzielna przez 2, 3,
71 13. Poniewaz liczba 547 jest plerwsza oraz H47—1=>546=2-3-7-13, wiec na mocy matego

twierdzenia Fermata liczba n® —n"  jest podzielna przez 547.

5. Punkty P, Q, R, S, T, U sg odpowiednio srodkami przekatnych AC, BD, CE, DF,
E A, FB sze$ciokata wypuktego ABCDEF. Wykazaé, ze pole szeSciokata ABCDEF jest
cztery razy wigksze od pola sze$ciokata PQRSTU.

Rozwigzanie

Wykazemy, ze pole czworokata ABCD jest cztery razy wieksze od pola czworokata
RSTU. Istotnie: jesli przez a oznaczymy kat miedzy przekatnymi AC i BD, to kat miedzy
prostymi RT i SU tez jest réwny « oraz

[ABCD] =1 AC-BD-sina = 3 RT-SU-sina = [RSTU].

6. Dany jest sze$ciokat wypukly. Kazdy z trzech odcinkéw taczacych $rodki przeciw-
legltych bokéw tego szesciokata dzieli go na dwa pieciokaty o réwnych polach. Dowiesé, ze
te trzy odcinki przecinaja si¢ w jednym punkcie.

Rozwigzanie

Niech ABCDFEF bedzie danym szesciokatem. Oznaczmy przez K, L, M, N, O, P
odpowiednio $rodki bokow AB, BC,CD, DE, EF, F'A. Przyjmijmy ponadto, ze proste K N
i LO przecinaja si¢ w punkcie Q. Wéwcezas [K BLQ] =[N EOQ)], gdzie przez [F] oznaczono
pole figury F. Stad [ABCQ]=[DEFQ)]. Zatem lamana PQM dzieli szeiciokat ABCDEF
na dwie figury o réwnych polach. Stad wynika, ze @) nalezy do odcinka PM.

7. Dany jest okrag w o $rodku O i promieniu 1. Rozpatrujemy wszystkie kwadraty
ABCD, ktorych wierzchotki A i B lezg na w. Wyznaczy¢ najwieksza warto$é ditugosci
odcinka OC.

Rozwigzanie

Bez straty ogoélnoéci mozemy zaltozyé, ze punkt B jest ustalonym punktem danego
okregu. Woéwczas wierzchotek C' powstaje z A poprzez obrét wokdt punktu B o 90°. Ob-
racajac okrag w wokét punktu B uzyskamy okrag w’. Zadanie sprowadza sie tym samym
do wyznaczenia odlegloéci od punktu O do najdalszego punktu okregu w’. Odlegloéé ta
wynosi 1++/2.
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8. Udowodnié, ze dla wszystkich dodatnich liczb rzeczywistych a, b, ¢ zachodzi nie-

roéwnoscé
9a(a+0) 6bc
3 9 3 <4
\/2(a+b+c)2 + \/(a+b)(a+b+c)

Rozwigzanie
Korzystajac z nieréwnosci miedzy $rednig arytmetyczng a Sredniag geometryczna sza-
cujemy pierwszy skladnik danej sumy:

371.1.1.1‘1.1_ 2 3(a+b)  3(a+b) <1<6+ 2a 3(a+b)>.

a+b 2(a+b+c) 2(atbtc) "3
Drugi sktadnik mozna oszacowaé podobnie:
3 2b 3c 1 < 2b 3c )
1 — < (] — .
a+b a+b+c "3 Jra—&—b+a—i—b—|—c
Dodajac te nieréwnodci stronami uzyskujemy teze.

a+b a+b+c

9. Wyznaczy¢ wszystkie liczby catkowite n > 2 o nastepujacej wtasnosci:
Dla dowolnych liczb catkowitych ai,a2,as,...,an—1 niepodzielnych przez n istniejg
takie liczby 1< i1 <i2<iz<...<ir <n—1, ze liczba
Qiy + iy +Qig+...ta;, —1
jest podzielna przez n.
Rozwigzanie

Jezeli n jest liczbg zlozona, to teza zadania nie jest spelniona, wystarczy bowiem
przyjac

gdzie d jest dzielnikiem liczby n réznym od 1 i od n.
Wykazemy, ze liczby pierwsze n spelniaja warunki zadania.
Niech Zj bedzie zbiorem reszt z dzielenia przez n wszystkich liczb postaci
crai+ceaz+...+cpap, gdzie c; €{0,1}.
Woéwczas zbiér Z1 ma 2 elementy oraz dla kazdego k > 1 zbiér Zj, jest wigkszy od Zi—1 lub
jest réwny zbiorowi {0,1,2,...,n—1}.

Wynika to z faktu, ze zbiér {0,1,2,...,n—1} jest jedynym niepustym zbiorem nie-
zmienniczym na dodawanie modulo n pewnej liczby niepodzielnej przez n, a zatem pe-
wien element zbioru Z;_1 po dodaniu a; (mod m) nie nalezy do Zy_1, chyba ze Zy_1 =
={0,1,2,...,n—1}.

Zatem Z,_1 ma n elementéw i 1 € Z,_1, co konczy rozwiazanie.
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10. Komisja matematykéw ma zdecydowaé, czy dowdéd Wielkiego Twierdzenia Fer-
mata jest poprawny. Po zapoznaniu si¢ z dowodem komisja przeprowadza glosowanie, przy
czym kazdy z czlonkéw komisji podejmuje decyzje zgodna ze stanem faktycznym z ta-
kim samym prawdopodobiefistwem p € (3,1), a decyzje poszczegélnych czlonkéw komisji
sg zdarzeniami niezaleznymi. Ostateczna decyzje komisja podejmuje wigkszoscia glosow,
a w przypadku parzystej liczby cztonkéw i remisu w gtosowaniu, o opinii komisji w sprawie
poprawnosci dowodu Wielkiego Twierdzenia Fermata decyduje rzut moneta.

Rozstrzygnaé, w zaleznosci od p, jaka komisja ustali stan faktyczny z wigkszym praw-
dopodobienstwem: 2005-osobowa czy 2006-osobowa.

Rozwigzanie
7Z takim samym.
Dla komisji 2005-osobowej prawdopodobienstwo wynosi

1002

i i 2005
3 2000 <1—p>< ! )
=0 ¢

a dla komisji 2006-osobowej prawdopodobienstwo wynosi

1002
2006—1 % 2006 1003 1003 2006
1- 1- 2=
(;}p (1-p) < p >> +p " (1-p) (1003>/

1002
2006—1 @ 2005 2005 1003 1003 2005
<ZZ_OP e <<i—1>+< i >>>“’ e <1002>

1002 1002
—i i 2005 i i [ 2005
:szoos (1-p) (p—|—1—p)< ) >_Zp2005 (1-p) ( ' )
i=0

=0 ¢ ¢

11. Dowie$é, ze dla wszystkich dodatnich liczb a, b, ¢, d, e zachodzi nieréwnosé

a n b n c n d n e <9
e+a+b a+b+c b4+c+d c+d+e d+e+ta

Rozwigzanie

Przyjmijmy bez straty ogélnosci, ze a+ b+ ¢ jest najmniejszym sposréd pieciu mia-
nownikéw e+a+b, a+b+c, b+c+d, c+d+e, d+e+a.
Wéwcezas

(1)
Ponadto
d e d e

2 =1
@) c+d+e+d+e+a<d+e+d+e
Dodajac nieréwnosci (1) i (2) stronami uzyskujemy teze.

a n b n c a n b n c 1
et+a+b a+b+c b+ct+d S a+b+c at+btec a+tbtec
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Regulamin Meczu Matematycznego

Ustalenia wstepne

. W Meczu biora udziat dwie druzyny. Kazda z druzyn wybiera ze swojego grona Ka-

pitana.

. W pierwszej fazie Meczu obie druzyny rozwiazuja 11 zadan dostarczonych przez Jury

i przygotowuja si¢ do zreferowania rozwiazan przy tablicy. Druga faza Meczu jest
rozgrywka.

Rozgrywka

. Ekipy na przemian wywolujg druzyne przeciwna do zreferowania przy tablicy roz-

wigzania jednego z zadan. Numer zadania jest wybierany przez druzyne wywotujaca.
Wywolywanie rozpoczyna druzyna wylosowana tuz przed rozgrywka.

. Druzyna wywotana do rozwigzania zadania deklaruje, czy przyjmuje zadanie. Dalszy

przebieg rozgrywki zalezy od decyzji druzyny wywotanej.

Jesli druzyna wywolana przyjmuje zadanie...

. Druzyna wywolana staje sie druzyna referujaca.

6. Zawodnika druzyny referujacej, ktory przedstawia rozwiazanie przy tablicy, wyznacza

10.

11.

12.

13.

Kapitan druzyny przeciwne;j.

. Zawodnik moze by¢ wyznaczony jedynie wtedy, gdy kazdy zawodnik z jego druzyny byt

juz wyznaczony do referowania nie mniej razy niz on. Jezeli do referowania wyznaczono
Kapitana, wskazuje on na czas pobytu pod tablica swego zastepce.

. Osoba referujaca nie moze korzystac¢ z notatek, ani konsultowaé si¢ ze swoja druzyna.

Druzyna przeciwna nie moze przeszkadzaé lub przerywaé referujacemu.

. Kapitan druzyny referujacej moze odwoltywaé osoby referujace dowolna liczbe razy.

Takze osoba referujaca moze zrezygnowaé z referowania. Wéwczas Kapitan druzyny
przeciwnej wskazuje kolejng osobe druzyny referujacej do kontynuowania rozwigzania
przy tablicy na zasadach opisanych w punktach 6 i 7. Druzyna zmieniajaca referuja-
cego traci N punktéow przy swojej N-tej zmianie w czasie Meczu.

Laczny czas na zreferowanie rozwiazania przez druzyne referujaca wynosi 10 minut.
Po uplywie tego czasu Jury moze przerwaé referowanie, moze poprosi¢ o streszczenie
dalszej czesci rozwiazania lub pozwoli¢ na dalsze referowanie, w zaleznosci od tego,
czy rozwiazanie zdaniem Jury rokuje nadzieje na poprawnosc¢ i zbliza sie do konca.

Po oznajmieniu przez referujacego, ze referowanie rozwigzania zostalo zakonczone,
druzyna przeciwna zglasza zastrzezenia co do poprawnoéci rozwigzania, a nastepnie
referujacy odpowiada na te zastrzezenia.

Jezeli podczas dyskusji druzyna wywotujaca zwrécita uwage na bledy lub luki dyskwa-
lifikujace rozwigzanie, ma ona prawo do zreferowania brakujacych czesci rozwiazania.
Gdy druzyna wywolujaca wyrazi na to cheé, staje si¢ druzyna referujaca i prezentuje
rozwigzanie na zasadach okreslonych w punktach 6-11.

Ostatecznie Jury ocenia zaprezentowane referaty oraz dyskusje i przyznaje obu dru-
zynom nieujemne liczby punktéw o sumie nie przekraczajacej 10 punktéw.
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14.

15.

16.

17.

Jesli druzyna wywotlana nie przyjmuje zadania. ..
Druzyna wywolujaca staje sie druzyng referujaca i prezentuje rozwigzanie zgodnie
z zasadami okreslonymi w punktach 6-11.

Ostatecznie Jury przyznaje druzynie referujacej 7, 8, 9, 10 lub —10 (minus 10) punk-
téw, w zaleznosci od tego, czy zaprezentowane rozwiazanie jest poprawne. Jury moze
rowniez przydzieli¢ druzynie przeciwnej punkty za wskazanie luk lub bltedéw w przed-
stawionym rozwigzaniu.

Ustalenia koricowe

Rozgrywka konczy sie po wywotlaniu 8 zadan. W przypadku remisu wywoluje sie
dodatkowo 2 zadania.

Wszelkie spory wynikajace z niniejszego regulaminu rozstrzyga przewodniczacy Jury.
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