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Wstep

Obéz Naukowy Olimpiady Matematycznej odbyl sie w dniach 04 — 18 czer-
wca 2006 r. w Zwardoniu, w pensjonacie ,Zgoda”. Kadre obozu stanowili: Jerzy
Bednarczuk, Kamil Duszenko, Andrzej Grzesik — kierownik naukowy, Michal Kieza,
Adam Osekowski, Waldemar Pompe, i Jarostaw Wréblewski.

W dniach 5, 6, 7, 8,9, 12, 14, 15 i 16 czerwca uczestnicy obozu rozwiazywali
zadania indywidualnie, dnia 13 czerwca odbyly sie zawody druzynowe, a 10 i 17
czerwca rozegrane zostaly ,mecze matematyczne” (regulamin meczu znajduje sie na
koncu tego zeszytu).

W ramach zawodéw indywidualnych mozna bylo uzyska¢ 216 punktéw. Trzy
najlepsze wyniki to: 171 punktéw, 146 punktow i 131 punktéw. Punkty uzyskane za
poszczegdlne zadania przedstawia tabela na nastepnej stronie.

Dla uczestnikow obozu zorganizowane zostaly dwie wycieczki: 11 czerwca piesza
wycieczka na Wielka Racze, a 13 czerwea wycieczka pociagiem do Ziliny na Stowacji.

Po obozie, w Zilinie na Stowacji, odbyly sie VI Czesko—Polsko-Slowackie Za-
wody Matematyczne.

W Zawodach Czesko—Polsko—Stowackich uczestniczyli uczniowie, ktorzy weszli
w sklad delegacji tych krajéw na Miedzynarodowa Olimpiade Matematyczng.

Zaswody odbyly sie w dniach 26 i 27 czerwca. W ciagu dwéch dni kazdy z za-
wodnikéw rozwiazywal po 3 zadania, majac na to po 4,5 godziny.

Niniejszy zeszyt zawiera wszystkie zadania z obozu, szkice ich rozwiazan, oraz
zadania z VI Czesko—Polsko—Stowackich Zawodéw Matematycznych wraz z rozwia-
zaniami.

Zeszyty z poprzednich Obozéw Naukowych Olimpiady Matematycznej znajduja
si¢ na stronie internetowej Olimpiady Matematycznej: www.om.edu.pl.

Komitet Glowny Olimpiady Matematycznej



Zestawienie ocen z zawodow indywidualnych

Zad. lr;apgaf). lr;apgalc). zapga;. iiapgalc). Zad. lr.lapéa;, lriapga;. lr;ap;ag. lrllap(gaf).
1. 18 1 0 1 27. 5 3 1 11
2. 13 1 0 6 28. 4 0 1 15
3. 5 0 0 15 29. 9 7 1 3
4. 3 1 0 16 30. 4 3 1 12
5. 9 ) 0 6 31. 1 2 1 16
6. 5 0 1 14 32. 13 2 3 2
7. 1 3 1 15 33. 6 0 0 14
8. 16 0 3 1 34. 5 1 0 14
9. 1 0 0 19 35. 3 1 3 13
10. 9 3 0 8 36. 9 3 0 8
11. 1 0 1 18 37. 4 0 2 14
12. 0 1 1 18 38. 6 0 0 14
13. 17 0 0 3 39. 3 0 3 14
14. 0 0 0 20 40. 11 0 1 8
15. 3 0 0 17 41. 0 0 0 20
16. 7 8 1 4 42. 15 0 2 3
17. 11 0 1 8 43. 13 0 0 7
18. 6 0 1 13 44. 9 0 0 11
19. 4 0 4 12 45. 19 1 0 0
20. 6 0 0 14 46. 5 1 0 14
21. 4 0 3 13 47. 20 0 0 0
22. ) 0 0 15 48. 1 3 1 15
23. 11 1 0 8 49. 9 0 1 10
24. 16 0 0 4 50. 11 0 0 9
25. 10 2 0 8 51. 1 0 0 19
26. 2 1 0 17 52. 14 1 2 3

Uwaga: Kazda praca byta oceniana w skali 0, 2, 5, 6 punktéw.




Tresci zadan

Zawody indywidualne:

1. W obozie naukowym w Zwardoniu uczestniczy 37 oséb. Z niedzielnej kolacji
pozostal gar bigosu, ktéry pani Ania schowala do spizarni. Pan Adam chce zamon-
towa¢ w spizarni zamki i rozda¢ kazdemu uczestnikowi pewna liczbe kluczy tak,
aby

e dowolnych 36 uczestnikéw mogto otworzy¢ spizarnie,

e zadnych 35 uczestnikéw nie moglo otworzy¢ spizarni.

Ile co najmniej zamkow musi zamontowaé pan Adam?

2. Wyznaczy¢ najwiekszy mozliwy iloczyn liczb catkowitych dodatnich o sumie
rownej 2000.

3. Rozstrzygnaé, czy kwadrat o boku 666 mozna podzieli¢ na prostokaty o wy-
miarach 15x20 i 14 x 21.

4. Dany jest czworokat wypukly A;B;C1D;. Punkty As, Az, A4, ..., Ag leza
w tej wlasnie kolejnosci na boku Ay By 1 dzielg go na 9 réwnych czesci, punkty Co,
Cs, Cy, ..., Cy leza w tej wladnie kolejnosci na boku CyD; i dziela go na 9 rownych
czesci, punkty B, Bs, By, ..., Bs7 leza w tej wlasnie kolejnosci na boku B C1 i dziela
go na 37 réwnych czesci, a punkty Do, D3, Dy, ..., D37 leza w tej wtasnie kolejnosci
na boku D;A; i dziela go na 37 rownych czesci. Niech Q bedzie czworokatem wy-
puklym, ograniczonym przez proste A5Cq, AgCs, B1gDog, BogD1g. Niech R bedzie
czworokatem, ktérego wierzchotkami sa srodki bokéw czworokata Q. Wykazac, ze
pole czworokata R jest 666 razy mniejsze od pola czworokata A1 B1C1D;.

5. Liczby rzeczywiste x1, s, ..., x,, gdzie n > 1, spelniaja warunki

7zxk+l — oraz xp>—1, k=1, 2,

Udowodnié, ze ka <n

6. Punkt D lezy na boku AB trojkata ABC. Okregi o érodkach P i ) sa wpisane
odpowiednio w tréjkaty ACD i BC'D. Okrag wpisany w trojkat ABC' jest styczny
do boku AB w punkcie E. Udowodnié, ze punkty D, E, P i@ leza na jednym okregu.

7. Dany jest czworo$cian Ay AgAzAy. Czesé wspolna $rodkowej czworoscianu
poprowadzonej z wierzcholka A; i kuli wpisanej w ten czworoscian jest odcinkiem
dtugosci s; dlai=1,...,4. Wiadomo, ze s1 = s = s3 =54. Czy stad wynika, ze czwo-
roscian Ay Ag Az Ay jest foremny?



8. Wyznaczy¢ wszystkie liczby catkowite dodatnie x, y, z spelniajace rownanie

3" =4Y +5%.
9. W urnie znajduje sie n kul ponumerowanych liczbami 1,2,...,n. Losujemy
liczbe k ze zbioru {0,1,2,...,n}, a nastepnie losujemy bez zwracania k kul z urny.

Niech P, bedzie prawdopodobienstwem, ze wylosowano wszystkie 4 liczby 1,2,3,4,
a nie wylosowano ani liczby 5, ani liczby 6. Rozstrzygnac, ktora z liczb Pyy, Ps1 jest
wigksza.

10. Wyznaczy¢ wszystkie liczby catkowite nieujemne n < 2501, dla ktorych
liczba n'! —2 jest podzielna przez 2501.

11. Punkty K i L leza odpowiednio na bokach AD i BC czworokata wypuklego
ABCD, przy czym
AK CL

KD LB’
Prosta KL przecina odcinki AC' i BD odpowiednio w punktach P i Q. Dowies¢, ze
KP _[ACD]
QL [BCD]’

gdzie [F] oznacza pole figury F.

12. Wykazaé, ze w czworo$cianie réwnosciennym ortocentra scian oraz spodki
wysokoéci tego czworoscianu leza na jednej sferze.

13. Dowiesé, ze dla dowolnych liczb rzeczywistych dodatnich a, b, ¢ zachodzi

nieréwnosé
aVb?2—be+c? + cva2—ab+b%2 > by a2+ac+c2.

14. Dana jest liczba naturalna n > 3. Wyznaczy¢ najwieksza liczbe naturalna m
o nastepujacej wlasnosci: Istnieja takie podzbiory Sy, So, Ss, ..., S, ustalonego
n-elementowego zbioru S, ze dla dowolnych wskaznikéw i,7,k,l € {1,2,...,m} zbiér
S;US;USLUS ma najwyzej n—2 elementow.

15. Czworokat wypukly ABCD podzielono na dzie-
wie¢ czworokatéw wypuklych, jak pokazano na rysunku.
Wykazaé, ze jeSli w zacieniowane czworokaty mozna wpi-
sa¢ okregi, to proste AX, BY, CZ, DT przecinaja sie
w jednym punkcie.

16. Wyznaczy¢ wszystkie takie liczby calkowite dodatnie n, ze dla dowolnej
liczby catkowitej a, jedli a®?=1 (mod n), to a==+1 (mod n).
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17. Wielomian W (x) stopnia 2005 o wspélczynnikach rzeczywistych spelnia
warunek W (k)= kk—jl dla £=0,1,2,...,2005. Rozstrzygnaé, czy z tego wynika, ze
W (2006) jest liczba catkowita.

18. Tréjkat ABC jest wpisany w okrag o1. Styczna do tego okregu w punkcie C
przecina prostg AB w punkcie D. Okrag oo, styczny do prostej AB w punkcie D,
przechodzi przez punkt C i przecina okrag o1 w réznych punktach C'i E. Wykazaé, ze

BA_ ACP
EB  BC3®’
19. Rozstrzygnad, czy uklad réwnan
a+b+ct+d+e+f=6
ab+bc+cd+de+ef+ fa=7

ad+be+cf=2
abc+bed+cde+def+efa+ fab="7
ace+bdf =1

ma rozwigzanie w liczbach rzeczywistych dodatnich a, b, ¢, d, e, f.

20. Wyznaczy¢ wszystkie liczby pierwsze p, dla ktérych licznik liczby

p—1

>
155

n=1 n

zapisanej w postaci utamka nieskracalnego jest podzielny przez p2.

8 zadan, ktére powiniene$ juz znac
21. Dowie$é¢, ze wérdéd dowolnych 18 oséb istnieja cztery, z ktérych kazde dwie
sig znaja lub cztery, z ktérych zadne dwie sie nie znaja.

22. Dany jest 1000-wyrazowy ciag roéznych liczb rzeczywistych. Dowiesé, ze
7z tego ciggu mozna wybraé¢ 28-wyrazowy podciag rosnacy lub 38-wyrazowy podciag
malejacy.

23. W Multilotku losuje sie 20 réznych liczb ze zbioru {1,2,...,80}. Dowiesé, ze
po kazdym losowaniu, z wylosowanych liczb mozna wybra¢ dwa niepuste rozlaczne
podzbiory o takiej samej sumie kwadratéw elementow.

24. Dowieé¢, ze dla dowolnej liczby pierwszej p licznik liczby

pi 1
=Y’

zapisanej w postaci utamka nieskracalnego jest podzielny przez p.



25. Dana jest taka liczba catkowita dodatnia k, ze liczby p=6k+1, ¢g=12k+1
oraz r =18k +1 sg pierwsze. Niech n =pgr. Dowie$¢, ze dla dowolnej liczby catkowi-
tej a liczba a™ — a jest podzielna przez n.

26. Na bokach BC, CA, AB tréjkata ABC zbudowano, po jego zewnegtrznej
stronie, trojkaty BCD, CAE, ABF, przy czym

JCAE=4FAB, YFBA=<4DBC, YDCB=<ECA.

Dowiesé, ze proste AD, BE i C'F przecinaja sie w jednym punkcie.

27. Tréjkat ostrokatny, réznoboczny ABC jest wpisany w okrag o srodku O
i promieniu r. Punkty X, Y leza wewnatrz kata AOB i na symetralnej odcinka AB,
przy czym

IXCA=4YCB.

Wykazaé, ze OX -OY =r2.

28. Punkty D i E leza na boku AB tréjkata ABC. Punkty X i Y leza odpo-
wiednio na pélprostych C'D i CF oraz na zewnatrz tréjkata ABC, przy czym

IXAC+IYBC =180°.

Wykazaé, ze wszystkie proste XY, odpowiadajace réznym polozeniom punktéow X 1Y,
maja punkt wspélny.

W (x) =8 nietrudnych wielomianéw

29. Wielomian o wspélczynnikach catkowitych przyjmuje wartosé 2006 dla trzech
roznych argumentow catkowitych. Udowodnié, ze nie przyjmuje on wartoéci 2025 dla
trzech réznych argumentéw catkowitych.

30. Wyznaczy¢ wszystkie wielomiany W (x) o wspélczynnikach rzeczywistych
speliajace réwnanie
W(a?) =W (a) =W (b?)— W (b)

dla wszystkich liczb a, b spelniajacych warunek a+b=1.
31. Wyznaczy¢ wszystkie wielomiany W(x) o nastepujacej wlasnosci: jezeli
liczba a? —b? jest wymierna, to liczba W (a)— W (b) jest wymierna.
32. Liczby rzeczywiste z, y, z spelniaja warunki
rz+y+z=3, zytyztzzx=-9.
Udowodnié¢, ze —27 < xyz < 5.

33. Wykazaé, ze dla kazdego n > 2 wielomian W (z)=a"+2""!+3 nie jest
iloczynem dwoch wielomianéw stopnia dodatniego o wspotczynnikach catkowitych.



34. Niech n > 2 bedzie ustalona liczba catkowita. Wyznaczy¢ wszystkie wielo-
miany P stopnia mniejszego niz n, o wspélczynnikach catkowitych, posiadajace na-
stepujaca wlasnosé: istnieje ciag liczb catkowitych 1 <wzo<...<z, taki, ze P(xg41)=
=P(xp)+7dlak=1,2, ..., n—1.

35. Niech n bedzie dodatnia liczba parzysta, a p liczba pierwsza wieksza niz n™.
Udowodnié, ze wielomian
W(z)=(x—1)(z—2)...(x—n)+p

nie jest iloczynem dwoéch wielomianéw stopnia dodatniego o wspoétczynnikach cal-
kowitych.

36. Wyznaczyé wszystkie takie pary (n,r), ze n €N, r € R oraz wielomian
(x—2)"—r

dzieli sie przez x2 — 2z +2.

Co najwyzej 8 nieré6wnosci

37. Liczby dodatnie a, b, ¢, d spelniaja warunek
q2006 4 32006 | 2006 4 2006 _ 506

Wyznaczy¢ najwiekszg mozliwg wartoéé wyrazenia a®005°01 502503,
38. Liczby dodatnie a1, as, ..., a,, gdzie n > 2, spelniaja warunek

a +a2+...+an:2”_1a1.

n
cs. ag
Udowodnié, ze g b >n—1.
k:2a1+a2+...+ak,1

39. Liczby rzeczywiste a, b spelniaja warunek 2b? = a(a+b)+ 1. Udowodnié, ze

2(5)"+ > (5)'+ )"

40. Liczby a, b, ¢ sa dlugosciami bokéw pewnego tréjkata. Udowodnié, ze

a b c b+c—a c+a—-b a+b—c
+ + > + + .
b+c—a c+a—-b a+b—c a b c
41. Liczby calkowite a1, as, ..., a, spelniaja warunki

Zn:ak>60, iaigmo, Zn:ai>360.
k=1 k=1 k=1

Udowodni¢, ze Zai > 980.
k=1



42. Liczby nieujemne a, b, ¢ spelniaja warunek a4 b2+ c? = 1. Udowodnié, ze
ab?® +bc? +ca® < at+ b+t

43. Liczby nieujemne a1, as, ..., a,, spetniajg warunki: n>2 oraz aqas...a,=1.

Udowodnié, ze
1 1 1
>1.

1+a; 14as T 1+a, ~

Kiedy zachodzi rownosé?
44. Liczby rzeczywiste a, b, ¢ spetiaja warunek a?+b?+c? =3. Udowodnié, ze
(a+betc)? + (b4ca+a)> + (c+ab+b)* < 27.

8 zadan, ktére powiniene$ poznaé

45. Dowiesé, ze dla dowolnej liczby catkowitej n > 666 oraz liczb rzeczywistych
T1,T2,...,T, wiekszych od n zachodzi nieréwnosé

(loglz1 (z122)+log,, (371.’172)) . (1ogw2 (z223)+log,, (xgajg,)) o
o (logy,  (@p—12n)+log, (Tp—12,)) <

<logsn- (log,, (x122)-log,, (v122)) - (log,, (v2x3) -log,, (z2x3)) -...

o (log,,  (zp—12n)-10g, (Tn-17y)).

46. Niech n > 1 bedzie liczba caltkowita, a x; = (%O)i dlai=1,...,n. Dowie$¢, ze
2

10\"
[T |- al<(3)

1<i<jsn

47. Dowies¢, ze
(log11)"°8 ! (log 12)'81% . .- (10g 2006)"*8?%*¢ <
< 6666 . llloglog 11, 12loglog 12, . 200610g10g2006

gdzie log oznacza logarytm przy podstawie 10.

48. Dowies¢, ze dla dowolnej liczby catkowitej n > 2006 oraz liczb rzeczywistych
T1,%2,...,T, zachodzi nieréwnosé

2. 4,.2.2 2 2.2 2 2 _4\n/2 2 2\
II ‘(J:axb+xaxcxd+waa:exf—|—acaxg) —(J;hxi—&—xhxj) <
1<a<n
1<bsn
1<c<n 11
1<d<n n n /4
1<e<n 10 12
1< f<n n-,
isisn <2 16n§ T .
1<h<s<n —
1<i<n k=1
1<i<n
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49. Rozpatrujemy wszystkie trapezy ABCD, o podstawach AB i C'D, dla kt6-
rych
AC=1, BD=+/3 oraz JABD=30°.

Wyznaczy¢ najmniejsza mozliwa sume dlugosci podstaw tego trapezu.

50. Na bokach AC' i BC tréjkata ABC zbudowano po jego zewnetrznej stronie
trojkaty réwnoboczne CAE 1 BCD. Punkty A, B, D, E leza na jednym okregu.
Wyznaczy¢ wszystkie mozliwe warto$ci wyrazenia

sin(AgC.jT) .

51. Rozstrzygnaé, czy istnieje taki czworoscian ABCD, w ktérym krawedzie
AB i CD sa prostopadte, YACB = SADB oraz

[ABC]—[ABD] > AB-CD ,

7r
gdzie [XY Z] oznacza pole tréjkata XY Z.

52. Niech a bedzie katem dwusciennym w czworoécianie foremnym, natomiast
katem dwusciennym w oémioscianie foremnym. Rozstrzygnaé, czy sin? (a+5) jest
liczba wymierna.

Zawody druzynowe:

53. Dany jest trojkat ABC'. Okrag o $rodku J, dopisany do tréjkata ABC), jest
styczny do odcinka AB w punkcie D. Prosta przechodzaca przez punkt D i pro-
stopadta do prostej C'D przecina proste AJ i BJ odpowiednio w punktach P i Q.
Dowiesé, ze DP = DQ.

54. Niech a, b beda takimi liczbami calkowitymi dodatnimi, ze dla dowolnej
liczby naturalnej n liczba b” +n jest podzielna przez a™ +n. Udowodnié, ze a=>b.

55. Dowies¢, ze zbior {1, 2, 3, ..., 10'°°} mozna podzieli¢ na n takich podzbio-

row, ze zaden nie zawiera tréjwyrazowego postepu arytmetycznego oraz n jest liczba,
ktoéra nie jest istotnie wigksza niz w poprawnych rozwiazaniach innych druzyn.
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56. Liczby rzeczywiste a1, as, ..., a, spelniaja warunki

n

Zn:ak>60, > aj <140, zn:az>360.
k=1 k=1 k=1

n
Udowodni¢, ze Zai >, gdzie C jest stala, niezalezng od n, ktora nie jest istotnie

k=1
mniejsza niz w poprawnych rozwiazaniach innych druzyn.

Pierwszy Mecz Matematyczny:

57. Udowodni¢, ze dla dowolnych liczb rzeczywistych dodatnich a, b, ¢ zachodzi
nier6wnosé

3(a+vab+ v abc) <4(a+b+c).

58. Liczby rzeczywiste dodatnie a, b, ¢, d spelniaja warunek
LN SR B -
1+at " 14+0* " 1+4ct ' 14+dt
Udowodnié¢, ze abed > 3.

59. Marek i Jurek graja w nastepujaca gre. Na poczatku na tablicy napisana
jest liczba calkowita dodatnia n. W jednym ruchu gracz odejmuje od napisanej
w danym momencie na tablicy liczby jej dzielnik bedacy jedynka, liczba pierwsza lub
iloczynem dwoch (niekoniecznie réznych) liczb pierwszych i wynikiem odejmowania
zastepuje wczedniejsza liczbe. Pierwszy ruch wykonuje Marek, a nastepnie gracze
wykonuja ruchy na przemian. Wygrywa gracz, ktéry na tablicy napisze liczbe zero.
Rozstrzygnaé, dla ktérych liczb n Marek moze zapewnié¢ sobie wygrana, niezaleznie
od ruchéw Jurka.

60. Rozstrzygnaé, czy zbior {1, 2,3, ..., 10100} mozna, podzielié na 10%° pod-
zbioréw, z ktérych zaden nie zawiera tréjwyrazowego postepu arytmetycznego.

3n

61. Znalez¢ najmniejsza liczbe catkowita dodatnia n, taka ze liczba (n

podzielna przez 7 lub wykazaé, ze taka liczba n nie istnieje.

)+2 jest

62. Dane sa takie rézne liczby pierwsze p, ¢, ze dla pewnej liczby naturalnej
n liczba n? +q jest podzielna przez p. Dowie$é, ze istniejg takie liczby calkowite
dodatnie a, b, k, ze a®+qb® = pk oraz k < q.

63. Udowodni¢, ze kazdy dzielnik pierwszy liczby 43°° 193 11 jest postaci
23667 k1.
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67. W tréjkacie ABC dwusieczna kata AC B przecina bok AB w punkcie D.
Symetralna odcinka C'D przecina prosta AB w punkcie E. Wykazaé, ze
EA AC?
EB  BC?’

65. Okrag o érodku I, wpisany w tréjkat ABC), jest styczny do bokéw BC i AC
odpowiednio w punktach D i E. Punkt M jest srodkiem boku AB. Odcinki DE i CM
przecinajg sie¢ w punkcie S. Wykazaé, ze proste AB oraz IS sg prostopadle.

66. Punkt O jest érodkiem okregu opisanego na trdjkacie ostrokatnym ABC.
Niech D, E, F beda odpowiednio $srodkami okregéw opisanych na tréjkatach BC'O,
CAO, ABO. Dowiesé, ze proste AD, BE i CF przecinaja sie w jednym punkcie.

64. Wykazaé, ze w 30-kacie foremnym A; As As... Ay przekatne Ay Ajg, AzAsy
oraz AgAsg przecinaja sie w jednym punkcie.

Drugi Mecz Matematyczny:

68. Dowies¢, ze dla dowolnej liczby calkowitej dodatniej n najwigkszy wspolny
dzielnik liczb 52" 41, 262" +1, 652" + 1 jest postaci 2"2-k+1, gdzie k jest liczbg
caltkowita nieujemna.

69. W przestrzeni dane sg punkty Ay, As, ..., Aas7, z ktérych zadne cztery nie
leza w jednej plaszczyznie. Kazde dwa z wybranych punktéw polaczono odcinkiem
koloru kanarkowego, ziecbowego, drozdowego, wréblowego lub gawronowego. Dowies¢,
ze istnieja takie i < j <k </, ze tamana A; A; A A, jest pomalowana jednym kolorem.

70. Liczby rzeczywiste x1, x3, ..., T, spelniaja warunek
n
in =10n.
i=1

Dowiescé, ze

1ooznjxg1 +9999Zn::c? +101n > 20002n:x§ .

i=1 i=1 =1

71. Punkt P lezy wewnatrz trojkata ABC. Proste AP, BP, C'P przecinaja
boki BC, C'A, AB odpowiednio w punktach D, E, F. Okregi wpisane w czworokaty
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BFPD i AFPE sg styczne do odcinkéw PD i PE odpowiednio w punktach K i L.
Udowodnié, ze DK = F L.

72. Rozstrzygnaé, czy istnieje 2006 kolejnych liczb naturalnych, z ktérych zadna
nie jest postaci a®+pb?, gdzie a, b sa catkowite oraz p € {2,3,5,7}.

73. Punkt I jest srodkiem okregu wpisanego w trojkat ABC. Proste Al i BI
przecinajg okrag opisany na tréjkacie ABC odpowiednio w punktach P i @, réznych
od Ai B. Punkt F jest takim punktem, ze czworokat C'PF'Q jest réwnoleglobokiem.
Dowiesé, ze jesli I # F, to proste IC' i I F sa prostopadte.

74. Znalez¢ najmniejszg liczbe catkowitg dodatnig n, taka ze liczba (37?) . (2:) +2
jest podzielna przez 7 lub wykazac, ze taka liczba n nie istnieje.

75. Rozstrzygnad, czy szedcian o krawedzi 100 mozna podzieli¢ na prostopadto-
$ciany o wymiarach 1x1x51 i 1x1x53.

76. Okrag o srodku O jest wpisany w czworokat wypukly ABCD. Przekatne AC
i BD tego czworokata przecinaja sie w punkcie S réznym od O. Prosta przechodzaca
przez punkt S i prostopadia do prostej OS przecina odcinki BC' i DA odpowiednio
w punktach F i F. Wykazaé¢, ze ES=F'S.

77. Punkt P lezy wewnatrz czworokata wypuklego ABCD i $BPC = JAPD.
Na bokach AB i CD tego czworokata zbudowano, po jego zewnetrznej stronie tréj-
katy ABE i CDF, przy czym
JYBAE=<9DAP, JABE=<CBP,
JCDF =4ADP, <DCF=<BCP.

Wykazaé, ze punkty E, F, P leza na jednej prostej.

78. Wyznaczy¢ wszystkie takie funkcje ciagte f:(0,00) — (0,00), ze dla kazdego
x € (0,00) spelnione sa warunki:

o f2)=Ff(3),

o f(@?) = (f(2) -2,

o [(@*)=(f(2))’ =3f(2).
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VI Czesko-Polsko-Stowackie Zawody Matematyczne:

1. Danych jest 5 réznych punktéw A, B, C, D, E lezacych w tej wlasnie kolej-
noéci na okregu o promieniu 7, przy czym AC =BD=CFE =r. Rozpatrujemy tréjkat
o wierzchotkach bedacych ortocentrami tréjkatéw AC D, BC'D, BCE. Wykazaé, ze
ten trojkat jest prostokatny.

2. Przy okraglym stole siedzi n dzieci. Erika jest najstarsza sposrdd nich i ma
n cukierkéw. zadne inne dziecko nie ma cukierkéw. Erika postanawia rozdzieli¢ cu-
kierki wedtug nastepujacych zasad. W kazdym ruchu dzieci majace co najmniej dwa
cukierki podnosza reke. Erika wybiera jedno z nich, po czym wybrane dziecko daje
po jednym cukierku kazdemu ze swoich sasiadéw. (Zatem w pierwszym ruchu tylko
Erika podnosi reke i daje po jednym cukierku swoim sasiadom.)

Dla jakich wartosci n >3 mozna doprowadzi¢ do sytuacji, w ktorej kazde dziecko
ma dokladnie jeden cukierek?

3. Suma czterech liczb rzeczywistych jest réwna 9, a suma ich kwadratéw wynosi
21. Wykazaé, ze liczby te mozna oznaczy¢ przez a, b, ¢, d w taki sposob, aby spelniona
byta nieréwnosé¢ ab—cd > 2.

4. Dowiesé¢, ze dla kazdej liczby calkowitej k > 1 istnieje dodatnia liczba catko-
wita n o nastepujacej wlasnosci: liczba 2™ posiada w rozwinieciu dziesietnym blok
zlozony z dokladnie k kolejnych zer, tzn.

2"=...00...0b...,
——
k zer
gdzie a, b sa cyframi r6znymi od zera.

5. Wyznaczy¢ liczbe takich ciagéw (an)S,
dodatniej liczby calkowitej n spelnione sa warunki
an + 2006
Ap41 + 1 .

liczb catkowitych, ze dla kazdej

an#—1 oraz app2=

6. Rozstrzygnad, czy istnieje taki pigciokat wypukly A3 As A3A4 A5, 2e dlai=1,
2, 3, 4, 5 proste A;A;y3, A;i41A;42 nie sa réwnolegle, przecinaja sie w punkcie B;
oraz punkty By, Ba, Bs, By, Bs leza na jednej prostej. (Przyjmujemy, ze Ag = A1,
A=Ay, Ag=A3.)
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Rozwigzania
Zawody indywidualne:

1. W obozie naukowym w Zwardoniu uczestniczy 37 osob. Z niedzielnej kolacji
pozostal gar bigosu, ktéry pani Ania schowala do spizarni. Pan Adam chce zamon-
towa¢ w spizarni zamki i rozdaé¢ kazdemu uczestnikowi pewna liczbe kluczy tak,
aby

e dowolnych 36 uczestnikoéw mogto otworzy¢ spizarnie,

e zadnych 35 uczestnikéw nie moglo otworzy¢ spizarni.

Tle co najmniej zamkéw musi zamontowaé¢ pan Adam?

Rozwigzanie

Skoro zadnych 35 uczestnikow nie jest w stanie otworzyé¢ spizarni, to dla do-
wolnych dwoch oséb istnieje zamek, do ktorego klucze maja co najwyzej te 2 osoby.
Poniewaz kazde 36 os6b moze otworzy¢ spizarnie, to nie ma zamka, do ktérego klucz
posiada tylko jedna osoba. Zatem najmniejsza ilos¢ zamkéw jest réwna liczbie par
0s6b wsrod 37 uczestnikow obozu, czyli (327) = 666.

2. Wyznaczy¢ najwiekszy mozliwy iloczyn liczb catkowitych dodatnich o sumie
réwnej 2000.

Rozwigzanie

Uzycie w iloczynie liczby n>5 jest nieoptacalne, gdyz zastapienie jej przez liczby
2 1 n—2 powoduje zwiekszenie iloczynu. Mozemy nie uzywaé¢ czynnika réwnego 4,
gdyz mozna go zastapi¢ dwiema dwdjkami. Uzycie jedynki jest réwniez bezcelowe.
Jesli mamy co najmniej 3 dwdéjki, to lepiej je zastapi¢ 2 tréjkami. Zatem szukany
iloczyn sktada sie z trojek i co najwyzej 2 dwdjek. Liczba 2000 =666 -3 + 2, wiec do
najwieckszego iloczynu musimy wzia¢ doktadnie jedna dwdjke. Ostatecznie szukany
iloczyn wynosi 23666,

3. Rozstrzygnaé, czy kwadrat o boku 666 mozna podzieli¢ na prostokaty o wy-
miarach 15x20 1 14 x 21.

Rozwigzanie

Pokolorujmy zadany kwadrat w bialo-czarna prostokatna szachownice o polach
2.5 x 3.5, poczynajac od jednego z wierzchotkow. Zauwazmy, ze kazdy prostokat
o wymiarach 15x 20 lub 14 x 21 o bokach réwnolegltych do bokéw kwadratu pokrywa
taka sama powierzchnie biala, jak i czarna. Natomiast kwadrat 666 x 666 nie jest
pomalowany taka samg iloscia obu koloréw. Dowodzi to, ze szukany podzial nie jest
mozliwy.

4. Dany jest czworokat wypukty A; BiC1Dq. Punkty Ay, As, Ay, ..., Ag leza
w tej wlasnie kolejnosci na boku A;B; i dziela go na 9 réwnych czesci, punkty Cs,
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Cs, Cy, ..., Cy leza w tej wlasnie kolejnosci na boku Cy D1 i dziela go na 9 rownych
czedci, punkty Bs, Bs, By, ..., Bs7 leza w tej wladnie kolejnosci na boku By C1 i dzielg
go na 37 rownych czesci, a punkty Ds, D3, Dy, ..., D37 leza w tej wlasnie kolejnosci
na boku DjA; i dziela go na 37 réwnych czesci. Niech Q bedzie czworokatem wy-
puklym, ograniczonym przez proste AsCg, AgCs, B19gDsg, BagD1g. Niech R bedzie
czworokatem, ktorego wierzchotkami sa srodki bokow czworokata Q. Wykazaé, ze
pole czworokata R jest 666 razy mniejsze od pola czworokata A; B1C1D1.

Rozwigzanie
Lemat 1
Punkty K, L, M, N leza odpowiednio na bokach AB, BC', CD, DA czworokata
ABCD, przy czym
AK CM BL DN
BK DM " CL AN
Proste KM i LN przecinaja si¢ w punkcie P. Wowczas
KP LP
P AN
Dowdd lematu
W wierzchotkach A, B, C, D umieszczamy odpowiednio masy «f3, 3, 1, a. Teza
natychmiast wynika z faktu, ze punkt P jest $rodkiem ciezko$ci odcinkéw KM i LN.

Lemat 2

W czworokacie przeciwlegle boki podzielone sa na n réwnych czesci (n nie-
parzyste). Proste laczace odpowiednie punkty dzielg ten czworokat. Wéwcezas pole
Srodkowego czworokata jest n razy mniejsze od pola wyjsciowego czworokata.

Dowdd lematu

Podzielmy nasze czworokaty przekatnymi tak, aby zadne dwie przekatne nie
mialy wspélnego wierzchotka. Zauwazmy, ze pola tréjkatéow powstatych z tego po-
dzialu i majacych podstawy na jednym z bokéw czworokata tworza ciag arytme-
tyczny. Analogicznie pola pozostalych tréjkatéw tworza ciag arytmetyczny. Zatem
pola czworokatéw danych w zadaniu tworza ciag arytmetyczny, stad teza.

Oznaczmy pole czworokata R przez R. Pole czworokata @) jest rowne 2R. Wow-
czas z lematéw 1 1 2 wynika, ze pole czworokata As AgCsCyg jest réwne 74 R, Stosu-
jac po raz drugi lematy 11 2 dostajemy, ze pole czworokata Ay B1C1D; jest réwne
9-74R=0666R.

5. Liczby rzeczywiste T1, T2, ..., Tp, gdzie n > 1, spelniaja warunki

72@.3—&—1 — oraz xp>-—1, k=1, 2,

Udowodnié, ze E Tp<n
k=1
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Rozwigzanie
Dla a > —1 mamy

a? 3 1
a+1” 4" 1
(réwnoéc¢ dla a=1). Stad
a2 3¢ 1
P DB
=1k k=1

1 teza.

6. Punkt D lezy na boku AB trojkata ABC. Okregi o érodkach P i ) sa wpisane
odpowiednio w tréjkaty ACD i BCD. Okrag wpisany w trojkat ABC jest styczny
do boku AB w punkcie E. Udowodnié, ze punkty D, E, P i Q) leza na jednym okregu.

Rozwigzanie
Oznaczmy przez K i L odpowiednio punkty stycznosci okregéw wpisanych
w tréjkaty ACD i BCD z prosta AB (rys. 1). Wéwczas

KE=AE—AK = 1(AB+AC - BC)—}(AD+ AC—-CD) =
- Y(BD+CD-BC)=DL.

Ponadto zauwazmy, ze SPDQ =90°. Stad SKPD=90°—<JKDP=<LDQ, co
oznacza, ze tréjkaty prostokatne K PD i LD(Q sa podobne. Zatem
DQ DL KE
PD PK PK’
Z réwnosci tej wynika, ze tréjkaty prostokatne KPE i DPQ sa podobne. Stad
ostatecznie uzyskujemy YPEK = SPQD, a to oznacza, ze na czworokacie o wierz-
chotkach P, @, D, E mozna opisaé¢ okrag.
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7. Dany jest czworo$cian A; AsAzAy. Czesé wspolna $rodkowej czworoscianu
poprowadzonej z wierzchotka A; i kuli wpisanej w ten czworo$cian jest odcinkiem
dlugodci s; dlai=1,...,4. Wiadomo, ze s; = sy = s3 = s4. Czy stad wynika, ze czwo-
roscian Ay Ay A3 A, jest foremny?

Rozwigzanie

Odp: Nie. Niech A;B;A;ByB3A3B4A4 bedzie prostopadloscianem nie beda-
cym szescianem. Wowczas srodek cigzkosci oraz srodek kuli wpisanej czworoscianu
A1 As A3 Ay pokrywaja sie ze Srodkiem prostopadloscianu. Zatem odcinki s; sa $red-
nicami kuli wpisanej w ten czworosdcian, a wiec sa rowne.

8. Wyznaczy¢ wszystkie liczby catkowite dodatnie x, y, z spelniajace rownanie
3% =4Y 45,

Rozwigzanie

Zauwazmy, ze 4Y +5*=1 (mod 4). Natomiast 3* =1 (mod 4) tylko wtedy, gdy
x jest liczba parzysta. Mamy wiec (3%)2 —(2Y)2 =57, czyli (3% —2Y)(3% +2Y) =57,
Gdyby oba czynniki w tym iloczynie byly podzielne przez 5, to ich suma réwna
2-3% tez musialaby byé¢ podzielna przez 5, co nie jest mozliwe. Zatem 3% —2¥ =1.
Rozpatrujac reszty modulo 4 otrzymujemy, ze y =1 lub 3 jest podzielne przez 2.
Dla y=1 dostajemy rozwiazanie (2,1,1). Natomiast w drugim przypadku dostajemy
(35)2—1=2Y, czyli (3% —1)(3% +1) =2Y. Wiec liczby 37 —1 1 37 +1 sa potegami
dwojki, ktorych réznica wynosi 2. Jedynymi takimi liczbami sa 2 i 4. Otrzymujemy
stad x =4 i1 y=3. Dla takich liczb nie istnieje z spelniajace wyjsciowe réwnanie.
Zatem jedynym rozwiazaniem jest tréjka (2,1,1).

9. W urnie znajduje sie n kul ponumerowanych liczbami 1,2,...,n. Losujemy
liczbe k ze zbioru {0,1,2,...,n}, a nastepnie losujemy bez zwracania k kul z urny.
Niech P, bedzie prawdopodobienstwem, ze wylosowano wszystkie 4 liczby 1,2,3,4,
a nie wylosowano ani liczby 5, ani liczby 6. Rozstrzygnaé, ktora z liczb Pyy, Ps1 jest
wigksza.

Rozwigzanie

Dotézmy do urny kule z numerem 0. Wéwcezas opisany proces losowania jest
rownowazny losowaniu z urny kul do momentu wylosowania kuli z numerem 0. Zatem
P, nie zalezy od liczby kul w urnie.
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10. Wyznaczy¢ wszystkie liczby catkowite nieujemne n < 2501, dla ktorych
liczba n'! —2 jest podzielna przez 2501.

Rozwigzanie

Poniewaz 2501 = 41-61, to dla dowolnej liczby calkowitej n liczba n'?! —n jest
podzielna przez 2501. Skoro n = (nn)u (mod 2501), to w szczegdlnosci z warunku
nl' =2 (mod 2501) wynika, ze n= (n“)n =211 =2048 (mod 2501). Zatem warunki
zadania moze spelniaé jedynie liczba 2048 i tak jest w istocie, poniewaz

2048 = (21)"' =2 (mod 2501).

11. Punkty K i L leza odpowiednio na bokach AD i BC czworokata wypuklego
ABCD, przy czym

AK CL
KD LB
Prosta KL przecina odcinki AC' i BD odpowiednio w punktach P i Q. Dowies¢, ze
KP [ACD]
QL [BCD)’
gdzie [F] oznacza pole figury F.
Rozwigzanie
Niech N bedzie takim punktem lezacym na odcinku C'D, ze
CN CL
ND LB’

Wéwezas z danej w tresci zadania réwnosci proporcji wynika, ze NL || BD oraz
KN | AC (rys. 2). Niech X =BDNKN oraz Y = ACNLN.

rys. 2
Korzystajac z twierdzenia Talesa uzyskujemy
EP_NY _DE_ [ECD] i analogicznie —— = [ECD]
KL NL BD [BCD] I KL T [ACD]

Dzielac stronami uzyskane zaleznosci dostajemy teze.
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12. Wykazaé, ze w czworoscianie réwnosciennym ortocentra scian oraz spodki
wysokoéci tego czworoscianu leza na jednej sferze.

Rozwigzanie

Niech ABCD bedzie danym czworos$cianem réwno$ciennym oraz niech A, B’,
C’, D' beda wierzcholkami prostopadloécianu P o przekatnych AA’, BB', CC’,
DD’, dopisanego do danego czworo$cianu. Oznaczmy ponadto przez O — $rodek
prostopadlo$cianu P. Na omdwieniu wykazaliSmy, ze punkt O jest takze Srodkiem
sfer wpisanej i opisanej na czworoscianie ABCD.

Poniewaz kat tréj$cienny przy wierzchotku A’ w czworo$cianie A’ BC'D jest pro-
sty, wiec rzut prostokatny H 4 wierzchotka A’ na plaszczyzne BC' D pokrywa sie z or-
tocentrum tréjkata BC'D. Ponadto rzut prostokatny O,4 punktu O na plaszczyzne
BCD pokrywa sie ze srodkiem okregu opisanego na trdjkacie BC'D.

Oznaczmy przez K4 rzut prostokatny punktu A na plaszczyzne BCD. Skoro
AO=0A",to HyOy =0,K, =p. Stad

OHs=0K4 =+/1m2+p2.

Przeprowadzajac analogiczne rozumowanie dla pozostalych trzech $cian czworo-
Scianu stwierdzamy, ze odlegtos¢ punktu O od pozostatych szesciu rozpatywaynych
punktéw réwniez wynosi /12 +p2. (Sciany czworoécianu ABC D sa przystajace wiec
wielko$é p dla wszystkich czterech $cian jest jednakowa.) Stad wniosek, Ze rozpatry-
wanych osiem punktéw lezy na sferze o $rodku O i promieniu /a2 + p2.

13. Dowiesé, ze dla dowolnych liczb rzeczywistych dodatnich a, b, ¢ zachodzi
nieréwno$é
a/b2—bec+c? + cv/a2—ab+b% > b/ a2+ac+c2.

Rozwigzanie
Rozwazmy czworokat ABCD taki, ze AB=a, BC=c, BD=0b oraz YABD =
= 4DBC =60°. Wéwcezas, na mocy twierdzenia cosinuséw mamy

AC =+/a?24ac+c2, CD=+/b2—bc+c?2, DA=+/a?—ab+1?

i dowodzona przez nas nier6wno$¢ jest réwnowazna nieréwnosci Ptolemeusza

AB-CD+BC-DA> AC-BD.
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14. Dana jest liczba naturalna n > 3. Wyznaczy¢ najwieksza liczbe naturalng m
o nastepujacej wlasnoéci: Istnieja takie podzbiory Si, Sa, Ss, ..., S, ustalonego
n-elementowego zbioru S, ze dla dowolnych wskaznikéw i, j,k,l € {1,2,...,m} zbiér
S;US;USLUS; ma najwyzej n—2 elementow.

Rozwigzanie

Rozpatrzmy dowolny (n—2)-elementowy podzbiér T' zbioru S. Zauwazmy, ze je-
§li S1, S, ..., S (Mm=2""2) beda wszystkimi podzbiorami zbioru T', to postulowany
warunek bedzie oczywidcie spetniony. Wobec tego m > 2772,

Z kolei przypuéémy, iz zbiory S, Sa, ..., Sy, spelniaja warunki zadania. Niech
A bedzie podzbiorem zbioru S o najmniejszej mozliwej liczbie elementéw, maja-
cym nastepujaca wlasno$é: dla dowolnych wskaznikéw i,5 €{1,2,...,m} zbiér A nie
zawiera si¢ w zbiorze S;US;.

Potézmy B =S5\ A i wezmy pod uwage nastepujace rodziny zbioréw:

A={ANS;:i=1,2,...,m}, B={BnNS;:i=1,2,...,m}.

Wykazemy, ze rodzina A nie moze jednoczes$nie zawiera¢ pewnego zbioru i jego
dopelnienia do zbioru A. Przypu$émy bowiem przeciwnie, iz X € 4 oraz A\ X € A.
Woéwezas X = ANSk, A\X =ANS; dla pewnych wskaZnikéow k, [, skad wynika
A C S, US; wbrew okresleniu zbioru A. UdowodniliSmy tym samym, ze A zawiera
najwyzej potowe podzbioréw zbioru A, zatem |A| < 2141-1,

Z drugiej strony, rodzina B réwniez ma wlasnosé: jezeli X € B, to B\ X ¢ B.
Gdyby bowiem oba te nalezenia byly prawdziwe, to podobnie jak poprzednio otrzy-
malibysSmy B C S;N.S; dla pewnych wskaznikéw k, [. Z drugiej strony na mocy
okreslenia zbioru A istniejg takie wskazniki ¢, j, ze zbidr S;US; ma |A|—1 ele-
mentéw wspélnych ze zbiorem A. Wtedy zbiér S; US; US, US; ma przynajmniej
|B|+|A|—1=n—1 elementéw, co przeczy warunkom zadania.

Doszliémy w ten sposéb do wniosku, iz |B| < 2!B/=1. Poniewaz za§ AUB =S
i ANB =0, wigc znajomoé¢ zbioréw ANS; € A oraz BNS; € B pozwala jednoznacznie
odtworzyé zbior S;. Skutkiem tego m < |A|-|B| < 2141=1.2IBI=1 = gn=2,

15. Czworokat wypukly ABCD podzielono na dzie-
wie¢ czworokatéw wypuklych, jak pokazano na rysunku.
Wykazaé, ze jesli w zacieniowane czworokaty mozna wpi-
sa¢ okregi, to proste AX, BY, CZ, DT przecinaja sie
w jednym punkcie.

Rozwigzanie

Wykazemy najpierw, ze w czworokat ABC D mozna wpisa¢ okrag. Oznaczmy
punkty stycznosci okregéw wpisanych w narozne czworokaty z bokami tych czworo-
katéw tak, jak pokazano na rysunku 3.
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Poniewaz w czworokat XY ZT mozna wpisa¢ okrag, wiec MN+RQ=ST+OP,
czyli EF+1J=HG+ KL. 7 ostatniej réwnoéci wynika, ze AB+CD = BC+ DA,
a to oznacza, ze w czworokat ABCD mozna wpisaé¢ okrag.

Niech 04 bedzie okregiem przechodzacym przez punkty E, T, M, L, a o1, 02,
okregami wpisanymi odpowiednio w czworokaty ABCD i XY ZT (rys. 4). Rozpa-
trzmy jednokladnosé j; o skali dodatniej przeprowadzajaca okrag o na okrag o4 oraz
jednokladnoéé jy o skali ujemnej przeprowadzajaca okrag o4 na okrag os. Srodkami
tych jednokladnosci sa odpowiednio punkty A i X. Zatem jednokladnoéé¢ j o skali
ujemnej przeprowadzajaca okrag o; na okrag os jest réwna jooj; i jej $rodek lezy
na prostej AX.

rys. 3 rys. 4

Analogicznie dowodzimy, ze proste BY, CZ, DT zawieraja srodek jednoktad-
nosci j, skad dostajemy teze.

16. Wyznaczy¢ wszystkie takie liczby catkowite dodatnie n, ze dla dowolnej
liczby catkowitej a, jedli a®?=1 (mod n), to a==+1 (mod n).

Rozwigzanie

Mamy znalez¢ wszystkie takie liczby n, ze z podzielnosci iloczynu (a—1)(a+1)
przez n wynika podzielno$¢ jednego z czynnikéw przez n.

Przypusémy, ze n=~km, gdzie liczby catkowite dodatnie k, m sa wzglednie pierw-
sze 1 wigksze od 2. Istnieje wtedy taka liczba catkowita a, ze a=—1 (mod k) oraz
a=1 (modm). Wéwczas liczba a—1 jest podzielna przez m i niepodzielna przez
k, natomiast liczba a+1 jest podzielna przez k i niepodzielna przez m. Wobec tego
liczba n nie moze spetnia¢ warunkow zadania.

Pozostaja wiec nastepujace mozliwosci: (i) n=p?, (ii) n=2p" (w obu tych przy-
padkach zakladamy, ze p jest nieparzysta liczba pierwsza i t > 1), (iii) n=2% (¢ >0).
Bezposrednio sprawdzamy, ze wszystkie liczby postaci (i) i (ii) maja zadana wla-
sno$é, natomiast liczby postaci (iii) maja ja wtedy i tylko wtedy, gdy ¢ < 2.
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17. Wielomian W (x) stopnia 2005 o wspélczynnikach rzeczywistych spelnia
warunek W (k)= kk—fl dla £=0,1,2,...,2005. Rozstrzygnaé, czy z tego wynika, ze
W (2006) jest liczba catkowita.

Rozwigzanie

Rozwazmy wielomian V(x) =W (z) —x + 1. Wéwczas otrzymujemy V (k)
dla £k=0,1,2,...,2005.

Wielomian (z+1)V (z) jest wielomianem stopnia 2006 przyjmujacym wartos¢ 1
dla x=0,1,2,...,2005 oraz wartos¢ 0 dla x=—1, zatem dla x =2006 takze przyjmuje
warto$é 0. Stad otrzymujemy W (2006) = 2005.

_ 1
T k+1

18. Trojkat ABC jest wpisany w okrag o1. Styczna do tego okregu w punkcie C
przecina prosta AB w punkcie D. Okrag os, styczny do prostej AB w punkcie D,
przechodzi przez punkt C' i przecina okrag o7 w réznych punktach C' i E. Wykazaé, ze

EA  AC3
EB BC3’

Rozwigzanie
Bez straty ogélnosci mozemy przyjaé, ze AC' < BC' (rys. 5).

D A B

rys. 5

7 twierdzenia Ptolemeusza zastosowanego do czworokata ABCFE dostajemy
. EB BC FEC-AB
Musimy wiec udowodnié, ze

BC n EC-AB BC3

AC " EA-AC  AC3’
czyli, ze

EC-AB BC?

) Y Ea e~ At
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7 podobienstwa tréjkatéw ACD i CBD mamy

BC? [CBD] 14 AB
AC?  [ACD] AD’
Roéwnosé (1) przybiera wiec postaé
EC-AB _AB
EA-BC ~ AD’
a wiec musimy udowodni¢, ze
EC  BC
EA AD’

Ostatnia zalezno$¢ wynika bezposrednio z podobienstwa tréjkatéw ADE i CBE.

19. Rozstrzygnaé, czy uklad réwnan
at+b+ct+dtet+ f=6
ab+bc+cd+de+ef+ fa="T7

ad+be+cf =2
abc+bed+cde+def +efa+ fab="7
ace+bdf =1

ma rozwigzanie w liczbach rzeczywistych dodatnich a, b, ¢, d, e, f.
Rozwigzanie
Dodajac réwnania drugie i trzecie otrzymujemy
(a+c+e)(b+d+f)=9,
skad wobec rownania pierwszego
a+ct+e=b+d+f=3.
Podobnie dodanie réwnan czwartego i piatego daje
(a+d)(b+e)(c+ f)=8,
co w polaczeniu z réwnaniem pierwszym prowadzi do
a+d=bt+e=c+f=2.

Kladac a=1+=z oraz c=1+y otrzymujemy e=1—z—y, d=1—z, f=1—y oraz
b=14+z+y.

Wéwezas réwnanie ad+be+cf =2 sprowadza sie do z2 +zy+1y% = % . Réwnanie
ace+bdf =1 rowniez sprowadza sie do tego samego réwnania.

Rozwigzanie zadania otrzymamy przyjmujac na przyklad z =y =1/v/6.
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20. Wyznaczy¢ wszystkie liczby pierwsze p, dla ktérych licznik liczby

p—1

>
155

n=1 n

zapisanej w postaci ulamka nieskracalnego jest podzielny przez p2.

Rozwigzanie
W rozwiazaniu uzyjemy rozszerzenia kongruencji na liczby wymierne.
Dla liczby pierwszej nieparzystej p mamy

(p—1)/2

pil 1 B (p—zl)/2 (p—n)155 4155 B 155pn154 (mod p2)
155 155(p _ 1 \155 155 (1) _ 1) 155 :
n=1 n n=1 n (p Tl) n=1 n (p n)

Zadanie sprowadza sie¢ do wyznaczenia tych p, dla ktérych
(p—1)/2 n154
155 Z T =0 (mod p) ,

co jest rownowazne
p—1 1
n—

Powyzsza zalezno$é jest spetniona dla liczb pierwszych p, dla ktérych p jest
dzielnikiem liczby 155 lub p—1 nie jest dzielnikiem liczby 156.

Zatem warunki zadania sa spetnione przez wszystkie liczby pierwsze oprécz liczb
2,3,7,13, 53, 79, 157.

8 zadan, ktére powiniene$ juz znac

21. Dowies¢, ze wérdéd dowolnych 18 o0séb istnieja cztery, z ktérych kazde dwie
sie znaja lub cztery, z ktérych zadne dwie sie nie znaja.

Rozwigzanie

Zauwazmy, ze wsrod dowolnych 6 os6b znajduja sie trzy, ktore sie znajg lub
trzy, ktore si¢ nie znaja.

Udowodnimy, ze wéréd 9 oséb sa trzy, ktére sie znaja lub cztery, ktére sie nie
znaja. Wezmy pewna osobe. Jesli ona zna cztery osoby, to albo zadne dwie si¢ nie
znaja (i jest OK) albo ktéres dwie sie znaja (i tez jest OK). Jedli jest 6 0oséb, ktérych
nie zna, to sa wéréd nich trzy, ktére sie znaja lub trzy, ktére sie nie znaja (w obu
przypadkach jest OK). Pozostala ewentualno$é¢ — kazda osoba zna doktadnie trzy
inne, prowadzi do sprzecznoéci, gdyz sumaryczna liczba znajomosci musi by¢ liczbg
parzystq.

Wybierzmy jedna z 18 0s6b. Musi ona zna¢ albo nie zna¢ przynajmniej dziewieé
innych oséb. Korzystajac z wczesniejszego twierdzenia dostajemy teze.
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22. Dany jest 1000-wyrazowy ciag roznych liczb rzeczywistych. Dowiesé, ze
z tego ciggu mozna wybraé¢ 28-wyrazowy podciag rosnacy lub 38-wyrazowy podciag
malejacy.

Rozwigzanie

Kazdemu elementowi x przypisujemy pare (r,,m,), gdzie r, to dlugosé najdiuz-
Szego ciagu rosnacego, zaczynajacego sie w x, a m, — dlugos¢ najdluzszego ciagu
malejacego, zaczynajacego sie w z. Zauwazmy, ze dla réznych elementéw x, y (y wy-
stepuje w tym ciagu po x) te pary sa rézne, poniewaz jesli x >y, to mg >my, a jedli
x <y, to ry >1y. Skoro mamy 1000=37-27+1 elementéw, to istnieje taki x, ze 7, >28
lub m, > 38.

23. W Multilotku losuje si¢ 20 réznych liczb ze zbioru {1,2,...,80}. Dowies¢, ze
po kazdym losowaniu, z wylosowanych liczb mozna wybraé¢ dwa niepuste rozlaczne
podzbiory o takiej samej sumie kwadratéw elementéw.

Rozwigzanie

Kazdemu z 22° = 1048576 podzbioréw wylosowanych liczb przypisujemy sume
kwadratéw elementéw, ktéra nie przekracza 20-80% = 128000. Zatem pewne dwa
podzbiory maja przypisana taka samg liczbe. Po usunieciu z tych podzbioréw takich
samych elementéw otrzymujemy szukane dwa roztaczne podzbiory.

24. Dowiesé, ze dla dowolnej liczby pierwszej p licznik liczby

”z“i 1
=’

zapisanej w postaci utamka nieskracalnego jest podzielny przez p.

Rozwigzanie
Zauwazmy, ze

1 (Rp-1-kN\* (12 k12 . (p—1-k)\°_
(p;l)r( (p—D)! > _( (p—1)! ) N
:(<p—1>-<p—2>-...-<p—k>-<—1>’f-1~2-...~<p—1—k>)2:
a (p—1)!
(=N
_<(p—1)!) =1 (mod )
p—1 1 p—1
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25. Dana jest taka liczba catkowita dodatnia k, ze liczby p=6k+1, ¢g=12k+1
oraz r =18k +1 sg pierwsze. Niech n =pgr. Dowie$¢, ze dla dowolnej liczby catkowi-
tej a liczba a™ — a jest podzielna przez n.

Rozwigzanie

Wystarczy udowodnié, ze dla dowolnej liczby a i dla kazdej z liczb p, g, r liczba
a™ —a jest przez nig podzielna. Jedli a jest podzielna przez p, ¢ lub r, to a™ —a tez.
Jedli nie jest podzielna np. przez p, to z matego twierdzenia Fermata mamy, ze liczba
aP~1 —1 jest podzielna przez p, a skoro najmniejsza wspélna wielokrotnosé liczb p—1,
g—1, r—1 jest réwna 36k i n—1=pqr—1=(6k+1)(12k+1)(18%k+1)—1 jest podzielne
przez 36k, to liczba a™ ! —1 jest podzielna przez p. Analogicznie pokazujemy dla
liczb q i r.

26. Na bokach BC, CA, AB tréjkata ABC zbudowano, po jego zewnetrznej
stronie, trojkaty BCD, CAE, ABF, przy czym

JCAE=9FAB, YFBA=4DBC, 4DCB=<ECA.
Dowieéé¢, ze proste AD, BE i C'F przecinaja si¢ w jednym punkcie.
Rozwigzanie
Sposdb 1

Oznaczmy przez X, Y, Z odpowiednio punkty przeciecia par prostych AD i BC,
BE i CA; CF i AB (rys. 6) oraz niech

JOAF=YEAB=qa, JIFBC=4DBA=3, IDCA=<JYECB=~.

C
D
E
AWB
F
rys. 6

Oznaczajac przez [F] pole figury F oraz korzystajac z twierdzenia Cevy otrzy-
mujemy

AZ BX CY [ACF] [ABD] [BEC]

ZB XC YA [BCF] [ACD] [BEA]
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_ AC-AF-sina AB-BD-sinf3 BC-CE-siny
- BC-BF-sin3 AE-CD-siny AB-AFE-sina
_AF BD CE
~ BF CD AE
gdzie ostatnia rownosé wynika bezposrednio z twierdzenia sinuséw oraz danych w tre-
Sci zadania rownosci katow.
Sposdéb 11
Na mocy trygonometrycznej wersji twierdzenia Cevy zastosowanego dla trojkata
ABC i punktu D otrzymujemy

sin<BAD sinJYACD sin<CBD B

sinIDAC sinIDCB sindDBA
Piszemy analogiczne réwnosci dla punktéw E i F, po czym mnozymy uzyskane
nieréwnosci stronami. W efekcie uzyskujemy

singSBAD sinJACF sinJCBE _
sindDAC sindFCB sindEBA '
co oznacza, proste AD, BE, CF przecinaja si¢ w jednym punkcie.

27. Tréjkat ostrokatny, réznoboczny ABC' jest wpisany w okrag o érodku O
i promieniu 7. Punkty X, Y leza wewnatrz kata AOB i na symetralnej odcinka AB,
przy czym

IXCA=<4YCB.
Wykazaé, ze OX -OY =r2.

Rozwigzanie

Oznaczmy przez D rzut prostokatny punktu C'
na prostg AB oraz niech M bedzie érodkiem boku
BC. Woéwczas

IDAC = 1$BOC =4COM,

skad uzyskujemy SACD =<JOCM. Z zaleznoéci tej
oraz z danej w tresci zadania rownosci katéw otrzy-
mujemy $OCX =4DCY =J0Y C. Stad wynika, ze
tréjkaty OCX i OY C sa podobne, a zatem

00X -0Y =0C?=12.

rys. 7
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28. Punkty D i F leza na boku AB tréjkata ABC. Punkty X i Y leza odpo-
wiednio na pétprostych CD i CE oraz na zewnatrz tréjkata ABC, przy czym

IXAC+XYBC =180°.

Wykazaé, ze wszystkie proste XY, odpowiadajace réznym polozeniom punktéow X iY,
maja punkt wspdlny.

Rozwigzanie

Niech okrag o, opisany na tréjkacie ABC, przecina proste C'D i C'E odpowiednio
w punktach P i @ oraz niech K =AQNBP (rys. 8). Wykazemy, ze wszystkie proste
XY przechodza przez punkt K.

\
Z
rys. 8

Niech Z = AX NBY. Wéwczas z danej w treéci zadania réwnosci wynika, ze

punkt Z lezy na okregu o. Stosujac twierdzenie Pascala dla ,sze$ciokata” AZBPCQ
uzyskujemy teze.

W (z) =8 nietrudnych wielomianéw

29. Wielomian o wspétezynnikach catkowitych przyjmuje warto$é 2006 dla trzech
réznych argumentow catkowitych. Udowodnié, ze nie przyjmuje on wartosci 2025 dla
trzech réznych argumentéw catkowitych.

Rozwigzanie
Wielomian W — 2006 ma trzy pierwiastki calkowite a < b < ¢, zatem

W(z)=(x—a)(x—0)(z—c)V(zx)+2006

dla pewnego wielomianu V o wspélczynnikach catkowitych. Teza sprowadza sig¢ do
stwierdzenia, ze réwnanie

2025 = (z —a)(z —b)(z — )V () + 2006,
czyli
(x—a)(x=b)(zx—c)V(z) =19,
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nie ma trzech réznych rozwiazan catkowitych. To za$ jest jasne: mamy x—a >z —b>
> x —c i dopuszczalne sa tylko dwa rozktady:
19-1-(-1)-(-1)=19 oraz 1-(—1)-(—19)-1=109.

30. Wyznaczy¢ wszystkie wielomiany W(x) o wspdlezynnikach rzeczywistych
spelniajace réwnanie

W(a?) =W (a) =W ()~ W(b)
dla wszystkich liczb a, b spelniajacych warunek a+b=1.

Rozwigzanie
Latwo sprawdzié, ze dowolny wielomian stopnia 1 jest rozwiazaniem. Przypu-
$émy teraz, ze pewien wielomian stopnia n > 1 spelnia warunki zadania. Wowczas

W(@?)=W((1-2)*) =W(z)-W(1-z)

i widzimy, ze wspélczynnik przy x"~! jest niezerowy po lewej stronie i zerowy po
prawej stronie. Sprzecznosc.

31. Wyznaczy¢ wszystkie wielomiany W (z) o nastepujacej wlasnosci: jezeli
liczba a? —b? jest wymierna, to liczba W (a)— W (b) jest wymierna.

Rozwigzanie

Wielomiany postaci W (z)=axz?+b dla @ wymiernego i b rzeczywistego spelniaja
warunki zadania. Udowodnimy, ze sa to wszystkie rozwiazania.

Mamy 22— (—x)?=0, a wiec W () —W (—=z) jest liczba wymierna dla kazdego .
To oznacza, iz wszystkie wspdlczynniki przy nieparzystych potegach x musza byé
réwne 0 (istotnie, w przeciwnym razie wielomian P(x)= W (z) — W(—z) mialby
dodatni stopiefi, a wigc przyjmowalby wartodci niewymierne). Zatem W (z) =V (2?)
dla pewnego wielomianu V stopnia n > 1.

Liczba 22 — (V22 +1)? = —1 jest wymierna, a wiec dla kazdego z liczba Q(z) =
=V(2?) =V (2% +1) jest wymierna. Ale jesli n>2, to @ jest wielomianem stopnia
2n—12>1, co przeczy warunkom zadania.

32. Liczby rzeczywiste x, y, z spelniaja warunki
z+y+z=3, zytyz+zr=-9.
Udowodnié, ze —27 < zyz < 5.
Rozwigzanie
Oznaczmy A = zyz. Rozpatrzmy wielomian
W(t)=(t—x)(t—y)(t—2)=t>—3t>— 9t —xyz.

Mamy W' (t)=3(t?—2t—3)=3(t+1)(t—3). Skoro wielomian W ma trzy pierwiastki,
to W(—=1)>0, W(3) <0, co jest réwnowazne nieréwnosciom xyz <5 oraz xyz > —27.
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33. Wykazaé, ze dla kazdego n > 2 wielomian W (z)=2"+2""! +3 nie jest
iloczynem dwoch wielomiandéw stopnia dodatniego o wspotezynnikach catkowitych.

Rozwigzanie
Przypu$émy whrew tezie, iz istnieje rozklad W (z) = P(x)Q(z). Bez straty ogdl-
nosci mozna przyjac, ze wspolczynniki przy najwyzszej potedze w wielomianach P
i@ sa réwne 1:
P(x)= zF +ap_12¥ 1+ +arz+ao,

Q((E) :.’El +bl,1$171 ++b1$+bo

Poréwnujac wspélezynniki wolne mamy, iz apgbg = 3. Bez straty ogdlnodci mozemy
przyjaé, ze ag dzieli si¢ przez 3 oraz by jest rowne 1. Poréwnujac wspétczynniki
przy ', 1 <m < n—2 mamy
aobm +a1bym_1+...+am_1b1 +anby =0,
skad indukcyjnie wynika, iz liczby a1, as, ..., a,—2 sa podzielne przez 3. Poréwnujac
wspoltczynniki przy n—1 dostajemy
agbp—1+a1b,—2+...+ap_2b1+a,_1bg =1,

skad wynika, ze a,,_1 #0, zatem P jest co najmniej stopnia n—1. Ale @ jest stopnia
co najmniej 1, stad P jest dokladnie stopnia n—1 oraz @ jest dokladnie stopnia 1.
Oznacza to, iz W ma pierwiastek catkowity. Jak latwo sprawdzi¢, nie ma to miejsca.

34. Niech n > 2 bedzie ustalona liczba catkowita. Wyznaczyé wszystkie wielo-
miany P stopnia mniejszego niz n, o wspolczynnikach catkowitych, posiadajace na-
stepujaca wlasno$é: istnieje ciag liczb calkowitych z1 <z <...<z, taki, ze P(zp41)=
=P(ap)+7dlak=1,2, ..., n—1.

Rozwigzanie
Dla a, b catkowitych mamy a —b|P(a)— P(b), zatem
Tp1— k|7, k=1,2, ..., n—1,
xk+2_$k|147 k= 1,2, ceey n—2.
Wynika stad, ze z;+1 —zr =1 dla wszystkich k badZ z;41 —z =7 dla wszystkich k.
W pierwszym przypadku mamy
P(zpq1) —Txpp1 =Plxy) =T =:a, k=1,2,..., n—1,

czyli wielomian Q(z) = P(x) — 7x — a stopnia mniejszego niz n ma n pierwiastkow.
Stad Q=01 P(z)=Tz+a. W drugim przypadku mamy

P(zgi1)—aps1=P(zr) —xp=:b, k=1,2,..., n—1,
czyli wielomian R(z) = P(x) —z —b stopnia mniejszego niz n ma n pierwiastkow.

Stad R=01i P(x)=x+b.
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Jak tatwo sprawdzié, wielomiany P(z)="T7z+a oraz P(x)=x40b (a, b calkowite)
spelniaja warunki zadania. Sa to jedyne rozwiazania.

35. Niech n bedzie dodatnia liczba parzysta, a p liczba pierwsza wieksza niz n'™.
Udowodnié, ze wielomian

W(x)=(x—-1)(z—2)...(x—n)+p

nie jest iloczynem dwéch wielomianéw stopnia dodatniego o wspodtezynnikach cal-
kowitych.

Rozwigzanie
Przypusémy, ze taki rozklad istnieje:

(x—1)(z—2)...(z—n)+p=P(x)Q(x).

Zauwazmy, ze lewa strona jest dodatnia dla kazdego z; dla z <0 badZ x >n jest to
oczywiste, a dla z € [0,n] szacujemy

(z—1)(z—2)...(x—n)+p>-n"+p>0.
Wynika stad, ze wielomiany P i () przyjmuja wartosci tego samego znaku. Bez straty
og6lnosci mozemy przyjac, ze przyjmuja one wylacznie wartoéci dodatnie.

Dla k=1, 2, ..., n mamy P(k)Q(k)=p, skad wynika, ze P(k)=11 Q(k)=p
lub P(k)=p, Q(k) =1. Zatem wielomian P(z)+ Q(z)—p— 1, stopnia mniejszego
niz n, ma pierwiastki 1, 2, ..., n - stad jest wielomianem zerowym - sprzeczno$c,
gdyz wielomiany P i () mialy przyjmowaé¢ wytacznie wartosci dodatnie.

36. Wyznaczy¢ wszystkie takie pary (n,r), ze n € N, r € R oraz wielomian
(x—2)"—r
dzieli sie przez x2 — 2z +2.

Rozwigzanie

Pierwiastkami wielomianu z? —2x+2 sg 144, stad wystarczy, aby 14 bylo
pierwiastkiem wielomianu (z—2)" —r (wéwczas 1—1, jako liczba sprzezona do 144,
takze jest pierwiastkiem). Musi wiec by¢ (i—1)" =7, czyli (cos3w/4+isin3n/4)" =
=72""/2 skad na mocy wzoru de Moivre’a,

3T _ o-n/2 g ST _
cos 1 =72 , sin 1 =0.

Z drugiego réwnania wnioskujemy, iz n dzieli si¢ przez 4: n =4k, a wowczas na
mocy pierwszego réwnania, 7 = (—4)*. Zatem rozwiazaniem zadania sa wszystkie

pary (4k,(—4)F), k=1, 2, ...
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Co najwyzej 8 nieréwnosci

37. Liczby dodatnie a, b, ¢, d spelniaja warunek
q2006 4 32006 | 2006 4 2006 _ 506

Wyznaczy¢ najwicksza mozliwg wartoéé wyrazenia a®005°01 502503,
Rozwigzanie
Korzystajac z nier6wnoéci miedzy $rednia arytmetyczna i geometryczna, dosta-
jemy
2006 | 2006 | 2006 | ;72006

1: el
2006
500 ( 500 )+501 ( 501 >+502 ( 502 )+503 (dgggﬁ) S
2006 -

> P003501 502 7503 _ 5))—500/2006 511 ~501/2006 5 ()9 —502/2006 5 ()3 ~503/2006
przy czym oczywiscie moze zajS¢ rowno$¢. Stad najwieksza mozliwa wartoscia roz-

wazanego wyrazenia jest
500500/2006 571 501/2006 5(19502/2006 5(73503/2006

38. Liczby dodatnie aq, as, ..., a,, gdzie n > 2, spelniaja warunek

ar+as+...+a,=2"" 1a1

n—1.

n
a
Udowodnié, ze Z b >
P a1 +ag+...+ap—1
Rozwigzanie
Korzystajac z nieréwnosci miedzy Srednig arytmetyczna i geometryczna dosta-
jemy
= ~ aptast...tag
> S RISE
a1+a2—|— ~tak—1 a1t ax Tt ak—1

>(n—1) HVW—(n—l):n—l.
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39. Liczby rzeczywiste a, b spelniaja warunek 2b? = a(a+b)+ 1. Udowodnié, ze
a\10 a?+4b8 a\? ra\8
o(0) (0 ()
o) T 7 G) T
Rozwigzanie

Wystarczy udowodni¢ silniejsza nieréwnosé

an10 1 ard /a8
2(5) 5> (5) +(5) -
Jest ona rownowazna nieréwnosciom
2a'° 4+b% > a®b+a®b?,
20"+ 0% (26 — a(a+b)) > a’b+a®b?,
200 + 260 > a2+ a®b? + a?b% 4-ab®.
Ostatnia nieréwno$é jest spetniona, gdyz ciagi (a%, v®), (a2, b?) sa jednomonoto-

niczne, oraz ciagi (a°, b°), (|a|, |b|) sa jednomonotoniczne.

40. Liczby a, b, ¢ sa dlugos$ciami bokéw pewnego tréjkata. Udowodnié, ze

a b b+c— +a—b +b—
. L c S c a+c a +a c
b+c—a c+a—-b a+b—c a b c
Rozwigzanie

Istnieja takie liczby dodatnie z, y, z, ze
a=x+y, b=y+z, c=z+=x.
Podstawiajac, dostajemy réwnowazna nieréwnoscé
+z z4+x x+ 2z 2 2z
Y i i Y S Y

1 .
(1) 2x 2y 2z /y+z+z+x+x+y
Na mocy nieréwnoéci miedzy $rednia arytmetyczna a harmoniczng mamy
2x 2 x/y+ax/z
= < ,
y+z yle+z/x 2
2y 2 <Y [z+y/x

z+x:z/y+x/y\ 2 ’

2z 2 <z/a:+z/y
r+y  x/24ylz 2 '

Dodajac stronami powyzsze trzy nieréwnosci dostajemy zadana nieréwnosé (1).
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41. Liczby calkowite a1, asg, ..., a, spelniaja warunki
n n n
D ar>60, Y af<140,  aj>360.
k=1 k=1 k=1

Udowodnié, ze Y _ aj > 980.
k=1

Rozwigzanie
Dla liczby catkowitej a mamy

a*—6a®>+11a* —6a=a(a—1)(a—2)(a—3) >0.
Stad

n

Zai}Giazfllia%Jrﬁiak}%EO.
k=1 k=1 k=1

k=1

42. Liczby nieujemne a, b, ¢ spelniaja warunek a4 b?+c? = 1. Udowodnié, ze
ab® +bc? +ca® < v at + b+t

Rozwigzanie
Sposob 1
Roéwnowaznie moZemy zapisac’ nier6wno$¢ w postaci

4 ct 4
\/ —_ \/ 2+c \/a \/ —+b2 —+c2 -
b c?

Jest to nieréwnosé Jensena dla funkcji wklestej f (:r) =/, punktéw prébnych b*/a?,
ct /%, a*/c? i odpowiadajacych im wag a?, b2, 2.

Sposob 11
Nierownosé w zadaniu jest réwnowazna

ab® +bc? +ca® <\/(a* + b3+ c*) (a2 + b2 +2),
czyli po obustronnym podniesieniu do kwadratu i uproszczeniu,

2ab3c% +2bc3a? + 2¢ab? < ab + b8 + 8 + a*b? + b1 + ta?.

Na mocy nieréwnosci miedzy érednia arytmetyczna i geometryczng mamy
2ab3c? <8+ cta?,
2bc3a® < 8+ a*v?,
2ca’b? <a®+ b2

Dodajac powyzsze trzy nieréwnosci stronami dostajemy dowodzong nieréwnoscé.
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43. Liczby nieujemne a1, as, ..., a,, spelniaja warunki: n>2 oraz ajas ...a,=1.
Udowodnié, ze
1 1 1
> 1.

14+a1 + 1+4aq et 1+a,

Kiedy zachodzi réwnos¢?

Rozwigzanie
Zastosujemy indukcje. Dla n=2 mamy réwnosé. Przypus$émy, ze nieréwnosé za-
chodzi dla pewnego naturalnego n > 2. Wezmy dowolne liczby a1, as, ..., an, Gpi1
o iloczynie 1 i zastosujmy te nieréwnosé dla liczb aq, ag, ..., @n_1, @nany1. Otrzy-
mujeny
1 n 1 n 1 n 1
14+a1 1+4as 1+apn—1 14anan41 -

Wobec tego, aby otrzymaé zadang nieréwnoé¢ dla n+1, wystarczy tylko udowodnié,
iz

1 1 1
+ > )
14+a, 1+apt1 14+anan+1

co jest rownowazne oczywistej nieréwnosci
nni1(an+ant1+1)+1
(a+1)(b+1)(ab+1)

Co wiecej, widaé, ze powyzsza nieréwnosé jest ostra. Tak wiec réwnosé zachodzi
wtedy i tylko wtedy, gdy n=2.

> 0.

44. Liczby rzeczywiste a, b, ¢ spelniaja warunek a?+b%+c? =3. Udowodnié, ze
(a+betc)* +(b+ca+a)* + (c+ab+b)? <27.
Rozwigzanie

Sposob 1
Mamy, na mocy nieréwnosci Schwarza,

(a+be+c)* < (a® +b*+c*)(b* +2) = 3b* +6,
(b+ca+ta)®* < (B*+c+a*)(?+2)=3c*+6,
(c+ab+b)* < (+a®+b?)(a®+2) = 3a* +6.

Dodajac te nieréwnoéci stronami i ponownie uwzgledniajac warunek a2 +b%+c? =3
dostajemy teze.
Sposob 11

Nieréwnosé dana w zadaniu jest rownowazna nieréwnosci

2(a® +b% 4 %) +a?b* + b2 + c2a® + 6abc + 2(ab+ be+ ca) + 2(be? + ca® + ab®) < 27.
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Mamy
2(a®+b*+c*) =6,

2(ab+bc+ca) < 2(a2+b2+c2) =6,

2 b2 2\2
ity 22 AR

Wystarczy wiec wykazaé, ze
6abc+2(bc? + ca® 4 ab?) < 12,
czyli
3abc+be? + ca® + ab® < 6.

Zauwazmy, ze a+b+c< \/W =3, stad

2 2
6> g(a2+b2+62)(a+b+c) = g(a?’+b3+c3+a2b+ab2—i—b?c—l—bcg—FcQa—l—caQ).

Wystarczy zatem wykazaé, ze

2
g(ag—&—b?’+03+a2b+ab2+b26+bc2—|—02a—|—ca2) > 3abc+bc? + ca® 4 ab?,

lub
2(a® +b* 4+ c*) +2(a*b+b*c+ cta) > 9abe+be? + ca® + ab®.

Ostatnia nieréwnos¢ wynika z dwoch tatwych do sprawdzenia nieréwnosci
a® 4343 > be? 4 ca® + ab?,

a® +03 + 3 +2(a®b+ b c+ c*a) > abe.
8 zadan, ktére powiniene$ poznaé

45. Dowiesé, ze dla dowolnej liczby catkowitej n > 666 oraz liczb rzeczywistych
1,T9,...,T, wiekszych od n zachodzi nieréwnosé

(logxl (Ill'g) +10gm2 (:Z?ll‘g)) . (1Og$2 (I’Q?Eg) +10g13 (xgl‘g)) e

o (logy  (Tp—1zn)+log, (Tn—12n)) <
<logsn- (logw1 (r122)-log,, (xlacg)) . (logm (wox3)-log,, (xgxd))

et (logww1 (Tp_12y,)-log, (xn_lxn)) .
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Rozwigzanie
Teza zadania wynika z tozsamosci

log,, (ab) +log; (ab) =log,(ab) -log; (ab)
dla a,be (0,1)U(1,400).

46. Niech n>1 bedzie liczba caltkowita, a x; = (%O)i dlai=1,...,n. Dowies¢, ze

2
10 10"

1<i<j<n

Rozwigzanie

Dla z > 1 mamy z < 2%.

Zatem 1< {/x <2, skad wynika, ze kazdy czynnik iloczynu po lewej stronie
dowodzonej nieréwnosci jest mniejszy od 1. To konczy dowdd nieréwnosci dla n < 10.

Ponadto
/Ty = /T,

co natychmiast dowodzi nier6wnosci dla n > 10.

47. Dowied¢, ze
(logll)logll . (log 12)log 12 . (log2006)log2006 <
< 6666 . llloglog 11, 1210g10g 12, . 2()()610g10g2006

gdzie log oznacza logarytm przy podstawie 10.

Rozwigzanie
Teza zadania wynika z tozsamosci
1
(logn)/°&" = piosios

dlan>1.
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48. Dowies¢, ze dla dowolnej liczby catkowitej n > 2006 oraz liczb rzeczywistych
T1,%2,...,T, zachodzi nieréwnosé

2.4, .22 2, 2.2 2 2 4\n/2 2 2\"
I I ‘(ma:cb +TLT G+ XX Ty eraxg) - (:ch:vi +xhzj) <
1<a<n
1<b<n
1<e<n
1<d<n 11
1<e<n 10 mn n /4
1< f<n
150 <2 16n§ )2
1<h<n
1<i<n k=1
1<i<n

Rozwigzanie
Oczywiscie

n
2.4, .2.2.2 2.2 2 24 6
xaxb—i-xaxca:d—l—xaxemf—i—xaxg<4g Th,

k=1

n
2
(xhac?—&—xhx?) <4E 9,
k=1

zatem
n n/2
n/2
(xix?f—l—ximzxfl—i—ﬁxim?—l—xix‘;) < 45 z? ,
k=1
n n/2
n
(xhquLxhx?) < 45 9
k=1
Wobec tego

n/2
(24+222+222+24)n/27( 2, 2)n<24 6
Ty + T T+ ToToxy +T,T Thr +Tpe;) | < Ty

7 nieréwnosci miedzy srednimi potegowymi otrzymujemy

" 1/6 n 1/12
1 § : 6 1 § : 12
- Tk < - Ty )
n n
k=1 k=1
n n 1/2
l E 28 < l E zp?
X
n k n k )
k=1 k=1
1/2

n n
E arg < | n g x,lf ,
k=1 k=1
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skad ostatecznie

10
n/4

. n/2 . 7110
LEWA < 2<4Zx2> < 2(167123;{2) =PRAWA.
k=1 k=1

49. Rozpatrujemy wszystkie trapezy ABCD, o podstawach AB i CD, dla kt6-
rych
AC=1, BD=vV3 oraz JABD=30°.

Wyznaczy¢ najmniejsza mozliwa sume dlugosci podstaw tego trapezu.

Rozwigzanie

Niech FE bedzie takim punktem, ze czworokat ACDE jest réwnoleglobokiem.
Wtedy zadanie sprowadza sie do wyznaczenia najmniejszej dtugosci boku £ B w troj-
kacie BDE spelniajacym warunki $ABD =30°, BD =+/3 oraz ED=1.

D

/ \
D -

E B

rys. 9 rys. 10

Nietrudno dostrzec, ze istnieja dwa trojkaty EFBD, w ktorych zachodza powyz-
sze zaleznosci: w jednym z tych tréjkatéw mamy EB=2 (rys. 9), a w drugim EB=1
(rys. 10). Zatem najmniejsza mozliwa warto$é¢ sumy AB+CD wynosi 1.

50. Na bokach AC' i BC tréjkata ABC zbudowano po jego zewnetrznej stronie
trojkaty réwnoboczne CAE 1 BCD. Punkty A, B, D, E leza na jednym okregu.
Wyznaczy¢ wszystkie mozliwe wartosci wyrazenia

Sin<AgC.,7T> .

Rozwigzanie

Niech ABC bedzie dowolnym tréjkatem, w ktéorym SACB = 120°. Wowczas
punkty A, B, D, E sa wierzcholkami trapezu réwnoramiennego, a wiec leza na
jednym okregu. Stad wynika, ze iloraz AC/BC moze przyjaé¢ kazda warto$é bedaca
liczba rzeczywista dodatnia.

Uwaga: Zakladajac dodatkowo, ze SACB #120° (co mozna niechcacy przyjaé
sugerujac si¢ zbyt mocno wlasnym rysunkiem) nietrudno wykazaé, ze AC = BC,
czyli AC/BC =1.
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51. Rozstrzygnaé, czy istnieje taki czworoscian ABCD, w ktérym krawedzie
AB i CD sa prostopadle, YACB = SADB oraz

[ABC]—[ABD] > 2B-CD.

™

gdzie [XY Z] oznacza pole tréjkata XY Z.

Rozwigzanie

Taki czworoécian istnieje.

Na rysunku 11 czworokat ABD’C jest wpisany w okrag, a proste CD’ i AB sa
prostopadte.

Niech O =CD’NAB. Rozpatrzmy plaszczyzne p prostopadla do prostej AB
i przechodzaca przez punkt O. Ponadto niech o bedzie okregiem o $rodku O zawie-
rajacym punkt D’ oraz lezacym w plaszczyznie p.

Dl

rys. 11

Woéwezas dla dowolnego punktu D lezacego na okregu o mamy AB 1 CD oraz
JACB = 4ADB. Ponadto istnieje taki punkt D lezacy na okregu o na tyle blisko
punktu D', ze CD < 5 -CD'. Wtedy
AB-CD’ - AB-CD

2 T

[ABC)—[ABD]=[ABC]—-[ABD'] =

Zatem skonstuowany czworoscian ABC' D spelnia postulowane warunki.
Uwaga: Zakladajac dodatkowo, ze katy ABC i BAC sa ostre (co mozna nie-
cheacy przyja¢ w rozwigzaniu sugerujac si¢ zbyt mocno wlasnym rysunkiem) nie-

trudno wykazaé, ze trojkaty ABC 1 ABD sa przystajace. Wtedy oczywiScie rozpa-
trywany czworo$cian nie istnieje.

52. Niech a bedzie katem dwusdciennym w czworoécianie foremnym, natomiast 8
katem dwu$ciennym w oémioscianie foremnym. Rozstrzygnaé, czy sin? (a+ 1) jest
liczbg wymierna.
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Rozwigzanie

Niech ABC DS bedzie ostrostupem prawidtowym czworokatnym o wierzchotku S
i wszystkich krawedziach réwnej dlugosci. Niech ponadto T bedzie takim punktem,
2e AB=ST. Wtedy czworoécian BC'ST jest foremny (ma wszystkie krawedzie réwnej
dlugosci), a przy tym punkty A, B, S, T leza w jednej plaszczyznie. Stad bezpo-
$rednio uzyskujemy a+ (= 180°.

Zawody druzynowe:

53. Dany jest trojkat ABC. Okrag o srodku J, dopisany do tréjkata ABC), jest
styczny do odcinka AB w punkcie D. Prosta przechodzaca przez punkt D i pro-
stopadta do prostej C'D przecina proste AJ i BJ odpowiednio w punktach P i Q.
Dowiesé, ze DP = DQ.

Rozwigzanie
Niech punkty X, Y beda rzutami prostokatnymi punktu P odpowiednio na
proste AB i BC (rys. 12). Podobnie, niech punkty Z, T beda rzutami prostokatnymi
punktu @ odpowiednio na proste AB i AC. Oznaczmy:
r=DX, y=CY, z=DZ, t=CT.
Wtedy x+y=BD+BC=AC+AD =2+t oraz
2?2 —22=PD*—QD?*+QZ?*-PX?*=PC?*-CQ*+QT?—-PY?*=y>—1?,

czyli 2 —y? =22 —t2. Z usykanych zaleznoéci wnioskujemy, ze x =z oraz y=t.
A zatem trojkaty prostokatne DX P i DZ(Q sa przystajace, skad wnioskujemy,
ze PD=QD.

C

2 QO

b=
7

-7

N




54. Niech a, b beda takimi liczbami calkowitymi dodatnimi, ze dla dowolnej
liczby naturalnej n liczba b™ +n jest podzielna przez a™ +n. Udowodnié, ze a=b.

Rozwigzanie

Niech p bedzie dowolng liczbg pierwsza i potézmy n=(a+1)(p—1)+1. Mamy
wowczas n=1 (mod p—1), skad na mocy malego twierdzenia Fermata otrzymujemy
a"=a (modp), b*=b (modp). Ponadto n=—(a+1)+1=-a (modp). Otrzy-
mujemy stad, iz a”+n=0 (mod p), wiec z uwagi na warunki zadania prawdziwa
jest zalezno$é " +n=0 (mod p). Skutkiem tego

b=b'=-n=—(a+1)(p—1)—1=a (modp).
To dowodzi, ze b—a jest podzielne przez kazda liczbe pierwsza, skad wynika teza.
55. Dowie$¢, ze zbior {1, 2,3, ..., 10100} mozna podzieli¢ na n takich podzbio-

réw, ze zaden nie zawiera tréjwyrazowego postepu arytmetycznego oraz n jest liczba,
ktora nie jest istotnie wieksza niz w poprawnych rozwiazaniach innych druzyn.

Rozwigzanie
56. Liczby rzeczywiste a1, ag, ..., a, spelniaja warunki
n n n
D ap>60, > af <140, Y aj >360.
k=1 k=1 k=1

n
Udowodnié, ze Zai > C, gdzie C' jest stala, niezalezna od n, ktéra nie jest istotnie
k=1
mniejsza niz w poprawnych rozwiazaniach innych druzyn.

Rozwigzanie
Pierwszy Mecz Matematyczny:

57. Udowodni¢, ze dla dowolnych liczb rzeczywistych dodatnich a, b, ¢ zachodzi
nier6wnosé

3(a+Vab+ v abe) <4(a+b+c).

Rozwigzanie
Dana nieréwnosé jest réwnowazna nieréwnosci

3\/@—&—3\/3 abc < a+4b-+4c.

Z nieréwnosci miedzy S$rednia arytmetyczng i geometryczng mamy

1 3/1
1a+b+4c>3\3/1a~b-4c:3\/3 abe,
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za+3b>3~2,/%.b:3\/@

Dodajac te nieréwnosci stronami dostajemy dowodzona nieréwnosé.

58. Liczby rzeczywiste dodatnie a, b, ¢, d spelniaja warunek

1 + 1 n 1 n 1 <1
T4+a*  1+4b*  14+ct 1444

Udowodnié, ze abed > 3.

Rozwigzanie
Sposdob 1
Nierownosé dana w zadaniu jest rownowazna nieréwnosci
atbrctdt > 3t
Wykonujemy podstawienie
1 1 1 ; 1
xTr= s = z = = .
1rad V7 14 1+ct’ 1+d*
Liczby z, y, z, t spelniaja warunek x+y+ 2+t <1, a nieréwno$¢ przyjmuje postaé
l—-2 11—y 1—2 1-—-
x Y z t
czyli (1—z)(1—y)(1—2)(1—1t) > 3*zyzt.
Na mocy naszego warunku lewa strona powyzszej nieréwnoéci jest nie mniejsza niz
(x4y+2)(y+z24t)(z+t+z)(t+z+y).
Wystarczy zatem wykazaé, ze
(x+y+2)(y+z+t)(z+t+a)(t+x+y) >3 ayt,
ale to jest prawda na mocy nieréwnosci miedzy $rednig arytmetyczna i geometryczna.

Sposdéb 11
Wykonujemy podstawienie

a2:tga, bQ:tgﬂ, (:2:tg*y7 d2:tg6, gdzie «,(,7,0 € (O,g).

Wowecezas warunek dany w zadaniu przyjmuje postaé

to g

cos? v+ cos? B+ cos? y+cos? 6 < 1.
7 nieréwnosci miedzy $rednia arytmetyczna i geometryczna dostajemy

2 2

sin? a =1 —cos? a > cos? B+ cos® v +cos? § > 3(cosﬁcosvcos5)%.

Analogicznie otrzymujemy
2
5

sin? 3 > 3(cosycosd cos a)%,sing'y > 3(cos§cosacosﬂ)%,sin2 0> 3(cosacosBcosy)s.

Mnozac stronami te cztery nieréwnosci dostajemy teze.
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59. Marek i Jurek graja w nastepujaca gre. Na poczatku na tablicy napisana
jest liczba calkowita dodatnia n. W jednym ruchu gracz odejmuje od napisanej
w danym momencie na tablicy liczby jej dzielnik bedacy jedynka, liczba pierwsza lub
iloczynem dwoch (niekoniecznie réznych) liczb pierwszych i wynikiem odejmowania
zastepuje wczesniejsza liczbe. Pierwszy ruch wykonuje Marek, a nastepnie gracze
wykonuja ruchy na przemian. Wygrywa gracz, ktéry na tablicy napisze liczbe zero.
Rozstrzygnaé, dla ktérych liczb n Marek moze zapewnié¢ sobie wygrana, niezaleznie
od ruchow Jurka.

Rozwigzanie

Strategia wygrywajaca w grze polega na podawaniu przeciwnikowi liczb podziel-
nych przez 8.

Jezeli na tablicy napisana jest liczba podzielna przez 8, to nie mozna wykonaé
ruchu prowadzacego do innej liczby podzielnej przez 8, gdyz to wymagatoby odjecia
liczby podzielnej przez 8, co nie jest zgodne z regutami gry.

7 kolei w przypadku, gdy napisana na tablicy liczba nie jest podzielna przez 8,
zawsze mozemy wykonaé ruch prowadzacy do liczby podzielnej przez 8:

e Jezeli napisana na tablicy liczba przy dzieleniu przez 8 daje reszte 1, odejmu-
jemy od niej 1.

e Jezeli napisana na tablicy liczba przy dzieleniu przez 8 daje reszte 2, odejmu-
jemy od niej 2.

e Jezeli napisana na tablicy liczba przy dzieleniu przez 8 daje reszte 4, odejmu-
jemy od niej 4.

e Jezeli napisana na tablicy liczba przy dzieleniu przez 8 daje reszte 6, to jest
ona postaci 2-(4k+3). Liczba postaci 4k+3 nie moze by¢ iloczynem liczb pierwszych
postaci 4m+ 1, ma wiec dzielnik pierwszy p postaci 4m—+ 3. Od liczby napisanej na
tablicy odejmujemy wéwczas 2p.

e Jezeli napisana na tablicy liczba jest postaci 8k+3, to ma ona dzielnik postaci
8m+ 3 bedacy liczba pierwsza lub iloczynem dwdch liczb pierwszych. Istotnie, jesli
liczba postaci 8k 4+ 3 nie ma dzielnika pierwszego postaci 8m + 3, to ma dzielnik
pierwszy postaci 8m+5 oraz dzielnik pierwszy postaci 8m+7.

e Analogicznie postepujemy w przypadku, gdy napisana na tablicy liczba jest
postaci 8k+5 lub 8k +7.

Zatem Marek moze zapewni¢ sobie wygrana, gdy liczba n nie jest podzielna
przez 8.
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60. Rozstrzygnaé, czy zbior {1, 2,3, ..., 10100} mozna, podzielié na 10%° pod-
zbioréw, z ktorych zaden nie zawiera trojwyrazowego postepu arytmetycznego.

Rozwigzanie
Kazda liczba ze zbioru {17 2,3, ..., 10100} zapisuje sie jednoznacznie w postaci
9
(1) 14+ (a;i+5-10°d;) - 10",
i=0

gdzie 0< a; <5-10° oraz d; € {0,1}.

Niech dla dg,ds,...,dg€{0,1} oraz 0< .S <10%! zbidr Zy, 4,4, (S) bedzie zbiorem
wszystkich liczb postaci (1), dla ktérych ag+a?+...+a2=S5.

Wykazemy, ze zaden ze zbioréw Zg,4,..d,(S) nie zawiera tréojwyrazowego po-
stepu arytmetycznego.

Zalézmy, ze liczby

9 9 9
14 (ai+5-10°d;) 10", 14+ " (bi+5-10°d;) 10", 14> (ci +5-10°d;) - 10
i=0 i=0 i=0
tworza postep arytmetyczny. Woéwcezas dla :=0,1,...,9 liczby a;, b;, ¢; tworza postep
arytmetyczny. Zatem b < (a?—i—cg) /2, przy czym réwno$é zachodzi wtedy i tylko
wtedy, gdy a; =b; = ¢;. Jezeli przy tym

aitai . =0+ =Rt e,
to ai:bi:Ci dlaz':O,l,...,Q.

61. Znalez¢ najmniejsza liczbe catkowita dodatnia n, taka ze liczba (377) +2 jest
podzielna przez 7 lub wykazaé, ze taka liczba n nie istnieje.

Rozwigzanie
Warunki zadania spelnia n=4.

62. Dane sa takie rézne liczby pierwsze p, q, ze dla pewnej liczby naturalnej
n liczba n? +q jest podzielna przez p. Dowie$é, ze istnieja takie liczby calkowite
dodatnie a, b, k, ze a®+¢b®> =pk oraz k < q.

Rozwigzanie

Niech n bedzie taka liczba naturalna, ze liczba n? +¢ jest podzielna przez p.
Rozwazmy zbior reszt z dzielenia przez p liczb postaci mn, gdzie 0 <m < ,/p. Liczb
tych jest [\/ﬁ] +1, zatem wsréd nich istnieja dwie, min oraz man, ktérych réznica
modulo p jest mniejsza od /p. Niech b=|mj —mgy| < ,/p oraz niech a==+bn (mod p)
i0<a<./p. Wtedy a®+¢b* =0 (mod p) oraz a®+qb® < (¢+1)p. Zatem a*+qb* =pk,
gdzie k < ¢q. Gdyby jednak k=g, to liczba a bylaby podzielna przez ¢ i mielibySmy
b*+q(a/q)? =p.
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63. Udowodnié¢, ze kazdy dzielnik pierwszy liczby 43°° 4 23%° 11 jest postaci
23567 k1.

Rozwigzanie sos sos
Niech p bedzie dowolnym dzielnikiem pierwszym liczby 437 +23"" +1. Wéwczas

237" — (23" _1)(4*™ 425" £ 1) +1=1 (mod p) ,
a przy tym

3566

2° #£1 (mod p) ,

3066

gdyz z 23" =1 (mod p) wynika, ze 43°° +23°° +1=3 (mod p) , a tymczasem p#3.
Zatem najmniejszym wykladnikiem dodatnim w, dla ktérego 2% =1 (mod p)
jest w = 3%7. Z drugiej strony na podstawie malego twierdzenia Fermata mamy
2P~ =1 (mod p). Stad wynika, ze liczba p—1 jest podzielna przez 3°67, a poniewaz
dodatkowo jest ona parzysta, otrzymujemy
p=2-35T. k41

dla pewnej liczby calkowitej k.

67. W tréjkacie ABC dwusieczna kata AC'B przecina bok AB w punkcie D.
Symetralna odcinka C'D przecina prosta AB w punkcie E. Wykazaé, ze

£A_Ac?
EB BC?’

Rozwigzanie

E A D B
rys. 13
Z réwnoéci SECD=<IEDC oraz YACD=<DC A uzyskujemy YECA=<EBC.

Stad wynika, ze tréjkaty FCA 1 EBC sa podobne, a liczba AC'/BC jest ich skala
podobienstwa. Zatem oznaczajac przez [XY Z] pole tréjkata XY Z uzyskujemy

EA [ECA] AC?
EB [EBC] BC?’

65. Okrag o $rodku I, wpisany w tréjkat ABC), jest styczny do bokéw BC' i AC
odpowiednio w punktach D i E. Punkt M jest srodkiem boku AB. Odcinki DE i CM
przecinaja sie w punkcie S. Wykazaé, ze proste AB oraz IS sa prostopadle.
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Rozwigzanie

PoprowadZmy prosta k réwnolegla do prostej AB (i rézna od prostej AB)
styczna do okregu o wpisanego w tréjkat ABC (rys. 14). Przyjmijmy, ze prosta k
przecina odcinki BC' i AC odpowiednio w punktach K i L. Niech ponadto X i Y
beda punktami stycznosci okregu o odpowiednio z prostymi AB i K L. Wreszcie
niech T' bedzie punktem przeciecia prostych AK i BL.

Wykazemy, ze punkty S i T pokrywaja sie.

Poniewaz proste AB i KL sa réwnolegte, a punkt M jest srodkiem boku AB,
wiec punkt T lezy na odcinku C'M. Jednoczesnie stosujac twierdzenie Brianchona
dla czworokata ABK L widzimy, ze punkt 7" nalezy réwniez do prostej DE (rys. 15).
Stad S=T.

rys. 14

Wykorzystujac raz jeszcze twierdzenie Brianchona dla czworokata ABK L stwier-
dzamy, ze punkt S lezy na odcinku XY. Odcinek ten jest Srednica okregu o, a wiec
nalezy do niego punkt /. Stad ostatecznie otrzymujemy IS L AB.

66. Punkt O jest $rodkiem okregu opisanego na trdjkacie ostrokatnym ABC.
Niech D, E, F beda odpowiednio srodkami okregéw opisanych na tréjkatach BCO,
CAO, ABO. Dowiesé, ze proste AD, BE i C'F przecinaja si¢ w jednym punkcie.

Rozwigzanie
Mamy:
$FDB=4{4ODB=40CB=940BC = 340DC =<4EDC,

i analogicznie YDEC = YFEA oraz SEFA=<DFB. Stad na mocy zadania 26
z dzialu 8 zadan, ktére powinienes juz zna¢” uzyskujemy teze.
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64. Wykazaé, ze w 30-kacie foremnym A; AsAs... Ay przekatne Ay A1g, A3Asy
oraz AgAsg przecinaja sie w jednym punkcie.

Rozwigzanie
Skorzystamy z trygonometrycznej wersji twier- Ass Ay A
dzenia Cevy dla tréjkata Ay AgAsy oraz z zaleznodci 3
541 5—1
cos36° = ff oraz sinl8° = fT ) Az
Niech o =6°. Woéwczas As
sin2a-sinda-sinlla 4sin2a-sinda-cosda
sin3a-sinba-sinba sin3a o
_ 2sin2a-sin8a Aro
a sin3a N
_ cosba—cosl0a rys. 16
a sin 3o o
 c0os36°—cos60°  (vV5+1)—2 1
B sin18° V51

Drugi Mecz Matematyczny:

68. Dowiesc¢, ze dla dowolnej liczby catkowitej dodatniej n najwickszy wspdlny
dzielnik liczb 52" 41, 262" +1, 652" +1 jest postaci 2712 k+1, gdzie k jest liczba
catkowita nieujemna.

Rozwigzanie
Zauwazmy, ze dla n =1 najwiekszy wspdlny dzielnik danych w zadaniu liczb
jest rowny 1, mozemy wiec przyja¢ w dalszej czedci rozumowania, ze n > 2.
Niech p bedzie dowolnym wspélnym dzielnikiem pierwszym danych w zadaniu
liczb. Wéwcezas
52" = —1 (mod p) ,

262" = —1 (mod p)
oraz

652" = —1 (mod p) ,
skad wobec réwnosci 2=15-26/65 otrzymujemy

22" = —1 (mod p) .

Zatem najmniejszym wykladnikiem dodatnim w, dla ktérego 2% =1 (mod p)
jest w=2""1, skad wynika, ze liczba p—1 jest podzielna przez 2"+!. W konsekwencji
liczba p—1 jest podzielna przez 8. Tak wiec 2 jest reszta kwadratowa modulo p, a to
implikuje, ze liczba p—1 jest podzielna przez 2712,
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Uwaga
Mozna podejrzewac, ze by¢ moze najwiekszy wspolny dzielnik liczb danych w za-
daniu jest zawsze réwny 1. Jednak dla n =125 wszystkie trzy liczby sa podzielne
przez
5-2127 11 =850705917302346158658436518579420528641 .

69. W przestrzeni dane sa punkty Aj, As, ..., Aas7, z ktérych zadne cztery nie
leza w jednej plaszczyznie. Kazde dwa z wybranych punktéw potaczono odcinkiem
koloru kanarkowego, ziebowego, drozdowego, wréblowego lub gawronowego. Dowiesé,
ze istniejg takie ¢ < j <k </, ze tamana A; A; A, Ay jest pomalowana jednym kolorem.

Rozwigzanie

Kazdemu punktowi A; przypisujemy piatke liczb (k;, z;,d;, w;, g;), dlugodci naj-
dtuzszych jednokolorowych tamanych o rosnacych indeksach wierzchotkéw, zaczyna-
jacych sie w A;. Zauwazmy, ze dla réznych elementéw i < j te piatki sg rézne. Skoro
mamy 257 > 3%, to istnieje takie i, ze wérdd liczb k;, z;,d;, w;,g; wystepuje liczba
wieksza od 3.

70. Liczby rzeczywiste x1, x2, ..., T, spelniaja warunek

> xi=10n.
i=1
Dowiesé, ze
n n n
100> "} 49999 a7 +101n>2000> .

=1 =1 i=1

Rozwigzanie
Dla dowolnej liczby rzeczywistej x zachodzi nieréwnosé

2
10;&27100%i >0
20 ’

czyli

1
100z* — 200022 +999922 + 10z + 100 >0.

Zatem

1ooix;‘—2000ix§+9999ix3+10ixi+4—&) >0,
=1 =1 =1 =1

co po uporzadkowaniu daje

n n 1 n .
4 2 3
100 "2t +9999> a7+ <1oo+400> n>2000) a?.

i=1 i=1 i=1
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71. Punkt P lezy wewnatrz trojkata ABC. Proste AP, BP, C'P przecinaja
boki BC, CA, AB odpowiednio w punktach D, E, F'. Okregi wpisane w czworokaty
BFPD i AFPF sg styczne do odcinkéw PD i PE odpowiednio w punktach K i L.
Udowodnié, ze DK = FEL.

Rozwigzanie
Poniewaz w czworokaty AFPE i BFPD mozna wpisa¢ okregi, wiec
AC+BP=AB+CP=BC+AP.

Z réwnosci tej wynika, ze w czworokat C'D PE mozna wpisaé okrag, skad uzyskujemy
CD+PE=CE+PD.

rys. 17

Oznaczmy punkty stycznoéci okregéw wpisanych w czworokaty AFPE i BFPD
z bokami tych czworokatéw, jak pokazano na rysunku 17. Bez straty ogdlnosci mo-
zemy przyjaé, ze AC < BC. Wéowczas

(CD+DK)—(CE+FEL)=CN-CO=MN=PK—-PL=(PD-DK)—(PE—-EL),
skad uwzgledniajac réwnos¢ CD+ PE =CFE+ PD otrzymujemy teze.

72. Rozstrzygnaé, czy istnieje 2006 kolejnych liczb naturalnych, z ktérych zadna
nie jest postaci a?+ pb?, gdzie a, b sa catkowite oraz p € {2,3,5,7}.

Rozwigzanie

Na mocy twierdzenia Dirichleta w kazdym rosnacym postepie arytmetycznym
liczb naturalnych o réznicy wzglednie pierwszej z poczatkowym wyrazem istnieje
nieskonczenie wiele liczb pierwszych. W szczegdlnoéci istnieje nieskonczenie wiele
liczb pierwszych postaci 840n+173.

Wykorzystujac prawo wzajemnosci reszt kwadratowych ustalamy, ze dla do-
wolnej liczby pierwszej q postaci 840n+ 173, liczby —2, —3, —5, —7 sa nieresztami
kwadratowymi modulo q.

Jezeli —p jest niereszta kwadratowa modulo g, to liczba a®+pb? moze dzieli¢ sie
przez q tylko wtedy, gdy obie liczby a, b sa podzielne przez q. Wynika stad, ze kazda
liczba postaci a4 pb? jest albo niepodzielna przez przez ¢, albo podzielna przez ¢2.
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Niech teraz qo,q1,- - -,q2005 beda roznymi liczbami pierwszymi, dla ktorych liczby
—2, —3, —5, —7 sa nieresztami kwadratowymi. Na mocy chinskiego twierdzenia
o resztach istnieje taka liczba naturalna n, ze

n+i=g; (mod ¢;)

dla i=0,1,...,2005.
Wéwcezas liczby n,n+1,n+2,...,n+2005 spetniaja warunki zadania.

73. Punkt I jest srodkiem okregu wpisanego w trojkat ABC. Proste Al i BI
przecinajg okrag opisany na tréjkacie ABC odpowiednio w punktach P i @Q, réznych
od Ai B. Punkt F jest takim punktem, ze czworokat C'PF'Q jest réwnolegltobokiem.
Dowiesé, ze jesli I # F, to proste IC' i I F sa prostopadte.

Rozwigzanie
Zauwazmy, ze
LICQ=JICA+FACQ=4ICB+JABQ=4ICB+4IBC=4CIQ,

skad otrzymujemy CQ=1Q (rys. 18). Analogicznie dostajemy C'P=1IP. Wobec tego
punkty C oraz I sa symetryczne wzgledem prostej PQ.

rys. 18

Oznaczmy przez S punkt przecigcia przekatnych CF i PQ réwnolegtoboku
PCQF. Woéwczas SF=5C = SI. Stad wynika, ze punkt S jest srodkiem okregu
opisanego na tréjkacie ICF, a wiec SCIF =90°.
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74. ZnaleZ¢ najmniejszg liczbe catkowitg dodatnig n, taka ze liczba (3:) . (27?) +2
jest podzielna przez 7 lub wykazaé, ze taka liczba n nie istnieje.

Rozwigzanie
Jezeli p jest liczba pierwsza oraz

m=cpp”+cr_1p" T+ ep+teo

oraz
n=dpp"+dp_1p" " +.. 4+ dip+do,

gdzie cg,c1,...,c,do,d,...,d; €{0,1,...,p—1}, to

()= ()] () ) ot

W szczegdlnosci
m
( ) #0 (mod p)
n

wtedy i tylko wtedy, gdy ¢; >d; dlai=0,1,...,k. Zatem

() )t

tylko wtedy, gdy n ma w zapisie siddemkowym tylko cyfry 0, 1 i 2. Wéowczas

(3:) (2:> =(~1)7 (mod 7) ,

gdzie j jest liczbg jedynek i dwbdjek w zapisie siddemkowym liczby n.
Stad wynika, ze liczba n o zadanych wlasnosciach nie istnieje.

75. Rozstrzygnaé, czy szescian o krawedzi 100 mozna podzieli¢ na prostopadlo-
$ciany o wymiarach 1x1x51 1 1x1x53.

Rozwigzanie
Podzielmy sze$cian na milion szeScianéw o krawedzi 1. Potozenie kazdego sze-
Scianu podzialu mozemy opisa¢ przy pomocy trojki wspolrzednych ze zbioru
{1,2,...,100}.
Niech
(=)™ dla 1<n <49
an =< 1/2 dla 50 <n <51
(=)™t dla 52<n <100

Whpiszmy w szeécian o wspélrzednych (z,y, 2) liczbe azaya,.

Woéwcezas kazdy prostopadlo$cian o wymiarach 1x1x51 lub 1x1x53 pokrywa
sze$ciany o sumie liczb 0, podczas gdy suma wszystkich liczb wpisanych w szesciany
podzialu jest rowna 1.
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76. Okrag o srodku O jest wpisany w czworokat wypukty ABCD. Przekatne AC
i BD tego czworokata przecinaja si¢ w punkcie S réznym od O. Prosta przechodzaca
przez punkt S i prostopadia do prostej OS przecina odcinki BC' i DA odpowiednio
w punktach E i F. Wykazaé, ze ES=FS.

Rozwigzanie

Oznaczmy przez X, Y odpowiednio punkty stycznosci okregu wpisanego w czwo-
rokat ABCD z bokami BC, DA (rys. 19). Wéwczas na mocy twierdzenia Brianchona
punkt S lezy na odcinku XY.

rys. 19 rys. 20
Zauwazmy dalej, ze skoro FY O =<4FSO=90°, to punkty F, O, S, Y lezg na
jednym okregu (rys. 20). Analogicznie punkty X, O, S, E leza na jednym okregu.
Stad YOSE =<40Y X =4OXY = JOEF, co oznacza, ze tréjkat OEF jest réwno-
ramienny. Wobec tego ES =F'S.
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77. Punkt P lezy wewnatrz czworokata wypuktego ABCD i $BPC = 4APD.
Na bokach AB i CD tego czworokata zbudowano, po jego zewnetrznej stronie tréj-
katy ABE i CDF, przy czym
IBAE=<DAP, JABE=<CBP,
ICDF =<4ADP, YDCF=<BCP.
Wykazaé, ze punkty E, F', P leza na jednej proste;j.

Rozwigzanie

Oznaczmy przez ) punkt przeciecia przekatnych AC' i BD (rys. 21). Jesli P#Q,
to na mocy zadania 26, z dziatu ,,8 zadan, ktére powiniene$ juz zna¢”, punkty F i F
leza na prostej PQ.

Q

rys. 21 rys. 22

Przyjmijmy wiec, ze P=(Q) oraz niech proste BC'i AD przecinaja sie w punkcie Q)
(rys. 22). Wéwczas punkty @ i E sa izogonalnie sprzezone w tréjkacie ABP. Zatem
prosta EP jest symetryczna do prostej PQ wzgledem dwusiecznej kata APB.

Analogicznie, punkty @) i F' sa izogonalnie sprzezone w trojkacie CDP, skad
wynika, ze prosta F'P jest symetryczna do prostej PQ wzgledem dwusiecznej kata
APB. Stad proste EP i F'P pokrywaja sie, a zatem punkty F, F', P leza na jednej
prostej.

Pozostal do rozpatrzenia przypadek, gdy P=@Q oraz BC || AD. Wtedy mamy
JEAP+<EBP =180°. Zatem punkty A, E, B, F leza na jednym okregu. Analo-
gicznie punkty C, F', D, P leza na jednym okregu. Wobec tego

IEPB=YAEB=9YDAC =4ACB=<4FCD=<YFPD,
skad wynika, ze punkty E, P, F' leza na jednej proste;j.
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78. Wyznaczy¢é wszystkie takie funkcje ciagle f:(0,00) — (0,00), ze dla kazdego
x € (0,00) spelnione sg warunki:

o f2)=f(3),

o fa?)=(f(2))* -2,

o [(@*)=(f(2))’ =3f(2).

Rozwigzanie
Wstawiajac 2 =1 w drugim warunku dostajemy f(1)=(f(1))>—2, skad f(1)=2
badz f(1)=—1. Wstawiajac x =1 w trzecim warunku widzimy, iz réwnosé f(1)=-1

nie moze mie¢ miejsca. Zatem f(1)=2.

Udowodnimy teraz, ze f przyjmuje wartosci w przedziale [2,00). Przypusémy,
iz dla pewnego x #1 mamy f(z) < 2. Bez straty ogdlnoséci mozemy przyjaé¢ z <1. Dla
dowolnego calkowitego nieujemnego n mamy, na mocy drugiego warunku,

f@T) = (@) —2= (@) 2 (@) + U+ ) < S,
skad wynika, iz ciag (f(ann))7 n=0, 1, 2, ... jest malejacym ciggiem liczb dodatnich
mniejszych od 2. Jest on zbiezny do pewnej liczby g < 2, ktéra spelnia warunek
g=g>—2. Zatem g=—1 i dla dostatecznie duzych n mamy f(z2") <0, co przeczy
warunkom zadania. Tak wigc f(z) > 2 dla wszystkich dodatnich z.
Mamy f(2) > 2, a wiec istnieje liczba nieujemna « taka, ze f(2)=2%42"2.
Wykazemy, ze dla dowolnej liczby dodatniej x mamy

(1) flx)=a%+z~.

Jedli liczba o spelnia réwnanie (1), to na mocy warunkéw zadania, z2, 2® oraz \/z
takze; istotnie,

n

Jc(l,Z):(1,044_:1:704)2_2:x2o¢_|_17720¢7
f(IS):(Ia+x7a)373(xa+l,fa):x3a+az73a.

Ponadto,
fl@)=a"+27%=(f(Va))* -2,

skad
(f(V)? = (Vo) +(Vx)~*)?,

co w polaczeniu z faktem, iz f przyjmuje wartosci dodatnie, daje

fWz)=(Vo)* + (Vo)™
Tak wigc réwnosé (1) zachodzi dla wszystkich liczb postaci , gdzie n jest
dowolna liczba catkowita, a m jest dowolng liczba calkowita nieujemna. Wystarczy
juz tylko zauwazy¢, ze dla dowolnej liczby dodatniej x > 2 istnieje ciag liczb tej
postaci, zbiezny do z. Na mocy ciaglosci funkcji f wnioskujemy, iz réwnosé (1)
zachodzi dla dowolnej liczby dodatniej z>2, co w polaczeniu z pierwszym warunkiem
w tredci zadania daje, iz (1) zachodzi dla dowolnego x dodatniego.

22”-3m

o7



VI Czesko-Polsko-Stowackie Zawody Matematyczne:

1. Danych jest 5 réznych punktéw A, B, C, D, E lezacych w tej wiasnie kolej-
noéci na okregu o promieniu 7, przy czym AC = BD=CFE =r. Rozpatrujemy tréjkat
o wierzchotkach bedacych ortocentrami tréjkatéw ACD, BCD, BCE. Wykazaé, ze
ten trojkat jest prostokatny.

Rozwigzanie

W kazdym tréjkacie rozwartokatnym XY Z o kacie rozwartym Z i ortocen-
trum W, katy XY Z oraz XWZ sa réwne. Ponadto, Y oraz W leza po réznych
stronach prostej XZ (rys. 23).

Y

rys. 23

Niech P, @, R beda ortocentrami tréjkatéw ACD, BCD, BCFE, odpowiednio.
Udowodnimy, ze $PQR=90°. Trojkaty ACD, BCD, BCE sa rozwarte (o katach
rozwartych przy wierzchotku C'), a zatem P, @), R leza na przedluzeniach wysokosci
opuszczonych z punktu C' na odpowiednie boki. Jest jasne, ze odcinek CQ lezy
,pomiedzy” odcinkami CP i CR, tzn. wewnatrz kata PCR. Wobec tego YPQR =
=JRQC+IPQC (rys. 24).

Na mocy uwag poczynionych na wstepie, punkty @, R leza po tej samej stronie
prostej BC oraz

IBEC=4BRC i <<BDC=<4BQC.

Katy BEC i BDC' sa réwne, gdyz sa oparte na tym samym luku BC. Zatem
JBRC =<4BQC =w i na czworokacie BCR(Q mozna opisaé¢ okrag. Zatem JRQC =
=JIRBC = ¢. Ponadto, réwnos¢ EC =r implikuje, iz $EBC =30°. Niech U bedzie
spodkiem wysokosci w trojkacie BEC, opuszczonej z punktu C. Obliczajac katy
w trojkacie prostokatnym BU R dostajemy

wWH+¢+30°4+90°=180°, czyli JRQC =¢=060°—w=60°—<IBDC.
W analogiczny sposéb otrzymujemy zwigzek SPQC = 60° — SDBC. Wobec tego
mamy (korzystajac z faktu, iz suma katéw w tréjkacie BC'D wynosi 180°)

IPQR=YRQC +IPQC =120° — ({BDC+YLDBC) = <BCD —60°.
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Ale BD =7, co pocigga za soba ¥BCD = 150°. Korzystajac z powyzszej réwnosci
dostajemy teze.

rys. 24

2. Przy okraglym stole siedzi n dzieci. Erika jest najstarsza spoéréd nich i ma
n cukierkéw. zadne inne dziecko nie ma cukierkéw. Erika postanawia rozdzieli¢ cu-
kierki wedlug nastepujacych zasad. W kazdym ruchu dzieci majace co najmniej dwa
cukierki podnosza reke. Erika wybiera jedno z nich, po czym wybrane dziecko daje
po jednym cukierku kazdemu ze swoich sasiadéw. (Zatem w pierwszym ruchu tylko
Erika podnosi reke i daje po jednym cukierku swoim sasiadom.)

Dla jakich wartosci n >3 mozna doprowadzi¢ do sytuacji, w ktorej kazde dziecko
ma dokladnie jeden cukierek?

Rozwigzanie

Najpierw udowodnimy, ze dla parzystych n nie mozna rozdzieli¢ cukierkéw tak,
aby kazde dziecko miato po jednym cukierku. Ponumerujmy siedzenia zgodnie z kie-
runkiem wskazowek zegara tak, by Erika siedziala na krzesle z numerem 0. Kaz-
demu cukierkowi przypisujemy numer krzesta jego wtasciciela i niech S bedzie suma
wszystkich liczb przypisanych wszystkim cukierkom. Zobaczmy teraz, co stanie sie
z liczba S po jednym ruchu. Jesli Erika wybierze dziecko siedzace na krzesle o nume-
rze k, 1<k<n—2, to liczba S nie zmieni sie. Jedli wybrane zostanie dziecko siedzace
na krzesle o numerze n— 1, liczba S zmniejszy sie o n, natomiast w przypadku gdy
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Erika wybierze siebie sama, liczba S wzrosnie o n. Poniewaz w sytuacji poczatkowe;j
mamy S =0, to po dowolnej liczbie ruchéw liczba S bedzie podzielna przez n. Ale
w sytuacji, gdy kazde dziecko ma jeden cukierek, mamy

n(n—1)
= SR
co, w przypadku gdy n jest liczba parzysta, nie dzieli sie przez n.

Udowodnimy indukcyjnie, ze dla n nieparzystych, n=2k+1, mozna doprowadzié¢
do sytuacji, w ktérej kazde dziecko ma jeden cukierek. Scislej, wykazemy, ze dla
kazdego i =0, 1, ..., k mozemy tak rozdzieli¢ cukierki, by Erika miala ich n — 24,
a ponadto ¢ dzieci siedzacych na lewo oraz ¢ dzieci siedzacych na prawo od niej miato
po jednym cukierku. Przypadek :=0 odpowiada sytuacji poczatkowej, i=1 - sytuacji
po pierwszym ruchu, a i =k - sytuacji, do ktérej chcemy doprowadzic.

Zalézmy, ze dla 1 =m, 1 <m <k, rozdzielono cukierki zgodnie z powyzszym
opisem. Wykonujemy teraz nastepujacy ciag ruchéw (liczby stojace w ciagu odpo-
wiadaja liczbie cukierkéw bedacych w posiadaniu Eriki oraz dzieci siedzacych na
prawo od niej. Dodatkowo przyjmujemy, iz jesli w danym ruchu dziecko siedzace na
krzeSle o numerze [ €{1, 2, ...,k—1} (wyznaczonym przez podkreslenie) dzieli sie cu-

kierkami, to w nastepnym ruchu to samo robi dziecko siedzace na krzesle o numerze
n—1).

S=0+14+2+...4+(n—1)

n—2m,1,...,1,0,... - n—2m—-2,2,1,...,1,0,... — n—2m,0,2,1,...,1,0,... —
~—— ~—— N——
m m—1 m—2
— n—2m,1,0,2,1,...,1,0,... - n—2m,1,1,0,2,1,...,1,0,... — ... —
N—— S~——
m—3 m—4
— n—2m,1,...,1,0,2,0,... - n—2m,1,...,1,0,1,0,....
SN—— S~——
m—2 m—1

Aby uzyskaé teraz sytuacje odpowiadajaca przypadkowi i=m+1, nalezy dac¢ cukierek
dziecku siedzacemu na krzeéle z numerem m. Wykonujac analogiczny ciag ruchéw
jak wyzej, mamy

n—2m,1,...,1,0,1,0,... — ... — n—2m,1,...,1,0,1,1,0,... —

RV ~——

m—1 m—2
— n—2m,1,...,1,0,1,1,1,0,... — ...... — n—2m,0,1,...,1,0,... —
S~—— ~——
m—3 m
— n—2m-2,1,...,1,0,....
——

m—+1
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3. Suma czterech liczb rzeczywistych jest réwna 9, a suma ich kwadratéw wynosi
21. Wykazaé, ze liczby te mozna oznaczy¢ przez a, b, ¢, d w taki sposob, aby spelniona
byta nieréwnosé¢ ab—cd > 2.

Rozwigzanie

Sposob 1

Oznaczmy dane liczby przez p, q, r, s. Bez straty ogélnosci mozna przyjaé, ze
pz2qz2rzs.

Rozwazmy najpierw przypadek p+q > 5. Wowczas mamy

PP+ +2pq>25=4+ P+ @ +1r2+52) >4+ p> + ¢ +2rs,
co jest rownowazne nieréwnosci pg—rs > 2.
Przypuéémy teraz, ze p+q < 5. Zatem
(1) 4<r+s<p+qg<b
Zauwazmy, ze

(p+q+r+s)?2— P+ +r?+5?)

=30.
2

(pg+rs)+(pr+qs)+(ps+qr) =
Ponadto,
pq+rszpr+qs=ps+qr,

gdyz (p—s)(q—7)>0 oraz (p—q)(r—s) >0.
7 powyzszych zwiazkéw wynika, iz pg+rs > 10.
Na mocy (1) mamy 0< (p+4q)— (r+s) <1, skad

(p+q)* —2(p+q)(r+s)+(r+s)* < 1.
Dodajac do powyzszej nieréwnosci stronami réwnosé
(P+a)* +2(p+a)(r+5)+(r+5)* =97

otrzymujemy (p+q)*+(r+s)? <4l
Zatem

41=2142-10< (P> + > +7r%+ %) +2(pg+78) = (p+q)* + (r+5)? <41,

sprzecznosé.

Sposob 11
Przyjmujac oznaczenia p, ¢, r, s jak wyzej, mamy
p+q 9 r+s 9
o Titey Ty TiTa
dla pewnego e; > 0. Zatem
p= Z+€1+€2, q= Z+€1_€2’ r= 1—61+€37 822—61—63

dla pewnych es, e3> 0.
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Na mocy warunku g > r dostajemy
e1—ey > —eptes, czyli es+esz<2e.

Poniewaz
2

2
9 9
21 = (p* +¢°) + (r* +s?) =2- <4+el> +2e24-2- <4—61> +2¢2 =

9\ 1
=4. <4) +4e§+265+2e§:20+1+2-(263+e§+e§),

wnioskujemy, iz liczby e, es, e3 spelniaja réwnosé
3
(2) 26?+€§—|—6§=§.

Laczac powyzszy zwiazek z nieréwnoSciami ez +e3 < 2e1, €3 +e2 < (ex +e3)? otrzy-

mujemy
3
3 <2e2 4 (ea+e3)? <262 +4e? = 6e2.

Zatem e3 >1/16, czyli e; >1/4. Wobec tego

9 2 9 2
pg—rs= <4—|—€1> —e%— (4—61) +e§ =9e; —e%—i—eg.
Korzystajac z (2), mamy wiec
1 3

3 3
pq—r3:9el—(S—Qef—%)+e§=961+26§—8+2 =9 Z+2 6 8= =2,

co konczy rozwiazanie zadania.

4. Dowieé¢, ze dla kazdej liczby calkowitej k > 1 istnieje dodatnia liczba caltko-
wita n o nastepujacej witasnosci: liczba 2™ posiada w rozwinieciu dziesietnym blok
zlozony z doktadnie k£ kolejnych zer, tzn.

2" =...00...0b...,
——

k zer
gdzie a, b sa cyframi ré6znymi od zera.

Rozwigzanie

Najpierw wykazemy, ze wérod liczb bedacych potegami liczby 2 mozna zna-
lez¢ liczby posiadajace dowolnie dlugie ciagi zer w swoim rozwinieciu dziesietnym.
Ustalmy liczbe catkowita dodatniag k. Aby liczba 2™ miata co najmniej k zer w swoim
rozwinieciu, musi byé postaci y-10™+* 4 2, gdzie y i z sa dodatnimi liczbami catko-
witymi i z ma co najwyzej m cyfr, tzn. z < 10™. Zatem wystarczy wyznaczy¢ n, m
o takiej wlasnosci, ze 27, przy dzieleniu przez 10™**, daje reszte mniejsza niz 10™.
Na mocy twierdzenia Eulera, dla kazdej liczby catkowitej dodatniej ¢ mamy

2965 =1 (mod 5').
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Mnozac obustronnie przez 2! dostajemy
20490 = 9t (mod 5%), zatem 2790 =y.10" 2!

dla pewnej dodatniej liczby catkowitej y. Wezmy n=t+¢(5!) i m=t—k; wystarczy
teraz przyjaé¢ np. t = 2k, aby byl spelniony warunek 2! < 10~%. Wobec tego, liczba

22]€+¢(52k) =y- 102]{) + 22k

posiada ciag co najmniej k zer w swoim rozwinieciu.

Rozwazmy teraz potege liczby 2 majaca ciag dokladnie r zer w swoim rozwinie-
ciu, r >k, i spdjrzmy, co si¢ stanie z tym ciggiem, jesli te liczbe pomnozymy przez 2.
Mamy

2" =...a00...0b...
T ——
y r Zer z

=y-10""° + 2.

Woéwezas 271 =2y 10"+ +22. Liczba 2z ma albo te sama liczbe cyfr, co z, albo
jedna cyfre wiecej. Zatem ,po prawej stronie” ciag zer albo sie nie zmienia, albo
jedno zero zostaje ,uciete”. Po ,lewej stronie”, ciag zer moze tylko sie zwigkszy¢
i ma to miejsce wtedy i tylko wtedy, gdy y dzieli si¢ przez 5. Podsumowujac, po
pomnozeniu przez 2 ciag zer albo jest krotszy o jedno zero, albo posiada te samag
liczbe zer, albo wydltuza sie.

Wezmy teraz liczbe 2™ skonstruowana powyzej i zacznijmy ja mnozy¢ przez
kolejne potegi 2. Gdyby wsrdéd otrzymanych liczb nie bylo zadnej majacej ciag do-
ktadnie k zer w swoim rozwinieciu, to wszystkie te liczby musialyby mieé¢ ciagi co
najmniej k41 zer w swoim rozwinieciu. To jest jednak niemozliwe: niech o bedzie
taka nieujemna liczba catkowita, ze 5|y i 54F! [f. Jesli pomnozymy « razy liczbe 27
przez 2, woéwczas nastepne mnozenia przez 2 nie beda juz wydluzaé ,lewej strony”
ciagu zer, natomiast przynajmniej co czwarte z nich bedzie skracaé (o 1) ,prawa
strone”. Koniczy to dowdd.

5. Wyznaczy¢ liczbe takich ciagéw (a,)22; liczb catkowitych, ze dla kazdej
dodatniej liczby catkowitej n spelnione sg warunki
an, +2006

an,#—1 oraz api2= .
An+1 +1

Rozwigzanie
Mamy

ag(ag-f—l) =a +2006,
a4(a3—|—1) :a2—|—2006,
a5(a4—|—1) = a3+ 2006,
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Odejmujac kolejne réwnosci stronami dostajemy

az—a1 = (az+1)(as—a2),
as—az = (as+1)(as —as),
as—az=(as+1)(ag—asq),

(1)

Na mocy warunkéw zadania, wszystkie liczby postaci a,, +1 sa rézne od zera. Przy-
pu$émy, ze az —ay #0. Wowczas aq —ag #0, a5 —a3z #0, ... i na mocy (1),

1
2 0<la —a =la — Q| —
( ) | n+3 n+1| | n+42 n| |an+2+1|

dla n > 1. Otrzymujemy wiec nierosnacy ciag liczb dodatnich

< |an+2 70%‘

|(l3—(l1| > |a4—a2| > \a5—a3| >....
Ciag ten musi wigc by¢ staly od pewnego miejsca: istnieja takie liczby caltkowite
dodatnie N, d, Ze |ap4+2—a,|=d dlan>N. Na mocy (2) dostajemy stad |an4+2+1|=1,
a zatem a, € {0,—2} dla n> N +2. Ale z definicji
an+2+2006
AN+4 = 7{1]\“_3 T1
skad a4 jest réwne jednej z czterech liczb

0+2006 042006 —2+2006 —24-2006

=2006, —————— =—-2006, ———— =2004, —— =—-2004
0+1 =241 ’ 0+1 T =241 ’
sprzeczno$¢. Wobec tego przypadek az —aj # 0 nie moze mieé¢ miejsca.
Zalézmy wiec, ze ag—a; =0. Mamy a4 —as =0, a5 —a3 =0, ..., czyli
(3) a1=az=as=... Oraz Gs=a4=0ag=...,

wobec tego ciag (a,) ma wyrazy calkowite o ile a1 i as sa calkowite. Dalej, na mocy
warunkéw zadania, mamy

2
gy = 12000l ayas = 2006 =2.17-59.
as+1
Biorac pod uwage fakt, iz a1, as # —1, dostajemy 14 rozwiazan:
2
ar € {1, £2, £17, £34, £59, £118, £1003, 2006} i as= 006
a

Jak tatwo sprawdzié, kazdy ciag zadany powyzszym zwiazkiem oraz réwnosciami (3)
spelnia warunki zadania. Wobec tego szukana liczba w zadaniu wynosi 14.
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6. Rozstrzygnaé, czy istnieje taki pieciokat wypuklty A1 As A3 A4 A5, ze dlai=1,
2, 3,4, 5 proste A;A;+3, A;+1A;42 nie sa rownolegle, przecinaja sie w punkcie B;
oraz punkty By, Ba, Bs, By, Bs leza na jednej prostej. (Przyjmujemy, ze Ag = Ay,
Ar= Ay, Ag=A3.)

Rozwigzanie

Taki pieciokat istnieje. Najpierw rozwiazemy nieco prostszy problem - znaj-
dziemy pieciokat A; Ay A3A4As, dla ktorego cztery sposréd punktéw B; (skonstru-
owanych jak w tresci zadania) sa wspétliniowe. Niech Ay, Az, A4 beda wierzchol-
kami kwadratu QA2A3A4 o boku 1. Niech A1, A5 beda takimi punktami lezacymi
na bokach QAs i QA4, 7ze QA1 =QA5=p (rys. 25).

A4 1 Ag

B,

rys. 25

Z symetrii mamy By Bs||BsBs. Zauwazmy, ze gdy p— 0, tzn. gdy A; i As sa
blisko @, prosta BsBs jest blizej punktu @ niz prosta By Bsy. Z drugiej strony, gdy
p— 1, punkty Ay, A5 sa blisko A, Ay, odpowiednio, i prosta A; Bs jest blizej Q (badz
nawet po drugiej stronie punktu @) niz prosta BsBs. Mozemy wiec si¢ spodziewad,
ze przy odpowiednim doborze parametru p obie te proste si¢ pokryja, a zatem punkty
B,, By, B3, Bs beda wspotliniowe. Wyznaczymy wartosé tego parametru.
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Niech B5Q = B3Q =q i B1As =r. Na mocy podobienstwa tréjkatéw BsQAs
i B5As A3 dostajemy

T T
p 17 l1-p
Podobienstwo tréjkatéow By Az A1, By AsAy pociaga za soba
r r4+1 r 1—p
= czyli r=—-—.
1—p 1 Y D

Aby punkt Bj lezal na prostej BsBs wystarczy, by tréjkaty Bs@QBs i Bs A3 B byly
podobne. Ma to miejsce, gdy

1
== , czyli q+1=r.
q r

W polaczeniu z poprzednimi réwnosciami dostajemy, iz By lezy na prostej BsBs,
gdy

L )

1—p P
czyli, réwnowaznie, p> —3p+1=0. Jedynym rozwigzaniem tego réwnania, naleza-
cym do przedziatu (0,1) jest p=(3—+/5)/2. Dla tej wartosci parametru p punkty
B4, B3, Bs, Bs leza na jednej prostej, ktora jest, dodatkowo, réwnolegla do prostych
A1 A5 1 As Ay. W pewnym sensie te trzy proste przecinaja sie ,,w nieskonczonosci”
w ,,punkcie” By i wszystkie punkty B; sa wspotliniowe. Aby skonstruowaé pieciokat
speliajacy warunki zadania wystarczy znalez¢ odpowiednie przeksztalcenie, ktére
przeprowadza ,punkt w nieskonczonosci” na pewien punkt (i zachowuje wszystkie
odpowiednie wlasnosci, np. przeksztalca proste na proste, itp.). Takim przeksztal-
ceniem bedzie odpowiedni rzut.

)
A
A3:A3
A4 \\\\\\\\ \
B 4T
“ R ‘-:-:::2
1’4 Ai’) _,—‘_—_—,—,‘—:—’::—: === DP
eI :
Ay




Rozwazmy uklad wspélrzednych w przestrzeni. Pieciokat A;A;AzA4As =U
mozna zanurzy¢ w plaszczyznie O, tak, aby A pokryl sie z poczatkiem ukladu
wspolrzednych oraz punkty A;, As lezaly na dodatnich pélosiach z, y, odpowiednio
(rys. 26).

Niech P =(2,0,—1) bedzie $rodkiem rzutu. Kazda prosta PA; przecina plasz-
czyzne O,y w pewnym punkcie A}. Otrzymujemy wigc pieciokat A} A5 A5 AL AL =U".
Na mocy wlasnos$ci rozwazanego rzutu, pieciokat U’ spelnia warunki zadania. Mozna
to takze sprawdzié rachunkowo, wyznaczajac wspdlrzedne punktéw A. na plaszczyz-
nie Ogy:

1 , 3—5

9 )’ A5 - (17 4 )
Nastepnie tatwo wyznaczyé¢ wspolrzedne punktéw B; i sprawdzié, iz leza one na
jednej prostej (rys. 27).

AII:(S—\/S’O)’ A/2:(O70)7 Aé:(150)7 Ail:(la

Al
3 B’
7 Dy

rys. 27

Uwaga: Zadanie mozna rozwiaza¢ bez odwolywania sie do pieciokata o tej wla-
snosci, ze cztery spoéréd punktow B; sa wspotliniowe. Mozna wziaé pieciokat fo-
remny, dla ktérego proste A;A; 13, A;114;42 sa réwnolegle, i=1, 2, 3, 4, 5, i prze-
ksztalcié go przez odpowiedni rzut: wszystkie punkty Bj beda leze¢ w zbiorze nie-
majacym przeciwobrazu przy tym przeksztalceniu. Tym zbiorem jest jednak prosta.
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Regulamin Meczu Matematycznego

. W Meczu biora udziat dwie druzyny. Kazda z druzyn wybiera ze swojego grona

Kapitana.

. W pierwszej fazie Meczu obie druzyny rozwiazuja 11 zadan dostarczonych przez

Jury i przygotowuja sie do zreferowania rozwiazan przy tablicy.

. Druga faza Meczu jest rozgrywka.

4. Podczas rozgrywki ekipy na przemian wywoluja druzyne przeciwna do zrefe-

rowania rozwiazania jednego z zadan. Wywolywanie rozpoczyna druzyna wy-
losowana tuz przed rozgrywka. Numer zadania jest wybierany przez druzyne
wywolujaca.

5. Druzyna wywolana do rozwiazania zadania deklaruje, czy przyjmuje zadanie.

6. Jesli druzyna wywolana przyjmuje zadanie, Kapitan druzyny wywolujacej wy-

10.

11.

12.

znacza zawodnika druzyny wywolanej do zreferowania rozwiazania przy tablicy.
Rozwiazannie to jest oceniane przez Jury.

Zawodnik moze by¢ wyznaczony jedynie wtedy, gdy kazdy zawodnik z jego
druzyny zakonczyl referowanie zadania nie mniej razy niz on. Oznacza to
w szczegolnosci, ze zawodnik odwolany moze zostaé¢ wyznaczony do kolejnego
zadania. Nie mozna wyznaczy¢ zawodnika po raz drugi do tego samego zadania.

Osoba referujaca nie moze korzystaé z notatek, ani konsultowaé sie ze swoja
druzyna. Druzyna przeciwna nie moze przerywaé referujacemu.

. Kapitan druzyny wywolanej moze odwolywaé osoby referujace dowolna liczbe

razy. Takze osoba referujaca moze zrezygnowaé z referowania. Kapitan druzyny
referujacej prosi wowczas druzyne przeciwng o wyznaczenie nowego referujacego.
Druzyna zmieniajaca referujacego traci N punktow przy swojej N-tej zmianie
w czasie Meczu. Jezeli do referowania wyznaczono kapitana, wskazuje on swego
zastepce.

FLaczny czas na zreferowanie rozwiazania wynosi 10 minut. Po uplywie tego
czasu Jury moze przerwaé referowanie, moze poprosi¢ o streszczenie dalszej
czedcel rozwiazania lub pozwoli¢ na dalsze referowanie, w zaleznosci od tego, czy
rozwigzanie zdaniem Jury rokuje nadzieje na poprawno$c¢ i zbliza sie do konca.

Po oznajmieniu przez referujacego, ze zakonczyl referowanie, druzyna przeciwna
zglasza zastrzezenia co do poprawnosci rozwiazania, a nastepnie referujacy od-
powiada na te zastrzezenia.

Jezeli Jury uznaje rozwiazanie za poprawne, punktuje je od 5 do 10 punk-
tow. Jury moze przyzna¢ druzynie wywolujacej te punkty, ktére zostaly odjete
druzynie rozwiazujacej, jezeli usterki rozwiazania zostaly przez te druzyne za-
uwazone.
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13.

14.

15.

17.

Jezeli Jury nie uznaje rozwigzania za poprawne, zadna druzyna nie otrzymuje
punktoéw, chyba ze druzyna wywolujaca zwroécila uwage na bledy lub luki dys-
kwalifikujace rozwiazanie. Wtedy ma ona prawo do przedstawienia wlasnego
rozwigzania na zasadach i przy punktacjiokreslonych w punktach 6—12.

Jezeli druzyna wywotana nie przyjmie zadania, rozwiazuje je druzyna wywolu-
jaca zgodnie z zasadami okreslonymi w punktach 6—12. Jedli jednak nie przed-
stawi ona poprawnego rozwiazania, otrzyma —10 (minus dziesie¢) punktéw.

Rozgrywka konczy si¢ po wywolaniu 8 zadan. W przypadku remisu wywoluje
sie dodatkowo dwa zadania.

Interpretacja niniejszego regulaminu nalezy do przewodniczacego Jury.
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