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Wstep

Obéz Naukowy Olimpiady Matematycznej odbyl sie w dniach 10 — 24 czerwca
2007 r. w Zwardoniu, w pensjonacie ,,Zgoda”. Kadre obozu stanowili: Jerzy Bednar-
czuk, Krzysztof Dorobisz — kierownik naukowy, Kamil Duszenko, Michal Pilipczuk,
Waldemar Pompe, Urszula Swianiewicz i Jarostaw Wréblewski.

W dniach 11, 12, 13, 14, 15, 18, 20, 21 i 22 czerwca uczestnicy obozu rozwiazy-
wali zadania indywidualnie, dnia 19 czerwca odbyty sie zawody druzynowe, a 16 i 23
czerwca rozegrane zostaly ,mecze matematyczne” (regulamin meczu znajduje sie na
koncu tego zeszytu).

W ramach zawodéw indywidualnych mozna bylo uzyska¢ 216 punktéw. Trzy
najlepsze wyniki to: 151 punktow, 133 punkty i 117 punktéw. Punkty uzyskane za
poszczegdlne zadania przedstawia tabela na nastepnej stronie.

Dla uczestnikéw obozu zorganizowane zostaly dwie wycieczki: 17 czerwca piesza
wycieczka na Wielka Racze, a 19 czerwea wycieczka pociagiem do Ziliny na Stowacji.

Po obozie, w dniach 24 — 27 czerwca 2007 r., w Bilovcu w Czechach odbyty si¢
VII Czesko—Polsko-Stowackie Zawody Matematyczne.

W Zawodach Czesko—Polsko—Stowackich uczestniczyli uczniowie, ktorzy weszli
w sktad delegacji tych krajow na Miedzynarodowa Olimpiade Matematyczna. Prze-
wodniczacym delegacji polskiej byt Marcin Pilipczuk, zastepca przewodniczacego
byl Jarostaw Wroblewski.

W ciggu dwéch dni kazdy z zawodnikow rozwiazywal po 3 zadania, majac na
to po 4,5 godziny.

Niniejszy zeszyt zawiera wszystkie zadania z obozu, szkice ich rozwiazan, oraz
zadania z VII Czesko—Polsko—Stowackich Zawodéw Matematycznych wraz z rozwia-
zaniami.

Zeszyty z poprzednich Obozéw Naukowych Olimpiady Matematycznej znajduja
si¢ na stronie internetowej Olimpiady Matematycznej: www.om.edu.pl.

Komitet Glowny Olimpiady Matematycznej



Zestawienie ocen z zawodow indywidualnych

Zad. Illlapé 85. rll.ap5r d; Illlap;a;. I11~ap(§3§. Zad. Ill.apér ‘d; rll.ap5r a}f Illlapgif. rll.ap(i d}f
1. 8 - 1 11 19. 8 7 1 4
2. 9 7 1 3 20. - 1 1 18
3. 8 2 - 10 21. 1 1 - 18
4. 15 2 1 2 22. 15 - - )
5. 7 7 1 5 23. 11 1 1
6. 8 - - 12 24. 4 2 1 13
7. 1 - - 19 25. 12 3 - )
8. 14 2 1 3 26. 16 - -

9. 10 2 1 7 27. 3 1 2 14
10. 2 4 - 14 28. 3 - 4 13
11. 4 1 - 15 29. 14 - - 6
12. 11 - 1 8 30. 13 3 3 1
13. 9 2 1 8 31. 15 3 - 2
14. 4 - - 16 32. 1 1 2 16
15. - - 1 19 33. - 1 - 19
16. 2 - 2 16 34. 7 1 - 12
17. 1 - - 19 35. 3 7 - 10
18. 9 2 - 9 36. 5 2 13

Uwaga: Kazda praca byta oceniana w skali 0, 2, 5, 6 punktow.




Tresci zadan
Zawody indywidualne:

1. Niech k bedzie liczba catkowita dodatnia. Wyznaczy¢ najmniejsza wartosé,
jaka moze przyja¢ suma cyfr dodatniej wielokrotnosci liczby 10F — 1.

2. Dany jest (2n)-kat wypukly A;As... Ay, wpisany w okrag o. Punkt P, rézny
od punktéw Ay, Ao, ..., Aop, lezy na okregu o. Niech pq, po, ..., Pan_1, Pon OzZNACZAjY
odleglosci punktu P odpowiednio od prostych A1 As, AsAs, ..., Aop_149,, AsnAy.
Dowiesé, ze

P1pP3 .- -P2n—1 =P2P4---P2n-

3. Udowodnié, ze dla dowolnych liczb dodatnich a, b, ¢ zachodzi nieréwnosé

1 n 1 n 1 < 3
a(1+0)  b(1+¢) c(1+a)” 14abc

4. Wyznaczy¢ wszystkie liczby catkowite n > 1, dla ktérych liczby

() G) - ()

maja wspolny dzielnik catkowity wiekszy od 1.

5. Niektére pola tablicy n x n pomalowano na zielono. Kazde pole, ktore nie
jest zielone, ma wspolny bok z zielonym polem. Ponadto dowolne dwa zielone pola
mozna potlaczyé¢ takim ciggiem zielonych pdl, ze kazde dwa sasiednie pola w tym
ciagu maja wspoélny bok.

n?—2

Dowiesé, ze liczba zielonych pdl jest nie mniejsza od

6. Udowodni¢, ze dla kazdej liczby calkowitej dodatniej n prawdziwa jest nie-
rownosé

3
(gdzie symbol {z} oznacza cze$¢ utamkows liczby rzeczywistej x).

7. Dany jest pieciokat wypukly ABC DFE o polu s. Pola trojkatéw EAB, ABC,
BCD, CDE, DEA sa odpowiednio rowne a, b, ¢, d, e. Wykazaé, ze

s —s(a+b4ct+d+e)+(ab+be+cd+de+ea) =0.



8. Dowiesé, ze kazdy wielomian o wspolczynnikach rzeczywistych jest roznicg
dwoch wielomianéw rosnacych.

9. Wyznaczy¢ najwieksza liczbe dodatnia k£ o nastepujacej wlasnosci: Jezeli
liczby dodatnie a, b, ¢ spelniajg nieréwnosé
kabe > a® +b3+¢2,

to sa one dlugoéciami bokdéw trojkata.

10. Przekatne AC i BD czworokata wypuklego ABCD przecinaja sie w punk-
cie E. Punkt P jest takim punktem lezacym wewnatrz tego czworokata, ze pola
trojkatéw BCP i1 DAP sa réwne. Udowodnié¢, ze érodki odcinkéw AB, CD i EP
leza na jednej prostej.

11. Rozstrzygnaé, czy dla dowolnych liczb catkowitych a > b > 0 istnieje nieskon-
czenie wiele takich liczb catkowitych dodatnich n, ze liczba a™ +b" jest podzielna
przez n.

12. Wyznaczy¢ najmniejsza liczbe pdl, jakie nalezy pomalowaé na czerwono
w tablicy o wymiarach 2007 x 2007, tak aby w kazdym kwadracie 4 x 4 zlozonym
z pol tablicy co najmniej potowa pdl byla czerwona.

13. Liczby dodatnie a, b, ¢ spelniaja warunek abc =1. Wykazaé, ze
c b a
4 —+-<a*b+bPc+cAa.
b a ¢
14. Niech p(n) oznacza najwigkszy dzielnik pierwszy liczby calkowitej n > 1.
Dowie$é, ze dla nieskoniczenie wielu liczb catkowitych n > 1 zachodza nieréwnosci

p(n) <p(n+1)<pn+2).

15. Dane sa liczby rzeczywiste x1, zo, ..., ,. Udowodnié¢, ze mozna kazda
z tych liczb pomalowaé na czerwono albo na zielono w taki sposob, ze kazda tréjka
(T4, Tit1,x542) dla i=1,2,...,n—2 zawiera liczby obu koloréw oraz suma S liczb
czerwonych spelnia nieré6wnosé

1
151> 5 (el +lzal +.. o).

16. Rozstrzygnaé, czy istnieje taki skonczony zbiér kot na plaszczyznie o parami
roztacznych wnetrzach, ze kazde z danych kot jest styczne do dokladnie 5 sposréd
pozostatych kot.



17. Rozstrzygnad, czy réwnanie
2?2+ 5=1>

ma rozwigzanie w liczbach caltkowitych z, y.

18. Rozpatrujemy nastepujace figury zlozone z pieciu kwadratow jednostko-
wych: takie jak na ponizszym rysunku

oraz figury otrzymane z powyzszej przez obroty (ale nie przez odbicia symetryczne).
Rozstrzygnaé, czy mozna wypelni¢ takimi figurami kwadrat rozmiaru 44 x 44
z usunietym jednostkowym kwadratem naroznym.

19. Przekatne trapezu ABCD o podstawach AB i C'D przecinaja siec w punk-
cie E/. Punkt P lezy wewnatrz tego trapezu, przy czym

JAPD =4BPC =90°.
Wykazaé, ze punkty P i E leza na prostej prostopadlej do podstaw danego trapezu.

20. Dowieé¢, ze dla dowolnej liczby catkowitej n > 1 wielomian
W(z)=(2®+1?)(x® +2*)(2® +3%) ... (22 +n?) +1
nie jest iloczynem wielomianéw stopnia dodatniego o wspoétczynnikach catkowitych.
21. Dany jest taki szeSciokat wypukly ABCDFEF, ze pola tréjkatéw ACE

i BDF sa rowne. Dowie$é, ze proste taczace srodki przeciwleglych bokéw danego
szesciokata przecinajg sie w jednym punkcie.

22. Wykazaé, ze dla dowolnych liczb dodatnich aq, as, ..., a, spelniona jest
nieréwno$é
a:f ag n af’l ay+ag+...+a,
a2+ajas+a  ai+asaz+a2 T a24ana;+a2 3 '
1 162 2 2 263 3 n ntl 1

23. Dowie$é, ze istnieje taka liczba calkowita dodatnia n, ze liczba
nt4+nd4n?4+n+1
ma co najmniej 2007 réznych dzielnikéw pierwszych.
24. Dana jest nieskoficzona rodzina zbioréw 3-elementowych. Udowodnié, ze

jezeli kazde dwa z tych zbioréw maja niepusta czeSé wspdlna, to istnieje taki zbior
2-elementowy, ktéry ma niepusta cze$¢ wspélng z kazdym zbiorem z tej rodziny.
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25. Liczby dodatnie a, b, ¢ spelniaja warunek
ab+bc+ ca < 3abe.
Udowodnié¢, ze prawdziwa jest nieréwnosé

A+ +AE >a+b+ec.

26. Dana jest tablica rozmiaru 2n x 2n, w ktérej 3n pél pomalowano na czarno.
Wykazaé, ze mozna tak wybra¢ n kolumn oraz n wierszy, by kazde czarne pole
znalazto sie w pewnym wybranym wierszu lub w pewnej wybranej kolumnie.

27. Tréjkat ABC jest wpisany w okrag o. Punkty P i @ sa odpowiednio érod-
kami tych tukéw BC i C'A okregu o, ktére nie zawieraja odpowiednio punktéw A i B.
Okrag s jest styczny wewnetrznie do okregu o oraz jest styczny do odcinkéw BC'i AC
odpowiednio w punktach D i E. Punkt R jest takim punktem, ze czworokat PCQR
jest rownoleglobokiem. Wykazac, ze punkty D, E, R leza na jednej prostej.

28. Wyznaczy¢ wszystkie dodatnie liczby catkowite n o nastepujacej wtasnodci:
Jezeli wzglednie pierwsze dodatnie liczby catkowite a i b sa dzielnikami liczby n, to
rowniez liczba a+b—1 jest dzielnikiem liczby n.

29. W tréjkacie ABC kat SABC jest rozwarty. Punkt F lezy na boku AC,
przy czym
AF =BF oraz JFBC =90°.
Punkty D i E s odpowiednio érodkami bokéw AB i BC'. Prosta przechodzaca przez
punkt F' i réwnolegta do boku AB przecina prosta DE w punkcie G. Dowiesé, ze
JGCB=94ACD.

30. Wyrazy ciagu a1, asg, ... sg liczbami calkowitymi dodatnimi i kazda liczba
calkowita dodatnia wystepuje w tym ciggu dokladnie jeden raz. Ponadto

an+1 € {an—1,4a, —1} dlan=1,2,3,....

Wyznaczy¢ wszystkie mozliwe wartosci wyrazu agggyr.

31. Dane sg liczby calkowite a1, b1, c1, di. Niech ponadto
aiv1=la;i=bi|, biy1=|bi—cil, cip1=|ci—dil, dit1=|d;i—ai
dla+=1,2,3,.... Wykazaé, ze istnieje taki wskaznik k, ze

akZbk:CkdeZO.



32. Dane sg takie niezerowe liczby catkowite a, b, ¢, ze a+b+c=0. Wykazad,
ze dla kazdej liczby catkowitej dodatniej n prawdziwa jest podzielnosé

2 2 2
a2+b2+c2 | an +1+bn +1+Cn +1'

33. Dany jest skonczony podzbiér A zbioru liczb pierwszych oraz liczba calko-
wita dodatnia a. Wykazad, ze istnieje tylko skonczenie wiele takich liczb catkowitych
dodatnich m, ze wszystkie dzielniki pierwsze liczby a™ — 1 naleza do zbioru A.

34. Rozwazamy wszystkie takie pary liczb rzeczywistych (a,b), ze wielomian
P(z) =z 4 az® 4+ 22° + bx+ 1

ma pierwiastek rzeczywisty. Wyznaczyé¢ najmniejsza mozliwg wartosé sumy a2+ b2.

35. Dany jest okrag o sSrodku w punkcie O. Odcinek AB jest cieciwg tego okregu
i nie jest jego érednica. Cigciwa AC tego okregu przechodzi przez $rodek odcinka
OB. Proste OC i AB przecinaja sie¢ w punkcie P, za$ proste OA i BC przecinaja
sie w punkcie Q). Dowiesé, ze PC'= AQ.

36. W pewnym panstwie jest n miast. Miedzy kazdymi dwoma z nich istnieje
doktadnie jedno z nastepujacych polaczen: kolejowe, autobusowe lub lotnicze. Wy-
kaza¢, ze istnieje taki $rodek komunikacji oraz co najmniej 5 takich miast, by za
pomocy tego $rodka mozna bylo odbyé podréz (niekoniecznie bezposrednia) miedzy
dowolnymi dwoma z nich.

Zawody druzynowe:

1. Dany jest czworokat wypukly ABCD, ktorego przekatne przecinaja sie
w punkcie E. Punkty K, L, M, N sa odpowiednio srodkami okregéw wpisanych
w trojkaty ABE, BCE, CDE, DAE. Wykazaé, ze jesli w czworokat ABC' D mozna
wpisaé okrag, to na czworokacie K LM N mozna opisa¢ okrag.

2. Liczby dodatnie z, y, z spelniaja warunek
r+y+z+ayz=4.

Dowies¢, ze zachodzi nieréwnosé

S

)
=z — zZ).
Vy+tz Vztzr Jrty o 2 Y

3. W n-osobowym stowarzyszeniu (gdzie n > 20) dzialaja komisje. W sklad
kazdej komisji wchodzi 20 oséb. Ponadto dla kazdej pary czlonkéw stowarzyszenia
istnieje dokladnie jedna komisja, do ktérej naleza obaj czlonkowie. Wyznaczy¢ naj-
mniejsza warto$¢ n, dla ktorej taka sytuacja jest mozliwa.
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4. Wyznaczy¢ wszystkie liczby catkowite dodatnie d, dla ktérych istnieje taki
wielomian W (z) o wspdlczynnikach catkowitych, ze liczba d jest najwiekszym wspol-
nym dzielnikiem liczb

an=W(n)+3" dlan=0,1,2,....

Pierwszy Mecz Matematyczny:
1. Wyznaczy¢ najmniejsza taka liczbe pierwsza p, ze liczba
91200 _
jest podzielna przez p i nie jest podzielna przez p?.
2. Wyznaczy¢ wszystkie takie liczby catkowite n > 1, ze liczba

nl+8
jest podzielna przez 2n+1.

3. Udowodnié, ze dla dowolnych liczb dodatnich a, b, ¢ zachodzi nieréwnosé

Va3 +Tabe+ /b3 +Tabe+ /3 + Tabe < 2(a+b+c).

4. Dane sa: liczba catkowita n > 2 i liczba rzeczywista a. Rozwiaza¢ w liczbach
rzeczywistych z1, xo, ..., x, uklad réwnan
r1+xo+...+x,=0a
x%—l—x%—l—...—&—xi:a?

ity +. +xr=a"

5. Dane sg rézne liczby rzeczywiste a1, xa, ..., T, (n>2). OkreSlamy wielomian
W wzorem
Wx)=(x—z1)(x—22) ...- (x—xp).

Niech W;(x) bedzie ilorazem z dzielenia wielomianu W (z) przez wielomian x — x;
dlai=1,2,...,n. Dowies¢, ze
n

i R SR SN
Wl(:pl) Wz(zz) Wn(l‘n) 1 2+... n-

6. Dana jest prostokatna tabela m xn (gdzie m,n>3). W kazdej kratce brzego-
wej (tzn. majacej wspdlny bok z brzegiem tabeli) napisana jest liczba rzeczywista.
Dowiesé, ze istnieje co najwyzej jeden taki sposéb wpisania liczb rzeczywistych do
pozostatych kratek, ze liczba w dowolnej niebrzegowej kratce jest $rednia arytme-
tyczna liczb znajdujacych sie w czterech sasiednich kratkach.
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7. Rézne liczby catkowite dodatnie c1, ca, ..., ¢, spelniaja warunek

1 1 1
—t—F.+—2>2
C1 C2 Cp,
Dowie$é, ze istnieja dwa rézne niepuste zbiory A, B C{cy,ca,...,¢n}, dla ktérych

Se=3y

z€A yeB

8. Dany jest kat wypukly o wierzchotku R. Punkty A i B lezg na réznych
ramionach, za$ punkt C' lezy wewnatrz tego kata. Postugujac sie jedynie linijka
skonstruowaé takie punkty P i @ lezace odpowiednio na ramionach RB i RA danego
kata, ze punkt C' lezy na odcinku PQ oraz odcinki AP, BQ i C'R przecinaja sie
w jednym punkcie.

9. W tréjkacie ostrokatnym ABC punkt O jest $rodkiem okregu opisanego,
za$ punkt H jest punktem przeciecia wysokosci. Prosta AH przecina okrag opisany
na tréjkacie ABC' w punkcie K réznym od A. Proste OK i BC przecinaja sie
w punkcie P. Punkt @ jest symetryczny do punktu P wzgledem $rodka odcinka OH .
Proste AQ i BC przecinajg si¢ w punkcie R. Dowie$é, ze BP =CR.

10. Rézne punkty M, S, T leza na okregu o $rodku w punkcie O. Styczne do
tego okregu w punktach S i T przecinajg sie¢ w punkcie A. Punkt P jest punktem
przecigcia prostej] AM i prostej prostopadlej do prostej MO przechodzacej przez
punkt S. Dowies¢, ze punkt symetryczny do punktu S wzgledem punktu P lezy na
prostej MT.

11. W czworoscianie ABC D spelnione sa zaleznosci
AD BD [ABD)]
AC ~ BC ~ [ABC|
Wyznaczy¢ wszystkie mozliwe wartosci A.

Drugi Mecz Matematyczny:

1. Liczby calkowite dodatnie a, b, ¢, d spelniaja warunek
a?+ab+b?=c*+cd+d>.

Udowodnié, ze liczba a+b+c+d jest ztozona.

2. Dane sa liczby catkowite a1, as, as, ..., a1gpo niepodzielne przez 7, 11 ani 13.
Dowiesé, ze mozna tak dobra¢ znaki w wyrazeniu

:|:a1:|:a2:|:a3:|:. . .:l:alo()() y
aby w wyniku otrzymacé liczbe podzielng przez 1001.
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3. Liczby dodatnie z1, xo, ..., x, spelniaja warunek

1 1 1
1 +ro+... .+, =—+—+...+—.
X1 o Tn
Dowiesé, ze
1 1 1
... F—<
n—14x1 n—1+x9 n—1+x,

4. Niech n bedzie taka liczba naturalna, ze p=4n+1 jest liczba pierwsza.

Udowodnié, ze ,
Vo [Var ]+t [V ] =B

(gdzie symbol [x] oznacza najwigksza liczbe calkowita nie przekraczajaca x).

5. Dane sa liczby rzeczywiste a < b, 0 < p< g < 1. Dowie$¢, ze istnieje taki wie-
lomian W o wspélczynnikach catkowitych, ze

W (z) € (a;b) dla kazdego x € (p;q).

6. Dowies¢, ze dla dowolnej liczby catkowitej dodatniej n istnieja takie liczby cal-
kowite dodatnie ay, as, as, ..., an+1, b oraz takie liczby catkowite k1, ko, k3, ..., knt1
nie mniejsze od 2n, ze

NWD(al, az, Az, ..., Ap41, b) =1
oraz
af ak paki g palnt =0

7. Liczby dodatnie a, b, ¢ spelniaja warunek abc=1. Wykazaé, ze

! + = + = >V2.
Joti+d oiel o Jerdtd

8. Rozstrzygnaé, czy istnieje na plaszczyznie zbiér 2007 punktéw biatych leza-
cych na okregu oraz 2007 punktéw czarnych takich, ze kazda prosta przechodzaca
przez dwa punkty biate przechodzi rowniez przez pewien punkt czarny.

9. Okrag o srodku S jest dopisany do czworokata wypuklego ABC D, przy czym
prosta AC' przecina ten okrag. Przekatne czworokata przecinajg sie w punkcie E.
Prosta przechodzaca przez punkt E i prostopadta do prostej AC przecina proste BS
i DS odpowiednio w punktach P i Q. Wykazaé, ze EP = EQ.
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10. Przekatne czworokata wypukltego ABCD przecinaja sie w punkcie E.
Punkty P i@ sa odpowiednio punktami przeciecia wysokosci tréjkatéw ADE i BCE.
Punkty M i N sa odpowiednio érodkami odcinkéw AB i CD. Wykazaé, ze punkty
P i Q leza na prostej prostopadlej do prostej M N.

11. W czworoscianie ABC' D zachodzg réwnosci
IBAC =<BCD oraz JADC =<ABD.
Dowiesé, ze AB=CD.

Czesko-Polsko-Stowackie Zawody Matematyczne:

1. Wyznaczy¢ wszystkie wielomiany P o wspétczynnikach rzeczywistych spet-
niajace dla kazdej liczby rzeczywistej = zalezno$c

P(z?)=P(z)-P(z+2).

2. Niech a1 =as=1 oraz a,12=a,+1+a, dla kazdej liczby calkowitej dodatniej n
(ciag Fibonacciego). Udowodnié, ze dla kazdej liczby calkowitej dodatniej m istnieje
taka liczba k, ze liczba ai —ay — 2 jest podzielna przez m.

3. Czworokat wypukly ABCD jest wpisany w okrag k. Pélproste DA i CB
przecinaja sie w takim punkcie E, ze CD? = AD-ED. Oznaczmy przez F (F # A)
punkt przeciecia okregu k z prosta przechodzaca przez punkt A i prostopadia do
prostej ED. Dowies¢, ze odcinki AD i CF sa przystajace wtedy i tylko wtedy, gdy
$rodek okregu opisanego na tréjkacie ABFE lezy na prostej ED.

4. Dla kazdej liczby rzeczywistej p > 1 rozpatrujemy zbiér tych wszystkich liczb
rzeczywistych x, dla ktérych

1 2
p<zr< <2+\/p+4) .

Dowies¢, ze z tego zbioru mozna wybraé takie cztery rozne liczby catkowite dodatnie
a, b, c, d, ze ab=cd.

5. Wyznaczy¢ wszystkie liczby n nalezace do zbioru
{3900, 3901, 3902, 3903, 3904, 3905, 3906, 3907, 3908, 3909},

dla ktérych zbidr {1,2,3,...,n} mozna rozbié na roztaczne podzbiory trzyelementowe
w taki sposéb, aby w kazdym uzyskanym podzbiorze suma pewnych dwéch liczb byta
rowna trzeciej liczbie z tego podzbioru.

6. Dany jest czworokat wypukly ABCD. Okrag przechodzacy przez punkty
A i D jest styczny zewnetrznie do okregu przechodzacego przez punkty B i C
w punkcie P lezacym wewnatrz czworokata. Zatézmy, ze |SPAB|+|<PDC|<90°
oraz |[$PBA|+|¥PCD| < 90°. Dowiesé, ze |AB|+|CD|>|BC|+|AD].
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Rozwigzania
Zawody indywidualne:

1. Niech k bedzie liczbg catkowita dodatnia. Wyznaczy¢ najmniejsza wartosc,
jaka moze przyja¢ suma cyfr dodatniej wielokrotnogci liczby 10F — 1.

Rozwigzanie

OdpowiedZ: k.

Suma cyfr liczby 10 —1 jest oczywiécie réwna 9k. Wystarczy wiec udowodnié,
ze zalozenie istnienia wielokrotnoéci liczby 10F — 1 o mniejszej sumie cyfr prowadzi
do sprzecznosci.

Niech wiec n bedzie najmniejsza dodatnig wielokrotnoécia liczby 10¥ —1 o sumie
cyfr mniejszej niz 9k. Wéwezas n>10* i liczba n nie jest podzielna przez 10. Ponadto
zapis dziesigtny liczby n nie moze rozpoczynac si¢ k cyframi 9, gdyz w przeciwnym
razie suma cyfr liczby n przekraczataby 9k. Niech m bedzie najwigksza liczba postaci
(10 —1)10" (gdzie [ > 0), ktéra jest mniejsza od n. Liczba n—m jest dodatnia,
mniejsza od n i podzielna przez 10* — 1. Rozpatrzmy pisemne odejmowanie n—m:

ayp az Az ... g AQg41 Ag+2 Q43 Aky4q ..
— 9 9...9 9 0 0 0

Widzimy, ze réznica miedzy sumami cyfr liczb n oraz n—m jest taka sama jak
roznica migdzy sumami cyfr liczb a1asas. .- Grarr1 oraz a1azas...arar+1 —99...99.
Ta ostatnia liczba powstaje jednak przez zwigkszenie o jeden liczby, ktorej kolej-
nymi cyframi sa a3 —1, ao, as, ..., ax, agr1. Wobec tego suma cyfr tej liczby nie
moze przekraczaé (a1 —1)4+as+as+...+ap+aps1 +1, czyli — sumy cyfr liczby
G10203 ... aR0g11- W takim razie suma cyfr liczby n—m nie przekracza sumy cyfr n,
co wszakze przeczy okresleniu liczby n. Otrzymana sprzecznosé¢ konczy rozwiazanie.

2. Dany jest (2n)-kat wypukly A;As... Ay, wpisany w okrag o. Punkt P, rézny
od punktéw Ay, Ao, ..., Agy, lezy na okregu o. Niech py, pa, ..., Pan_1, P2, OZnaczaja
odleglosci punktu P odpowiednio od prostych A1 As, AsAs, ..., Aop_149,, AspnAy.
Dowiesc, ze

P1pP3---P2n—1 =P2P4---P2n-

Rozwigzanie

Sposcb I

Rozpatrzmy trojkat PA;A; 41 (gdzie i €{1,2,...,2n} oraz As,+1 = A;). Ponie-
waz p; jest odlegloscia punktu P od prostej 4;4;41 (zob. rys. 1), wiec pole tego
tréjkata wynosi

1
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7 drugiej strony, korzystajac ze wzoru wyrazajacego pole trdjkata przez dlugosci
jego bokdéw i promien okregu opisanego otrzymujemy

1
4R

gdzie R jest promieniem danego w tresci zadania okregu.

(2) [PAjAjf1)=-——=PA;- PAi - AjAig,

rys. 1
Poréwnujac zaleznosci (1) i (2) widzimy, ze
PA;-PA;
pl:ZQiR”l dlai=1,2,...,2n,

skad natychmiast wynika zadana réwnosé

PAl -PAQ'PAg...-PAQn,]_ PAQn
pip3...Pan—1= 2R)" =DP2P4---P2n-

Sposob 11

Udowodnimy najpierw teze zadania dla czworokata.

Niech wiec bedzie dany czworokat wypukly Ay A; A3 A, wpisany w okrag o oraz
niech punkt P rézny od wierzcholkéw czworokata lezy na okregu o. Oznaczmy przez
By, By, B3, By rzuty prostokatne punktu P odpowiednio na proste A;As, AsAs,
A3Ay, A4A;. Bez ograniczenia ogdlnosci rozumowania mozemy przyjaé, ze punkt P
lezy na tuku A; Ay okregu o (zob. rys. 2).

Proste PB; i PB5 sa prostopadle odpowiednio do prostych A;As i AsAg, przy
czym punkt P nie nalezy do kata wypuklego A1 AsA3. Wynika stad réwnoéé katéw

(3) %:BlpBg = §ZA1A2A3.

Analogicznie proste PBs i PB, sa prostopadle odpowiednio do prostych AzAy4,
A Ay, jednak w tym przypadku punkt P nalezy do kata wypuklego Az A4A;, wiec
otrzymujemy rownosé

(4) IB3PB, = 180° — A3 A4 A;.

Czworokat A;As AsAy jest wpisany w okrag, wiec prawe strony wypisanych wyzej
zaleznodci (3) i (4) sa réwne. Wobec tego

(5) $B1PBy = 4B3PBj.
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As

/
/
/
B/
A1 o/

232

rys. 2

Dalej, zauwazmy, ze punkty P, Bi, A, By leza na jednym okregu o érednicy PAs,
za$ punkty P, B3, A4, B4 leza na jednym okregu o $rednicy PA,4. Poniewaz ponadto
punkt P lezy na okregu o, wiec korzystajac wielokrotnie z rownosci katow wpisanych
opartych na tym samym tuku dostajemy

IPByB; = SPAy By = PAyA, = YPA4A, = SPA By = SPB3P;.

Laczac uzyskana wyzej rownosé katéw <PByBy = YPB3B, z réwnoscia (5) wnio-
skujemy, ze tréjkaty By PBs i B4PBs sa podobne. To daje réwnosé stosunkow
PB; PBy
PBy PBj;’
z ktorej wynika zaleznos¢ PB;-PBs= PBy-PBy, czyli teza zadania dla czworokata.

Przechodzimy teraz do przypadku ogélnego, w ktorym bedziemy rozumowac in-
dukcyjnie. Przypu$émy, ze dla dowolnego (2n)-kata spelniajacego zalozenia zadania
teza jest prawdziwa i rozpatrzmy (2n+ 2)-kat wypukly A;As... A, 1 Aonto WDI-
sany w okrag o. Zaznaczajac przekatna A; Ay dzielimy ten (2n+2)-kat na czworokat
A1A2A3A4 oraz (2’[7,)—1{@1] A1A4A5...A2n+1A2n+2 (ZOb. Tys. 3) i oba te WlelOk@ty
spelniaja teze zadania. Zatem jezeli przez p1, pe, ..., Pan+1, Pont2 Oznaczymy odle-
glOéCi punktu P odpowiednio od pI‘OStyCh A1A2, A2A3, ey A2n+1A2n+2, A2n+2A17
za$ przez d — odleglo$¢ punktu P od prostej Ay A4, to na mocy zbadanego przy-
padku czworokata mamy

(6) p1p3 = pad,
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natomiast zalozenie indukcyjne pozwala napisaé

(7) dpspr ... P2n—1D2n+1 = DADEDS - - - P2nP2n+2-

Wystarczy teraz pomnozyé réwnosci (6) 1 (7) stronami oraz podzielié obustronnie
przez d i indukcja bedzie zakonczona. Zatem teza jest prawdziwa w ogdélnosci.

3. Udowodnié¢, ze dla dowolnych liczb dodatnich a, b, ¢ zachodzi nieréwnosé

1 i 1 + 1 . 3
a(14+b)  b(1+¢)  c¢(1+a)” 14abc’

Rozwigzanie
Dana do udowodnienia nieré6wnosé przeksztatcamy réwnowaznie do postaci

14+abc 14abc 1+4abc

a(i+0) Tb+0 T elita)

1+abc+a(l+b) 1+abc+b(l+c¢) 1+abc+e(l+a)

a(l+b) b(1+c¢) c(1+a)

1+a +b(1+c)+ 1+0b +c(lJra) 1+c¢  a(l+b)

a(l+0b) 1+ b(l+4¢) 1+¢  c(1+a) 1+4a

ale lewa strona powyzszej nieréwnosci jest sumag 6 sktadnikéw, ktérych iloczyn wy-

nosi 1, zatem wystarczy zastosowaé nieréwnos¢ miedzy $rednia arytmetyczna i geo-
metryczng.

>3,

26,

= Y

4. Wyznaczy¢ wszystkie liczby calkowite n > 1, dla ktorych liczby

() G) - ()

maja wspélny dzielnik catkowity wiekszy od 1.
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Rozwigzanie

OdpowiedZ: Potegi liczb pierwszych.

Udowodnimy najpierw, ze dla liczb postaci n=p*, gdzie p jest liczba pierwsza
oraz k> 1, kazdy z danych w tresci zadania wspolczynnikéw dwumianowych jest

podzielny przez p. Rzeczywiscie, dla m=1,2,...,n—1 napiszmy
(1) n\_ (PPt Pl pto2 pho(mo))
m m m 1 2 m—1

Liczby 1, 2, ..., m—1, m nie sa podzielne przez p*. Wobec tego utamki

ph—i

i
zapisane w postaci nieskracalnej maja liczniki i mianowniki niepodzielne przez p, za$

dlai=1,2,...,m—1

utamek b zapisany w postaci nieskracalnej ma licznik podzielny przez p. Zatem na
m

n
podstawie wzoru (1) liczba ( ) jest podzielna przez p.
m
Przypuéémy teraz, ze n nie jest potega liczby pierwszej. Niech p bedzie dowol-
nym dzielnikiem pierwszym liczby n. Napiszmy n=p"*-r, gdzie k>11ir>1 jest liczba
niepodzielna przez p. Przeprowadzajac analogiczne rozumowanie widzimy, ze liczba

n pFr pPr—1 pFr—2 pFr—(pF —1)
= =7 .
pk pk 1 2 pk—1

nie jest podzielna przez p. Zatem wspoélczynniki dwumianowe wypisane w tresci
zadania nie moga mie¢ wspolnego dzielnika pierwszego bedacego jednoczesnie dziel-

n
nikiem liczby n = 1) Wiynika stad, ze liczba n nie spelnia warunkéw zadania.

5. Niektore pola tablicy n x n pomalowano na zielono. Kazde pole, ktore nie
jest zielone, ma wspdélny bok z zielonym polem. Ponadto dowolne dwa zielone pola
mozna polaczyé¢ takim ciagiem zielonych pél, ze kazde dwa sasiednie pola w tym
ciagu maja wspdlny bok.

n?—2

Dowie$é, ze liczba zielonych pdl jest nie mniejsza od

Rozwigzanie

Niech k oznacza liczbe zielonych pdl. Ponumerujmy wszystkie zielone pola licz-
bami 1, 2, ..., k w taki sposéb, by kazde zielone pole (oprécz pola o numerze 1) miato
wspélny bok z zielonym polem o mniejszym numerze. Na mocy warunkéw zadania
taki spos6b ponumerowania jest mozliwy: jezeli uzyliSmy juz numeréw 1, 2, ..., i,
to wybieramy dowolne nieponumerowane jeszcze zielone pole i taczymy je ciagiem
pol z polem o numerze 1; w ciagu tym wystapia dwa zielone pola majace wspdlny
bok, z ktérych doktadnie jedno nie jest jeszcze ponumerowane, i temu wlasnie polu
nadajemy numer ¢+ 1.
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Dla i=1,2,...,k niech S; oznacza zbiér pol zielonych o numerze nie przekra-
czajacym 4 oraz pol majacych wspdlny bok z takim zielonym polem (zob. rys. 4).

rys. 4

Zbior S; sklada sie wowczas z zielonego pola o numerze 1 oraz z co najwyzej
czterech pdl majacych z nim wspdlny bok. Zatem |S1| <5. Dla i =2,3,...,k zielone
pole o numerze i nalezy do zbioru S;—; (gdyz ma bok wspdlny z pewnym zielonym
polem o numerze j < i), co oznacza, ze zbidr S;\ S;—1 zawiera najwyzej trzy pola
(pola majace jeden wspélny bok z zielonym polem o numerze 4, rézne od zielonego
pola j). Tak wiec |:S;\S;—1| < 3. Przez prosta indukcje otrzymujemy stad nier6wnosé

1Si|<3i+2  dlai=1,2,....k.

7 drugiej strony, kazde z n? pél tablicy jest zielone lub ma wspélny bok z zie-
lonym polem. Stad wniosek, ze |Sy| =n?. Zatem 3k +2>n?, co implikuje teze.

6. Udowodnié, ze dla kazdej liczby caltkowitej dodatniej n prawdziwa jest nie-

réwnoéé 3

(gdzie symbol {z} oznacza cze$¢ utamkows liczby rzeczywistej x).

Rozwigzanie
Niech k bedzie czescia catkowitg liczby n+/7. Z niewymiernoéci liczby /7 wynika,
ze ny/7> k. Zatem liczba ) )
m°—k
w7 T
nT+k
jest dodatnia. Wobec tego 7n? —k? > 0. Ponadto kwadraty liczb catkowitych moga
dawaé reszty 0, 1, 2, 4 z dzielenia przez 7, wiec liczba 7n? —k? jest rézna od 11 2.
Stad otrzymujemy

B T e R A 37 3
nWT{nVT} =7 (V7 — k) =nVT n\/7+k>n\/7+k>n\/7+n\/7_2.
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7. Dany jest pieciokat wypukly ABCDFE o polu s. Pola tréjkatéw EAB, ABC,
BCD, CDE, DEA sa odpowiednio réwne a, b, ¢, d, e. Wykazaé, ze

s —s(a+b+ct+d+e)+(ab+be+ced+de+ea) =0.

Rozwigzanie

Niech P bedzie punktem przeciecia przekatnych BD i CE. Oznaczmy ponadto
x=FEP,y=PC,t=DP, z=PB (zob. rys. 5).

rys. 5

Wierzcholki F, P, C trojkatéw ABE, ABP, ABC lezg na jednej prostej, zatem
otrzymujemy

(1) [ABP] = ——[ABC)+ —Y—|ABE] = —~—b+ .
r+y r+y r+y r+y

Rozpatrujac tréjkaty BDE i BDC widzimy, ze
v [BDE] [ABCDE]—-[EAB]—[BCD] s—a—c

y [BDC)| [BDC] e
skad obliczamy

x 1 1 = s—a—c y 1. 1 ¢
z+y 1+% 1+ —<— s—a ' :Z:er_lJr%_l—l—is’Z’C_sfa'
Laczac powyzsze réwnosci z zaleznoscia (1) otrzymujemy
—a—c)b
) (App] = BZazobrea
s—a

7 drugiej strony, badajac trojkaty ABP i ABD stwierdzamy, ze
[ABP] = ——[ABD]= —— (|[ABCDE] — [DEA] - [BCD]) = ——(s—e—c),
z+t z+t z+t
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a poniewaz

t _[EDC] d oraz z 1 1 _s—a—d
z [EBC] s—a—d 2+t 1+L 14 2 s—a

wiec uzyskujemy zwiazek
s—e—c)(s—a—d)

sS—a

3) aBp|="

Na mocy (2) i (3) dostajemy réwnosé
(s—a—c)b+tca=(s—e—c)(s—a—d),
co po przeksztalceniu daje
0=(s—e—c)(s—a—d)—(s—a—c)b—ca=
=s>—(a+d+e+c)s+(e+c)(at+d)—bs+ (ab+be—ca) =
s2—(a+b+c+d+e)s+(ea+ca+de+cd+ab+be—ca)=
s —(a+b+c+d+e)s+ (ab+be+cd+de+ea),

czyli teze zadania.

8. Dowiesé, ze kazdy wielomian o wspoétczynnikach rzeczywistych jest réznica
dwoéch wielomianéw rosnacych.

Rozwigzanie

Sposcb I

Nazwijmy dobrym wielomian, ktéry jest roznica dwoch wielomiandéw rosnacych.
Jest jasne, ze suma dwdch wielomianéw dobrych jest wielomianem dobrym oraz ilo-
czyn wielomianu dobrego przez dowolna stala rzeczywista jest wielomianem dobrym.

Wobec tego wystarczy udowodnié, ze jednomiany 1, z, 22, 23, ... sa dobre, ale to
wynika z przedstawien
1=(z+4+1)—=x,
p2k—1 _9,2k—1 _ 2k—1

22 = (21 42 oka) — (21 4 2ka).

Uzasadnienia wymaga jedynie poprawno$¢ ostatniego przedstawienia. Ot6z wielo-
mian 2%~ 4 2kx jest oczywiscie rosnacy jako suma wielomianéw rosngcych, nato-
miast dla wielomianu W (z) = 2**~1 4+ 22* 4 2kx obliczamy

4k—2 2k—1
W(b)—W(a):(b—a)(Z alpk—2-i | Z aib2k717i+2k> _
i=0 i=0

2k—1 2k—2

= 0= a) (30 (@B @) 1] ab 3 (@),

=0 =0
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7Z nieréwnosci t2 4+t +1 >0 wynika, ze drugi czynnik jest dodatni, gdy liczby a, b sa
tego samego znaku lub jedna z nich jest zerem. Wobec tego W (a) < W (b) zachodzi
dla a<b<0 oraz dla 0<a<b, a to pozwala wnioskowaé, ze wielomian W jest rosnacy.

Sposob IT

Poniewaz wielomian jest rosnacy wtedy i tylko wtedy, gdy jego pochodna jest
wielomianem przyjmujacym tylko wartosci nieujemne, wiec teza zadania sprowadza
sie do udowodnienia, ze dowolny wielomian W (x) mozna przedstawi¢ w postaci

W(z) = F(z) - G(x),
gdzie F(z) >0, G(x) >0 dla kazdej liczby rzeczywistej x. Jednak z nieréwnosci
t2+t4+1>0, t2—t+1>0 wynika, ze wystarczy przyjaé
(W(z))?+W(z)+1

F(l‘): 92 )

9. Wyznaczy¢ najwieksza liczbe dodatnia k o nastepujacej wlasnosci: Jezeli
liczby dodatnie a, b, ¢ spelniaja nieréwnosé

kabe > a® +b3 + ¢,

to sa one dtugosciami bokéw tréjkata.

Rozwigzanie
Odpowiedz: k=5.
Liczby k> 5 nie spelniaja warunkéw zadania: istotnie, przyjmujac a=b=1,

c=2, widzimy, ze dana w tresci zadania nieréwnos¢ przybiera postaé 2k > 10 i jest
spelniona, a liczby 1, 1, 2 nie sa dlugosciami bokéw tréjkata.

Przypuéémy teraz, ze babc > a® + b3+ ¢ i liczby dodatnie a, b, ¢ nie s dtugo-
$ciami bokéw tréjkata. Mozemy oczywiscie bez ograniczenia ogdlnosci rozumowania
przyjaé, ze a < b< c. Zatem c > a+b. Rozwiazanie mozemy teraz dokonczy¢ na dwa
sposoby:

Sposcb I

7 zaleznosci ¢ > a+b wynika, ze c=a+b+t dla pewnej liczby t > 0. Przeprowa-
dzajac rachunek widzimy, ze

0> a®+b%+c* —babe =t* +3(a+b)t* + (3a® + ab+3b?)t +2(a® + b* — a*b— ab?) >
>2(a® +b3 —a’b—ab®) =2(a+b)(a—b)?,
i otrzymali$my sprzecznosc.

Sposob 1T
7 nieréwnosci pomiedzy $rednia arytmetyczna i geometryczng otrzymujemy

1 : 1 3
(1) a3—|—b3+§c3>3\d/a3-b3~§c3:§abc,
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natomiast zalozenie ¢ > a+b oraz nieréwnosé (x+y)? > 4xy daja
7 7 7 7
(2) §c3 3 cla+b)*> >ge 4ab—§ abe.

Dodajac stronami (1) i (2) mamy a®+b®+ ¢ > babc i ponownie sprzecznosé.

Liczba k=5 ma wiec zadana wtasnosé.

10. Przekatne AC i BD czworokata wypuklego ABCD przecinaja sie w punk-
cie E. Punkt P jest takim punktem lezacym wewnatrz tego czworokata, ze pola
trojkatéw BCP 1 DAP sa réwne. Udowodnié, ze érodki odcinkéw AB, CD i EP
leza na jednej prostej.

Rozwigzanie

Udowodnimy najpierw nastepujacy

Lemat

Zbiér punktéw X lezacych wewnatrz czworokata wypuklego ABC D, dla ktérych
zachodzi rownosé

[ABX]—[CDX]=a,

gdzie a jest ustalona liczba rzeczywista, jest zawarty w pewnej proste;.

Dowdéd lematu.

Jezeli proste AB i CD sa réwnolegle, to teza lematu jest prawdziwa, gdyz
réznica p6l [ABX] —[CDX] zalezy tylko od odleglosci punktu X od prostej AB,
przy czym dla réznych odleglosdci otrzymuje sie rézne réznice.

Niech wiec proste AB i C'D przecinaja sie punkcie P. Wybierzmy punkty K, L
jak pokazano na rys. 6, tak aby zachodzilty réwnosci PL = AB oraz PK =CD.

rys. 6

Wowecezas otrzymujemy réwnosci pél
[ABX]=[PLX] oraz [CDX]=[KPX].

Ponadto réznica [PLX]—[K PX] jest réwna [K LX|—[PK L], jezeli odcinki PL 1 KX
przecinaja sie, oraz jest réwna —[K LX]—[PKL] w przeciwnym przypadku. Wynika
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stad, ze réznica

[ABX]—[CDX]=+|KLX]—[PKL)

zalezy tylko od odlegtosci punktu X od prostej K L i dla réznych odleglosci otrzymuje
sie r6zne wartosci tej roznicy. Wobec tego zbidr szukanych punktéw X jest zawarty
w pewnej prostej rownoleglej do prostej K L.

Przechodzimy teraz do rozwiazania zadania.

Niech K, L, M beda odpowiednio $rodkami odcinkéw AB, CD, EP (zob. rys. 7).

C
L

rys. 7

Punkt M jest érodkiem odcinka E'P, wiec mamy
1 1 1 1
[ADM] = §[ADE] + i[ADP}, [BCM] = §[BC'E] + i[BC’P]7

czyli z uwagi na réwnosé [ADP] = [BC P] mozemy napisaé¢

[ADM]—[BCM) = ~([ADE] - [BCE)).

1
2
Ponadto

[ADK] - [BCK] = %([ABD] _[ABC]) = %([ADE] _[BCE]),

[ADL] - [BOT) = L ([ACD] - [BCD)) = L ([ADE] - [BCE]).
W takim razie zachodza réwnoéci
[ADM]—[BCM]=[ADK]—-|[BCK|=[|ADL]—[BCL],
ktore wraz z lematem pozwalaja wnioskowaé, ze punkty K, L, M leza na jednej

prostej.

11. Rozstrzygnaé, czy dla dowolnych liczb catkowitych a > b > 0 istnieje nieskon-
czenie wiele takich liczb calkowitych dodatnich n, ze liczba a™ +b™ jest podzielna
przez n.
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Rozwigzanie

OdpowiedZ: Tak.

Sposdb 1

Rozpatrzmy dwa przypadki:

1. Liczba a+b ma nieparzysty dzielnik pierwszy p.

Wykazemy, ze kazda z liczb n=p* dla k=0,1,2,... spelnia podzielnogé¢ n|a"+b".
W tym celu udowodnimy przez indukcje, ze

P a?” +07° dlak=0,1,2,....

Dla k=0 powyzsza zalezno$¢ wynika z okreslenia liczby p. Aby wykonaé krok in-
dukeyjny, piszemy
A L X G A e APl I A (D)
i widzimy, ze indukcja sprowadza sie do udowodnienia podzielnosci drugiego czyn-
nika przez p. Czynnik ten jest suma p skladnikéw postaci (—1)ia(p’i)pkbipk dla
1=0,1,...,p—1, wystarczy wiec dowied¢, ze kazdy z tych skladnikéw daje te sama
reszte z dzielenia przez p. Poniewaz jednak na podstawie okreslenia liczby p mamy
= —a (mod p), wiec zachodzi

(_1)ia(p—i)p’° pir" = (_1)ia(p—i)p’“ (—a)®
co koniczy dowdd indukceyjny.
2. Liczba a+b jest potega dwdjki.
Mozliwe sg dwie sytuacje: liczby a, b sa albo obie parzyste, albo obie nieparzyste.
Jezeli liczby a, b sa parzyste, to wystarczy przyja¢ n=2F dla k=0,1,2,....
Rzeczywiscie, liczby a™, b" sa wéwczas podzielne przez 22k, wiec suma a” +b" jest

k 1

= (—1)i<1+pk)akarl =" (mod p),

podzielna przez 22" § tym bardziej przez 2F.

Rozwazmy z kolei przypadek, gdy liczby a, b sa nieparzyste. Mamy wéwczas
a?+b? =2 (mod 4); wobec zalozenia a >b> 0 liczba a®+b? jest wigksza od 2 i ma
nieparzysty dzielnik pierwszy p. Rozumujac tak jak w punkcie 1. dowodzimy, ze

pk+1|a2pk+b2pk dla k=0,1,2,....

Ponadto liczba a2?" +b2" jest oczywidcie parzysta, dzieli sie wiee przez 2p*. Kazda
z liczb postaci n = 2p* ma wiec zadana wlasnosé, co konczy rozwiazanie.

Sposob IT

Tu réwniez rozpatrujemy dwa przypadki.

1. Liczba a—+b jest nieparzysta.

Przypusémy, ze liczba catkowita dodatnia n spelnia podzielnosé n|a™+b". Skon-

struujemy wieksza liczbe m, dla ktérej m|a™ +b™. Zauwazmy w tym celu, ze liczba
n n

a™ +b" jest wigksza od n, wiec istnieje dzielnik pierwszy p liczby . Mamy

wtedy pn|a™+b", a poniewaz liczba p jest nieparzysta, prawdziwa jest podzielnosé
a™ +b"|aP™ + bP". Wystarczy zatem przyjaé m = pn.
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Rozpoczynajac od wartoéci n=1 dostajemy w ten sposéb indukcyjnie rosnacy
ciag liczb catkowitych dodatnich spelniajacych teze.

2. Liczba a+b jest parzysta.

Jezeli obie liczby a, b sa parzyste, to oczywiscie kazda z liczb postaci n=2F dla
k=0,1,2,... spelnia warunek n|a™+b", gdyz wynika to z podzielnosci 2k|22k, ktéra
jeset natychmiastowa konsekwencja nieréwnosci 2% > k.

Zalézmy z kolei, ze liczby a i b sa nieparzyste. Wowezas a®+b? =2 (mod 4) oraz
a®+b% > 2, wiec istnieje nieparzysty dzielnik pierwszy p|a? +b?. Dalej rozumujemy
jak w punkcie 1.: Rozpocznijmy od wartosci n=2. Nastepnie przypusémy, ze liczba

parzysta n spelnia podzielno$é n|a™+0". Wtedy liczby n oraz a™+b" sa parzyste
n n

i niepodzielne przez 4, wiec liczba ma nieparzysty dzielnik pierwszy p. Liczba

m=pn jest w tej sytuacji wicksza od n oraz réwniez spetnia m|a™ +0™.

12. Wyznaczy¢ najmniejsza liczbe pdl, jakie nalezy pomalowaé na czerwono
w tablicy o wymiarach 2007 x 2007, tak aby w kazdym kwadracie 4 x 4 ztozonym
z poél tablicy co najmniej potowa pél byla czerwona.

Rozwigzanie

Odpowiedz: 2012017.

Udowodnimy ogdlniej, ze najmniejsza mozliwa liczba pol w tablicy o wymiarach
(4k+3) x (4k+3) dla k > 1 jest réwna 8k +8k+1.

Wskazemy najpierw pokolorowanie, w ktérym dokladnie 8k% 48k -+1 pél jest
czerwonych. Wprowadzmy w tabeli uktad wspolrzednych, numerujac kolumny i wier-
sze liczbami 1, 2, ..., 4k+ 3, i pomalujmy na czerwono te pola tabeli, ktérych obie
wspolrzedne sa parzyste lub co najmniej jedna wspélrzedna jest podzielna przez 4
(zob. rys. 8). Jest widoczne, ze kazdy kwadrat 4 x 4 zawiera dokladnie 8 czerwonych
pol (7 pdl pochodzacych z poziomych i pionowych linii oraz jedno ,pojedyncze”
czerwone pole).




W takiej konfiguracji mamy k kolumn sktadajacych sie z 4k+3 czerwonych pol,
k+1 kolumn skladajacych sie z 2k+1 czerwonych pél oraz 2k+2 kolumn sktadajacych
sie z k czerwonych pdl. Zatem laczna liczba czerwonych poél wynosi

k(4k+3)+ (k+1)(2k+1) + (2k +2)k = 8k* + 8k + 1.

Rozpatrzmy teraz dowolne pokolorowanie tablicy (4k+3) x (4k+3) spelniajace
warunki zadania, w ktérym jest m czerwonych pél. Rozszerzmy te tablice do tablicy
(4k+4)x (4k+4) dodajac wiersz i kolumne o numerze 4k+4. Dodalismy wiec do tabeli
2(4k+4) —1=8k+7 pol; pomalujmy wszystkie te pola na czerwono. Rozszerzona
tabela zawiera wiec m+8k+7 czerwonych pél.

rys. 9

7 drugiej strony, rozszerzona tabela réwniez ma taka wlasnosé¢, ze w dowolnym
kwadracie 4 x 4 co najmniej polowa pdl jest czerwona. Aby to udowodnié, zauwazmy,
ze kwadrat 4 x 4, nie zawierajacy sie w wyjéciowej tabeli, mozemy przesunaé o jeden
wiersz do gory lub o jedna kolumne w lewo, tak by zawieral si¢ w wyjsciowej tabeli
(zob. rys. 9); kwadrat przesuniety z zalozenia zawiera co najmniej 8 pél czerwonych,
wiec ze wzgledu na to, ze wszystkie dodane pola sa czerwone, kwadrat sprzed przesu-
niecia réwniez musi zawiera¢ co najmniej 8 pdl czerwonych. Tablice (4k+4) x (4k+4)
mozna podzieli¢ na (k+1)? parami roztacznych kwadratéw 4 x4, z ktérych kazdy, jak
udowodnilidmy, zawiera przynajmniej 8 czerwonych pél. Wobec tego w rozszerzonej
tablicy jest co najmniej 8(k+1)? czerwonych pdl. Otrzymujemy zatem nieréwnosé

m+8k+7>8(k+1)? =8k* + 16k +8,
skad dostajemy m > 8k%+8k+1.
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13. Liczby dodatnie a, b, ¢ spelniaja warunek abc =1. Wykazaé, ze
b
¢ + -+ 4 <ab+b3c+cla.
b a ¢

Rozwigzanie
Sposdb 1

Wystarczy udowodni¢ dla dowolnych liczb dodatnich a, b, ¢ nier6wnosé
c
b

Przymujac a=x3, b=13, ¢ = 2> zapisujemy powyzsza nieréwnoéé w postaci

b
(abc)% (g—i—f—i— ) <adb+bic+cta.
c a

(1) e ytzy e+ 2Tt <2yP 4023 + 2023
Na mocy nieréwnosci miedzy érednia arytmetyczna i geometryczng mamy
2y %Py % %28 > 21((2%3) O (10 23) 1 %2 31 =2127y .
16 4
Stad i z dwdch analogicznych nieréwnosci dostajemy

1

zytz < 57 (162993 + 492 23 + 2%23),
1

y 2tr < 51 (169°23 +42%2% + 2%93),
1

2Tty < 31 (162923 +42%> +4°23).

Sumujac stronami otrzymujemy nieréwnosé (1), czyli teze zadania.

Sposob 1T
7 zalozenia abc =1 wynika, ze dla pewnych liczb dodatnich z, y, z mamy
x Y z
a=—, b=2%, c=—
Yy z x

(mozemy przyja¢ np. z=ab, y=>, z=1). Dang w tresci zadania nier6wno$¢ mozemy
teraz przepisa¢ w postaci
3 3 3

z z T T T z z°
,.,+y.g+f.7<73.g+y73.7+73.f
zy zzx yz yz 2ax a2y
lub réwnowaznie
5,03, 32"yt
PP+
y z x
Ostatnia nieréwnos$¢ wynika z nieréwnosci dla ciagéw jednomonotonicznych prze-
ciwnie uporzadkowanych. Mianowicie ciagi (z*,y*,2%) oraz (%,%,%) sa przeciwnie
uporzadkowane, wigc
4,4 4 4 .4 4 4 L4 4
x z x z x z
1‘3+y3+2’3=[; g 1}<{; % 1}=*+y*+*~
x Y z Y z T Yy z x



14. Niech p(n) oznacza najwiekszy dzielnik pierwszy liczby calkowitej n > 1.
Dowieéc¢, ze dla nieskonczenie wielu liczb catkowitych n > 1 zachodza nieréwnosci

p(n) <p(n+1)<p(n+2).

Rozwigzanie
Niech ¢ bedzie nieparzysta liczba pierwsza. Rozpatrzmy ciag
+1, ¢+l ¢+l ¢+,
Wyrazy tego ciagu sa parzyste i niepodzielne przez 4. Ponadto najwiekszy wspdlny
dzielnik dowolnych dwéch réznych wyrazéw wynosi 2 (gdyz wigkszy z nich daje
reszte 2 z dzielenia przez mniejszy). Zatem istnieje najmniejsza taka liczba catkowita
dodatnia k, ze liczba q2k + 1 ma dzielnik pierwszy wiekszy od ¢. Przyjmijmy
n=¢" —1=(g- D+ 1@+ D(¢* +1)...(¢" +1),

Czynniki g—1 1 ¢+1 w powyzszym iloczynie nie maja dzielnikow pierwszych wigk-
szych od g, za$ z okreslenia liczby k wynika, ze to samo mozna powiedzie¢ o pozo-
statych czynnikach. Zatem p(n) <q =p(q2k) =p(n+1). Ponadto liczba n+1= 2 +1
ma dzielnik pierwszy wigkszy od ¢, skad p(n+1) <p(n—+2).

Dla réznych liczb pierwszych ¢ otrzymujemy rézne wartosci n+1= qzk. Wobec
tego liczb n spelniajacych warunki zadania istnieje nieskonczenie wiele.

15. Dane sa liczby rzeczywiste x1, o, ..., ;. Udowodnié, ze mozna kazda
z tych liczb pomalowaé na czerwono albo na zielono w taki sposob, ze kazda tréjka
(Ti,Tip1,xi42) dla i=1,2,...,n—2 zawiera liczby obu koloréw oraz suma S liczb
czerwonych spelnia nieréwnosé

151> < (lza ]+ [za] +. .+ |2a]).

| =

Rozwigzanie
Wprowadzmy nastepujace oznaczenia:

M = |x1|+ x|+ ..+ ]|zn]
oraz
a; =suma tych liczb z; (j=1,2,...,n), dla ktérych z; >0 oraz j=¢ (mod 3),
b; =suma tych liczb z; (j=1,2,...,n), dla ktérych z; <0 oraz j=¢ (mod 3),
dla 1=1,2,3. Zachodzi wéwczas rownosé
2M = (a1 +a2)+(az+a3)+ (az+ar) — (by +b2) — (b +b3) — (b +b1).
Zatem co najmniej jeden z szeSciu sktadnikéw wypisanych w nawiasach ma wartosé

bezwzgledna nie mniejsza niz %M . Dla ustalenia uwagi przyjmijmy, ze

1
a1 +ag > §M
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Mozemy ponadto przyjaé, ze
la1 +az| > |b1 +bs

(w przeciwnym razie zmienimy znaki liczb z1, 2, ..., ,, co nie wplynie na praw-
dziwosé tezy). Wobec tego mamy

1
(a1+ag+b1)+ (a1 +ag+bo) =ar +az+[(ar +az)+(by +b2)] > a1 +az > §M'

Stad wynika, ze co najmniej jedna z liczb aj +as + b1, a1 +as +bs jest réwna co
najmniej éM . Bez zmniejszenia ogdlnosci rozumowania przyjmijmy, ze

1
ay+az+by > EM.

Pomalujmy teraz na czerwono te liczby xy, dla ktérych k=1 (mod 3) oraz te liczby
x>0, dla ktérych k=2 (mod 3); pozostale liczby pomalujmy na zielono. Wowczas
kazda tréjka (z;,z;yr1,242) dla i =1,2,...,n—2 zawiera liczbe czerwona i zielona:
istotnie, liczba x;, ktérej wskaznik daje reszte 1 z dzielenia przez 3, jest czerwona, za$
liczba, ktérej wskaznik dzieli sie przez 3, jest zielona. Ponadto suma liczb czerwonych
jest réwna S=|S|=a1+az+b; > %M. Zatem warunki zadania sg spelnione.

16. Rozstrzygnad, czy istnieje taki skonczony zbior kot na ptaszczyznie o parami
roztacznych wnetrzach, ze kazde z danych kot jest styczne do dokladnie 5 sposréd
pozostatych kot.

Rozwigzanie

Odpowiedz: Tak.

Rozpatrzmy dwunastoscian foremny i sfere s styczna do wszystkich jego krawe-
dzi ($rodkiem sfery s jest $rodek symetrii dwunasto$cianu, na sferze leza za$ srodki
jego krawedzi). Wowczas przekrojem kazdej $ciany dwunasto$cianu ze sfera s jest
okrag wpisany w te Sciane. Kazda Sciana jest pigciokatem foremnym, wiec okrag
wpisany w $ciane jest styczny do 5 sposréd pozostalych jedenastu okregéw. Dla
kazdego okregu wypelnijmy mniejsza cze$é sfery s ograniczona przez ten okrag (be-
dziemy wypelniona cze$é uwazaé za ,wnetrze” okregu na sferze). Otrzymujemy wiec
uktad 12 wypelnionych okregéw na sferze s, przy czym zadne dwa nie maja wspol-
nych punktéw wewnetrznych i kazdy wypelniony okrag jest styczny do dokladnie 5
spoérod pozostalych okregdw.

Rozwazmy teraz rzut stereograficzny z pewnego punktu P tej sfery, ktéry nie
nalezy do zadnego wypelnionego okregu, na pewna ptaszczyzne 7. Poniewaz rzut ten
przeprowadza okregi lezace na sferze s nie przechodzace przez punkt P na okregi
lezace na plaszczyznie 7, wigc obrazem kazdego z wypelnionych okregéw na sferze
s bedzie kolo na plaszczyznie m. W ten sposéb otrzymujemy uklad 12 kél na plasz-
czyznie 7, z ktérych kazde dwa maja roztaczne wnetrza i kazde koto jest styczne do
doktadnie 5 sposrod pozostalych kot.
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17. Rozstrzygnad, czy réwnanie
2 +5=y>
ma rozwiazanie w liczbach catkowitych z, y.

Rozwigzanie

OdpowiedZ: Nie.

Zalézmy nie wprost, ze dane réwnanie ma rozwigzanie x, y.

Gdyby liczba z byla nieparzysta, to y®> =22 +5=1+5=2 (mod 4), co nie jest
mozliwe. Zatem 4|22, a wiec y>=0+5=1 (mod 4), a to pociaga y=1 (mod 4). Stad

r=2k, y=4l+1 dla pewnych catkowitych k,!.
Wykonujemy teraz nastepujace przeksztalcenia:
(2k)*45=(41+1)3,
4k? 5= 641 +481* + 121 +1,
4(k*+1) = 4(161° +121* +31),
k% 4+1=1(161>+121+3).

Ostatnia réwnoéé nie moze mieé miejsca, gdyz liczba 1612 4121+ 3 daje reszte 3
z dzielenia przez 4, zatem posiada przynajmniej jeden dzielnik pierwszy postaci
4n+3, natomiast liczba k?+1 takich dzielnikéw mieé nie moze (w przeciwnym razie
mieliby$émy kongruencje k?=—1 (mod 4n+3) i k"2 =(—1)?""1=—1 (mod 4n+3),
co jest sprzeczne z malym twierdzeniem Fermata).

18. Rozpatrujemy nastepujace figury zlozone z pieciu kwadratéw jednostko-
wych: takie jak na ponizszym rysunku

oraz figury otrzymane z powyzszej przez obroty (ale nie przez odbicia symetryczne).
Rozstrzygnaé, czy mozna wypelni¢ takimi figurami kwadrat rozmiaru 44 x 44
z usunietym jednostkowym kwadratem naroznym.

Rozwigzanie

OdpowiedZ: Nie.

Kwadrat 44 x 44 podzielmy na kwadraty jednostkowe. W kwadrat jednostkowy
znajdujacy sie na przecigciu k-tego wiersza i m-tej kolumny wpiszmy taka liczbe
re{1,2,3,4,5}, ze 2k+m=r (mod 5). Wéwczas dowolna figura opisana w tresci
zadania przykrywa pie¢ kwadratéw jednostkowych, wsrod ktorych doktadnie raz
wystepuje kazda z liczb 1, 2, 3, 4, 5 (zob. rys. 10).

Gdyby mozna bylo wypeié¢ takimi figurami kwadrat 44 x 44 z usunietym kwa-
dratem naroznym, to kazda z liczb 1, 2, 3, 4, 5 wystepowalaby tam tyle samo razy.
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Wykazemy, ze tak nie jest. Oczywiscie bez ograniczenia ogélnosci rozumowania mo-
zemy przyjac, ze usuwamy kwadrat narozny znajdujacy sie w lewym gdérnym rogu.

112(3(4]|5(1[2|3)4(5|11|2](3
3145|1123 |4|5|1|2]13|4]|5
511123451234 (5[1(2
2131451234 |5(1(2(3|4
4151112314 |5(11]2|314|5]|1
112(314|5)1(2|3|4|5|1]2](3
314151123 |4|5|1]|2(3|4]|5
rys. 10

Kazdy prostokat 5 x 1 zawiera doktadnie jeden raz kazda z liczb 1, 2, 3, 4, 5.
Ponadto kwadrat 44 x 44 mozemy podzieli¢ na prostokaty o wymiarach 4x 4 (zawiera-
jacy lewy gorny rég), 40 x4 (zawierajacy prawy gérny rég) oraz 44x40. Dwa ostat-
nie prostokaty oczywidcie mozna podzieli¢ na prostokaty 5x1, wiec kazda zliczb
1,2, 3, 4, 5 wystepuje w nich tyle samo razy. Pozostaje zauwazy¢, ze w kwadracie 4 x4
po usunieciu pola naroznego (zob. rys. 10) liczby 1, 2, 3, 4, 5 wystepuja odpowiednio
2, 3, 4, 3, 3 razy. Wobec tego poszukiwane wypelnienie nie jest mozliwe.

19. Przekatne trapezu ABCD o podstawach AB i C'D przecinaja siec w punk-
cie E/. Punkt P lezy wewnatrz tego trapezu, przy czym

JAPD =<4BPC =90°.
Wykazaé, ze punkty P i E leza na prostej prostopadlej do podstaw danego trapezu.

Rozwigzanie
Niech K i L beda odpowiednio rzutami prostokatnymi punktéw C' i D na proste
BD i AC. Niech ponadto proste DK i C'L przecinaja sie w punkcie @ (zob. rys. 11).

D

rys. 11
Punkty D, K, L, C leza na jednym okregu o érednicy DC, wigc zachodzi réwnosé
(1) QK-QD=QL-QC.
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Zauwazmy, ze punkt K lezy na okregu oy o srednicy DA, za$ punkt L lezy na okregu
09 0 $rednicy BC. Wobec tego réwnosé (1) oznacza, ze punkt @ lezy na osi potegowej
okregéw 01 1 03. Oznaczmy te oS przez m.

Prosta m jest prostopadta do podstaw danego trapezu, gdyz $rodki okregéw o1,
02 Wyznaczaja prosta réwnolegla do podstaw. Ponadto z prostopadioéci DK 1 EC,
CL 1 ED wynika, ze @Q jest punktem przeciecia wysokosci trojkata DEC. W zwiazku
z tym punkty F i @ leza na prostej prostopadlej do C'D, a zatem punkt E lezy na
prostej m.

Na koniec zauwazmy, ze punkt P wyznaczony przez warunek dany w tresci
zadania jest punktem przeciecia okregéw o1, 02, czyli lezy na ich osi potegowej m.
Wobec tego m jest prosta, o ktorej mowa w tezie zadania.

20. Dowiesé, ze dla dowolnej liczby catkowitej n > 1 wielomian
W(z)= (2> +13)(2? +2?)(2? +3%) ... (2* +n?) +1
nie jest iloczynem wielomianéw stopnia dodatniego o wspoétczynnikach catkowitych.

Rozwigzanie

Sposob I

Przypu$émy wbrew tezie, ze istnieje rozklad W (z) = Py (z)Pa(x). W szczegdl-
nosci wynika stad, ze n > 2. Bez ograniczenia ogélnosci mozemy ponadto zatozy¢, ze
wielomiany P;, P, sa unormowane.

Ustalmy warto$é¢ k € {2,3,...,n} i podzielmy wielomiany P;(x), Pa(x) z reszta
przez wielomian 22 + k2. Otrzymamy

Pi(z)=(2*+k*)Gi(2) + Ri(z),  Pow) = (2 +k*)Ga2(z) + Ra(),
gdzie Ry(z)=a1x+b1, Ra(x) = asx +be, przy czym wspolczynniki a, b1, as, by sa
catkowite. Mamy woéwczas
W (z) = (2® +k*)[(2® + k) G1(2) G2 (2) + G (2) R (2) + Ry () Ga(2)] + Ri (2) Re ().
Wielomian W (z)—1 jest podzielny przez x?+k?, zatem z powyzszej réwnoéci wynika
istnienie takiej liczby catkowitej c, ze
Ri(2)Ry(x) = a1asx® + (a1ba 4 asby )z +b1by = c(x? + k) + 1= ca?® + (ck* +1).
Widzimy, Ze a1by = —agby, zatem liczba —c(ck®+1) = —ajazb1by = (a1b2)? jest kwa-
dratem, co wymusza ¢ =0, bo w przeciwnym razie lewa strona jest ujemna (jest to
oczywiste dla ¢ >0, a gdyby ¢< 0 i ck?+1> 0, uzyskalibyémy c=—1, k=1, co prze-
czy wyborowi k). To dowodzi, ze Ry (z)Ra(x) =1, co z kolei pociaga R;(x) = Ra(z).
Wobec tego
Py(x) — Po(z) = (22 + k) (G1(z) — Go(x)).

Réznica Py (z) — Py(z) dzieli si¢ wige przez H(z) = (22 +22)... (22 +n?).

Mamy deg H=2n—2, wiec mozemy przyjaé, ze deg P; >2n—2. Poniewaz iloczyn
W (z)=P;(z)P2(x) jest wielomianem stopnia 2n nie majacym pierwiastkow rzeczywi-
stych, musi zachodzi¢ deg Py =2n—2, deg P, =2. Skutkiem tego deg (P, —P)=2n—2
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oraz Py (z) =bH (x)+ Py(z) dla pewnej liczby rzeczywistej b, co prowadzi do
W(z) = (2®4+1)H(x) +1= Py (2)Py(x) = bH (x) Py (z) + (Pa(x))?
i w konsekwencji
(2 +1-0Py(2))H(z) = (P2(2))* = 1= (Pa(x) +1)(Pa(z) — 1).

Dla dowolnej liczby k€{2,3,...,n} otrzymujemy na mocy podzielnoéci 2 +k?|H (z),
ze 22+ k?|Py(z) +1 lub 22+ k?|P2(z) — 1. Wielomian P, jest unormowany, zatem
musi zachodzi¢ Ps(z) =22+ k?+1 dla kazdego k € {2,3,...,n}. Jest to oczywiscie
niemozliwe dla n > 3.

Pozostaje jeszcze spostrzec, ze dla n=2 z powyzszego rozumowania uzyskujemy
Py(z) =2?+3 lub Py(x) =2%+5, ale zaden z tych wielomianéw nie jest dzielnikiem
W (z) =2* + 522 +5. Rozwiazanie jest wigc zakoficzone.

Sposdb 1T

Podobnie jak w sposobie I zakladamy, ze istnieje rozklad W (x) = Py (x)Ps(z)
na wielomiany o wspétczynnikach catkowitych. W szczegdélnosci wiec n > 2.

Dla dowolnej liczby k=2,3,...,n liczba zespolona ki spelnia zaleznosé

Py (ki) Po(ki) =W (ki) =1.
Zauwazmy teraz, ze liczby Py (ki), Py(ki) sa postaci a+ bi, gdzie a, b sa liczbami
catkowitymi, a ponadto czedci urojone tych liczb sa podzielne przez k. Poniewaz
jedynymi rozkltadami liczby 1 na iloczyn liczb zespolonych o catkowitej czesci rze-
czywistej 1 urojonej sg rozklady
== (1) (1) =i (),

wigc wynika stad, ze P;(ki) = Pa2(ki) ==£1. Wobec tego liczba ki jest pierwiastkiem
wielomianu Pj(x) — Po(x). Analogicznie rozumujemy dla liczby —ki. Stad wniosek,
ze

(x—ki)(x+ki) =22 +k?| P () — Pa(),
wiec otrzymujemy podzielnosé
H(x)|Pi(x)— Pay(z), gdzie H(z) = (2?+2%) (2?2 +3%)... (2% +n?).
Przyjmijmy, ze P;(z)— Pz(x)=H(x)G(x). Wielomian G ma oczywiscie wspdlczyn-
niki catkowite, gdyz H jest wielomianem unormowanym. Widzimy, ze wielomiany
P, i P, maja stopien najwyzej 2n—1, a H jest wielomianem stopnia 2n — 2.
To oznacza, ze G jest wielomianem stalym badz stopnia pierwszego. Iloczyn liczb
Py(4) i Pa(i) jest réwny 1, wiec patrzac na wypisane wezedniej rozktady liczby 1 na
iloczyn stwierdzamy, ze réznica Py (i) — Pa(i) jest réwna 0 lub £2¢. Wobec tego
2> |Pi(i) — P(i)| = (¢ +2%)(i* + 3%) ... (> +n?)G(i)| =
=(22-1)(3%-1)...(n* = 1)|G(9)).

Poniewaz liczba G(i) ma calkowita cze$¢ rzeczywista i urojona, wiec G(i) =0 albo
|G(4)| > 1. Z powyzszej nieréwnosci wynika wiec, ze musi by¢ G(i) =0. Poniewaz G
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jest wielomianem o wspolczynnikach rzeczywistych stopnia co najwyzej pierwszego,
wymusza to G=0. Ale w takim razie Pj(x) = P2(x), co daje

(n)?+1=W(0) = P1(0)P2(0) = (P1(0))?,

i dostajemy sprzecznosé, bowiem liczba (n!)?+1 nie moze byé kwadratem liczby
catkowitej.

21. Dany jest taki szeSciokat wypukly ABCDFEF, ze pola tréjkatéw ACE
i BDF sa rowne. Dowie$é, ze proste taczace srodki przeciwleglych bokéw danego
szesciokata przecinajg sie w jednym punkcie.

Rozwigzanie

Niech K, L, M, N, O, P beda odpowiednio $rodkami odcnikéw AB, BC, CD,
DE, EF, FA i przyjmijmy, ze proste KN i LO przecinaja siec w punkcie ). Niech
ponadto S bedzie srodkiem odcinka FB. Wéwczas

(KLS] = i[ACE} - i[BDF] —[SNO,

gdzie [F] oznacza pole figury F. Zatem na mocy zadania 10 z zawodéw indywidual-
nych zastosowanego do czworokata K LNO, $rodki X, Y, Z odpowiednio odcinkdéw
@S, KO, LN leza na jednej prostej.

Poniewaz czworokaty PK.SO i M LSN sa réwnolegltobokami, wiec punkty Y, Z
sg $rodkami odpowiednio odcinkéw SP i SM. Zatem jednokladno$é o srodku S
i skali 2 przeprowadza wspoétliniowe punkty X, Y, Z odpowiednio na wspoétliniowe
punkty @, P, M. Wobec tego prosta PM przechodzi przez punkt Q.

22. Wykazaé, ze dla dowolnych liczb dodatnich a;, as, ..., a, spelniona jest
nier6wnosé
a‘I’ ag n af’l ay+ag+...+a,
a24aras+a2  ad+asaz+a® T a2 4ana;+a? 3 '
1 142 2 2 203 3 n ntl 1
Rozwigzanie

Zauwazmy, ze liczby
n

3 3
a; Ait1
3 3 oraz 5
= a; +a;ai41 —|—ai+1 a +a;a;+1 —|—a1+1

sg réwne, poniewaz ich réznica wynosi

n 3_ .3
a; — Qi B —a
2 2 1,+1
Za. i’ Z
i=1 it

A;Qi41 +a’i+1 =1

Zatem wystarczy udowodnié¢ nieréwnosé

al+a3 as+a3 al+a3 >2
5 5 5 5 +. ﬁ/f(al—l—ag—l—...—i-an).
aji+aiax+a; asz+asaz+ag a?+anar1+aj = 3
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Poniewaz za$ dla dowolnych liczb dodatnich x, y zachodzi nier6wnosé
2343 _ Tty
24zy+y2 3
(po uproszezeniu przyjmuje ona réwnowazna postaé 2(z+y)(z —y)% > 0), wiec pod-
stawiajac  =a;, y =a;+1 1 sumujac stronami dla i =1,2,...,n otrzymujemy teze.

b

23. Dowiesé, ze istnieje taka liczba calkowita dodatnia n, ze liczba
n*+nd4+n?4+n+1
ma co najmniej 2007 réznych dzielnikéw pierwszych.

Rozwigzanie

Sposob I

Oznaczmy W (z)=x*+23 +22 +2+1. Wykazemy najpierw, ze zbiér liczb pierw-
szych bedacych dzielnikami przynajmniej jednej z liczb W (1), W(2), ... jest nieskon-
czony.

Gdyby liczby p1, p2, ..., pr byly wszystkimi liczbami pierwszymi dzielacymi
przynajmuiej jedna z liczb W (1), W(2), ..., to liczba W (p1p2...pk) jako liczba cal-
kowita wigksza od 1 musialaby dzieli¢ si¢ przez jedng z nich. Z drugiej strony, liczba
ta daje reszte 1 z dzielenia przez kazda z tych liczb pierwszych, gdyz

W(pipa...px) = 1+pipa...pr(1+pipa...px +Pip5 - R +0i05 . DY),
i otrzymujemy sprzecznos¢.
Wobec tego istnieja takie rézne liczby pierwsze qi, qo, ..., g2007 oraz liczby
catkowite dodatnie ny, ns, ..., ngor, %€

qi|W(n;) dla i=1,2,...,2007.
Na mocy chinskiego twierdzenia o resztach istnieje taka liczba caltkowita n, ze
n=n; (modg;) dlai=1,2,...,2007.

Poniewaz zas W jest wielomianem o wspdlczynnikach catkowitych, wigc zalezno$é
a="b (mod d) pociaga W(a) =W (b) (mod d). W zwiazku z tym mamy

W(n)=W(n;)=0 (mod g) dlai=1,2,...,2007,
i widzimy, ze liczba n spelnia wymagania zadania.
Sposob IT
Tak jak poprzednio, oznaczmy W (x)=2*+2%+2%+2+1. Dla n>1 mamy
n®—1 nt0—1 n’—1 nb+1 n®+1
W(n) = W (n2) = = . =Wi(n)- .
(n) n_1 % (") n2—1 n—-1 n+l1 (n) n+1
n®—1 n®+
Ponadto jezeli n jest liczba parzysta, to liczby ] oraz 1 sa wzglednie pierw-
n— n

sze. Istotnie: jesli d jest ich wspdélnym dzielnikiem dodatnim, to jest tez dzielnikiem
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nieparzystych liczb n® —1 i n®+1 réznigcych sie o 2, skad wynika d =1. Wobec
tego liczba W (n?) jest podzielna przez W (n) i ma dzielnik pierwszy, ktory nie jest
dzielnikiem liczby W (n). Przyjmijmy teraz

ar=22" dlak=1,2,...,2007.

Wéwezas dla k>1 mamy ap=aj_,, zatem w my$l wezedniejszego spostrzezenia liczba
W (ar) ma co najmniej jeden dzielnik pierwszy wiecej niz liczba W (ax—1). Poniewaz
W(a1) =W (2) > 1, wiec przez prosta indukcje widzimy, ze liczba W (aggp7) ma co
najmniej 2007 dzielnikéw pierwszych. Liczba n = asgg7 spelnia wiec teze zadania.

24. Dana jest nieskoficzona rodzina zbioréow 3-elementowych. Udowodnié, ze
jezeli kazde dwa z tych zbioréw maja niepusta czesé wspdlna, to istnieje taki zbior
2-elementowy, ktéry ma niepusta cze$¢ wspolna z kazdym zbiorem z tej rodziny.

Rozwigzanie

Niech {a,b, c} bedzie jednym z danych zbior6w. Gdyby kazdy z elementéw a, b, ¢
nalezal do skonczenie wielu pozostalych zbioréw z danej rodziny, to wsréd pozosta-
tych zbioréw istnialoby nieskoficzenie wiele zbioréw roztacznych ze zbiorem {a,b,c},
wbrew zalozeniom zadania. Mozemy zatem przyjacé, ze element a nalezy do nieskon-
czenie wielu zbioréw z rozpatrywanej rodziny.

Jesli element a nalezy do wszystkich zbioréw rodziny, to teza jest oczywiscie
spelniona. W przeciwnym razie mozemy bez ograniczenia ogélnosci rozumowania
przyjaé, ze wiréd danych zbioréw istnieje zbiér postaci {b,d, e}, przy czym elementy
d, e sa rézne od a.

Jezeli kazdy zbiér z rozwazanej rodziny zawiera element a lub b, to zbiér {a,b}
spelnia teze zadania.

W przeciwnym przypadku istnieje w danej rodzinie zbidr S nie zawierajacy zad-
nego z elementéw a, b. Zauwazmy, ze istnieje nieskonczenie wiele zbioréw rodziny
zawierajacych element a i nie zawierajacych elementu b (gdyz w przeciwnym ra-
zie istnialoby nieskoniczenie wiele zbioréw postaci {a,b,x} dla réznych elementéw x,
ale woéwczas jeden z takich zbioréw bylby rozlaczny ze zbiorem S i otrzymaliby-
$my sprzeczno$é z warunkami zadania). Kazdy z takich zbioréw ma niepusta cze$é
wspdlna ze zbiorem {b,d,e}. Wobec tego nieskonczenie wiele zbioréw danej rodziny
zawiera elementy a, d lub zawiera elementy a, e. Nie zmniejszajac ogdlnosci przypu-
$émy, ze istnieje nieskonczenie wiele zbioréw postaci {a,d,x} dla réznych wartosci x.
Kazdy zbiér danej rodziny ma niepusta czesé¢ z dowolnym zbiorem tej postaci, a za-
tem musi zawiera¢ element a lub d. W tej sytuacji zbiér {a,d} spelnia teze.

25. Liczby dodatnie a, b, ¢ spelniaja warunek
ab+bc+ ca < 3abe.
Udowodnié, ze prawdziwa jest nieréwnosé
A+ +S>a+b+ec.
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Rozwigzanie
Zalozenia przepisujemy w postaci

1 1 1
—+:4+=-<3.
a b ¢
Zatem na mocy nieréwnosci pomiedzy $rednia arytmetyczna i harmoniczna mamy
9
a+bt+cz +——7 23,
atyte
cO oznacza, ze
11 1
atbte>—+-+-.
a b c
Stad i z nieréwnosci Cauchy’ego-Schwarza uzyskujemy
1 1 1 1 1 1
w+b+d(7+*+*)<QH%+@V<U§+HM%%(7+*+*)
a b c a b ¢

skad wynika teza zadania.

26. Dana jest tablica rozmiaru 2n x 2n, w ktérej 3n pél pomalowano na czarno.
Wykazaé, ze mozna tak wybra¢ n kolumn oraz n wierszy, by kazde czarne pole
znalazlo sie w pewnym wybranym wierszu lub w pewnej wybranej kolumnie.

Rozwigzanie

Rozpatrzmy wszystkie mozliwe wybory n wierszy tablicy. Liczba takich wybo-
row wynosi (27’:), jest wiec skonczona. Wobec tego mozemy sposrod wszystkich tych
wyboréw nich wzia¢ pod uwage ten wybér, dla ktérego liczba czarnych pol w wybra-
nych wierszach jest najwigksza. Udowodnimy, ze wowczas w wybranych wierszach
znajduje si¢ co najmniej 2n czarnych pol.

Rzeczywiscie, gdyby w wybranych n wierszach bylo najwyzej 2n —1 czarnych
pol, to jeden z wybranych wierszy zawieralby najwyzej jedno czarne pole. Natomiast
w pozostalych n wierszach znajduje sie co najmniej n+1 czarnych pél, wiec jeden
z niewybranych wierszy zawiera co najmniej dwa czarne pola. To prowadzi jednak
do sprzecznosci ze sposobem wyboru n wierszy.

Tak wigc mozemy wybraé¢ n wierszy, w ktérych znajduje sie co najmniej 2n
czarnych pol. Pozostalych czarnych pdl jest najwyzej n, wiec bez problemu mozemy
wybraé n kolumn tak, by wszystkie czarne pola znalazly sie w wybranych wierszach
i kolumnach.

27. Tréjkat ABC' jest wpisany w okrag o. Punkty P i @ sa odpowiednio $rod-
kami tych tukéw BC i C'A okregu o, ktére nie zawieraja odpowiednio punktéw A i B.
Okrag s jest styczny wewnetrznie do okregu o oraz jest styczny do odcinkéw BC' i AC
odpowiednio w punktach D i E. Punkt R jest takim punktem, ze czworokat PCQR
jest réwnoleglobokiem. Wykazaé, ze punkty D, FE, R leza na jednej prostej.
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Rozwigzanie

Oznaczmy przez S punkt stycznosci okregéw o i s (zob. rys. 12) i weZmy pod
uwage jednokladnoéé j o érodku w punkcie S przeksztalcajaca okrag s na okrag o.
Przy jednoktadnosci j prosta BC przechodzi na prosta I réwnolegta do prostej BC
i styczna do okregu o. Punkt P jest srodkiem luku BC okregu o, wiec lezy on
na prostej [. Ponadto jednokladnos¢ j przeksztalca punkt stycznosci D na punkt
stycznoéci P. Wynika stad, ze punkty S, D, P leza na jednej prostej. Analogicznie
dowodzimy, ze punkty S, E, @ leza na jednej proste;j.

rys. 12

Proste AP i BQ sa dwusiecznymi odpowiednio katéw BAC i CBA, wiec prze-
cinaja sie w punkcie I, ktory jest srodkiem okregu wpisanego w tréjkat ABC.

Zastosujmy teraz twierdzenie Pascala dla ciggu punktéw S, P, A, C, B, Q.
Otrzymujemy wéwczas, ze punkty

D=SPNCB, I=PANBQ, E=ACNQS

leza na jednej prostej. Ponadto tréjkat DC'E jest réwnoramienny (odcinki stycznych
CD i CFE maja réwne dlugoéci), a prosta CI jest dwusieczna kata <DCE. To
oznacza, ze punkt I jest srodkiem odcinka DFE. Wobec tego proste C'I i DFE sa
prostopadle i do zakonczenia rozwiazania pozostaje wykazaé, iz proste CI1 i IR sg
prostopadte.

Jak wiadomo (zob. LI Olimpiada Matematyczna, Sprawozdanie Komitetu Giéw-
nego, Warszawa 2001, Dodatek E, str. 113), zachodza réwnosci PB = PC = PI. Po-
niewaz czworokat PCQR jest rownoleglobokiem, otrzymujemy réwnosé¢ QR = PI.
Podobnie uzyskujemy PR=QI. Zatem trojkaty PRQ i QIP sa przystajace. Punkt
M przeciecia przekatnych réwnolegloboku PCQR jest srodkiem kazdej z nich, wiec
dostajemy M R=M1I (w my$l udowodnionego przed chwila przystawania tréjkatow)
oraz MR=MC. W konsekwencji punkty R, I, C' lezag na okregu o Srednicy RC),
skad bezposrednio wynika zadana prostopadlos¢ CI L IR.
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28. Wyznaczy¢ wszystkie dodatnie liczby caltkowite n o nastepujacej wlasnosci:
Jezeli wzglednie pierwsze dodatnie liczby catkowite a i b sa dzielnikami liczby n, to
réwniez liczba a+b—1 jest dzielnikiem liczby n.

Rozwigzanie

Odpowiedz: Liczby 1 i 12 oraz potegi liczb pierwszych.

Nietrudno sprawdzié, ze liczby 1 i 12 maja zadana wlasno$¢. Maja ja rowniez
potegi liczb pierwszych: istotnie, jezeli wzglednie pierwsze dodatnie liczby catkowite
a i b sg dzielnikami potegi liczby pierwszej, to jedna z tych liczb musi by¢ 1, zatem
wyrazenie a+b—1 jest réwne drugiej z tych liczb, ktéra z zalozenia jest dzielnikiem
rozwazanej potegi.

Pozostaje udowodnié, ze sg to jedyne liczby o postulowanej wlasnosci.

Przypusémy, ze nieparzysta liczba n spelnia warunki zadania i niech p bedzie jej
najmniejszym dzielnikiem pierwszym. Zapiszmy liczbe n w postaci n = p*-m, gdzie
k>1 1 liczba m nie jest podzielna przez p. Liczby p i m sa wzglednie pierwszymi
dzielnikami liczby n, wiec liczba p+m —1 tez jest dzielnikiem liczby n.

Gdyby liczba p-+m—1 miata dzielnik pierwszy ¢ rézny od p, to liczba n=p*-m
bytaby podzielna przez ¢, a co za tym idzie — liczba m bytaby podzielna przez q.
Z podzielnosci ¢|p+m—1 oraz g|m otrzymaliby$my ¢|p—1, co nie jest mozliwe, gdyz
na mocy okreslenia liczby p mamy p <gq.

Zatem liczba p+m—1 jest potega liczby pierwszej p. Wobec tego liczby p+m—1
im sa wzglednie pierwszymi dzielnikami liczby n. Liczba (p+m—1)+m—1=p+2m—2
jest wiec dzielnikiem liczby n. Rozumujac analogicznie stwierdzamy, ze dzielnik ten
jest potega liczby pierwszej p. Przyjmijmy, ze

p+m—1=p° oraz p+2m—2=p°

dla pewnych wykladnikéw a,b>0. Jezeli m > 1, to zachodzi nier6wnos$é¢ b>a, z ktérej
na mocy powyzszych réwnoéci dostajemy

b— ~1
S b1 P

-1
+1=p +1>p“~T+1>pa+1>p"=p+m—1>m,

co jest sprzeczno$cig. Zatem m=1 i n=p" jest potega liczby pierwszej.

Rozpatrzmy z kolei przypadek, gdy n jest liczba parzysta; niech n=2"-s, gdzie
r>11 s jest liczba nieparzysta. Mozemy przy tym przyjac, ze s > 1, gdyz w przy-
padku s=1 liczba n=2" jest potega liczby pierwszej, a te mozliwosé¢ juz zbadaliSmy.
Liczba s oczywiscie réowniez spelnia warunki zadania. Wobec tego z poczatkowej
cze$ci rozwigzania wnioskujemy, ze s = p' dla pewnej nieparzystej liczby pierwszej p
i wyktadnika ¢ > 1.

Jezeli t >2, to liczby 2 i p? sa wzglednie pierwszymi dzielnikami liczby n i wobec
tego liczba p? +1 jest dzielnikiem liczby n. Jednakze liczba ta nie jest podzielna
przez p i daje reszte 2 z dzielenia przez 4. Z uwagi na réwnoéé n=2"-p' oznacza to,
ze p?+1=2, co jest oczywiscie niemozliwe. Zatem t =1.
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Jezeli r=1, to mamy n=2p. Ale wowczas liczby 2 i p sa wzglednie pierwszymi
dzielnikami liczby n, a liczba p+1 nie jest dzielnikiem liczby 2p.

Doszlismy wiec do wniosku, ze r > 2 oraz t =1. Liczby 2, 4 i p sa dzielnikami
liczby n=2"-p, zatem dzielnikami sg tez liczby p+1 i p+3. Jesli zadna z tych liczb
nie dzieli si¢ przez p, to obie musza by¢ potegami dwojki, co nie moze mie¢ miejsca,
gdyz liczby te réznia sie o 2 i sa wieksze od 2. Zatem jedna z liczb p+1, p+ 3 musi
by¢ podzielna przez p. Jest to mozliwe jedynie w przypadku p=3.

W efekcie n=3-2". Jezeli jednak r > 3, to liczby 8 i 3 sg dzielnikami liczby n,
a liczba 843 —1=10 nie jest dzielnikiem. Stad wynika, ze r =2, czyli n =12.

29. W tréjkacie ABC kat SABC jest rozwarty. Punkt F lezy na boku AC,
przy czym
AF =BF oraz JFBC =90°.

Punkty D i E sg odpowiednio $rodkami bokéw AB i BC'. Prosta przechodzaca przez
punkt F' i réwnolegta do boku AB przecina prosta DE w punkcie G. Dowied¢, ze
JGCB=<YACD.

Rozwigzanie
Na mocy warunkéw zadania trojkat ABF jest rGwnoramienny, co w polaczeniu
z zaleznoscia GF || AB daje (zob. rys. 13)

JCFG=9FAB=<FBA=YGFB.

rys. 13

Ponadto na podstawie twierdzenia odwrotnego do twierdzenia Talesa mamy
AC' || DE, zatem
IDGF =4CFG = YBFQG.

Jezeli wiec przez K oznaczymy punkt wspélny odcinkéw DG i BF, to tréjkat GKF
jest réwnoramienny. Tréjkaty KGF i KDB sa oczywiscie jednokladne wzgledem
punktu K, a wiec sg podobne. Ponadto na mocy warunkéw zadania proste F'D i AB
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sg prostopadle i w konsekwencji K D= K F. To dowodzi, ze tréjkaty KGF i KDB sa
przystajace. Laczac te spostrzezenia dochodzimy do wniosku, ze czworokat DBGF
jest prostokatem.
Réwnoéci $DBG = SFBC =90° pozwalaja wnioskowaé, ze SFBD = SGBC.
Tréjkat FFAB jest rownoramienny, wiec
(1) JCAB=4GBC,
a skoro tréjkat K DB tez jest rownoramienny, mamy rowniez
YEDB=<GBE,
co z kolei implikuje podobienstwo trojkatéw DBE i BGE. W takim razie
BG BE
BD DE’
Korzystajac teraz z podobienstwa tréjkatow DBE i ABC dostajemy
BG BG AD BG AD BE AD BC AD AD
BC AD BC BD BC DE BC AC BC AC’
Wraz z réwnoscia (1) pociaga to podobienstwo tréjkatow CAD i CBG, z ktérego
wynika teza zadania.

30. Wyrazy ciagu a1, ag, ... sg liczbami calkowitymi dodatnimi i kazda liczba
calkowita dodatnia wystepuje w tym ciggu dokladnie jeden raz. Ponadto

an+1 € {an—1,4a, —1} dlan=1,23,....
Wyznaczy¢ wszystkie mozliwe wartosci wyrazu asgo7-

Rozwigzanie

Odpowiedz: 1064 1 2088.

Rozpatrzmy dowolny wyraz a, danego ciagu. Jezeli liczba a, —1 wystepuje
wsréd wyrazéow ai, asg, ..., a, albo jest réwna 0, to na mocy warunkéw zadania
Wyraz a,41 hie moze by¢ réwny a, —1. W tym przypadku zachodzi wiec réwnosé
Gn41 = 4a, — 1. Przypusémy z kolei, ze liczba a,, —1 jest dodatnia i nie wystepuje

wsrod wyrazow ai, ag, ..., a,. Wtedy musimy mie¢ a,4+1 =a, —1; w przeciwnym
razie bytoby bowiem a; =a, —1 przy pewnym ¢ >n+1, gdyz kazda liczba natu-
ralna jest wyrazem danego ciagu. Jednak patrzac na ciag a,, ant1, .-, Gi—1, Q;

widzimy, ze dowolny wyraz w wypisanym ciggu jest albo wiekszy od poprzedniego,
albo o 1 mniejszy od poprzedniego, zatem wobec nieréwnosci a; < a, < @, 41 musieli-
bysmy mie¢ a; = a,, dla pewnego wskaznika n+1 < j <, wbrew zalozeniom zadania.

Udowodnilismy w ten sposob, ze kazdy odcinek poczatkowy aq, as, ..., a, jed-
noznacznie wyznacza wyraz a,41 zgodnie z nastepujacym wzorem:

(1) an—1, jezeli a, >1 oraz a, —1¢€{ay,aq9,...,a,},
da,—1, jezeli a, =11lub a, —1€{ay,aq,...,a,}.

W szczegdlnosci warto$é a; jednoznacznie wyznacza caly ciag a1, as, asg, ....
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Jezeli a; =m, to ze wzoru (1) otrzymujemy as=m—1, az=m—2, ..., 4y =1,
Gm+1 =3. Liczba 3 nie moze w danym ciagu wystgpowaé dwukrotnie, wiec m < 2.
Innymi stowy, a; € {1,2}.

Dla a; =1 otrzymujemy ciag 1, 3, 2, 7, 6, 5, 4, 15, 14, .... Przez prosta indukcje
widzimy, ze

an:3-2k—1—n dla 2F <n < 281

Poniewaz za$ 2'0 < 2007 < 2'!, dostajemy asgo7 = 3-2'° —2008 = 1064.
Dla a; =2 mamy ciag 2, 1, 3, 11, 10, 9, 8, 7, 6, 5, 4, 15, 14, 13, 12, 47, ..., ktéry
mozemy wyrazi¢ nastgpujaco:

o — gt _1—pn  dla 4k <n<3-4F,
" 7451 _1—n  dla 3-4F <n <4kt

Ponadto 4° < 2007 < 3-45, skad dostajemy asoo7 = 45 — 2008 = 2088.

31. Dane sa liczby catkowite ay, b1, c¢1, d;. Niech ponadto
aiv1=|a;=bi|, biy1=|bi—cil, cip1=l|ci—d;i|, diy1=|di—a
dla i=1,2,3,.... Wykazaé, ze istnieje taki wskaznik k, ze

ak:bk:ck:dkzo.

Rozwigzanie

Niech M bedzie najwieksza z liczb as, ba, ca, do. Wtedy liczby ayg, b, ck, di dla
k > 2 naleza do przedzialu (0; M). Istotnie: dla k=2 jest to prawda, a rozumujac in-
dukcyjnie widzimy, ze gdy ag, bk, cg,di € (0; M), to liczby agy1, bk+1, Cet1, dp+1 jako
wartosci bezwzgledne réznic dwéch liczb nalezacych do przedziatu (0; M) réwniez
naleza do tego przedzialu.

Wykazemy z kolei, ze liczby as, bs, c5, ds sa parzyste. Zauwazmy w tym celu,
ze z dokladnoécia do cyklicznego przestawienia istnieje 6 klas parzystosci kazdej
czworki liczb catkowitych (a;,b;,¢;,d;):

(P,P,P,P),(P,P,P,N),(P,P,N,N),(P,N,P,N),(P,N,N,N), (N,N,N,N),

gdzie P oznacza liczbe parzysta, zas N liczbe nieparzysta. Wykonujac bezposred-
nie rachunki w zaleznosci od klasy czworki (a1,b1,c¢1,d1) otrzymujemy nastepujace
wyniki:

(a1,b1,c1,d1) (az,bz,c2,d2) (as,bs,c3,ds) (as,bs,cq,ds) (as,bs,cs,ds)

(p,p,P,P) (P,P,P,P) (P,P,P,P) (P,P,P,P) (
(P,P,P,N) (N,P,P,N) (N,P,N,P) (N,N,N,N) (
(P,P,N,N) (P,N,P,N) (N,N,N,N) (P,P,P,P) (
(P’N7P7N) (N7N7N?N) (P7P7P7P) (P7P7P5P) (P"P?P?P
(P,N,N,N) (N,P,P,N) (N,P,N,P) (N,N,N,N) (
(N,N,N,N) (P,P,P,P) (P,P,P,P) (P,P,P,P) (
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Zatem liczby as, bs, c5, ds sa parzyste. Rozumujac analogicznie dowodzimy, ze liczby
ag, by, cg, dyg sa podzielne przez 4 i ogdlnie: liczby aq¢4+1, bary1, Cat+1, dar+1 Sa
podzielne przez 2¢ dla ¢t > 1.

Wybierzmy teraz taka liczbe calkowita dodatnia s, ze 2° > M. Wowczas liczby
ak, bi, ¢, di, gdzie k=4s+1, sa liczbami catkowitymi z przedziatu (0; M) podziel-
nymi przez 2°. Wynika stad, ze ar =br =cx =di =0.

32. Dane sg takie niezerowe liczby catkowite a, b, ¢, ze a+b+c=0. Wykazad,
ze dla kazdej liczby catkowitej dodatniej n prawdziwa jest podzielnosé

2 2 2
a2+b2+c2 | an +1+bn +1+Cn +1.

Rozwigzanie
Rozpatrzmy wielomian

W(z)=(z—a)(z—b)(z—c)=2>—pa®+qz—r.
Liczba a jest jego pierwiastkiem, wiec a3 =pa? —qa+r i w efekcie
am=pa™ t—qam 2 +ram 3 dla m > 3.
Powyzsza rownosé pozostanie prawdziwa, jezeli w miejsce a wpiszemy b lub c. Przyj-
mujac oznaczenie
Spn=a"+b"+c"

wnioskujemy stad, ze
(1) Sm =DSm-1—¢Sm—2+7Sm—3 dla m > 3.

Korzystajac ze wzoréw Viete’a otrzymujemy p=a+b+c=0 oraz

g=ab+bctca=3[(a+b+c)*—a®—b*—c*]=—1(a®+b*+ ).

Z réownosci a+b+c=0 wynika ponadto, ze liczby S, S3, S3, ... sa parzyste. Zatem
dla m > 3 réwnosé (1) daje

Sm=0Sm-1—GqSm_2+7Sm_3= —%(a2 +02 4+ S+ 1S3 =

=18 2-8+1S,_3=rS,_3 (modS,).

Jezeli wiec liczba S, _3 jest podzielna przez Ss, to liczba S, réwniez. Liczby S; =0
i .55 sa oczywiscie podzielne przez Ss. Stosujac indukcje dochodzimy wiec do wniosku,
ze liczba S, =a™ +b" +c™ jest podzielna przez Sy =a?+b?+c? dla wskaznikéw m
niepodzielnych przez 3. Poniewaz kwadrat liczby catkowitej nie moze dawac reszty 2
z dzielenia przez 3, wiec liczba n?+1 nie jest podzielna przez 3. Stad otrzymujemy
podzielno$é S5|S,21 dla dowolnego n, czyli teze zadania.

33. Dany jest skonczony podzbiér A zbioru liczb pierwszych oraz liczba calko-
wita dodatnia a. Wykazadé, ze istnieje tylko skonczenie wiele takich liczb catkowitych
dodatnich m, ze wszystkie dzielniki pierwsze liczby a™ — 1 naleza do zbioru A.
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Rozwigzanie

Przypusémy, wbrew tezie, ze istnieje nieskonczenie wiele takich liczb m, ze
wszystkie dzielniki pierwsze liczby a™ —1 naleza do zbioru A. Niech B bedzie zbiorem
wszystkich takich liczb m.

Oznaczmy A={q,q2,...,qx} 1 zalézmy, ze istnieja wykladniki r1, ro, ..., 7y
o nastepujacej wlasnosci: Jezeli m € B, to liczba a™ —1 nie jest podzielna przez
q?ﬁl dla ¢=1,2,... k. Poniewaz wszystkie dzielniki pierwsze liczby a™ — 1 naleza

do zbioru A, otrzymujemy stad, ze liczba a™ —1 jest dzielnikiem liczby ¢i'¢5*...¢q;".

To jednak nie moze mie¢ miejsca dla nieskorficzenie wielu wartosci m, a wigc poczat-
kowe zalozenie byto falszywe.

Istnieje wiec taka liczba pierwsza p € A, ze wérod liczb a™ —1 dla m € B mozna
znalez¢é liczbe podzielng przez dowolnie ustalona potege liczby p.

Niech teraz k bedzie dowolnym wyktadnikiem i wybierzmy taka liczbe catkowita
dodatnia h, by zachodzita nieréwnosé

(1) P> a® P g

Istnieje taka liczba m € B, ze liczba a™ —1 jest podzielna przez p".

Niech g bedzie najmniejsza taka liczba catkowita dodatnia, ze liczba a9 —1 jest
podzielna przez p". Wéwczas podzielnosé p"|a™ — 1 zachodzi wtedy i tylko wtedy,
gdy g|n. Korzystajac z twierdzenia Eulera otrzymujemy podzielnosci

p|ap71717 p ‘a(p Lp 17 p |a(p Lp 715 p4|a(p*1)p371’

W szczegdlnodei mamy p |a(p*1)ph_ —1, skad dostajemy podzielnosé g|(p—1)p"~*
Z nieréwnoéci (1) wynika, ze wyktadnik g jest wiekszy od (p—1)p*~1. Kazdy dzielnik
liczby (p—1)p"~! wigkszy od (p—1)p*~! jest wielokrotnogcia liczby p*. Wobec tego
p¥|g i tym bardziej p*|m. To oznacza, ze liczba a?’ —1 jest dzielnikiem liczby a™ —1.
Skoro wszystkie dzielniki pierwsze liczby a™ —1 naleza do zbioru A, to tym bardziej
wlasnosé te ma liczba a?’ 1.

UdowodniliSmy w ten sposéb, ze wszystkie dzielniki pierwsze kazdej z liczb

2 3
a’?—1, a® —1, o —1,

nalezg do zbioru A. ZblOI‘ ten jest skonczony, wiec istnieje taki wskaznik ¢, ze liczby
C=a’ —1oraz D=a?" —1 maja te same dzielniki pierwsze, a przy tym jezeli
kwadrat jakiejkolwiek liczby pierwszej jest dzielnikiem liczby D, to kwadrat tej liczby
pierwszej jest réwniez dzielnikiem liczby C. Poniewaz

D o -1

- = ati =1+a” +a® +.. . +a® D =141414+...41=p (modC),

C aP —1 —_———

P

wiec liczby C'i % nie maja wspolnych dzielnikéw pierwszych réznych od p. Ponadto
liczba % nie moze by¢ podzielna przez p? (w przeciwnym razie liczby C i D bytyby
podzielne przez p? i doszlibyémy do sprzecznosci z kongruencja g =p (mod C)).
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Liczba % jest jednakze wieksza od p. Musi zatem mieé dzielnik pierwszy, nie be-
dacy dzielnikiem liczby C. OtrzymaliSmy tym samym sprzecznos¢ z wczesniejszym
wnioskiem, ze liczby C' i D maja te same dzielniki pierwsze.

Rozwiazanie zadania jest wiec zakonczone.

34. Rozwazamy wszystkie takie pary liczb rzeczywistych (a,b), ze wielomian
P(z) =24 az® 4+ 2%+ bx+ 1

ma pierwiastek rzeczywisty. Wyznaczy¢ najmniejsza mozliwg wartosé sumy a2+ b2.

Rozwigzanie
Odpowiedz: 8.
Niech liczba rzeczywista ¢t bedzie pierwiastkiem wielomianu P. Na podstawie
nierownosci Cauchy’ego-Schwarza mozemy wéwczas napisacé
(@®4+8%)(t5+12) > (at® +bt)° = (P(t) = t* =242 —1)" = (¢* + 262+ 1)

Liczba t jest rézna od zera, gdyz P(0)=1. Wobec tego t5+t2>0 i stosujac nieréwnosé
m+n > 2¢/mn widzimy, ze

2
s (D T22) G NI
a Z 6 1 ¢2 Z 6 1 ¢2 - 6 1 ¢2 -

Z drugiej strony, wielomian P(z)=x*— 223+ 22? — 22+ 1 ma pierwiastek x =1,
a parametry a i b przyjmuja wartoéé —2, czyli badana suma jest réwna a?+b%=8.

35. Dany jest okrag o srodku w punkcie O. Odcinek AB jest cieciwg tego okregu
i nie jest jego Srednica. Cieciwa AC tego okregu przechodzi przez Srodek odcinka
OB. Proste OC' i AB przecinaja sie w punkcie P, zas proste OA i BC' przecinaja
sie w punkcie Q). Dowies¢, ze PC = AQ.

Rozwigzanie

Sposéb 1

Niech D bedzie punktem symetrycznym do punktu C wzgledem $rodka M od-
cinka OB (zob. rys. 14).
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Q
rys. 14

Czworokat OCBD jest wowczas réwnolegltobokiem; w szczegdlnosci zachodza
réwnoséci BD = CO = AO. Korzystajac teraz z réwnoleglosci DB || CP, DO || CQ
oraz z twierdzenia Talesa otrzymujemy

PC  AC AQ AC
BD AD " A0~ AD
_AQ
Stad wynika rownosé stosunkow —— BD — 40" ktéra w polaczeniu z uzyskana wezesniej

zalezno$cia BD = AO daje teze.

Sposdob 1T
Niech M bedzie $rodkiem odcinka OB, zas§ R — punktem przeciecia prostych
AC' i PQ (zob. rys. 15).

rys. 15

Proste AR, OP i B(Q przecinaja sie w punkcie C', zatem mozemy zastosowac
twierdzenie Cevy do tréjkata AOB. Otrzymamy
AQ OM BP _

QO MB PA
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Poniewaz OM = M B, dostajemy stad zaleznos¢
AQ AP

QO PB’

z ktérej wynika, ze trojkaty AOB i AQP sa jednokladne wzgledem punktu A. Jed-
nokladnosé ta przeprowadza punkt M na punkt R, zatem punkt R jest Srodkiem
odcinka PQ i w konsekwencji odlegtosci punktéw P i @ od prostej AR sa jednakowe.

7 drugiej strony, tréjkat AOC jest réwnoramienny, co daje SOAC = SOCA
i w efekcie odcinki AQ i CP tworza jednakowe katy z prostg AR. Poniewaz jedne
konce tych odcinkdéw leza na tej prostej, a drugie sa od niej jednakowo odlegte, wiec
odcinki te maja rowne dlugosci, co konczy rozwiazanie.

36. W pewnym panstwie jest n miast. Miedzy kazdymi dwoma z nich istnieje
doktadnie jedno z nastepujacych polaczen: kolejowe, autobusowe lub lotnicze. Wy-
kazac, ze istnieje taki $rodek komunikacji oraz co najmniej 5 takich miast, by za
pomocy tego $rodka mozna bylo odbyé podréz (niekoniecznie bezposrednia) miedzy
dowolnymi dwoma z nich.

Rozwigzanie

Rozpatrzmy wszystkie zbiory miast o nastepujacej wtasnosci: istnieje taki sro-
dek komunikacji, ze miedzy dowolnymi dwoma z tych miast mozna odby¢ podréz za
pomoca tego $rodka. Sposrdéd wszystkich takich zbioréw wybierzmy zbiér A o naj-
wiekszej mozliwej liczbie elemetow. Dla ustalenia uwagi przyjmijmy, ze miedzy do-
wolnymi dwoma miastami zbioru A mozna odbyé podréz kolejowa. Niech ponadto
B bedzie zbiorem wszystkich miast nie nalezacych do A.

Jezeli |[A| > 5, to rozwigzanie zadania jest zakonczone. W dalszej czeSci przyj-
mujemy wige, ze |B|> . Potaczenie migdzy miastami, z ktérych jedno nalezy do A,
a drugie do B, bedziemy nazywaé diugim. Z okreslenia zbioru A wynika, ze kazde
polaczenie dlugie jest potaczeniem autobusowym albo lotniczym.

WezZmy pod uwage zbior miast C' o najwiekszej mozliwej liczbie elementéw, ma-
jacy nastepujaca wlasnosé: Istnieje taki srodek komunikacji, ze miedzy dowolnymi
dwoma miastami zbioru C' mozna odby¢ podroéz tylko przez polaczenia diugie i uzy-
wajac jedynie tego $rodka komunikacji (przyjmijmy, ze jest to autobus). Polézmy
Ag=ANC, By=BNC. Z okredlenia polaczenia dlugiego wynika, ze zbiory Ag i By
sa niepuste.

Jezeli By = B, to z okreflenia zbioru C' wynika, ze miedzy dowolnymi dwoma
miastami zbioru B istnieje polaczenie autobusowe (byé¢ moze przechodzace przez
pewne miasto ze zbioru Ag). Poniewaz |B| > %, wigc teza zadania jest w tym przy-
padku spelniona. Przypusémy zatem, ze By # B.

Réwnosé Ap = A jest niemozliwa — w przeciwnym bowiem razie mieliby$my
|C| =1]Ao|+|Bo| > |Ao| = |A| wbrew maksymalnosci zbioru A. Zatem Ag # A.

Rozpatrzmy dwa miasta, z ktérych jedno nalezy do zbioru A\ A4, a drugie
do B\ By. Zalézmy, ze takie dwa miasta maja polaczenie lotnicze. Z maksymalnosci
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zbioréw A i C wynika, ze dowolne dwa miasta, z ktérych jedno nalezy do Ay, a drugie
do B\ By, albo z ktérych jedno nalezy do By, a drugie do A\ Ay, maja bezposrednie
potlaczenie lotnicze. Wéwcezas miedzy dowolnymi dwoma miastami istnieje potaczenie
lotnicze.

Pozostal wiec do zbadania przypadek, w ktérym dowolne dwa miasta, z ktérych
jedno nalezy do A\ Ay, a drugie do B\ By, maja bezposrednie polaczenie autobusowe.
Wowezas dowolne dwa miasta zbioru D = A\ AgU B\ By maja polaczenie autobu-
sowe. Ponadto dowolne dwa miasta zbioru C'= AgU By maja potaczenie autobusowe.
Jednak suma C'UD jest n-elementowym zbiorem wszystkich miast. Zatem |C|> 5
lub |D| > %, co koficzy rozwigzanie.

Zawody druzynowe:

1. Dany jest czworokat wypukly ABCD, ktérego przekatne przecinaja sie
w punkcie F. Punkty K, L, M, N sa odpowiednio srodkami okregdéw wpisanych
w tréjkaty ABE, BCE, CDE, DAE. Wykazaé, ze jesli w czworokat ABC' D mozna
wpisaé okrag, to na czworokacie K LM N mozna opisa¢ okrag.

Rozwigzanie

Oznaczmy przez I, J $rodki okregdéw wpisanych odpowiednio w trojkaty ABC
i ACD oraz niech S bedzie punktem stycznosci tych okregéw. Korzystajac z za-
dania 6 zawodow indywidualnych Obozu Naukowego ,,Zwardon 20067 zauwazamy,
ze punkty K, L, E, S leza na jednym okregu o; oraz ze punkty M, N, E, S leza
na jednym okregu op. Poniewaz K EL =<YMEN =90°, wiec $rednicami okregéw
01 1 02 sg odpowiednio odcinki KL i M N.

Oznaczmy przez T punkt przeciecia prostych KN i LM (jesli proste KN i LM
sa réwnolegle, dowdd przebiega analogicznie). Na mocy twierdzenia Gaussa-Boden-
millera okrag o Srednicy ET przechodzi przez punkt S. Zatem proste ST i AC sa
prostopadte, a to oznacza, ze prosta IJ przechodzi przez punkt T'.

Korzystajac teraz z twierdzenia Desarguesa (patrz dodatek F do sprawozdania
z L OM) dla tréjkatéw K LI i NMJ wnioskujemy, ze punkt X przecigcia prostych
KL i MN lezy na prostej AC. Wobec tego

XK-XL=XE-XS=XN-XM,
skad bezposrednio wynika, ze punkty K, L, M, N leza na jednym okregu.

2. Liczby dodatnie z, y, z spelniaja warunek
r+y+z+ayz=4.

Dowiesé, ze zachodzi nieréwnosé

S

)
Z zZ).
Vy+z zt+x Jrd+y o 2 Y
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Rozwigzanie

Sposob I

Udowodnimy najpierw nastepujacy

Lemat

Dla dowolnych liczb dodatnich a, b, ¢ zachodzi nieréwnosc¢
_abe > 4(ab+be+-ca) — (a+b+c)?.
a+b+c
Dowdd lematu
Przeksztalcamy réwnowaznie dana nieréwnosé:

(a+b+c)® —4(a+b+c)(ab+be+ca) +9abe > 0,
a® 4+ + ¢ +3ab(a+b) +3bc(b+ ) + 3ca(c+a) + 6abe—
—4ab(a+b) —4be(b+c¢) — 4ca(c+a) — 12abe+9abe > 0,
a® +b%+c® —ab(a+b) —be(b+c) —calc+a) +3abe >0,
ala=b)(a—c)+bb—a)(b—c)+c(c—a)(c—b) > 0.
Mozemy bez utraty ogdlnoéci rozumowania przyjaé, ze a <b<c. Wowczas mamy
ala—b)(a—c) >0 oraz
b(b—a)(b—c)+clc—a)(c—b)=(c—b)[c(c—a)—b(b—a)] = (c—b)*(c+b—a) >0,
co konczy dowdd lematu.
Przechodzac do rozwiazania zadania udowodnimy najpierw nieréwnosé
(1) r+y+z>arytyz+ze.
Przypusémy nie wprost, ze nieréwnosé (1) nie zachodzi; z uwagi na udowodniony
lemat mamy wiec
9xyz
r+y+z
co implikuje x+y+ 2z < 3. Ale w takim razie na mocy nieréwnosci $rednich zachodzi

tez xyz <1, totez x+y+z+zyz < 4. To stoi w sprzecznosci z warunkami zadania,
zatem nieréwno$é (1) jest udowodniona.

>d(xyt+yzt+zr)—(z+y+2)? > (wty+2)d—r—y—2)=(z+y+2)zyz,

Korzystajac teraz z nieréwnoéci Cauchy’ego-Schwarza otrzymujemy

L L) > (ahy+e)?
itz Vita  Jery) T I

ale réwniez na mocy tejze nieréwnosci oraz zaleznosci (1) mamy

(/g F 2yt o+ 275 Ty)

ey Feryvetrt /oty <V (e ty+2)aly+2) ty(a+a) +z(z+y)) =
=2(x+y+2)(zy+yz+22) <
<V2(z+y+2).
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Y.aczac powyzsze dwie zaleznosci uzyskujemy

S

T LY L E
Vitz ztz Jzty 2
co konczy rozwiazanie zadania.
Sposob 1T

1
Korzystajac z nieréwnosci Jensena dla funkcji f(z) = —=, ktéra jest wypukla

NS

(z+y+2),

w przedziale (0,400), otrzymujemy

Vytz | ztr | oty €T Yy z
= +z2)+—fet+e)+ ——fle+y) >
P xﬂlﬂf(y ) x+y+zf( ) et AChs )

S ¢ (e tyleta) fa(ety) V2 [aty+e
- r+y+z 2 ry+yz+za
Zatem do zakonczenia rozwigzania wystarczy udowodnié, ze

(2) r+y+z>rytyz+zT.

Bez straty dla ogélnosci rozumowania mozemy przyjac, ze x jest najmniejsza, zas y —
najwieksza sposrod liczb z, y, z. Wéwcezas z warunku z+y-+z+2xyz =4 wnioskujemy,
ze x<1loraz y>1. Przeksztalcamy teraz réwnowaznie nier6wnosé (2):

T

Thay =TV Ty Ty
(@+y)(+zy)+d—z—y> (z+y)(d—v—y)+zy(l+zy)
rHy+ly+ay’ +4—z—y>de+4y— 2 —y? — 2wy +ay+22y?
2?4y —dr—dy+ 2y +4>ay(zy+1—z—7)
(z+y—2)*>ay(z—1)(y—1).

Prawa strona ostatniej nieréwnosci jest niedodatnia, a lewa jest nieujemna. To do-
wodzi zaleznosci (2) i koficzy rozwiazanie zadania.

x+y+

3. W n-osobowym stowarzyszeniu (gdzie n > 20) dzialaja komisje. W sklad
kazdej komisji wchodzi 20 oséb. Ponadto dla kazdej pary czlonkéw stowarzyszenia
istnieje doktadnie jedna komisja, do ktorej naleza obaj cztonkowie. Wyznaczy¢ naj-
mniejsza warto$¢ n, dla ktorej taka sytuacja jest mozliwa.

Rozwigzanie

OdpowiedZ: n = 381.

Niech a bedzie jednym z czlonkéw stowarzyszenia i niech A, Ao, ..., A beda
wszystkimi komisjami, do ktérych nalezy ten czlonek. Z warunkow zadania wynika,
ze k> 1 oraz

A;NA;={a} dla dowolnych i,j € {1,2,...,k}, i # j.
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Kazdy czlonek stowarzyszenia (rézny od a) zasiada razem z czlonkiem a w doktadnie
jednej komisji. Stad wniosek, ze 19-elementowe zbiory

Ai\{a}, As\{a}, ..., Ap\{a}

sg parami roztaczne, a ich suma wraz z cztonkiem a jest zbiorem wszystkich cztonkéw
stowarzyszenia. Wobec tego liczba wszystkich czlonkow jest réowna n =19k +1.

Rozpatrzmy dowolnych czlonkéw be A\ {a}, c€ A2\ {a}. Zasiadaja oni razem
w pewnej komisji B. Jest to komisja rézna od Ay, As, ..., Ak, wiec komisja B
ma najwyzej jednego czlonka wspdlnego z kazda z tych k komisji. Jednakze kazdy
czlonek stowarzyszenia nalezy do pewnej z tych k komisji. Stad wniosek, ze w komisji
B zasiada najwyzej k czlonkow. Skutkiem tego k> 20 i n > 381.

Wskazemy teraz sposéb utworzenia komisji w 381-osobowym stowarzyszeniu.

Przypiszmy wzajemnie jednoznacznie czlonkom stowarzyszenia pary (k,m),
przy czym k,me€{0,1,2,...,18}, oraz pary (19,m), gdzie m € {0,1,2,...,19}. Liczba
tych par wynosi oczywiscie 192 420 = 381. Utwérzmy nastepujace komisje:

A j={(k,m):m=ik+j (mod 19),0<k,m<18}U{(19,7)} dla 0<1i,5j<18,
Avo;={(j,m):m=0,1,...,18}U{(19,19)} dla0<j<18,
A, ={(19,m):m=0,1,...,19}.

Pozostaje udowodnié, ze dowolne dwie rézne pary (k,m), (k’,m’) naleza do
doktadnie jednego z powyzszych zbioréw. W tym celu rozwazamy trzy przypadki:

1. k=Fk =109.

Wéwezas dane pary naleza do zbioru A, i nie naleza jednoczeénie do zadnego ze
zbioréw A; ; dla 0<i<19, 0<j <18, gdyz kazdy z tych zbioréw zajwiera najwyzej
jedna pare postaci (19,t), 0 <t < 19.

2. k<19, ¥ =19.

Woéwezas dane pary nie naleza do zbioru A,. Ponadto para (k',m’) nalezy do
zbioru postaci A; ; wtedy i tylko wtedy, gdy i =m’

Jezeli m’ =19, to para (k,m) nalezy do zbioru A9 ; wtedy i tylko wtedy, gdy
j=k. Zatem w tym przypadku jedynym zbiorem A, ; zawierajacym obie dane pary
jest zbior Alg,k.

Niech z kolei m’ <19. W tej sytuacji para (k,m) nalezy do zbioru A,,/ ; wtedy
i tylko wtedy, gdy m =m’k+j (mod 19). Warunek ten jednoznacznie wyznacza

liczbe j — jest to mianowicie reszta z dzielenia liczby m —m'k przez 19. Takze
w tym przypadku istnieje wigc doktadnie jeden zbiér A; ;, do ktérego naleza obie
dane pary.

3. k, k' <19.

Wéwezas zadna z danych par nie nalezy do zbioru A.,.
Jezeli k=Fk', to zaden ze zbioréw A; ; dla i< 18 nie moze zawieraé¢ jednoczesnie
par (k,m) i (k',m’). W przeciwnym razie mieliby$my

m' =ik’ +j=ik+j=m (mod 19),
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czyli m=m', wbrew temu, ze dane pary sa rézne. Natomiast kazda z danych par
nalezy do dokladnie jednego ze zbioréw Aig j, mianowicie do zbioru Aig ;= A1g i’
Zatem jedynym zbiorem A; ; zawierajacym obie dane pary jest zbior Aqg k.

Przypusémy wreszcie, ze k # k'. Wéwczas pary (k,m) i (k’',m’) nie moga nale-
ze¢ jednoczesnie do zadnego ze zbioréw postaci Ajg ;, poniewaz dowolne dwie pary
nalezace do zbioru Ajg9,; maja te sama pierwsza wspélrzedna (réwna i). Z drugiej
strony, dane pary naleza jednoczeénie do zbioru A; ;, gdzie 0<4,5 <18, wtedy i tylko
wtedy, gdy

m=ik+j (mod 19) oraz  m' =ik'+j (mod 19).

Poniewaz k # k' (mod 19), wiec powyzszy uktad réwnan ma wyznacznik rézny od
zera (mod 19). Skoro za$ 19 jest liczba pierwsza, uklad ten ze wzgledu na zmienne i, j
ma dokladnie jedno rozwiazanie (mod 19) — a zatem dokladnie jedno rozwiazanie
(i,7) speliajace 0<14,j < 18.

To konczy rozwiazanie zadania.

4. Wyznaczy¢ wszystkie liczby catkowite dodatnie d, dla ktorych istnieje taki
wielomian W (x) o wspdlezynnikach catkowitych, ze liczba d jest najwiekszym wspdl-
nym dzielnikiem liczb

an =W(n)+3" dlan=0,1,2,....

Rozwigzanie

Odpowiedz: d=2™ dla m=0,1,2,....

Udowodnimy najpierw, ze dowolna liczba d spelniajaca warunki zadania nie
moze mieé¢ dzielnikéw pierwszych nieparzystych. Niech bowiem p bedzie dzielnikiem
pierwszym liczby d. Liczby ag i a, sa wiec podzielne przez p, a co za tym idzie, liczba

ap—ao=W(p)—W(0)+3° -1

jest podzielna przez p. Mamy przy tym p|W (p)—W(0), gdyz W (z) jest wielomianem
o wspolezynnikach catkowitych. Stad p|3? —1. Z drugiej strony, male twierdzenie
Fermata daje podzielnosc p|3P — 3. Skutkiem tego p|2, czyli p=2.
Pozostaje wykazac, ze liczby d=1,2,4,8,16,... maja zadana wlasnos¢.
Niech m bedzie ustalona liczba catkowita nieujemna. Rozpatrzmy wielomiany
1
(1) Gi(z)=Fz(z—1)(z-2)...(x—i+1) dlai=1,2,...,m
7!
1 przyjmijmy
(2) G(z)=—1-2G(x) —2°Ga(x) — 2°G3(x) —... — 2™ G ().
Udowodnimy, ze dla kazdej liczby calkowitej nieujemnej n liczba G(n)+ 3™ jest
calkowita i podzielna przez 2m+1!.
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Na mocy rozwiniecia dwumianowego mamy

3r=(1+2) =1+ (") 2+ (") 2 (") 2maromtl =
1 2 m

=142G1(n) +22Go(n) +...+2™ G (n) +t-2" T = —G(n) +t-2mH
dla pewnej liczby catkowitej ¢. Zatem liczba G(n)+3" =t-2™m*! jest calkowita i po-
dzielna przez 2™t
Ze wzoru (1) wynika natychmiast, ze wielomian ¢!G;(z) dla i=1,2,...,m ma
wspolczynniki catkowite. Liczba i! nie jest podzielna przez 2° — by to zobaczyé,

zauwazmy, ze gdy 2F <i< 281 to najwyzsza potega 2% dzielaca liczbe i! ma wy-
ktadnik

{2}+[2}+[2}+ +{i}<i+i+i+ +i ,(1 1)<,

a=|= — — |+t =<zttt +==i[1— =) <i.

2) " 122] 7 123 2k] S 2 122 7 93 2k 2k
Wobec tego wspoétezynniki wielomianu 2°G;(x), zapisane w postaci nieskracalnej, sa
liczbami wymiernymi o nieparzystych mianownikach. Na mocy wzoru (2) to samo
mozna wiec powiedzieé o wielomianie G(z). Istnieje wiec taka liczba catkowita niepa-
rzysta r, ze wielomian rG(x) ma wspélczynniki catkowite. Ponadto mozemy dobraé
taka liczbe catkowita s, ze rs=1 (mod 2m+1). Przyjmijmy

H(z)=rsG(x).

Z okredlenia liczby r widzimy, ze wielomian H (z) ma wspo6lczynniki catkowite. Po-
nadto dla dowolnej liczby n > 0 mamy

H(n)+3"=rsG(n)+3"=G(n)+3"+(rs—1)G(n),

co oznacza, ze liczba H(n)+ 3™ jest podzielna przez 2™ 1.
By dokonczyé¢ rozwiazanie, potézmy

W(z)=H(x)+2™

i zauwazmy, ze wowczas dla n=0,1,2,... liczba a,, = W(n) jest podzielna przez 2™
i nie jest podzielna przez 2. Wobec tego 2™ jest najwiekszym wspélnym dzielni-
kiem parzystym liczb ag, a1, as, .... Jak wynika z poczatkowej czesci rozwigzania,
liczby te nie majg wspélnego dzielnika nieparzystego wiekszego od 1. Zatem dla tego
wielomianu W (x) mamy d = 2™, co koficzy rozwiazanie.

Pierwszy Mecz Matematyczny:

1. Wyznaczy¢ najmniejsza taka liczbe pierwsza p, ze liczba
91200 _ 4

jest podzielna przez p i nie jest podzielna przez p2.
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Rozwigzanie

Odpowiedz: p=12T7.

Udowodnimy najpierw nastepujacy

Lemat

Niech p bedzie liczbg pierwsza, za$ x liczba catkowita. Przypusémy, ze

plr—1 oraz  p? fr—1.
Woweczas dla kazdej liczby calkowitej dodatniej m zachodzi rownowaznosé
p*lz™ —1 wtedy i tylko wtedy, gdy p|m.
Dowdd lematu
Napiszmy x=kp—+1, gdzie k jest liczba calkowita niepodzielna przez p. Wéwczas
na podstawie wzoru dwumianowego otrzymujemy
2™ = (kp4+1)™ =k"p™ + (T) Emlpm=ty 4 <T;> k2 p? + <T> kp+1.

Widzimy, ze wszystkie wyrazy z wyjatkiem dwéch ostatnich sa podzielne przez p?
dla dowolnej wartosci m. Wobec tego

™ —1=mkp (modp?),

skad tatwo wynika teza lematu.

Przechodzimy teraz do rozwiazania zadania. Dla kazdej liczby pierwszej p <120
liczba 120! jest oczywiscie podzielna przez (p—1)p. Na mocy malego twierdzenia
Fermata liczba 2P~ —1 jest podzielna przez p. Stosujac zatem lemat dla z =2P~!
dochodzimy do wniosku, ze p?|2120' —1.

Najmniejsza liczba pierwsza wigksza od 120 jest liczba 127. Aby wigc dokonczy¢
rozwiazanie, wykazemy, ze
(1) 1272120 1, 1272 jpi20t 1,

Jezeli w lemacie przyjmiemy =27, to liczba 2 —1=127 jest podzielna przez p=127.
Ponadto liczba 120! podzielna przez 127 nie jest, wigc przyjmujac w lemacie wartosé

m= % -120! widzimy, ze podzielnoéé p?|z™ —1=2120"—1 nie jest spetniona. To koticzy

dowéd zaleznosci (1) i rozwiazanie zadania.
2. Wyznaczy¢ wszystkie takie liczby catkowite n > 1, ze liczba
n!+8
jest podzielna przez 2n+1.

Rozwigzanie

OdpowiedZ: n=1,2,3,6.

Przypuéémy, ze liczba 2n+1 nie jest potega liczby pierwszej. Wéwcezas istnieje
przedstawienie 2n+1=km, gdzie k,m > 1 sa wzglednie pierwszymi (a wiec réznymi)
liczbami catkowitymi. Poniewaz liczba n jest nieparzysta, liczby k, m sa nie mniejsze
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niz 3, a wiec nie wicksze niz 1(2n+1) < 3(2n+n)=n. Stad wynika, ze liczba n! jest
podzielna przez iloczyn km =2n+1. Jezeli zatem n spelnia warunki zadania, to
liczba 8 takze musi by¢ podzielna przez 2n+ 1. Jest to oczywiscie niemozliwe.

Przypusémy z kolei, ze 2n+ 1= p*, gdzie p jest liczbg pierwsza oraz k> 2.
Woéwezas p > 3 oraz p < %pk = %(271—1— 1) <n, a wiec p|n!. Gdyby zatem liczba n
spelniata warunki zadania, to byloby tez p|8 i ponownie otrzymujemy sprzecznosé.

Wobec tego liczba n moze spelnia¢ warunki zadania tylko w przypadku, gdy
2n+1=yp jest nieparzysta liczba pierwsza. Zalézmy, ze istotnie

n!=-8 (mod p).
Mamy woéwczas

64=(—8)2=[nl]? = [(%)1}2: PQ""'?'%FZ

p—3 p—1 p—1 p-—3
2 2 2 2

LT Ity (L R ) TR R

-1 p—3 p—1 p+1 p+3
=(=1)" [1-2-... L2 P PTY p—9). —1}:
(-1) 5 5 g 3 (p—2)-(p—1)

=(-1)"* (p—1)! (modp).

Na mocy twierdzenia Wilsona prawdziwa jest kongruencja (p—1)!=1 (mod p), wiec
z wyprowadzonej zaleznoéci dostajemy

=1-2-... 2 1=

64 = (—1)pr1 (mod p),

co oznacza, ze liczba pierwsza p jest dzielnikiem jednej z liczb 63, 65. Stad p jest
jedna z liczb 3, 5, 7, 13, a odpowiednie wartoéci n sg réwne 1, 2, 3, 6. Bezposrednio
sprawdzamy, ze wszystkie one maja postulowana wtasnosé:

11+8=9=3.3, 2148=10=5-2, 3!48=14=7-2, 6!+8="T28=13-56.

3. Udowodnié, ze dla dowolnych liczb dodatnich a, b, ¢ zachodzi nieréwnosé

{’/a3+7abc+ §/b3+7abc+ %/c3+7abc<2(a—|—b+c).

Rozwigzanie
7 nier6éwnosci Cauchy’ego-Schwarza wynika, ze

\/a?’ +7abe+ \/b3 + 7abe+ \/03 +Tabe =
=/a(a2 +7bc) +/b(b? +Tac) +/c(c2 4 Tab) <
<V(a+b+c)[(a?+7bc) + (b2 +Tac) + (2 +Tab)).
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Aby uzyska¢ skladnik a3+ 7abe ze skladnika /a3 + 7abe, stosujemy nieréwnoéé
Holdera z wyktadnikiem %:

z\i/a3—|—7abc—|— %/bf’—&—?abc—&— %/c3+7abc<

1
< (13 +13 4+ 13) ° [( Va3 + 7abc)
Otrzymujemy zatem

. . 3
(f/a3+7abc+ %/bSJr?achr f/c3+7abc) <

3
2

o
wln

+ ( /b3 + 7abc) : + ( Y3+ 7abc) }

< 3(\/a3 +7abe+ \/b3 + 7abe+ \/03 —|—7abc)2 <
<3(a+b+e)[(a*+Tbe) + (b* +Tac) + (c* + Tab)].
Korzystajac z nieréwnosci ab+bc+ ca < a? +b% +c? widzimy, ze
(a® +7bc) + (b* + Tac) + (¢* 4+ Tab) < g(a2 + b2+ ¢* +2bc+ 2ac+2ab) = §(a+b+c)2,

wiec ostatecznie uzyskujemy

. 3
(io’/a?’—l—?abc—l— %/b3+7abc+ %/c3+7abc> <8(a+b+c)3,

co dowodzi nieréwnosci danej w tresci zadania.

4. Dane sa: liczba catkowita n > 2 i liczba rzeczywista a. Rozwiaza¢ w liczbach
rzeczywistych x1, xo, ..., r, uklad réwnan
r1+xo+...+x,=0a
x%—l—x%—i—...—&—xi:a?

ity -+ +xr=a"

Rozwigzanie

Odpowiedz: Jedna z liczb x1, x4, ..., x, jest rowna a, pozostalte zas 0.

Jest oczywiste, ze wypisane wyzej rozwiazania istotnie spelniaja dany uktad.
Udowodnimy, ze sa to jedyne rozwiazania. Mozemy przy tym zaktadac, ze a#0, gdyz
dla a=0 z drugiego réwnania ukltadu otrzymujemy natychmiast 1 =zo=...=x, =0.

Rozpatrzmy najpierw przypadek n=2. Z réwnah z; +xo=a, v3+23=a? otrzy-
mujemy 0= (z1 +x2)? — (23 + 23) = 271 75. Zatem jedna z liczb 71, o jest réwna 0,
druga wiec — na mocy pierwszego réwnania uktadu — musi by¢ réwna a.

Niech teraz n > 3 i zalézmy, ze liczby x1, o, ..., T, sa rozwiazaniem uktadu.
7 drugiego rownania otrzymujemy

2 2 2
(ﬂ) +<9) ot (x—”) =1
a a a
Wynika stad, ze liczby stojace w nawiasach naleza do przedzialu (—1;1). Dla liczb
t € (—1;1) spelniona jest nieréwnosé t3 <t2, przy czym réwno$é zachodzi tylko dla
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t=01t=1. Wykorzystujac teraz trzecie rownanie ukladu widzimy, ze

21\ 3 To\ 3 N 1\ 2 To\ 2 Tp\ 2
= (3) 4 (2) o+ () < (B) +(B) +o+ (B) =1
a a a a a a
. . Ty X2 Tn . .
Wobec tego kazda z liczb —, —, ..., — jest réwna 0 lub 1. Ponadto suma tych

a
liczb jest réwna 1. Zatem wskazane na poczatku rozwiazania uktadu sa jedynymi
jego rozwiazaniami.

5. Dane sg rézne liczby rzeczywiste z1, T2, ..., £, (n>2). Okreslamy wielomian
W wzorem
W(z)=(x—z1)(z—22) ... (T —xp).
Niech W;(x) bedzie ilorazem z dzielenia wielomianu W (z) przez wielomian x — x;
dla1=1,2,...,n. Dowies¢, ze

R S
Wl(Il) WQ(Z‘Q) Wn(l‘n)

=r1+xo+...+x,.

Rozwigzanie
Rozpatrzmy wielomian G okreélony wzorem

Glao)=—a"+ i Tn__yy
(x)=—2"+ AN 1(x)+m 2($)+...+m ().

Poniewaz dla i € {1,2,...,n} liczba x; jest pierwiastkiem kazdego z wielomianéw
Wl, ceey Wifl, Wi+1, ceey Wn, zatem

o Wi(z;)=—al+2a} =0
Wi(z;) " ‘ ‘ '
Wobec tego liczby x1, 22, ..., T sa pierwiastkami wielomianu G(z), ktéry ma sto-
pien n, a jego wspolczynnik przy potedze z" jest réwny —1. Stad wynika zalezno$é
G(z)=-W(z). W szczegblnosei ze wzoréw Viete'a wynika, ze wspolezynnik przy
2" 1 w wielomianie G(x) jest réwny x1 +x2+...+ 2.

7 drugiej strony, Wy, Wa, ..., W, sa wielomianami unormowanymi stopnia n—1.

Zatem ze wzoru okreslajacego wielomian G(z) wnosimy, ze jego wspdlczynnik przy

2™~ wynosi

G(xi)=—ai +

xy + xy I xn
Wl(.’l'}l) Wg(xg) Wn(a?n)

6. Dana jest prostokatna tabela m xn (gdzie m,n>3). W kazdej kratce brzego-
wej (tzn. majacej wspdlny bok z brzegiem tabeli) napisana jest liczba rzeczywista.
Dowiesé, ze istnieje co najwyzej jeden taki sposéb wpisania liczb rzeczywistych do
pozostatych kratek, ze liczba w dowolnej niebrzegowej kratce jest $rednia arytme-
tycznag liczb znajdujacych sie w czterech sasiednich kratkach.
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Rozwigzanie

Przypusémy, ze wypelniamy kratki tabeli m X n na dwa sposoby: liczbami a; ;
(t=1,...,m, j=1,...,n) oraz liczhami b, ; (i=1,...,m, j=1,...,n), przy czym liczby
w brzegowych kratkach tabeli sa takie same, tzn.

(1)

oraz w obu sposobach wypelnien liczba w dowolnej niebrzegowej kratce jest srednig
arytmetyczna liczb znajdujacych sie w czterech sasiednich kratkach, czyli

Qi1+t 0015+ a;5-1+a; 541
_ J J J J

alyj:blyj, amyj:bm,j dlajzl,...,n,

a“:bm, ai,n:bi,n dla i:l,...,m.

)

ai ;= 1 dlai=2,....m—1,57=2,...,n—1.
Polézmy ¢; j=a; ;—b; j i rozwazmy tabele mxn wypelniong liczbami¢; ; (i=1,...,m,
j=1,...,n). Na mocy zaleznosci (1) w brzegowych kratkach tej tabeli stoja zera:
€1,j =Cm,; =0 dla y=1,...,n,
ci1=¢n=0 dlat=1,...,m.

Ponadto warunek zwiazany ze $rednig arytmetyczna jest réwniez spetniony, co wy-

nika z przeliczenia

@15+ 0ip1+aij1+aijin bicr+bivri+bi1+bigen
4 4

_ @i =bicny @i —big @i —bijor | @i =i

4 4 4 4
=Cim1,j T Cit1,j FCij—1+Cijta-

Cij=0ij—bij=

Teza zadania jest réwnosé¢ a; ; =b; ;, czylic; ;=0 (i=1,...,m, j=1,...,n). Innymi
stowy, sprowadziliémy zadanie do wykazania, ze jezeli w kazdej brzegowej kratce
tablicy wpisana jest liczba 0, to jedynym dopuszczalnym sposobem wypelnienia
pozostatych kratek jest wpisanie samych zer.

Zalézmy wiec wbrew tej tezie, ze w tabeli istniejg liczby rézne od 0. Sposrdéd
wszystkich takich liczb wybierzmy liczbe o najwiekszej wartosci bezwzglednej (po-
wiedzmy M), a nastepnie sposrod nich wybierzmy te liczbe ¢; ;, dla ktérej wartosé
wskaznika ¢ jest najmniejsza. Mozemy oczywiscie zaktadaé, ze M >0 (w przeciwnym
razie zmienimy znaki wszystkich liczb w tablicy). Poniewaz 1 <i<m oraz 1 <j<n
(gdyz w brzegowych kratkach tabeli wpisane sa zera), wiec liczba ¢; ; jest éred-
nig arytmetyczng czterech liczb sasiednich: ¢;—1 j, ¢i1,5, i j—1, Ci,j+1. Z okredlenia
liczby M wynika, ze te cztery liczby nie przekraczaja M. Ich Srednia arytmetyczna
wynosi M, zatem w istocie wszystkie one sg réwne M. W szczegdlnosci ¢;—1 ; = M,
co jest sprzeczne z minimalnoscia wskaznika i. Zatem w tabeli znajduja sie same
zera, a tego dowodzilismy.
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7. Rézne liczby catkowite dodatnie c1, ca, ..., ¢, spelniaja warunek

1 1 1
— =t +—>2
C1 C2 Cp,

Dowie$é, ze istnieja dwa rézne niepuste zbiory A, B C{cy,ca,...,¢n}, dla ktérych

Y=Y

z€A yeB

Rozwigzanie

Przypusémy, ze teza zadania jest nieprawdziwa.

Wybierzmy dowolng wartoéé i € {1,2,...,n}. Poniewaz istnieje 2° — 1 réznych
niepustych podzbioréw zbioru {ci,ca,...,¢;} 1 wszystkie te podzbiory maja rézne
sumy elementéw, wiec najwigksza z tych sum, czyli ¢; +co+...+¢;, jest nie mniejsza
niz 2° —1.

1
Zastosujmy teraz przeksztalcenie Abela. Przyjmijmy mianowicie a; = Er
. Ci
bi=c;—2"1dlai=1,2,...,n i napiszmy
n 1 1 n n—1 n

Badajac skladniki prawej strony wzoru (1) widzimy, Ze a; > a;+1 (jest to réwnowazne
nieréwnosci 27~ l¢; < 2'c; 41, ktéra wynika wprost z zalozenia ¢; < ¢;y1) oraz

b1—|—b2+...+bi:Cl—|—02+...+Ci—1—2—22—...—2i_1ZCl—FCg—‘r...—i—Ci—(Qi—l)}O

na mocy poczynionej wczesniej uwagi. Zatem prawa strona wyrazenia (1) jest nie-
ujemna. Stad dostajemy

11 11 1 1 1

Otrzymana sprzecznosé z warunkami zadania konczy rozwiazanie.

n

8. Dany jest kat wypukly o wierzchotku R. Punkty A i B lezg na réznych
ramionach, za$ punkt C' lezy wewnatrz tego kata. Postugujac sie jedynie linijka
skonstruowac takie punkty P i Q) lezace odpowiednio na ramionach RB i RA danego
kata, ze punkt C lezy na odcinku PQ oraz odcinki AP, BQ i CR przecinaja sie
w jednym punkcie.

Rozwigzanie

Wskazemy najpierw dwie pomocnicze konstrukcje.

Konstrukcja 1

Dany jest odcinek AB oraz prosta [ réwnolegta do AB. Skonstruowaé sama
linijka $rodek odcinka AB.
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Rozwigzanie
Wybierzmy punkt P nie lezacy pomiedzy prostymi AB il (zob. rys. 16). La-
czymy punkt P prostymi z punktami A i B otrzymujac punkty K i L. Niech odcinki
AL i BK przecinaja sie w punkcie Q). Wéwczas punkt M przeciecia prostych PQ i AB

jest srodkiem odcinka AB. Istotnie, z twierdzenia Talesa otrzymujemy
BL AK BL PK

= czyli — =1
LP KPP’ YU IP KA
a z drugiej strony twierdzenie Cevy daje
AM BL PK 1
MB LP KA
wiec zachodzi réownosé AM =M B.
P P
/M 7N
A / AN
VA /
K/ \L l As s VA A a
/\\ :l//‘\ // N AN
o e U Ry N
AT ;o N \ /IC RN
[ / ) s \\ \ AN
/// / AR // Ny \\\\
/ | A\ il Ny W b
A M B Bs B Bs
rys. 16 rys. 17

Konstrukcja 2

Dane sa réwnolegle proste a i b oraz punkt C'. Skonstruowaé¢ sama linijka prosta
przechodzaca przez punkt C' réwnolegta do prostych a i b.

Rozwigzanie

Przez punkt C' prowadzimy dwie proste przecinajace proste a i b odpowiednio
w punktach Ay i By; As i Bg (zob. rys. 17). Niech proste A; By i Ao B przecinaja sie
w punkcie P. Przez punkt P prowadzimy prosta przecinajaca proste a i b odpowied-
nio w punktach Az i B3. Niech odcinki As B3 i A3B; przecinaja sie w punkcie Q.
Wowczas CQ jest szukang prosta rownolegla. Poprawnosé tej konstrukeji wynika
z prostego przeliczenia

d(Q,a) _ Az Ay . AyA; d(C,a)

d(Q,b) BsBy BBy d(C,b)’
z ktérego wynika d(Q,a) =d(C,a), a wiec QC || a.

Przechodzimy do rozwiazania zadania. Rozpatrzmy dwa przypadki:

(1) BC || AR.

Zauwazmy, ze na mocy rozumowania identycznego z rozumowaniem dowodza-
cym poprawno$ci konstrukeji 1 punkt A musi by¢ srodkiem odcinka RQ). Wobec tego
konstrukcja punktéw P i ) jest nastepujaca: Przy pomocy konstrukeji 1 znajdujemy
srodek M odcinka BC' (zob. rys. 18), a nastepnie P okre$lamy jako punkt przeciecia
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prostych AM i BR (jezeli te proste sa réwnolegle, zadanie nie ma rozwigzania),
za$ punkt @ okreslamy jako punkt przeciecia prostych PC i RA. Stosujac twierdze-
nie Cevy tak jak w konstrukcji 1 widzimy, ze odcinki AP, BQ i C'R przecinaja sie
w jednym punkcie.

Analogicznie postepujemy w przypadku AC' || BR.

rys. 18 rys. 19

(2) BC|fAR oraz AC |{BR.

Wyznaczmy punkt X przeciecia prostych AC' i BR oraz punkt Y przeciecia
prostych BC' i AR (zob. rys. 19).

Jezeli proste AB 1 XY sa réwnolegle, to przy pomocy konstrukcji 2 prowadzimy
przez punkt C prosta réwnolegla do prostej AB. Otrzymane jako punkty przeciecia
tej prostej z ramionami danego kata punkty @ i P spelniajg warunki zadania.

Jezeli natomiast proste AB i XY przecinaja sie w punkcie Z, to poprowadzmy
przez punkty Z i C prosta, ktéra przetnie ramiona RA i RB odpowiednio w punktach
Qi P. Tréjkaty ABC i PQR maja oS perspektywiczna (gdyz punkty Z=ABNPQ,
Y =BCNQR, X =CANRP leza na jednej prostej), wiec na podstawie twierdzenia
Desargues’a maja tez srodek perspektywiczny — ktérym musi by¢ punkt przeciecia
prostych AP, BQ i CR. To konczy konstrukcje.

9. W tréjkacie ostrokatnym ABC punkt O jest $rodkiem okregu opisanego,
za$ punkt H jest punktem przeciecia wysokosci. Prosta AH przecina okrag opisany
na trojkacie ABC w punkcie K réznym od A. Proste OK i BC przecinaja sie
w punkcie P. Punkt @ jest symetryczny do punktu P wzgledem srodka odcinka O H.
Proste AQ i BC przecinaja si¢ w punkcie R. Dowie$é¢, ze BP =CR.

Rozwigzanie
Sposdb 1
Zauwazmy najpierw, ze punkty K i H sa symetryczne wzgledem prostej BC.
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Wynika to z réwnosci (zob. rys. 20)
IBHC =180° — HBC — HCB = 180° — (90° — ¥C) — (90° — ¥ B) =
=9IB+94C=180°—-JA=BKC.

Niech D bedzie punktem symetrycznym do punktu O wzgledem prostej BC. Wow-
czas P jest punktem przeciecia prostych DH i BC.

9

rys. 20

Jednokltadnosé o skali —% i srodku w punkcie S, ktory jest srodkiem cigzkosci

trojkata ABC, przeksztatca punkt A na srodek M boku BC oraz punkt H na

punkt O. Wynika stad rownoé¢ OM = %AH , co w efekcie daje OD = AH. Ponadto

proste AH i OM sa réwnolegle, wiec czworokat AHDO jest réwnoleglobokiem.

Stad wniosek, ze symetria wzgledem srodka odcinka O H przeprowadza odcinek DH,

zawierajacy punkt P, na odcinek AO. W efekcie proste AQ i AO pokrywaja sie.
Trojkat POR jest rownoramienny, gdyz

JOPR=<4DPR=<BPH =<PRA=<YPRO.

Zatem z prostopadloéci OM 1 BC otrzymujemy, ze punkt M jest Srodkiem odcinka
PR. Wynika stad teza zadania.
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Sposob 1T
Rozpatrzmy elipse e o ogniskach O i H wpisang w tréjkat ABC. Taka elipsa
istnieje, gdyz zachodza réwnosci
JHCA=90°—-<9A=<40CB,
JHAB=90°—<4B=<J0AC,
IHBC =90° — 4C = JOBA,

tzn. punkty O i H sa izogonalnie sprzezone. Tak jak w sposobie I dowodzimy, ze
punkty H i K sa symetryczne wzgledem prostej BC. Wobec tego punkt K jest
symetryczny do ogniska H elipsy e wzgledem prostej BC' stycznej do tej elipsy.
Zatem na mocy wlasnosci elipsy prosta taczaca punkt K z drugim ogniskiem elipsy e,
punktem O, jest punktem stycznosci elipsy e do boku BC'. Innymi slowy, punkt P
jest punktem stycznosci elipsy e do boku BC.

Rozpatrzmy teraz $rodek F' odcinka OH. Punkt ten jest oczywiscie srodkiem
symetrii elipsy e, totez punkt @) symetryczny do punktu P wzgledem punktu F lezy
na elipsie e. Ponadto z uwagi na symetrie prosta styczna do elipsy e w punkcie @
jest rownolegta do prostej BC'.

Wykonajmy teraz przeksztalcenie afiniczne przeksztalcajace elipse e w okrag o.
Niech X’ oznacza obraz punktu X przy tym przeksztalceniu. Punkty B, P, C, R
leza na jednej prostej, wiec réwnosci BP =CR oraz B’P'=C'R’ sa réwnowazne. Do
zakonhczenia rozwiazania pozostaje wiec udowodnié¢ druga z tych rownosci.

Przeksztalcenie afiniczne zachowuje réwnoleglo$é prostych, zatem prosta stycz-
na do okregu o przechodzaca przez punkt Q' jest réwnolegta do prostej B'C’. Po-
nadto punkty A’, Q', R’ leza na jednej prostej. Rozpatrujac jednokladnos$é o srodku
w punkcie A przeprowadzajaca punkt () na R widzimy, ze przeprowadza ona okrag o
na okrag dopisany do tréjkata ABC' styczny do boku BC. Wystarczy wiec juz tylko
zauwazy¢, ze skoro na boku B’C’ punkt R’ jest punktem stycznosci okregu dopisa-
nego do tréjkata, a punkt P’ jest punktem stycznosci okregu wpisanego w tréjkat
A'B'C’, to zachodzi réwnosé¢ B'P' =C'R/, a tego dowodzilismy.

10. Rézne punkty M, S, T lezg na okregu o $rodku w punkcie O. Styczne do
tego okregu w punktach S i T przecinaja sie¢ w punkcie A. Punkt P jest punktem
przeciecia prostej AM i prostej prostopadiej do prostej MO przechodzacej przez
punkt S. Dowies¢, ze punkt symetryczny do punktu S wzgledem punktu P lezy na
prostej MT.

Rozwigzanie

Niech K bedzie punktem przeciecia prostych MT i PS (proste te nie sa réw-
nolegte, gdyz prosta rownolegla do prostej PS przechodzaca przez punkt M jest
styczna do tego okregu, a odcinek MT jest cieciwa). Poniewaz punkty M, S, T nie
moga lezeé na jednej prostej, wiec punkty K i S sg rézne. W zwiazku z tym teza
zadania jest rownowazna rownosci PK = PS.
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Rozwazmy dwustosunek (S, K; P,c0), gdzie oo oznacza punkt z horyzontu nale-
zacy do prostej PS. Réwnoé¢ PK = PS sprowadza si¢ do udowodnienia, ze dwusto-
sunek ten jest réwny 1, czyli ze punkty S, K; P, oo sa sprzezone harmonicznie. Wezmy
pod uwage rzutowanie tego dwustosunku przez punkt M (lezacy poza prosta P.S)
na prosta ST (na ktérej nie lezy punkt M). Przy tym rzucie punkt S przejdzie na
siebie, punkt K przejdzie na punkt T, punkt P przejdzie na punkt R przeciecia
prostych AM i ST, natomiast punkt oo przejdzie na punkt L przecigcia prostej ST
z prosta rownolegla do prostej PSS przechodzaca przez punkt M, czyli styczng do
danego okregu w punkcie M. (Jezeli punkt M jest srodkiem tuku ST, to punkt L be-
dzie punktem z horyzontu nalezacym do prostej ST, ale nie zmienia to poprawnosci
dalszych rozwazan.)

Poniewaz rzuty zachowuja wartosci dwustosunkéw, wiec pozostaje do udowod-
nienia réwno$é¢ (L, R;S,T)=1. Zauwazmy w tym celu, ze prosta ST jest biegunowa
punktu A wzgledem danego okregu, gdyz przechodzi ona przez punkty stycznosci
prostych stycznych do okregu poprowadzonych z punktu A. Punkt L lezy zatem na
biegunowej punktu A. Wobec tego punkt A lezy na biegunowej punktu L. Oczywi-
$cie na biegunowej punktu L wzgledem danego okregu lezy takze punkt M (gdyz
jest to punkt stycznosci prostej stycznej do okregu poprowadzonej z punktu L). To
oznacza, ze prosta AM jest biegunowa punktu L.

Punkty S i T sg punktami przeciecia prostej przechodzacej przez punkt L z da-
nym okregiem, za$ punkt R nalezy do biegunowej punktu L. Stad wynika, ze punkty
L,R;S,T sa sprzezone harmonicznie, a to na mocy wczesniejszych spostrzezen kon-
czy rozwigzanie.

11. W czworoscianie ABCD spelnione sg zaleznosci
AD BD [ABD]
AC ~ BC ~ [ABC]
Wyznaczy¢ wszystkie mozliwe wartosci .

Rozwigzanie

Odpowiedz: A moze by¢ dowolng liczba rzeczywista dodatnia.

Niech A >0 bedzie dowolng liczba i wezmy pod uwage dowolny tréjkat AC'D’,
w ktérym

Niech ponadto dwusieczna kata <C’AD’ przecina odcinek C’ D’ w punkcie B. Wéw-
czas z twierdzenia o dwusiecznej otrzymujemy

[ABD'] BD' _ AD/

[ABC']  BC' AC’
Zatem dowolny czworoécian ABCD, ktérego $ciany ABC i ABD sa przystajace
odpowiednio do tréjkatéw AB'C’ i AB’D’, spelnia warunki zadania.

=\
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Drugi Mecz Matematyczny:

1. Liczby catkowite dodatnie a, b, ¢, d spetniaja warunek
a?+ab+b?=c*+cd+d>.
Udowodni¢, ze liczba a+b—+c+d jest ztozona.
Rozwigzanie
Przypuéémy, ze teza zadania jest nieprawdziwa. Wéwcezas p=a+b+c+d jest
liczba pierwsza.
Mnozac dane w tresci zadania rownanie przez 2 otrzymujemy
(1) a®+ 0%+ (a+b)? =c* +d* 4 (c+d)>.
Suma liczb a+0b i c+d jest réwna p, wiec ich kwadraty daja te same reszty z dzielenia
przez p. Wobec tego na mocy (1) dostajemy
a*+v*=c*+d*>  (mod p),
a*—c*=d*—b* (modp),
(a—c)(a+¢)=(d—Db)(d+b) (modp),
(a—c)(a+c)=(d=b)[p—(a+c)] (modp),
(a—c)(at+c)=(b—d)(a+c) (modp).
Liczba p jest pierwsza oraz 0 < a-+c < p. Zatem z powyzszej zaleznosci wynika, ze
liczby a—c i b—d daja te same reszty z dzielenia przez p, a wiec sa réwne (gdyz ich
réznica spelnia oszacowanie |(a—c)—(b—d)| < a+b+c+d=p). Z réwnosci a—c=b—d
wynika jednak, ze a+d=0b+c oraz p=2(a+d). To oznacza, ze p >4 jest parzysta
liczba pierwsza. Otrzymana sprzecznos¢ dowodzi tezy.

2. Dane sa liczby catkowite a1, as, as, ..., a1gpo niepodzielne przez 7, 11 ani 13.
Dowieéc¢, ze mozna tak dobra¢ znaki w wyrazeniu

ial iaziagi. . .ialooo ,
aby w wyniku otrzymac liczbe podzielna przez 1001.

Rozwigzanie

Niech n* oznacza reszte z dzielenia liczby n przez 1001.

Skorzystamy z nastepujacego lematu, ktérego dowdd pozostawiamy Czytelni-
kowi:

Lemat

Niech Z bedzie dowolnym niepustym podzbiorem zbioru {0,1,2,...,1000}, a n
liczba calkowita wzglednie pierwsza z 1001. Wéwcezas

Z={(z+n)":z€Z}
wtedy i tylko wtedy, gdy
Z={0,1,2,...,1000} .
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Dlai=1,2,3,...,1000 oznaczmy przez Z; zbiér wszystkich liczb postaci
(ial :I:aQ:I:...:I:ai)* .

Wowezas zbidr Z; ={af, (—a1)*} ma dwa elementy.

Udowodnimy indukcyjnie, ze zbiér Z; ma co najmniej i+1 elementow.
Krok indukcyjny jest nastepujacy.

Jezeli zbiér Z; ma 1001 elementéw, to

Zi=Zii1=...= Zip00 ={0,1,2,...,1000} .
Jezeli natomiast zbiér Z; ma mniej niz 1001 elementéw, to na mocy lematu
zbiory
{(z+ai1)": 2€Z;}

oraz

{(z—ai+1)* A Zz}

sg rézne 1 wowcezas zbiér Z;11 bedacy ich suma ma wiecej elementéw niz zbior Z;.
W obu przypadkach, jezeli zbiér Z; ma co najmniej i+1 elementéw, to Z;;,1 ma
co najmniej i+2 elementy.
Tak wiec zbior Z19g9 ma 1001 elementéw, skad wynika 0 € Z1¢gq, co jest réwno-
wazne tezie zadania.

3. Liczby dodatnie =i, x9, ..., x, spelniaja warunek
1 1 1
rt+ro+...trp,=—+—+...+—.
T1 T2 T,

Dowiesé, ze
LS. R S
n—1l+4+z n—14+xs = n—1+4z,

Rozwigzanie
Przypusémy, wbrew tezie zadania, ze
1
Y1ty +.. Yy, > 1, gdziey;= ——— dlal1<i<n
n—1+x;

Prostym rachunkiem sprawdzamy zaleznosc

zy; =1—(n—1)y,.
Otrzymujemy stad

(n_l)yi>(n_1)<yi+l_zyk):(n_ '—1+Z (n—1)yx) =
(1) .

=—TiYit+ Z kY
k=1
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co prowadzi do nieréwnosci

n—1 .
(2) z >71+x1y12x;€yk dlai=1,2,....n

Sumujac nieréwnosci (2) stronami w1dz1my, ze

(n—l)(l +— ! +oo+— )> n—&—z Zxkyk—Zxkyk((leyl) x:yk).

Ty X2
Jednakze na mocy nieréwnosci ml@dzy Srednig arytmetyczna i harmoniczna oraz
zaleznosci (1) uzyskujemy

n

1 1 1 1 1 1
(Z )— = o+ + o+ >
— TiYi TpYr  T1Y1 Th—1Yk—1 Thk+1Yk+1 TnlYn
N (n—1)? _
- T+ A T 1Yk—1 T Thp1Ykr1+ - T TuYn
(n—1)2 - (n—1)>2 ~n—1

S (n=Dyx  wk
(Z xzyz) —TrYK
i=1

co pozwala napisaé
1 1 1 1
n-1)(+— b — ) z (( )-——)>
(n=1)(5-+ Z e Z p) R

> Z(n— Dag=(n—1)(z1+z2+...+1n).
k=1
Otrzymalismy nieréwno$¢ sprzeczna z zalozeniami zadania. Tym samym rozwiazanie
zostato zakonczone.

4. Niech n bedzie taka liczba naturalna, ze p=4n+1 jest liczba pierwsza.

Udowodnié, ze ,
Vol V]t [vin] 257

(gdzie symbol [z] oznacza najwieksza liczbe calkowita nie przekraczajaca x).

Rozwigzanie

Rozpatrzmy funkcje f:(0;n) — (0;,/np) zadang wzorem f(x)=/zp. Wowczas
dla kazdej liczby catkowitej dodatniej k liczba [/kp] jest liczba punktéw na plasz-
czyznie o pierwszej wspolrzednej rownej k i drugiej wspoltrzednej catkowitej dodat-
niej nie przekraczajacej f (k). Zatem suma dana w tresci zadania jest liczba punktow
kratowych (tzn. o obu wspolrzednych catkowitych) o odcietych w przedziale (1;n)
i lezacych nad osig odcietych, a ponizej wykresu funkcji f.
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Obliczymy teraz w inny sposéb liczbe tych punktéow kratowych. Poniewaz f jest
funkcja rosngcy oraz f(n)=/mp=/n(4n+1) <2n+1, wiec wszystkie rozwazane
punkty kratowe lezg w prostokacie ograniczonym prostymi y=1, y=2n, z=1, x=n.
Liczba wszystkich punktéw kratowych w tym prostokacie jest oczywiscie réwna 2n2,
wiec wystarczy wyznaczy¢ liczbe punktow kratowych w tym prostokacie lezacych nad
wykresem funkeji f (zauwazmy przy tym, iz zaden punkt kratowy tego prostokata
nie nalezy do wykresu, gdyz dla k=1,2,...,n liczba kp jest podzielna przez p i nie
jest podzielna przez p?, zatem liczba f(k) = +/kp jest niewymierna).

Liczba punktéw kratowych rozpatrywanego prostokata lezacych nad wykresem
funkcji f jest réwna liczbie punktow kratowych prostokata ograniczonego prostymi
y=1, y=n, x=1, x=2n lezacych pod wykresem funkcji odwrotnej do funkcji f,
czyli funkcji g(x) = 2% /p. Ta ostatnia liczba jest réwna

2 2 2 2
w= S+ [E]+ 2]+ 2.
p p

p p
Niech r; bedzie reszta z dzielenia liczby i? przez p dlai=1,2,...,2n. Wéwczas
12—r 22 —r 32—r )2 —r
W= L 2+ R C Dl 1N
p p p p
B 12+22+32+...+(2n)2_r1+r2+7’3+...+r2n
P p '

Obliczamy, ze
12422432+ ... +(2n)2  2n(2n+1)(4n+1) n(2n+1)

D 6p 3

Wykazemy z kolei, ze
(1) r+ro+r3+...+1r2, =NP.
Wowezas na mocy dotychczasowych rozwazan otrzymamy
n(2n+1) 2n(2n+1) 1 p—1 p+1 p*—1

3 " T3 T3 2 2 12
skad wyniknie teza zadania, gdyz, jak juz wiemy, dana w tresci zadania liczba wynosi
2n2 —W.

Pozostaje wiec dowdd réwnosci (1). Zauwazmy przede wszystkim, ze reszty rq,
T2, ..., T2pn 53 16zne — gdyby bowiem bylo r; =r;, gdzie 1 <i < j < 2n, to réznica
j2—i%2=(j—1i)(j+1i) bytaby podzielna przez liczbe pierwsza p=4n+1. Ale zaden
z czynnikow nie jest podzielny przez p: mamy 0 <j—1i<j+i<4n—1<p. Z drugiej
strony, liczby k? i (4n+1—k)? daja te same reszty z dzielenia przez p. Wobec
tego zbiér R={r1,ra,...,72,} jest zbiorem wszystkich niezerowych reszt, jakie moga
dawaé kwadraty liczb catkowitych przy dzieleniu przez p (reszt kwadratowych).

o2 —W =2n2—
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Tloczyn (mod p) dwoich reszt kwadratowych jest oczywiscie reszta kwadratowa.
Poniewaz p jest liczba pierwsza spelniajaca p=1 (mod 4), wiec liczba —1 jest reszta
kwadratowa. Stad wniosek, ze reszty nalezace do zbioru R mozna polaczy¢ w pary
(r,p—r). Poniewaz reszt tych jest 2n, wigc ich suma jest réwna np, co konczy dowdd
wzoru (1).

5. Dane sa liczby rzeczywiste a < b, 0 < p < g < 1. Dowie$¢, ze istnieje taki wie-
lomian W o wspotcezynnikach catkowitych, ze

W (x) € (a;b) dla kazdego x € (p; q).

Rozwigzanie
Udowodnimy, ze dla pewnej liczby catkowitej m i liczby pierwszej n wielomian

W (z) = % (1—1:" - (1—@”)

spelia warunki zadania. Zauwazmy przede wszystkim, ze wspotczynniki kazdego
takiego wielomianu sg catkowite, gdyz

tan=mar= (7)o () ()b (1 o

a wspotczynniki dwumianowe (n) dla i=1,2,...,n—1 sa podzielne przez liczbe
i
pierwsza n.
Oznaczmy 6 =min{p,1—q}. Wtedy (p;q) C(d;1-7). Dla dowolnej liczby r€(0,1)
mamy lim 7" =0, wigc istnieje nieparzysta liczba pierwsza n, dla ktorej
n—oo

1 b—a g
1=0)" < o
oraz ( )< 8-max{|al,|b|}

n 4
Istnieje ponadto taka liczba catkowita m ze
m a+b| b—a
no 2 ‘ STi
Wéwezas dla x € (0;1—0) otrzymujemy

m m m [ 2] b—a b—a
o |- 2 -] < B ool o e
’ @) ==l = A=) < | 2= 0) < e T a 1
. S .. . a+b| b—a .
co w potlaczeniu z poprzednig nier6wnoscig daje ‘W(m) i < 5 a wiec uzy-

skujemy W (x) € (a;b).
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6. Dowies¢, ze dla dowolnej liczby catkowitej dodatniej n istniejg takie liczby cal-
kowite dodatnie a1, aq, as, ..., a,+1, b oraz takie liczby catkowite k1, k2, k3, ..., knt1
nie mniejsze od 2n, ze

NWD(ay, az, as, ..., any1, b) =1

oraz
a - ak? 4ok —|—...—|—afb’f11 =b>".
Rozwigzanie
Niech
b=z+1, apy1=2—1, kypy1=2n.
Wéwcezas
n
2 En 2 2 2n 2i—1
b"%Tum”unngﬁwa.
1=
Niech k1, ko, ..., k, beda ré6znymi liczbami pierwszymi wigkszymi od 2n.
Wéwezas istnieje taka liczba dodatnia parzysta x, ze dlat=1,2,...,n liczba

2n .
2. 201
(2@'— 1) v

jest k;-ta potega liczby catkowitej dodatniej.
Dowdd istnienia takiej liczby = pozostawiamy Czytelnikowi.

7. Liczby dodatnie a, b, ¢ spelniaja warunek abc=1. Wykazaé, ze

1 1 1
+ + >V2.
Votri+d yfori+d (Jeried

Rozwigzanie
Niech p, ¢, » beda takimi liczbami dodatnimi, ze
r
a= g, b=—-, c¢= L
r p q

(mozemy przyjaé¢ np. p=c, =1, r=>bc). Wéwczas nieréwnosé¢ dana do udowodnienia
przyjmuje postaé

2 2qr 2r
\/ P4 +\/ d +\/ P >V?2,
pq+2qr+2rp qr—+2rp—+2pq rp+2pq+2qr

czyli, po wprowadzeniu oznaczen x =qr, y=1p, z=pq,

2x n 2y n 2z > V2
2x+y+z)—x 2@ +y+z)—y Ar+y+z)—x
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Powyzsza nier6wnosé jest jednorodna, wiec bez utraty ogdlnosci rozumowania mo-
zemy zalozyé, ze x+y+z=1. Pozostaje wigc udowodnié¢ nieréwnosé

8 R

Jednakze dla dowolnej liczby ¢ € (0;1) mamy
t
2-t
gdyz nieréwnoéé ta jest réwnowazna zaleznodci t > t2(2—t), czyli 0> —t(t—1)2. Stad
wynikaja nieréwnosci

i > Y > z >
-_— X -_— z
22~ " 2y~ ¥ 227

Sumujac je stronami uzyskujemy (1), co konezy rozwiazanie.

21,

<

8. Rozstrzygnad, czy istnieje na plaszczyznie zbiér 2007 punktéw biatych leza-
cych na okregu oraz 2007 punktéw czarnych takich, ze kazda prosta przechodzaca
przez dwa punkty biate przechodzi rowniez przez pewien punkt czarny.

Rozwigzanie

Takie punkty istnieja.

Rozpatrzmy w przestrzeni sfer¢ s o srodku O i punkt S lezacy na tej sferze.
Niech 7 bedzie plaszczyzng prostopadta do prostej OS, a o plaszczyzna nie przecho-
dzaca przez punkt S i nieréwnolegla do plaszczyzny 7. Przyjmijmy ponadto, ze cze$é
wspélna plaszczyzny o i sfery s jest okregiem, w ktory wpisany jest taki 2007-kat
foremny A; As...As07, ze zaden z jego bokow nie jest prostopadly do prostej OS.

Kazda z prostych SA; przecina plaszczyzne m w punkcie B;. Poniewaz odwzo-
rowanie przypisujace punktom A; punkty B; jest rzutem stereograficznym sfery s
na plaszczyzne m, wiec punkty By, Bs, ..., Bago7 leza na jednym okregu.

Niech [ bedzie prosta wspdélna plaszczyzny m oraz plaszczyzny zawierajacej
punkt S i réwnoleglej do plaszczyzny o. Oznaczmy przez Ci (k=1,2,...,2007)
punkt przeciecia prostych ByByi1 oraz | (przyjmujemy, ze Bagos = B1).

Wowczas przyporzadkowujac punktom By, Bs, ..., Baggr kolor bialy, a punktom
C1,C5,...,Cy07 kolor czarny otrzymujemy konfiguracje spelniajaca warunki zada-
nia. Istotnie: kazda prosta A;A; jest réwnolegta do pewnego boku Ay A4 wielokata
A1 Ay ... Aggor. Stad wynika, ze prosta B;B; przechodzi przez punkt C.
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9. Okrag o srodku S jest dopisany do czworokata wypuklego ABCD, przy czym
prosta AC' przecina ten okrag. Przekatne czworokata przecinaja sie w punkcie E.
Prosta przechodzaca przez punkt E i prostopadta do prostej AC przecina proste BS
i DS odpowiednio w punktach P i Q. Wykazaé, ze EP = EQ.

Rozwigzanie

Udowodnimy najpierw nastepujacy lemat.

Lemat:

Punkt O jest srodkiem okregu o. Z punktu S, lezego na zewnatrz okregu o,
poprowadzono styczne SB i SD do tego okregu. Punkt E lezy na odcinku BD.
Prosta przechodzaca przez punkt F i prostopadla do prostej OF przecina proste
BS i DS odpowiednio w punktach P i Q. Wowczas PE = EQ.

Dowad:

Zauwazmy, ze punkty B, P, O, E, jak réwniez punkty D, O, E, @ leza na
jednym okregu. Zatem

JOQP =JODE =<30BE =40PQ,

skad bezposrednio uzyskujemy réwnos¢ PE = EQ.

Przystepujemy do rozwiazania zadania.

Poniewaz AB+ BC = AD+ DC, wigc istnieje elipsa e o ogniskach A, C' prze-
chodzaca przez punkty B i D. Ponadto proste SB i SD sa styczne do tej elipsy.
Rozpatrzmy takie powinowactwo osiowe o osi prostopadiej do prostej AC, ktoére
przeksztalca elipse e na pewien okrag. Po tym przeksztalceniu uzyskujemy konfigu-
racje opisang w lemacie. Teza zadania jest zatem bezposrednim wnioskiem z lematu.

10. Przekatne czworokata wypukiego ABCD przecinajg sie w punkcie FE.
Punkty P i @ sa odpowiednio punktami przeciecia wysokosci tréjkatow ADE i BCE.
Punkty M i N sg odpowiednio srodkami odcinkéw AB i C'D. Wykazaé, ze punkty
P i Q leza na prostej prostopadlej do prostej M N.

Rozwigzanie
Niech X =APNDE,Y=DPNAE, Z=BQNEC, T=CQNEDB. Rozpatrzmy
okregi 01 i 0oy odpowiednio o érednicach AB i CD. Okrag o7 przechodzi przez
punkty X i Z, okrag oy przechodzi przez punkty Y i T. Ponadto
AP-PX=DP-PY oraz CQ-QT=BQ-QZ.

7 réwnosci tych wynika, ze punkty P i @ leza na osi potegowej okregéw o7 i 09.
Wobec tego PQ 1. M N.
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11. W czworoscianie ABC D zachodzg réwnosci
JIBAC =<BCD oraz JADC =<ABD.
Dowiesé, ze AB=CD.
Rozwigzanie
Teza zadania jest falszywa. Niech ABD'C A’ B'C' D bedzie prostopadlo$cianem,
przy czym ABD'C jest dolng $ciang, A’B'C’'D — goérng $ciang, za$ odcinki AA’,
BB’, D'C’, CD sa pionowymi krawedziami. Przyjmijmy ponadto, ze

AC=9, AA'=12, AB=20.
Jest oczywiste, ze woéwczas
JBAC =4BCD=90°.
Ponadto

AC 9 15 V924122 VJAC?+CD® _AD
CD 12 20 20 N AB T AB’

co w polaczeniu z réwnoéciami SACD = SDAB =90° oznacza, ze trojkaty ACD
i DAB sa podobne. Stad
JADC = JABD.

Zatem czworoé$cian ABCD spelnia zalozenia zadania, lecz nie spelnia tezy, gdyz
AB=20#12=CD.

74



Czesko-Polsko-Stowackie Zawody Matematyczne:

1. Wyznaczy¢ wszystkie wielomiany P o wspétczynnikach rzeczywistych spet-
niajace dla kazdej liczby rzeczywistej = zalezno$c¢

P(2?)=P(x)-P(z+2).

Rozwigzanie

Wielomian staly P(x)= ¢ spelnia warunki zadania wtedy i tylko wtedy gdy
c=c?, czyli gdy ¢=0 lub ¢=1. Teraz bedziemy rozpatrywaé¢ wielomiany o dodatnim
stopniu.

Wielomiany postaci P(x) = (z—1)" sa rozwiazaniami zadania, poniewaz
(@ =1)" = (@—1)"(@+1)"

dla dowolnego naturalnego n > 1.

Udowodnimy, ze nie istnieja inne wielomiany, ktére spelniaja warunki zadania.

Niech az™ (a#0, n> 1) bedzie wyrazem wiodacym wielomianu P (to znaczy
takim, ze stopieni wielomianu P jest wiekszy niz stopien wielomianu P(z)—ax™).
Wtedy ax?” jest wyrazem wiodacym wielomianu P(z?), za$ a?x?" jest wyrazem
wiodacym wielomianu P(x)- P(xz+2). Z réwnosci wielomianéw mamy réwnosé wy-
razéw wiodacych, czyli a =a?, skad a = 1. Mamy wiec P(z)=(x—1)"+Q(z), gdzie
Q jest pewnym wielomianem stopnia nizszego niz P. Przypu$émy, ze Q) jest wielo-
mianem niezerowym o stopniu k (0 <k <n). Z réwnosci

P(2%) = (2~ 1)" +Q(z?)
P(z)-P(z+2)=[(z-1)"+Q)][(z+1)" + Q(z +2)]
i z warunkéw zadania otrzymujemy (po zredukowaniu (22 —1)") réwnosé

Q(z*) = (z—1)"Q(z+2) + (z+1)"Q(2) + Q(2)Q(z +2).
Poniewaz po lewej stronie réwnosci mamy wielomian stopnia 2k, zas po prawej stop-
nia n+k, wiec otrzymujemy 2k =n+k, co jest sprzeczne z zalozeniem, ze k <n.
W takim razie ) jest wielomianem zerowym i mamy teze.
Wobec tego jedynymi wielomianami spetniajacymi warunki zadania sa P(x)=0,
P(z)=1 oraz P(z)=(x—1)" dla dowolnego naturalnego n.

2. Niech a1 =ay=1 oraz a,492=ay+1+a, dla kazdej liczby calkowitej dodatniej n
(ciag Fibonacciego). Udowodnié, ze dla kazdej liczby catkowitej dodatniej m istnieje
taka liczba k, ze liczba ai —ay — 2 jest podzielna przez m.

Rozwigzanie

Wemy dowolna liczbe calkowita dodatnia m. Wszystkie kongruencje w poniz-
szym rozwiazaniu oznaczajg kongruencje mod m. Zauwazmy, ze wystarczy udowod-
nic, ze istnieje takie k, ze ap = —1.
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Na poczatku zauwazmy, ze wartosci dwoch kolejnych wyrazéw ay i apy1 rozwa-
zanego ciagu wyznaczaja jednoznacznie caly ciag. Rozpatrujmy teraz wyrazy ciagu
mod m. Kazdy z nich moze przyjmowaé caltkowite wartosci od 0 do m—1, wiec ist-
nieje m? mozliwych par sasiednich wyrazéw. Poniewaz ciag jest nieskonczony, wiec
istniejg takie liczby p,i>0, ze ap = apy; oraz apy1 =apy144. W takim razie ag =aq4;
dla dowolnego naturalnego ¢. Jesli m#1 (dla m=1 dla dowolnego k zachodzi ay=—1)
to mamy p>1. Wtedy

(2;_2 = Q2; —A2ij_1 = 202; — A2i+1 = 20212 — 3a2;+1 = 2a3 —3a; = —1.

W takim razie dla k =2i—2 mamy teze.

3. Czworokat wypukly ABCD jest wpisany w okrag k. Pélproste DA i CB
przecinaja sie w takim punkcie E, ze CD? = AD-ED. Oznaczmy przez F (F # A)
punkt przeciecia okregu k z prosta przechodzaca przez punkt A i prostopadla do
prostej ED. Dowiesé, ze odcinki AD i CF' sg przystajace wtedy i tylko wtedy, gdy
$rodek okregu opisanego na tréjkacie ABFE lezy na prostej ED.

Rozwigzanie

7 warunkow zadania wynika, ze DF jest srednicg okregu k. Na poczatku wy-
kazemy, ze punkt C' nie moze lezeé¢ po tej samej stronie prostej DF', co punkt A.

Jesli punkty B i C leza na krétszym tuku AD, to katy DCB i DBA sa rozwarte,
stad DC' < DB < DA < DE, co jest sprzeczne z réwnoéciag CD? = AD-ED.

Jesli punkty B i C leza na krétszym tuku AF, to kat BAE jest ostry oraz
IDBE =180° — $DBC < 90°, wiec punkt wspélny okregu opisanego na tréjkacie
AEB oraz pélprostej DB (r6zny od B, jesli taki istnieje) lezy na odcinku BD. Stad
DC>DB>DB', wiec CD?>DB-DB’. Poniewaz potega punktu D wzgledem okregu
opisanego na tréjkacie ABE jest réwna DB-DB’' = DA-DE, wigc otrzymujemy
sprzecznoéé z zalozeniem, ze CD? = AD-ED.

W takim razie punkt C nie lezy po tej samej stronie prostej DF, co punkt A,
stad FC = DA wtedy i tylko wtedy gdy czworokat DAFC jest réwnoleglobokiem,
co jest rownowazne temu, ze C'A jest $rednica okegu k, i dalej réwnosci C BA=90°,
co z kolei jest rbwnowazne temu, ze $rodek okregu opisanego na AE B jest $rodkiem
odcinka AFE.

4. Dla kazdej liczby rzeczywistej p > 1 rozpatrujemy zbior tych wszystkich liczb

rzeczywistych x, dla ktérych
T\ 2
p<x<<2+\/p+4) .

Dowiesé, ze z tego zbioru mozna wybraé takie cztery rézne liczby catkowite dodatnie
a, b, c,d, ze ab=cd.
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Rozwigzanie

Zauwazmy, ze liczby a= (k—1)k, b= (k+1)k, c=(k—1)(k+1), d=k? spetniaja
rownos¢ ab = cd oraz nieréwnos¢ a < c<d <b dla kazdego k > 1. Niech k£ bedzie
najmniejsza liczba, dla ktérej p < (k—1)k =a (dla ustalonego p). Wykazemy, ze dla
tego k zachodzi

2 2
1 1 1
b=(k+1)k<p+4+2y/4p+ :<2+Hp+4) —4<(2+Mp+4>.

Z wyboru liczby k mamy p> (k—2)(k—1). Rozwiazujac te nieréwnosé otrzymujemy

k<S4 /pt
ST\ PTY

skad dalej otrzymujemy
) 1 3 1
= < b — - = — =
b=(k+1)k <2+ p+4) (2+ p+4>

15 / 1 1
= Z+4 p+1+ <p+ 4) :p+4+2\/4p+1.

5. Wyznaczy¢ wszystkie liczby n nalezace do zbioru
{3900, 3901, 3902, 3903, 3904, 3905, 3906, 3907, 3908, 3909},

dla ktérych zbiér {1,2,3,...,n} mozna rozbié¢ na roztaczne podzbiory trzyelementowe
w taki sposéb, aby w kazdym uzyskanym podzbiorze suma pewnych dwéch liczb byla
rowna trzeciej liczbie z tego podzbioru.

Rozwigzanie

Z warunku o rozdzieleniu zbioru {1,2,3,...,n} na rozlaczne trzyelementowe
zbiory otrzymujemy 3|n. Dla kazdej tréojki liczb {a,b,a+ b}, suma jej elementéw
wynosi 2(a+b), w takim razie suma wszystkich liczb ze zbioru {1,2,3,...,n} musi
by¢ parzysta, czyli liczba n(n+1) jest liczba podzielna przez 4. Z tego warunku
i z podzielnosci n przez 3 otrzymujemy, ze n jest liczba postaci 12k lub 12k 4 3,
a stad, ze n =3900 lub n=3903.

Wykazemy teraz, ze liczby 3900 i 3903 faktycznie spelniaja warunki zadania.
W tym celu pokazemy, ze jesli dla pewnej liczby k istnieje podzial na rozlaczne
podzbiory, o ktérych mowa w zadaniu, to istnieje réwniez dla liczb 4k i 4k+ 3.
Wtedy otrzymamy zadany podziat dla kolejnych liczb:

3—15—60— 243 — 975 — 3900(3903)

(dla 3 podzial jest trywialny).
Z podziatu zbioru {1,2,...,k} spelniajacego warunki zadania otrzymujemy ana-
logiczny podzial zbioru 2,4, ...,2k (przez pomnozenie liczb w kazdej trdjce przez 2).
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W przypadku, gdy chcemy otrzymaé podzial zbioru {1,2,...,4k}, dzielimy pozostale
liczby ({1,3,5,...,2k—1,2k+1,2k+2,...,4k—1,4k}) na trojki postaci

{2j—1,3k—j,3k+j},  gdzie j=1,2,... .k,

pokazane w kolumnach ponizszej tabelki:

1 3 ) .. 2k=3 2k-1
3k 3k—13k—2 ... 2k+2 2k+1
3k+1 3k+2 3k+3 ... k-1 4k

W drugim przypadku zbior {1,3,5,...,2k—1,2k+1,2k+2,...,4k+2,4k+3} dzielimy
na trojki postaci

{2j—1,3k+3—j,3k+j+2} dla  j=1,2,...k+1,

pokazane w tabeli ponizej:

1 3 5 oo 2k—1 2k+1
3k+2 3k+1 3k ... 2k+3 2k+2
3k+3 3k+4 3k+5 ... 4k+2 4k+3

Te podzialy dowodza tezy, ze szukanymi w zadaniu liczbami sa 3900 i 3903.

6. Dany jest czworokat wypukly ABCD. Okrag przechodzacy przez punkty
A i D jest styczny zewnetrznie do okregu przechodzacego przez punkty B i C
w punkcie P lezacym wewnatrz czworokata. Zatézmy, ze |SPAB|+|<PDC|<90°
oraz |[SPBA|+|<PCD|<90°. Dowies¢, ze |AB|+|CD| > |BC|+|AD].

Rozwigzanie
7 twierdzenia o stycznej i cigciwie wynika, ze P jest punktem stycznosci dwdch
okregéw z tresci zadania wtedy i tylko wtedy, gdy spelniony jest warunek

(1) |XADP|+|<BCP|=|JAPB].

Rozwazmy teraz okregi o1 i 0o opisane odpowiednio na tréjkatach ABP i CDP
i przypusémy, ze przecinaja sie one w dwéch punktach P i Q (P # Q).

Poniewaz punkt A lezy na zewnatrz okregu opisanego na tréjkacie BC' P, wiec
otrzymujemy, ze |XBC P|+|<BAP|<180°. Stad punkt C lezy na zewnatrz okregu o;.
Analogicznie otrzymujemy, ze punkt D rowniez lezy na zewnatrz o1, a stad, ze punkty
P i@ leza na tym samym tuku C'D okregu os.

Analogicznie punkty P i @ leza na tym samym tuku AB okregu o1. Wynika
stad, ze punkt Q lezy wewnatrz kata wypuklego BPC lub kata wypuklego APD.
Bez straty ogdlnoéci przyjmijmy, ze @ lezy wewnatrz kata wypuktego N PC. Wtedy
z warunkow zadania wynika, ze

(2) [FAQD| = [$PQA|+|$PQD| = |FPBA|+|$PCD| < 90°.
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7 warunkéw zadania oraz wpisywalnosci czworokatéw ABQP i DPQC w okrag
mamy:

(3) |¥BQC|=|$PAB|+|$PDC| <90°.

Stad punkt @ lezy nie tylko wewnatrz kata wypuklego BPC, ale rowniez wewnatrz
trojkata BPC, a wiec wewnatrz czworokata ABCD.
Z réwnosci katéw wpisanych opartych na tym samym tuku oraz (1) mamy

|FADQ|+|¥BCQ| =|SADP|+|$PDQ|+|¥BCP|—|[$PCQ| =
=|¥ADP|+|$BCP|=|4¥APB|=|4AQB|

Otrzymujemy stad, ze okregi opisane na tréjkatach BCQ i DAQ sa styczne
w punkcie @, co jest sprzeczne z zalozeniem, ze P# Q. W takim razie okregi o1 i 0o
sa styczne w punkcie P, oraz, na podstawie (2) i (3) wiadomo, ze katy APD i BPC
nie sa rozwarte.

Rozwazmy dwa pdtokregi o srednicach BC i D A nie lezace na zewnatrz czworo-
kata ABCD. Poniewaz katy APD i BPC nie sa rozwarte, to dwa polokregi lezg
wewnatrz okregéw opisanych na tréjkatach BQC i AQD, wiec maja co najwy-
zej jeden punkt wspélny P. Niech M i N beda $rodkami odcinkéw BC i DA.
Wtedy |[MN|> 1(|BC|+|DA|). Z drugiej strony, poniewaz MN = %(37+C’_D)),
wiec |[MN|< 1(|AB|+|CD)), a stad juz wynika, ze |[AB|+|CD|>|BC|+|DA.
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10.

11.

Regulamin Meczu Matematycznego

Ustalenia wstepne

. W Meczu biora udzial dwie druzyny. Kazda z druzyn wybiera ze swojego grona

Kapitana.

. W pierwszej fazie Meczu obie druzyny rozwiazuja 11 zadan dostarczonych przez

Jury i przygotowuja si¢ do zreferowania rozwiazan przy tablicy. Druga faza
Meczu jest rozgrywka.

Rozgrywka

. Ekipy na przemian wywoluja druzyne przeciwna do zreferowania przy tablicy

rozwiazania jednego z niewybranych dotad zadan. Numer zadania jest wybie-
rany przez druzyne wywolujaca. Wywolywanie rozpoczyna druzyna wylosowana
tuz przed rozgrywka.

. Druzyna wywotana do rozwiazania zadania deklaruje, czy przyjmuje zadanie.

Dalszy przebieg rozgrywki zalezy od decyzji druzyny wywolanej.

Jesli druzyna wywolana przyjmuje zadanie...

. Druzyna wywotana staje sie druzyna referujaca.

Zawodnika druzyny referujacej, ktéry przedstawia rozwiazanie przy tablicy, wy-
znacza Kapitan druzyny przeciwnej.

Zawodnik moze by¢ wyznaczony jedynie wtedy, gdy kazdy zawodnik z jego dru-
zyny zakonczyt referowanie zadania nie mniej razy niz on. Nie mozna wyznaczy¢
zawodnika po raz drugi do tego samego zadania. Jezeli do referowania wyzna-
czono Kapitana, wskazuje on na czas pobytu pod tablica swego zastepce.

Osoba referujaca nie moze korzysta¢ z notatek, ani konsultowaé sie¢ ze swoja
druzyna. Druzyna przeciwna nie moze przeszkadzac¢ lub przerywacé referujacemu.

. Kapitan druzyny referujacej moze odwolywaé osoby referujace dowolna liczbe

razy. Takze osoba referujaca moze zrezygnowac z referowania. Wéwczas Kapitan
druzyny przeciwnej wskazuje kolejna osobe druzyny referujacej do kontynuowa-
nia rozwiazania przy tablicy na zasadach opisanych w punktach 7 i 8. Druzyna
zmieniajaca referujacego traci N punktow przy swojej N-tej zmianie w czasie
Meczu.

FLaczny czas na zreferowanie rozwiazania przez druzyne referujaca wynosi 10 mi-
nut. Po uplywie tego czasu Jury moze przerwaé referowanie, poprosié¢ o stresz-
czenie dalszej czedci rozwiazania lub pozwoli¢ na dalsze referowanie, w zaleznosci
od tego, czy rozwiazanie zdaniem Jury rokuje nadzieje na poprawnosé i zbliza
sie do konca.

Po oznajmieniu przez referujacego, ze referowanie rozwiazania zostalo zakon-
czone, druzyna przeciwna moze zglosi¢ zastrzezenia co do poprawnosci rozwia-
zania, a nastepnie referujacy odpowiada na te zastrzezenia.
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12.

13.

14.

15.

16.

17.

18.

Jezeli podczas dyskusji druzyna wywotujaca zwrocita uwage na btedy lub luki
dyskwalifikujace rozwigzanie, ma ona prawo do zreferowania brakujacych czesci
rozwigzania na zasadach okreslonych w punktach 6-11.

Ostatecznie Jury ocenia zaprezentowane referaty oraz dyskusje i przyznaje obu
druzynom nieujemne liczby punktéw o sumie nie przekraczajacej 10 punk-
tow. Druzyna, ktora przedstawila poprawne rozwiazanie, otrzymuje co najmniej
7 punktéw.

Jesli druzyna wywolana nie przyjmuje zadania...
Druzyna wywolujaca staje sie druzyna referujaca i prezentuje rozwiazanie zgod-
nie z zasadami okreslonymi w punktach 6—-11.

Ostatecznie Jury przyznaje druzynie referujacej od 7 do 10 punktéw, jezeli
zaprezentowane rozwiazanie jest poprawne, albo —10 (minus dziesie¢) punktéw
w przeciwnym przypadku. Jury moze réwniez przydzieli¢ druzynie przeciwnej
punkty za wskazanie luk lub bledéw w przedstawionym rozwiazaniu.

Ustalenia koncowe

Rozgrywka konczy sie po wywotaniu 8 zadan. W przypadku remisu wywoluje
sie dodatkowo 2 zadania.

Przewodniczacy Jury moze natozyé kare punktowa na druzyne za niezgodne
z niniejszym regulaminem zachowania jej zawodnikéw.

Interpretacja niniejszego regulaminu nalezy do przewodniczacego Jury.
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