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Wstep

Oboz Naukowy Olimpiady Matematycznej odbyt sie w dniach 29 maja - 12 czerwca
2008 r. w Zwardoniu, w pensjonacie ,,Zgoda”. Kadre obozu stanowili: Joanna Bogda-
nowicz, Wojciech Czerwinski, Maciej Gawron, Tomasz Kobos, Michal Krych, Prze-
mystaw Mazur oraz Jakub Onufry Wojtaszczyk.

W dniach 30 i 31 maja oraz 1, 2, 3, 6, 7, 9 1 10 czerwca uczestnicy obozu
rozwiazywali zadania indywidualne (przy czym 1 czerwca mialy miejsce wyjatkowe
zawody indywidualne, z okazji Dnia Dziecka), dnia 8 czerwca odbyly sie zawody dru-
zynowe, a 4 i 11 czerwca rozegrane zostaly ,mecze matematyczne” (regulamin meczu
znajduje sie na koncu tego zeszytu).

Kazdego dnia zawodéw indywidualnych uczestnicy otrzymywali 4 zadania (jedy-
nie w Dziefi Dziecka 8) i mieli na ich rozwiazanie 4,5 godziny. Zawody druzynowe,
jak i mecze matematyczne trwaly caly dzien. Dla uczestnikow, ktérzy rozwiazali juz
wszystkie zadania przygotowane zostaly nieobowiazkowe ,zadania nieco trudniejsze
niz pozostalte” | za ktére nie mozna bylo otrzymaé¢ punktéw, lecz nagrode.

W ramach zawodow indywidualnych mozna byto uzyska¢ 216 punktow. Trzy naj-
lepsze wyniki to: 185 punktow, 172 punkty i 165 punktéw. Punkty uzyskane za po-
szczegblne zadania przedstawia tabela na nastepnej stronie.

Dla uczestnikow zorganizowane zostaly dwie wycieczki: 4 czerwca piesza wycieczka
na Wielka Racze, a 8 czerwca wycieczka pociagiem do Zyliny na Slowacji.

Niniejszy zeszyt zawiera wszystkie zadania z obozu oraz szkice ich rozwiazan.
Zeszyty z poprzednich Obozow Naukowych Olimpiady Matematycznej znajduja

sie na stronie internetowej Olimpiady Matematycznej: www.om.edu.pl.

Kadra obozu Zwardon 2008



Zestawienie ocen z zawodow indywidualnych

Zad. | 1. prac | L. prac | 1. prac | 1. prac Zad.| 1. prac | L. prac | 1. prac | L prac
na 6p. | na 5p. | na 2p. | na Op. na 6p. | na 5p. | na 2p. | na Op.

1. 15 1 2 3 13. | 18 - - 3
2. 5 - - 16 14. | 12 2 - 7
3. 12 - - 9 15. | 3 - - 18
4. 5 4 - 12 16. | 4 - 3 14
5. 14 1 - 6 17. | 14 1 - 6
6. 14 2 - 5 18. | 12 - - 9
7. - 1 - 20 19. | 6 3 - 12
8. 4 1 1 15 20. | 2 - - 19
DD1.| 20 - - 1 21. | 8 - 1 12
DD2.,| 2 - - 19 22. |5 - - 16
DD3.| 6 - - 15 23. | 2 - - 19
DD4.| 12 2 - 7 24. | 2 - 2 17
DD5.| 7 - - 14 25. | 4 11 - 6
DD6.| 10 2 1 8 26. | 11 4 - 6
DD7.| 16 1 - 4 27. | 3 - - 18
DD8.| 5 - - 16 28. | 2 - - 19
9. 17 - 1 3 29. | 20 - - 1
10. 16 - - 5 30. | 7 1 - 13
11. 5 - - 16 31. 19 - 12
12. 1 - - 20 32. 19 1 2 9

Uwaga: Kazda praca byla oceniana w skali 0, 2, 5, 6 punktéw, przy czym zadania
z Dnia Dziecka liczone byly z waga %
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Tresci zadan
Zawody indywidualne:
1. Kazda liczbe naturalna pomalowano na jeden z dwoch kolordw.

Dowiesc, ze dla kazdej liczby naturalnej n istnieja rézne liczby naturalne
a,b > n takie, ze liczby a, b i a + b sa jednego koloru.

2. Niech O i I oznaczaja odpowiednio $rodek okregu opisanego i wpisa-
nego w nieréwnoboczny trojkat ABC. Udowodnié¢, ze ZAIO < 90° wtedy
i tylko wtedy, gdy 2BC < AB + AC.

3. Liczbe naturalna n nazywamy wypasiona, jezeli dla kazdej liczby
pierwszej p dzielacej n liczba p? réwniez dzieli n. Rozstrzygnadé, czy ist-
nieje nieskonczenie wiele liczb n takich, ze n oraz n + 1 sa wypasione.

4. Wyznaczy¢ wszystkie funkcje f : Z* — Z* spelniajace dla dowol-
nych liczb catkowitych dodatnich x i y warunek

f@®+ f(y) ==zf(z) +y.

5. Liczby rzeczywiste ay,aq, ..., a, (gdzie n > 4) spelniaja warunki

a1t+a+...+a,>n

oraz
2 2 2 2
ai +ay;+...+a, =2n".
Dowieé¢, ze przynajmniej jedna z liczb aq, as, . . ., a, jest nie mniejsza niz
2.

6. Znalez¢ wszystkie liczby naturalne n > 2 takie, ze wszystkie liczby
naturalne mniejsze od n i wzglednie pierwsze z n tworza ciag arytme-
tyczny.

7. Zabezpieczenie sejfu sktada sie z trzech kot, z ktorych kazde moze
by¢ ustawione w jednej z osSmiu pozycji. Z powodu uszkodzenia mecha-
nizmu blokujacego sejf drzwiczki do sejfu mozna otworzy¢, gdy dowolne
dwa kota znajduja sie w prawidtowej pozycji. Rozstrzygnij jaka jest naj-
mniejsza liczba préb, ktora gwarantuje otworzenie sejfu.



8. Punkt O jest srodkiem okregu opisanego na trojkacie ABC'. Punkt
K lezy na boku AB, punkt L na boku AC' oraz punkty K, O i L sa
wspotliniowe. Punkt R jest srodkiem odcinka BL, zas S jest $rodkiem
odcinka C K. Udowodnij, ze L BAC' = £SOR.

9. Dany jest ostrokatny trojkat ABC, w ktorym AB # AC. Dwu-
sieczna kata A przecina bok BC' w punkcie V', natomiast D jest spodkiem
wysokosci poprowadzonej z A. Okrag opisany na trojkacie AV D przecina
boki AB i C'A odpowiednio w punktach F'i E. Dowies¢, ze proste AD,
BE i C'F przecinaja sie w jednym punkcie.

10. Szachownice 200929 x 20092°% wypetiono liczbami rzeczywi-
stymi o module niewiekszym niz 1. Co wiecej suma liczb w kazdym
kwadracie 2 x 2 jest zerem. Udowodni¢, ze suma wszystkich liczb na
szachownicy nie przekracza 20092°%8.

11. Niech C' bedzie liczba dodatnia, zas aq, as, . . . nieskonczonym cia-
giem liczb dodatnich spetniajacym dla kazdego ¢ = 1,2,... warunek
0 < a; < C oraz dla kazdych liczb 1 <4 < j nieréwnosé¢ - < |a; — a;l.

it+j
Udowodni¢, ze C' > 1.

12. Niech P bedzie unormowanym wielomianem dziesiatego stopnia
o wspétezynnikach catkowitych. Rozstrzygnaé¢, czy liczby P(0), P(1),
..., P(100) moga dawaé¢ parami rézne reszty przy dzieleniu przez 101,

13. Wielomian P spetnia dla kazdej liczby rzeczywistej = réwnosé
P(2)P(22°%) = P(22* + ).

Udowodni¢, ze jesli P ma pierwiastek rzeczywisty, to jest tozsamosciowo
rowny zero.

14. Niech okregi 01 i 05 przecinaja sie w punktach A i B. Pewna prosta
przechodzaca przez B przecina o; i oo odpowiednio w punktach C'i D.
Proste styczne do oy w C'i 0o w D przecinaja sie w punkcie M. Proste
AM i CD przecinaja sie w punkcie X. Punkt K jest takim punktem na
prostej AC, ze proste XK i MC' sa réwnolegte. Udowodnié, ze prosta
K B jest styczna do okregu os.



15. Dane sa trzy liczby catkowite a, b, ¢ i liczba pierwsza p > 5. Udo-
wodnié¢, ze jezeli an? 4 bn + ¢ jest kwadratem liczby catkowitej dla 2p — 1
kolejnych wartosci n, to p|b* — 4ac.

16. Dana jest liczba naturalna n > 2. Tablica n X n jest wypeliona
liczbami 0 i 1 w ten sposob, ze kazdy podzbioér n pél, z ktorych zadne
2 nie leza w jednej kolumnie ani w jednym wierszu zawiera co najmniej
jedno pole z liczba 1. Dowies¢, ze istnieje ¢ wierszy i 7 kolumn, gdzie
1+ 7 =2 n+ 1, takich, ze na przecieciu kazdego wiersza i kazdej kolumny
jest liczba 1.

17. Udowodni¢, ze istnieje nieskonczenie wiele liczb naturalnych n
takich, ze suma cyfr liczby 3" jest nie mniejsza niz suma cyfr liczby 3" "1,

18. Dany jest wielomian stopnia n spelniajacy zaleznos¢ P(i) = 2 dla
i=0,1,2,...,n. Wyznaczy¢ P(n+ 1).

19. Na ptaszczyznie dany jest wielokat W o polu wiekszym od n.
Udowodni¢, ze mozna tak przesuna¢ rownolegle wielokat W, ze w jego
wnetrzu znajdzie sie co najmniej n + 1 punktéw kratowych.

20. Niech KL i KN beda stycznymi do okregu k w punktach L i V.
M jest takim punktem, ze K, N, M leza na jednej prostej w tej wtasnie
kolejnosci. Okrag opisany na tréjkacie K LM przecina okrag k w punkcie
P. Punkt @ jest rzutem prostopadtym N na prosta M L. Udowodni¢, ze
AMPQ =2LKML.

21. Ahmed i Fredek graja w gre na szachownicy n x n, gdzie n jest
liczba nieparzysta. Ahmed stawia kotka, a Fredek krzyzyki. Na poczatku
wszystkie pola sa puste, tylko w lewym dolnym rogu jest kétko, a w pra-
wym goérnym jest krzyzyk. Zaczyna Ahmed. Ruch gracza polega na po-
stawieniu swojego znaczka na wolnym polu sasiadujacym przez krawedz
z polem, na ktoérym jest juz postawiony jego znaczek. Gdy gracz nie moze
wykona¢ ruchu, to traci go. Gra konczy sie, gdy zaden z graczy nie moze
wykona¢ ruchu. Gre wygrywa ten gracz, ktory wykonal wiecej ruchow.
Rozstrzygnij, ktory z graczy posiada strategie wygrywajaca.

22. Dany jest wielomian P stopnia n > 2 o wspétczynnikach catkowi-



tych dodatnich a,, a,_1, ..., ai, ag speliajacych warunki: a,,_; = ax
dla kazdego k =1, 2, ..., n—1 oraz a,, = ag = 1. Udowodni¢, ze istnieje
nieskoriczenie wiele par liczb catkowitych a, b takich, ze a|P(b) i b|P(a).

23. Punkt I jest srodkiem okregu wpisanego w trojkat ABC, a D
— punktem stycznosci tego okregu z bokiem BC'. Okrag w jest styczny
do prostej BC' w punkcie D a do okregu opisanego na trojkacie ABC' w
punkcie T', przy czym A i T leza po jednej stronie prostej BC'. Dowiesc,
ze LATT = 90°.

24. Dane sa dodatnie liczby rzeczywiste xy, xo, ..., x, takie, ze

n
> x; = 1. Udowodni¢ nieréwnosc:
i=1

VI o+ i VT F T+ T T 2

25. W trojkacie ABC punkt D jest spodkiem wysokosci poprowadzo-
nej z punktu A. Na pewnej prostej przechodzacej przez D wybrano takie
punkty E'i F', r6zne od D, ze LAEB = LAFC = 90°. Punkty M i N sa
odpowiednio $rodkami odcinkéw BC' i EF'. Dowies¢, ze L ANM = 90°.

26. Dane jest 2n parami roznych liczb rzeczywistych aq,as, ..., a,,
bi,bs, ..., b, oraz tablica n x n. W pole lezace w i-tym wierszu i w j-
tej kolumnie tablicy wpisano liczbe a; 4 b;. Udowodni¢, ze jesli iloczyny
liczb we wszystkich kolumnach sa réwne, to réwniez iloczyny liczb we
wszystkich wierszach sa rowne.

27. W pola tablicy n x n wpisano wszystkie liczby naturalne od 1
do n?. Udowodnié, ze istnieja dwa pola sasiadujace krawedzia takie, ze
wpisane w nie liczby roznia sie o co najmniej n.

28. Dana jest liczba naturalna n > 2. Udowodnié, ze liczba 22" + 1
posiada dzielnik pierwszy, ktory jest wiekszy niz 2"%(n + 1).

29. Liczby dodatnie a, b, x, y spetiaja réwnosci a® 4+ = b? +y oraz

a+ 2? = b+ y?, a takze nier6wnos$¢ a + b+ z +y < 2. Dowieéé, ze a = b
oraz r = y.
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30. Rozstrzygnac czy istnieja parami wzglednie pierwsze liczby na-
turalne a, b, ¢ > 1, dla ktérych zachodza warunki: a|2” + 1, b|2¢ + 1,
c|2* + 1.

31. Sfery opisana oraz wpisana w czworoscian ABC'D maja wspolny
srodek, AB = C'D oraz wszystkie Sciany tego czworo$cianu sa trojkatami
ostrokatnymi. Udowodnié¢, ze $rodki krawedzi czworoécianu ABC'D leza
na jednej sferze wtedy i tylko wtedy, gdy jest on foremny.

32. Udowodni¢, ze istnieje doktadnie jeden podzial zbioru liczb na-
turalnych na roztaczne zbiory A i B spelniajacy warunek: dla dowolnej
liczby naturalnej n liczba sposobow zapisania n w postaci a; + a;, gdzie
a;,a; € Aia; # a; jest rowna liczbie sposobéw zapisania n w postaci
b; + b;, gdzie b;,b; € Bib; #b;.

Dzien Dziecka:

1. W zataczniku do zadan masz aktualna kopie punktacji poszcze-
gblnych uczestnikéw obozu. Dla ciagu rzeczywistych liczb aq,as,...ag
zmodyfikowanym wynikiem zawodnika nazywamy liczbe 3% a; P;, gdzie
P; to liczba punktow, ktore ten zawodnik zdobyt z i—tego zadania. Twoim
zadaniem jest tak dobra¢ wagi a;, abys byt liderem rankingu zmodyfiko-
wanych wynikéw ex aequo z jak najmniejsza liczba innych zawodnikdw.

2. Znajdz wszystkie pary liczb calkowitych a, b takie, ze a® = 6b* + 2.

3. Niech ABC' bedzie trojkatem réwnobocznym o polu 1, zas P do-
wolnym punktem w jego wnetrzu. Przez D, E, F' oznaczamy rzuty pro-
stokatne P odpowiednio na BC, CA i AB. ZnajdZ najmniejsza mozliwa
sume pol trojkatow BDP, CEP i FAP.

4. Majac dana kartke papieru A5 skonstruowaé (bez uzycia cyrkla
tudziez linijki) tréjkat réwnoboczny. Mozna zaltozy¢, ze boki kartki A5
dziela sie w stosunku 1 : /2.

Uwaga: Do opisu konstrukcji nalezy dolgczyé skonstruowany trojkat.

5. Czy z kwadratowej kartki papieru o wymiarach 7,99x 7,99 potrafisz
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wyciaé 50 kwadratéw jednostkowych?

6. Rozstrzygnij, czy istnieje 2008 roznych trojek parami wzglednie
pierwszych liczb naturalnych a, b, ¢ takich, ze a2, b* i ¢® tworza ciag aryt-
metyczny.

7. Joszua rzuca moneta n razy, zas Ahmed n + 1 razy. Oblicz praw-
dopodobienstwo, ze Ahmed wyrzuci wiecej ortow niz Joszua.

8. Udowodnij, ze dla kazdego = € (0,1) i kazdych liczb naturalnych
m, n zachodzi nieré6wnos¢

l—a""+(1-(1—-2)™)">1.

Zawody druzynowe:

1. Znalez¢ wszystkie funkcje f : R — R spelniajace dla dowolnych
x,y € R tozsamosé

flx—=f) = flx)+af(y) + f(f())

2. Rozstrzygnac czy istnieje zbidr liczb naturalnych S mocy 2008 taki,
ze suma elementow dowolnego podzbioru S jest potega liczby naturalnej
o wyktadniku wiekszym od 1.

3. Dana jest rodzina T podzbioréw k elementowych zbioru n elemen-
towego S, przy czym n > 2k. Kazdy k+1 elementowy podzbiér S zawiera
doktadnie m > 1 zbiorow z rodziny T'. Wykazac, ze T' zawiera wszystkie
k elementowe podzbiory S.

4. Dany jest okrag w i roztaczne, styczne do niego wewnetrznie, okregi
w1, ws 0 Srodkach O, O,. Niech A1 B beda punktami stycznosci wspolnej
stycznej zewnetrznej wi, wo odpowiednio z w; i wo. Wspdlne styczne
wewnetrzne wy, ws przecinaja w w punktach C, D, przy czym punkty A,
B, C'i D leza po tej samej stronie prostej O105. Udowodnié, ze proste
AB i CD sa rownolegte.
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5. Zmalezé figure F' C R? o jak najmniejszym polu, w ktérej da sie
obrécié odcinek, tzn. istnieje funkcja ciagta f : [0,1] x [0,1] — F taka,
ze £(0,0) = f(1,1) oraz f(0,1) = f(1,0) oraz dla kazdych p,q,t € [0, 1]
zachodzi d(f(p,t), f(q,t)) = |p — ¢, gdzie d to metryka euklidesowa w
R2.

Pierwszy mecz matematyczny:

1. Kulkq bedziemy nazywaé kule o promieniu 1. Uklad n parami
roztacznych kulek zawartych w kuli K o promieniu R nazywamy dobrym,
gdy nie da sie dotozy¢ do niego kolejnej kulki (roztacznej i zawartej w K),
za$ mega—dobrym, jedli jest dobry oraz nie istnieje dobry uktad o wiekszej
liczbie kulek. Dla dwoch mega—dobrych uktadow X i Y udowodnié, ze da
sie tak ustawi¢ srodki kulek z uktadu X w ciag Ay, As, ..., A, zas srodki
kulek z uktadu Y w ciag By, Bs, ..., By, ze dla kazdego i € {1,2,...,n}
dtugoé¢ odcinka A;B; nie przekracza 2.

2. Zmalezé wszystkie funkcje f: RT — R* spelniajace dla dowolnych
z,y € RT tozsamosé

fle+fw) = flx+y)+ fy)

Uwaga: RT oznacza zbidr liczb rzeczywistych dodatnich.

3. Niech a, b, ¢ beda liczbami rzeczywistymi dodatnimi spetniajacymi
nieré6wnos¢
21ab + 2bc + 8ca < 12.
Zmalez¢ najmniejsza mozliwa wartosé wyrazenia
1 2 3
e
a b ¢

4. Dana jest nieparzysta liczba pierwsza p. Udowodni¢, ze zachodzi

kongruencja
p—1

2

p—1
» 242 =3 """ (mod p.)
1=1

i=1

5. W czworoscianie ABC'D na krawedziach AB, AC, AD, BC, BD,
CD wybrano odpowiednio punkty K, L, M, N, O, P tak, ze sa one
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rozne od wierzchotkéw. Udowodnié, ze sfery opisane na czworos$cianach
AKLM, BKNO, CLNP i DMOP przecinaja sie w jednym punkcie.

6. Ahmed i Fredek zdecydowali sie zagra¢ w gre. Tym razem maja
nieskonczona szachownice, poczatkowo pusta. Ruch polega na postawie-
niu swojego znaku (Ahmed gra kétkami, Fredek za$ krzyzykami, Ahmed
rusza sie pierwszy) na dowolnym pustym polu. Zwycieza gracz, ktéremu
uda sie ustawi¢ n swoich znakéw w sasiadujacych polach jednego wiersza,
kolumny lub skosu. Rozstrzygnaé, czy istnieje takie n, dla ktorego przy
dobrej grze Fredka Ahmed nie zdota wygra¢ w skonczonej liczbie ruchow.

7. Znalez¢ wszystkie wielomiany P takie, ze dla kazdego x rzeczywi-
stego zachodzi rownosé

P(z? +1) = (P(2))? + 1.

8. Dany jest ciag wektorow jednostkowych vy, vs, . . ., v,. Rozstrzygnac,
k
czy mozemy dobraé taki ciag znakow, ze dla kazdego k wektor Y- +v; lezy
i=1

w kole o promieniu 3.

9. Znalez¢ wszystkie rozwiazania réwnania 2° + 2z +1 = 2" w liczbach
naturalnych.

10. Okrag o érodku O jest styczny wewnetrznie do dwoch okregow w
jego wnetrzu w punktach S i T. Okregi te przecinaja sie w punktach M i
N, przy czym punkt N lezy blizej prostej ST. Udowodni¢, ze proste O M
i MN sa prostopadte wtedy i tylko wtedy, gdy punkty S, N, T leza na
jednej prostej.

11. Niech a bedzie liczba naturalna wieksza od 1. Ciag a,, definiujemy
wzorem
a, =a" "t +a" — 1.

Wykazaé, ze istnieje podciag ciagu a,, ktérego dowolne dwa wyrazy sa
wzglednie pierwsze.

12. Symetralne bokéw AB i BC nieréwnobocznego trojkata ABC
przecinaja boki BC' i AB odpowiednio w punktach A; i C;. Dwusieczne
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katow A;AC i C1CA przecinaja sie w punkcie B’, a punkty A’ oraz
C" definiujemy analogicznie. Dowies¢, ze punkty A’, B’, C' leza na jed-
nej prostej, ktora przechodzi przez $rodek okregu opisanego na trojkacie
ABC.

Drugi mecz matematyczny:

1. Dla danej liczby naturalnej n > 1 niech A oznacza liczbe sposobdéw
na jaka mozna zapisa¢ n w postaci sumy liczb catkowitych dodatnich
nieparzystych, a B niech oznacza liczbe sposobéw na jaka mozna zapisac¢
n w postaci sumy réznych liczb catkowitych dodatnich (w obu zapisach
nie zwracamy uwagi na kolejnosé¢ wystepowania sktadnikéw). Udowodnié,
ze A= B.

2. Niech k, t > 1 beda wzglednie pierwszymi liczbami naturalnymi.
Majac dana permutacje (ai,as,...,a,) zbioru {1,2,...,n} mozemy za-
mieni¢ w niej dwie liczby miejscami jesli réznia sie o k lub ¢t. Wykazac,
ze zaczynajac od permutacji (1,2, ...,n) mozemy otrzymac kazda permu-
tacje zbioru {1,2,...,n} wtedy i tylko wtedy, gdy n > k +t — 1.

3. Zbiory Ay, A,, ..., A, sa podzbiorami zbioru n-elementowego
A, przy czym kazdy z nich ma co najmniej 2 elementy. Dla kazdego
dwuelementowego podzbioru A’ zbioru A istnieje dokladnie jeden taki
A;, e A" C A;. Udowodnié, ze jesli 1 <i,j <nto A;NA; #0.

4. Rozwiaza¢ w liczbach rzeczywistych uktad réwnan
a? =20 =1
202 —3c2 =1
ab+bc+ca=1
5. Niech ay, as, ..., a, beda roznymi liczbami naturalnymi. Dowiesé, ze
zachodzi nier6wnos¢
al +as+ .. +al +al+ay+...+ad =20 +ad+ .. +ad)?
6. Niech n bedzie dowolna liczba naturalna. Udowodni¢, ze wielomian
(22 4+ 2)*" + 1 jest nierozktadalny na iloczyn niestalych wielomianéw o

wspotezynnikach catkowitych.
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7. ABCD jest czworokatem wypuklym, w ktorym prosta AC' jest
dwusieczna kata BAD. Punkt F lezy na odcinku C'D, a F jest przecieciem
BE i AC. Odcinek DF przedtuzamy do przeciecia z bokiem BC' w punk-
cie G. Wykaza¢, ze L{GAC = LEAC.

8. Dany jest nierozwartokatny trojkat ABC'. Punkt D jest spodkiem
wysokosci z A, natomiast [, oraz I, sa odpowiednio srodkami okregdéw
wpisanych w trojkaty ABD i AC'D. Prosta I, 15 przecina AB i AC' od-
powiednio w punktach P i ). Udowodni¢, ze AP = AQ wtedy i tylko
wtedy, gdy AB = AC lub £A = 90°.

9. Dany jest trojkat ABC. Okrag o jest styczny do odcinkow AB i
AC odpowiednio w punktach D i E, réznych od B i C. Ten sam okrag
przecina bok BC' w punktach K i L. Odcinki AL i DFE przecinaja sie w
punkcie P, a przekatne czworokata BC'E D przecinaja sie w punkcie Q.
Dowieé¢, ze punkty P, ), K sa wspotliniowe.

10. Wyznaczy¢ najmniejsza liczbe naturalna n > 1, dla ktérej srednia
kwadratowa liczb 1, 2,..., n jest liczba catkowita.

11. Dla danego h = 2", gdzie r > 0, wyznaczy¢ wszystkie liczby
naturalne k, dla ktorych istnieje m > 1 nieparzyste oraz liczba naturalna
h

m

n taka, ze k|lm" — 1 oraz m{n"™ % + 1.

12. Rozstrzygna¢ dla jakich liczb naturalnych a istnieje nieskonczenie
wiele liczb bezkwadratowych n takich, ze n|a™ — 1.

Zadania nieco trudniejsze:

1. Wér6d n osob niektore trojki byty razem na imprezie. Dla kazdych
dwoch réznych oséb A i B istnieje doktadnie jedna osoba C' taka, ze
A, B i C byli razem na imprezie. Co wiecej, jesli dla szesciu réznych
os6b A, B,C, X, Y, Z trojki A, B, X, B,C,Y oraz C, A, Z byly razem na
imprezie, to rowniez X,Y, Z byli razem na imprezie. Znalezé wszystkie
n, dla ktorych taka sytuacja jest mozliwa.

2. Niech punkty D, B, C, E leza na jednej prostej w tej wtasnie
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kolejnosci i niech punkt A spetnia réwnoéci AB = DB oraz AC = EC.
Poprowadzmy dwusieczne katow £ ABC oraz £ AC'B i ich przeciecia z
okregiem opisanym na tréjkacie ABC' oznaczmy odpowiednio przez K i
L, zas$ ich przeciecia z przeciwlegtymi bokami tréjkata ABC odpowiednio
przez P i (). Niech O; bedzie $rodkiem okregu opisanego na trojkacie
DBL, za$ O, srodkiem okregu opisanego na tréjkacie FC'K. Przez S
oznaczmy punkt przeciecia CO; i BO,. Udowodnié¢, ze AS L PQ).

3. Dane jest n liczb rzeczywistych dodatnich xq, xs, ..., z, o iloczynie
rownym 1. Wykazaé, ze

n

Yo (wi—)? > ai—n
=1

1<i<j<n

4. W kazdym punkcie kratowym ptaszczyzny, ktory ma niedodatnia
wspotrzedna x potozono jeden pionek. Dozwolone sa ruchy polegajace na
wybraniu pewnej pary pionkéw stojacych na sasiadujacych w pionie lub
poziomie punktach A i B i ,zbicie” jednym z nich drugiego, tj. zdjecie
pionka z pola A i przestawienie pionka z pola B na taki punkt C, ze A
jest srodkiem odcinka BC' (w punkcie C, na ktory przestawiamy pionek z
punktu B, nie mogt dotychczas staé¢ zaden pionek). Znalezé najwieksze x,
dla ktorego istnieje skonczona sekwencja dozwolonych ruchéw, po ktorej
pewien pionek znajduje sie w punkcie (x,y) (dla pewnego y).

5. Niech P bedzie wielomianem o wspotczynnikach catkowitych, a n
liczba naturalna. Dla kazdej liczby calkowitej dodatniej m liczba P(2™)
jest n-ta potega pewnej liczby naturalnej. Dowies¢, ze wtedy dla pewnego
wielomianu @) o wspotezynnikach catkowitych zachodzi: P(z) = (Q(z))".

6. Niech Sy, S beda okregami przecinajacymi sie w dwoch réznych
punktach A i B. Prosta przechodzaca przez punkt A przecina okrag S; w
punkcie C, a okrag S, w punkcie D. Punkty M, N, K leza odpowiednio
na odcinkach C'D, BC, BD oraz prosta M N jest rownolegta do BD, a
prosta M K jest rownolegta do BC'. YLiuki BC' okregu S oraz BD okregu
S, zawieraja odpowiednio punkty E i F, przy czym prosta EN jest pro-
stopadta do BC', a prosta F'K jest prostopadta do BD. Dowies¢, ze kat
LEMF jest prosty.
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7. Udowodnié, ze istnieje liczba postaci 333333333333 adzie n jest
liczba naturalna, zakonczona 333333233333 tréjkami w zapisie dziesietnym.

8. Wielomiany W i V nazywamy wzglednie pierwszymi jesli nie istnieje
wielomian U stopnia dodatniego taki, ze U|W i U|V. Niech P, @ i R beda
wzglednie pierwszymi wielomianami stopnia dodatniego. Udowodni¢, ze

jezeli zachodzi " . n
(P@)" + (Q@)" = (R=))",
ton < 2.

9. 51,5, ..., Sa00s sa podzbiorami zbioru {1,2,...,2008}, z ktorych
kazdy ma parzysta liczbe elementéw. Dowiesé, ze dla pewnych liczb 1 <
© < j < 2008 zbior S; NS; rowniez ma parzysta liczbe elementow.

10. W nieréwnoramiennym tréjkacie ABC punkty M,, M,, M. ozna-
czaja odpowiednio srodki bokéw BC', C'A, AB. Punkt [ jest srodkiem
okregu wpisanego w ten trojkat, a punkty A’, B’, C' sa punktami stycz-
nosci tego okregu odpowiednio z bokami BC, C'A, AB. Prosta k jest
prosta symetryczna do prostej BC' wzgledem prostej Al, a prosta [ jest
prosta prostopadta do prostej I M, i przechodzaca przez punkt A’. X, jest
punktem przeciecia prostych £ i [, a punkty X, i X. definiujemy analo-
gicznie. Wykaza¢, ze punkty X,, X;, X, leza na jednej prostej, ktora jest
styczna do okregu wpisanego w trojkat ABC.

11. Udowodni¢, ze dla dodatnich liczb a, b, ¢ zachodzi nieréwnos¢
2a 2b 2c
+ + <3
a+b b+c c+a
12. Na plaszczyznie dany jest n-kat wypukty P. Tréjkat utworzony

z trzech réznych wierzchotkow P nazywamy dobrym jesli wszystkie jego
boki maja dtugos¢ 1. Dowiesé, ze jest nie wiecej niz %n dobrych tréjkatow.

13. Ciag (e,) definiujemy tak: e; =1, eo = 2, a e, jest najmniejsza
liczba, ktora jeszcze nie wystapita w ciagu i NWD(e,, e 1) > 1. Udo-
wodni¢, ze dla kazdej odpowiednio duzej liczby pierwszej p pierwszym
wyrazem ciagu (e,) podzielnym przez p jest wyraz 2p.
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Rozwiazania

Zawody indywidualne:

1. Kazda liczbe naturalna pomalowano na jeden z dwdch kolordw.
Dowiesc, ze dla kazdej liczby naturalnej n istnieja rézne liczby naturalne
a,b > n takie, ze liczby a, b i a + b sa jednego koloru.

Rozwigzanie

Sposob 1
Pokazemy najpierw, ze istnieja a,b > 1 takie, ze a, b i a + b sa jednego
koloru. Przypusémy przeciwnie.

Nazwijmy kolory czerwony i niebieski. Bez straty ogélnosci zatézmy,
ze 1 jest niebieskie. Jedli nie istnieje juz zadna inna liczba niebieska, to
w oczywisty sposob dostajemy sprzecznos¢, wiec istnieje pewna liczba
niebieska - n. Woéwczas n — 1 oraz n + 1 sa czerwone. Gdyby 2 byto
czerwone, to dostalibySmy w ten sposéb czerwona tréjke (2,n—1,n+ 1)
- zatem 2 jest niebieskie. Skoro 1 i 2 sa niebieskie, to 3 jest czerwone.

Analogicznie jak poprzednio wnioskujemy, ze istnieje pewna liczba
niebieska wieksza od 4 - niech bedzie to n. Wéwczas n — 1 oraz n + 2 s
czerwone. Jednak wowczas trojka 3,n — 1,n + 2 jest czerwona i spetnia
zatozenia zadania. Sprzecznosc.

Analogicznie mozemy wykazaé, ze istnieja a,b > n + 1 spekliajace
zalozenia zadania, rozpatrujac zamiast zbioru N zbior (n + 1)N, gdzie
EN ={n:n=km,m € N}.

Sposob 11

Przypusémy nie wprost, ze nie istnieja takie liczby a,b > n, ze a, b
i a+ b sa jednego koloru. Nazwijmy kolory czerwony i niebieski. Bez
straty ogdlnosci niech n+1 bedzie czerwone. Istnieja co najmniej 2 liczby
czerwone wieksze od 2n + 2, w przeciwnym wypadku od pewnego mo-
mentu wszystkie liczby bytyby niebieskie i teza bytaby spelniona. Niech
a > b beda liczbami czerwonymi i niech b > 2n + 2. Zatem liczby
b+ a,b— (n+1),(n+ 1)+ a sa niebieskie i wszystkie rézne. Jednak
(b—(n+1))+((n+1)+a) = b+a, czyli istnieje niebieska trojka ztozona
z liczb wiekszych od n. Sprzecznosc.

2. Niech O1i I oznaczaja odpowiednio srodek okregu opisanego i wpisa-
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nego w nieréwnoboczny trojkat ABC. Udowodnié¢, ze ZAIO < 90° wtedy
i tylko wtedy, gdy 2BC < AB + AC.

Rozwiagzanie
Oznaczmy przez T punkt przeciecia dwusiecznej kata BAC' z okregiem
opisanym na tréjkacie ABC'. Punkt [ lezy wéwczas na boku AT trojkata
AOT i nietrudno zauwazy¢, ze nierownos¢ AIO < 90° jest rownowazna
temu, ze T'1 < Al. Powszechnie wiadomo (lub jest to proste ¢wiczenie),
ze TB =TI =TC. 7 Twierdzenia Ptolemeusza wnioskujemy jednocze-
Snie, ze
TC-AB+TB-AC = AT - BC
czyli tez
TI-(AB+ AC) = (AI+TI)- BC.

Dlatego warunek T < Al rownowazny jest warunkowi
TI-(AB+ AC) >2TI- BC

lub po prostu
AB+ AC > 2BC

i dowod jest zakonczony.

3. Liczbe naturalna n nazywamy wypasiona, jezeli dla kazdej liczby
pierwszej p dzielacej n liczba p? réwniez dzieli n. Rozstrzygnad, czy ist-
nieje nieskonczenie wiele liczb n takich, ze n oraz n + 1 sa wypasione.

Rozwiqgzanie

Sposob 1
Tak, istnieje nieskonczenie wiele n takich, ze n i n + 1 sa wypasione.
Zauwazmy, ze iloczyn dwoch liczb wypasionych jest liczba wypasiona
oraz, ze kwadraty liczb naturalnych réwniez sa wypasione. Zatézmy wiec,
ze n in+ 1 sa wypasione. Wowcezas wypasiona jest tez liczba 4n(n + 1).
Jednoczesnie 4n(n+ 1)+ 1 =4n* +4n+ 1 = (2n + 1)?, a wiec ta liczba
takze jest wypasiona. Oznacza to, ze majac dana pare kolejnych liczb
naturalnych, ktore sa wypasione mozemy wygenerowa¢ pare wiekszych,
gdyz jasne jest, ze n < 4n(n+ 1) . Aby zakonczy¢ rozwiazanie wystarczy
zauwazy¢, iz liczby 8 oraz 9 sa wypasione.
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Sposob 11
Réwnanie Pella a? — 8b? = 1 posiada nieskoniczenie wiele rozwigzan w
liczbach naturalnych. Dla kazdego takiego rozwiazania mozemy przyjac
n+1=a? wtedy n = 8* i oczywiscie obie te liczby sa wypasione, czyli
znalezlismy nieskonczenie wiele liczb n speliajacych zadany warunek.

4. Wyznaczy¢ wszystkie funkcje f : Z* — Z* spelniajace dla dowol-
nych liczb catkowitych dodatnich x i y warunek

f@®+ fy) = zf(z) +y.

Rozwiqzanie

Sposob 1
Oznaczmy C' = f(1)+1. Podstawiajac z = y = 1 otrzymujemy f(C') = C.
Wykazemy indukcyijnie, ze dla kazdej liczby naturalnej k& zachodza réw-
nosci f(kC) = kC oraz f(kC +1) = kC + f(1).

Poczatek indukcji: istotnie f(C') = C'; podstawiajac x = 1, y = C
otrzymujemy f(1+4 C) = f(1)+ C.
Krok indukcyjny:
podstawiajac x = 1 oraz y = kC otrzymujemy f(1+ kC) = f(1) + kC.
Podstawiajac z = 1, y = kC' + 1 otrzymujemy
f((k+1)C) = f(1+kC+ f(1)) = f(1+ f(KC +1)) =

=f()+kC+1=(k+1)C.

Teza indukcji zostata udowodniona.

Pokazemy teraz, ze f(1) = 1. Mozna to zrobi¢ na rézne sposoby. Za-
uwazmy, ze funkcja f jest réznowartosciowa, gdyz jesli f(a) = f(b), to

of(z) +a=f(z*+ f(a)) = f(a® + (b)) = 2 f(z) + b,

wiec a = b.
Podstawiajac x = C, y = 1 mamy

f(CP+ 1) =Cf(C)+1=C?+1.
Dla z = C? + f(1), y = 1 dostajemy
FUC+ F(1)? + (1)) = (C* + f(1))(C* + 1) + 1.
Podobnie podstawiajac = C? + 1, y = 1 mamy
FUC?+1)%+ f(1)) = (C*+ 1)(C* + f(1)) + 1,
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czyli z roznowarto$ciowosci otrzymujemy
(C* + f(1))* + f(1) = (C* +1)* + f(1),

a co za tym idzie f(1) = 1.

Zatem C' = 2 i przedstawiony wyzej dowod indukeyjny pokazuje, ze
musi zachodzi¢ f(n) = n dla dowolnego n € Z*.
Sprawdzamy, ze faktycznie f(n) = n spelia warunki zadania, gdyz

f@*+ fy)=2*+y=a-x+y=af(x)+y.

zatem jest to jedyne rozwiazanie zadania.
5. Liczby rzeczywiste ay, as, ..., a, (gdzie n > 4) spelniaja warunki

a1 +ay+...+a, =2n

oraz
ai+a3+...+al>n’

Dowies$¢, ze przynajmniej jedna z liczb aq,as, ..., a, jest nie mniejsza
niz 2.

Rozwigzanie

Sposob 1
Dowdd przeprowadzimy nie wprost. Przypusémy, ze a; < 2 dla wszystkich
1=1,2...,n. Zauwazmy najpierw, ze jezeli rozsuwamy liczby tak, by

ich suma sie nie zmieniata, to suma kwadratéw rosnie. Formalnie, niech
a > b, x > 0. Wowczas

(a+2)*+ (b—2)* =a® + 2ax + 2° + b* — 2bx + 2°

=a® +b* + 227 +22(a — b) > a® + b°.

Jezeli wiec rozsuniemy liczby aq, as, . . ., a, tak, ze wszystkie oprécz jedne;j
beda réwne 2, a ta ostatnia wyniesie a1 + as + ...+ a, — (n — 1) - 2, to
suma kwadratéow wzrosnie, czyli

2
a%—l—ag—i—...jtai<(n—l)-22+(a1+a2+...+an—(n—1)-2) :

Jednak ay +as + ...+ a, > n, czyli
ai+as+...+a<(n—1)-2"+(ay+as+...+a,— (n—1)-2)°
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<4n—1)+n—-22=4dn—4+n*>—dn+4=n’

gdzie nieréwnosé bierze sie z tego, ze
ait+ay+...+a,—2n—1)>2n-2n—-1)> —(n—2)

oraz
aj+as+...+a,—2(n—1)<2n—-2(n—1)=2<4-2<n—2.
Jednak z zalozeni zadania wynika, ze a? + a3 + ... + a? > n?, czyli

dostajemy sprzecznos¢ z zalozeniem, ze a; < 2 dlai=1,2,...,n

Sposob 11
Po pomnozeniu pierwszej nieréwnosci przez n — 4 (n > 4) i dodaniu
drugiej otrzymujemy
> (af + (n—4)a;) > 2n® — 4n.

i=1
Przeksztatcajac dostajemy

n

Z(ai —2)(a; + (n—2)) > 0.

i=1

Dla pewnego ¢ mamy wiec (a; — 2)(a; + (n — 2)) > 0, czyli a; > 2 lub
a; < 2 —n. Jezeli zachodzi pierwsza z nieréwnodci, to otrzymujemy teze.
W drugim przypadku mamy 2 —n > a;, bez straty ogoélnosci zatézmy
1 = 1. Wéwezas dodajac nieréwnos$¢ 2 — n > a; do pierwszej nieréwnosci
z tresci zadania i skracajac otrzymujemy

n

> (4 =2) >0,

=2
co implikuje a; > 2 dla pewnego i, czyli teze.
6. Znalez¢ wszystkie takie liczby naturalne n > 2, ze wszystkie liczby

naturalne mniejsze od n i wzglednie pierwsze z n tworza ciag arytme-
tyczny.

Rozwiqzanie
Wszystkie liczby n spetniajace zadane warunki to liczby pierwsze, potegi
dwojki oraz liczba 6. Istotnie, zatézmy, ze wszystkie liczby naturalne
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mniejsze od n i wzglednie pierwsze z n tworza ciag arytmetyczny o roz-
nicy r. Jesli r = 1, to n nie ma zadnych dzielnikéw wiekszych od 1, a
zatem n jest liczba pierwsza. Jesli r = 2, to n nie ma dzielnikéw pierw-
szych nieparzystych, a ma parzyste, czyli jest potega dwojki.
Przyjmijmy wiec, ze r > 3. Je$li n nie jest parzyste, to wsrod liczb
wzglednie pierwszych z n sa 11 2, wiec r = 1, whrew zatozeniu, zatem n
jest liczba parzysta. Jesli n jest potega liczby 2, to wérdd liczb wzglednie
pierwszych z n sa 1 i 3 i wobec tego r = 2. Niech n = 29D, gdzie b > 1
jest nieparzyste i a > 1. Nietrudno zauwazy¢, ze liczby b — 2,b + 2 sa
mniejsze niz n oraz wzglednie pierwsze z n, czyli naleza do ciagu aryt-
metycznego. Poniewaz r > 2, wiec r = 4. Pierwszym wyrazem ciagu
arytmetycznego jest liczba 1, wiec nastepny to 5. Wobec tego 3|n. Je-
sli n > 6, to n > 12. Wypisujac jednak trzy pierwsze wyrazy naszego
ciagu: 1,5, 9 otrzymujemy sprzecznos¢. Bez trudu sprawdzamy, ze n = 6
rowniez spelnia warunki zadania.

7. Zabezpieczenie sejfu sktada sie z trzech két, z ktorych kazde moze
by¢ ustawione w jednej z osmiu pozycji. Z powodu uszkodzenia mecha-
nizmu blokujacego sejf drzwiczki do sejfu mozna otworzy¢, gdy dowolne
dwa kota znajduja sie w prawidtowej pozycji. Rozstrzygnij jaka jest naj-
mniejsza liczba préb, ktora gwarantuje otworzenie sejfu.

Rozwiqgzanie

Odpowiedz: 32.

Oznaczmy pozycje numerami 0, 1, ..., 7. Prawidlowy kod sktada
sie z trzech cyfr; co najmniej dwie z nich sa w zbiorze {0,1,2,3} lub
{4,5,6,7}. Sprawdzamy wobec tego tréjki (a, b, ¢), gdzie 4|a+ b+ ¢ oraz
wszystkie trzy liczby naleza do jednego z dwdéch wspomnianych zbio-
row. Takich trojek jest 32: wybieramy jeden z dwoch zbiorow, liczbe a
na cztery sposoby i liczbe b na cztery sposoby; kazdy taki uktad daje
nam jedna trojke (a, b, c). Takie postepowanie gwarantuje nam otworze-
nie sejfu; wybieramy pozycje, na ktérych liczby z otwierajacego uktadu
sa w jednym zbiorze i ustalamy tam prawidlowe cyfry - wtedy na pozo-
stalej da sie tak dobrac cyfre tak, by otrzymana tréjka byta sprawdzana.
Przypusémy teraz, ze uda sie otworzy¢ sejf w co najwyzej 31 sprawdze-
niach. Wtedy istnieje takie a, ze sprawdzamy co najwyzej 3 trojki postaci
(a,b, c). Bez straty ogdlnosci przyjmijmy, ze sprawdzamy tréjki (0,0,0),
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(0,1,1) i (0,2,2). Gdyby sejf otwierata trojka (0,b,c), gdzie 3 < b, ¢, to
aby go otworzy¢, musimy sprawdzié¢ trojke (a,b,c), gdzie a > 0. Daje to
25 tréjek do sprawdzenia; razem z poprzednimi trzema 28 (zauwazmy,
ze gdybys$my sprawdzili mniej niz 3 tréjki postaci (0, b, ¢) lub zestaw tré-
jek istotnie inny niz (0,0,0), (0,1,1), (0,2,2) to na tym etapie mieliby$my
juz5-6+3, 6-6+2, 7-74 1 lub 88 sprawdzen - sprzecznosé). Do
tej pory nie otworzyliémy sejfu, jesli otwiera go jedna z tréjek: (1,0,1),
(1,0,2), (2,0,1), (2,0,2), (3,1,0), (3,2,0), (4,1,0), (4,2,0). Jednak do spraw-
dzenia pierwszych czterech mozliwosci potrzeba dwoch tréjek i do ostat-
nich czterech tez dwoch, przy czym sa to zbiory rozlaczne (bo tréjka z
pierwszych czterech i trojka z ostatnich czterech réznia sie na wszystkich
trzech miejscach), razem 32 — sprzecznosé.

8. Punkt O jest $srodkiem okregu opisanego na trojkacie ABC'. Punkt
K lezy na boku AB, punkt L na boku AC' oraz punkty K, O i L sa
wspotliniowe. Punkt R jest srodkiem odcinka BL, za$ S jest $rodkiem
odcinka C' K. Udowodnij, ze £ BAC = £SOR.

Rozwiqzanie

Niech B’,C’" oznaczaja punkty symetryczne do punktéw B, C' wzgledem
punktu O. Z twierdzenia Talesa mamy SO||KC" i OR||B’'L. Ponadto je-
i X jest punktem przeciecia prostej KC’ i okregu przechodzacego przez
punkty A, B,C, to z twierdzenia Pascala dla sze$ciokata ABB'XC'C
wynika, ze punkty K, O oraz przeciecie B'X 7z AC' leza na jednej prostej.
Oznacza to, ze proste KO, AC'i B'X przecinaja sie w jednym punkcie,
czyli L lezy na prostej B’ X. Wobec tego £SOR = £C'X B'. Aby zakon-
czy¢ dowod wystarczy zauwazyé, ze tuki BC' 1 B'C’ sa réwnej dtugosci,
wiec L BAC = LC'X B’
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9. Dany jest ostrokatny trojkat ABC, w ktorym AB # AC. Dwu-
sieczna kata A przecina bok BC' w punkcie V', natomiast D jest spodkiem
wysokosci poprowadzonej z A. Okrag opisany na trojkacie AV D przecina
boki AB i C'A odpowiednio w punktach F'i E. Dowies¢, ze proste AD,
BE i C'F przecinaja sie w jednym punkcie.

Rozwiazanie
Poniewaz AD 1 VD, wiec AV jest srednica okregu. Wobec tego AFE L
VE oraz AF 1 VF. W polaczeniu z réwnoscia L FAV = LFAV daje
to AE = AF oraz VE =V F. Mamy w takim razie:

AF BD CE CE BD VE-ctgdC AD-ctgdB
FB DC EA FB DC VF-ctgdB AD-ctg{C

co w potaczeniu z twierdzeniem odwrotnym do twierdzenia Cevy daje
teze.

10. Szachownice 200929 x 20092°% wypetiono liczbami rzeczywi-
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stymi o module nie wigkszym niz 1. Co wiecej suma liczb w kazdym
kwadracie 2 x 2 jest zerem. Udowodni¢, ze suma wszystkich liczb na
szachownicy nie przekracza 2009%0%,

Rozwigzanie

Kolorujemy szachownice w odpowiedni sposob — schemat pokazany
na rysunku. Lewe dolne ,schody” sktadaja sie z pewnej liczby kwadratow
2 x 2, czyli suma liczb na ich polach wynosi 0. Réwniez prawe goérne
,schody” posiadaja te wtasciwos¢. Z pol catej planszy wszystkie pola
zostaly pokolorowane doktadnie raz oprocz pél na przekatnej. Oznaczmy
przez B sume liczb na biatych polach, przez C' sume liczb na polach
pokolorowanych 2 razy, przez S sume liczb na calej szachownicy, przez L
sume liczb na lewych schodach, a przez P na prawych. Niech b to liczba
pol biatych, a ¢ czarnych. Zauwazmy, ze woéwczas

S=L+P-C+B=0+0+B~-C=B-C <b+c=20092"%,
czyli tym samym teza zostala wykazana.

11. Niech C bedzie liczba dodatnia, zas aq, aq, . .. takim nieskonczo-
nym ciagiem liczb dodatnich, ze dla kazdego ¢+ = 1,2, ... spelniona jest
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nierownos¢ 0 < a; < C a dla kazdych liczb 1 < ¢ < j nieréwnos¢
— < |a; — a;]. Udowodnié, ze C' > 1.

itj
! Rozwiqzanie
Niech n bedzie dowolna liczba naturalna, a (ki, ko, ..., k,) taka permu-
tacja ciagu (1,2,...,n), ze ag, < ap, < ... < ay,. Zachodza nieréwnosci:
n—1 n—1 1
C>@kn_ak1 = Z‘&kwrl — Ak, > 27>
i=1 i=1 kit + ki
n—1)>2 n—1)>2 n—1)>2 3
UL USSR UL S
i=1 i=

gdzie druga nieréwnos$¢ wynika z nieréwnosci Cauchy’ego-Schwarza dla
liczb k1 + ks, ..., /kn_1 + k,, oraz \/k11+k2, by ! . Poniewaz dla
n—1+kn

kazdego naturalnego n zachodzi nieréwnos$¢ C' > 1 — niﬂ, wiec C' > 1.

12. Niech P bedzie wielomianem dziesiatego stopnia o wspotczynni-
kach catkowitych, w ktérym wspotezynnik przy z10 jest réwny 1. Roz-
strzygnaé, czy liczby P(0), P(1), ..., P(100) moga dawaé¢ parami rézne
reszty przy dzieleniu przez 101.

Rozwigzanie
Odpowiedz jest negatywna. Udowodnimy najpierw nastepujacy lemat:

Lemat. Niech p # 2 bedzie liczba pierwszq, natomiast k liczba naturalng
niepodzielng przez p — 1. Woéwczas p|1* +2F + ...+ (p — 1)F.

Wiadomo, ze istnieje taka reszta g z dzielenia przez p, ze liczby ze
zbioru {¢",¢', g%, ... g?"?} daja wszystkie mozliwe niezerowe reszty z
dzielenia przez p'. Woéwczas g% # 1 (mod p), gdyz p — 1 nie dzieli k.
Zauwazmy, ze liczby g,2g, ..., (p — 1)g daja wszystkie mozliwe niezerowe
reszty z dzielenia przez p i kazda reszta pojawia sie doktadnie raz. Zatem

9"+ 29"+ . (p-Dgt=1"+2"+ .+ (p—1)" (mod p),

L Dla p = 101 taka liczba jest np. 2, tzn. ze dzielac przez 101 liczby 1 = 2021 22 ... |
otrzymamy liczby 1,2,...,100 w pewnej kolejnosci. Taka liczba g nazywana jest generatorem grupy
multyplikatywnej reszt modulo p.

299
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a stad

(" =D +2"+ .+ (p—1"=0 (mod p).
Poniewaz pierwszy czynnik jest niepodzielny przez p podzielny musi by¢
drugi i dowdd lematu jest zakonczony.
Dla dowodu nie wprost zalézmy, ze istnieje wielomian P(z) stopnia 10,
dla ktorego liczby P(0), P(1),..., P(100) daja rézne reszty przy dzieleniu
przez 101. Nietrudno wéwczas zauwazy¢, ze P(P(z)) jest wielomianem
stopnia 100 i liczby P(P(0)), P(P(1)), ..., P(P(100)) tez daja rézne
reszty przy dzieleniu przez 101. Mamy wiec

P(P(0))+P(P(1))+...+P(P(100)) = 0+1+...4100=0 (mod 101).

Z drugiej jednak strony niech P(P(x)) = 2'% + agoz® + ... + a1z + ay.
Wtedy
P(P(0)) + P(P(1)) + ...+ P(P(100)) =
= (0" + 1'% +...100") + age (0% + 1% +...100%)
+.. 4+ a (0t + 1" +...100") + 101ap = 100 (mod 101),

gdyz na mocy lematu przy kazdym wspotczynniku a; jest liczba podzielna
przez 101, a reszte z dzielenia sumy 0% + 119 + .+ 1001 stosujac
male twierdzenie Fermata. Oczywiscie 100 Z 0 (mod 101) i uzyskana
sprzecznosé konczy dowod.

13. Wielomian P spelnia dla kazdej liczby rzeczywistej & réwnosé
P(z)P(22°%) = P(22* + ).
Udowodnié¢, ze jesli P ma pierwiastek rzeczywisty, to jest tozsamosciowo

rOWny zero.

Rozwigzanie
Przypusémy przeciwnie i oznaczmy przez x pierwiastek P o najwiekszej
wartos$ci bezwzglednej. Mamy wowczas

P23 + m0) = P(222)P(xo) = P(223) - 0 = 0.

Zatem 23 + x¢ jest rowniez pierwiastkiem P. Co wiecej, jezeli zo # 0, to
1223 + xg| > ||, gdyz znak z} jest taki sam co zy. Wobec tego jedynym
pierwiastkiem P jest 0, czyli P(z) = 2"Q(x) oraz Q(0) # 0. Zatem

2" (22°)"Q(2)Q(22?) = (22°" + 2™)Q (22> + 7).
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Liczba 0 jest 3n—krotnym pierwiastkiem wielomianu znajdujacego sie po
lewej stronie rownosci i n—krotnym prawej strony. Wobec tego n = 3n,
czyli n = 0, co przeczy temu, ze P jest niezerowym wielomianem.

14. Niech okregi 01 i 05 przecinaja sie w punktach A i B. Pewna prosta
przechodzaca przez B przecina o; i 0o odpowiednio w punktach C'i D.
Proste styczne do o1 w C' i 09 w D przecinaja sie w punkcie M. Proste
AM i CD przecinaja sie w punkcie X. Punkt K jest takim punktem na
prostej AC, ze proste XK i MC' sa réwnolegte. Udowodnié, ze prosta
K B jest styczna do okregu os.

Rozwiagzanie

Poniewaz { BAC' = {BCM = LK XC, wiec czworokat ABX K jest
wpisany w okrag. Mamy rowniez L ACM = 180° — LABC = LABD =
180°—= L ADM , wiec czworokat AC'M D tez jest wpisany w okrag. Oznacz-
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my przez O érodek okregu oy. Zachodza rownosci:

LABK = LAXK = L{AMC = LADC =
= LADB = %KAOB =90° — LABO,
czyli LKBO = £LABO + £LABK = 90°, wiec mamy teze.

15. Dane sa trzy liczby catkowite a, b, ¢ i liczba pierwsza p > 5. Udo-
wodnié¢, ze jezeli an® 4 bn + ¢ jest kwadratem liczby catkowitej dla 2p — 1
kolejnych wartosci n, to p|b? — 4ac.

Rozwiqzanie
Niech f(n) = an® + bn + ¢ oraz niech k, k + 1, ..., k + 2p — 2 beda
2p — 1 kolejnymi liczbami naturalnymi, dla ktorych f przyjmuje wartosci
bedace kwadratami liczb catkowitych.

Zacznijmy od zbadania dla jakich x,y € Z zachodz f(z) = f(y)
(mod p). Pytamy wiec kiedy spelniona jest kongruencja

ar® +br +c=ay* +by+c (mod p),
lub réwnowaznie
(x —y)(ax + ay) + b(x —y) =0 (mod p),

czyli
(z—y)(alz+y)+b) =0 (mod p).

Wynika stad, ze f(z) = f(y) (mod p), wtedy i tylko wtedy, gdy = = y
(mod p) lub

ay = —ax —b (mod p). (1)
Nietrudno zauwazy¢, ze jesli a Z 0 (mod p), to przy danym z istnieje
doktadnie jedno rozwiazanie kongruencji (1) mod p. W szczegblnosci nie
istnieja liczby calkowite z,y, z dajace parami rézne reszty z dzielenia
przez p, dla ktérych f(z) = f(y) = f(z) (mod p). Jesli natomiast a = 0
(mod p), to owa kongruencja ma rozwiazanie wtedy i tylko wtedy, gdy
réwniez b = 0 (mod p).

Jak wiadomo wszystkich niezerowych reszt kwadratowych modulo p
jest doktadnie p—;l. Z tresci zadania wynika natychmiast, ze reszty dzie-
lenia liczb f(k), f(k+1),..., f(k+p— 1) sa niezerowymi resztami kwa-
dratowymi modulo p lub sa podzielne przez p. Zauwazmy jednak, ze tych
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liczb jest p, a mozliwych reszt p‘g—l, skad wynika, ze pewna reszta jest

przyjmowana co najmniej 2 razy. W szczegdlnosci jesli pla, to plb, gdyz
kongruencja (1) ma rozwiazanie. Ale wéwczas p|b® — dac, czyli teza jest
spelniona. Zalézmy wiec, ze a Z 0 (mod p). Jasne jest tez, ze ktéras z
wartosci f(k),..., f(k+p— 1) musi by¢ podzielna przez p, gdyz inaczej
pewna reszta kwadratowa bytaby przyjmowana 3 razy, co jak zauwazyli-
Smy wczesniej, jest niemozliwe.

Zalézmy najpierw, ze istnieja dwie liczby k <t <s< k+p—1, dla
ktorych p|f(t) oraz p|f(s). Z faktu t < k+p—2 wynika, ze t+p < k+2p—2,
a wiec f(t+ p) réwniez jest kwadratem i jasne jest, ze p|f(t + p). Liczby
podzielne przez liczbe pierwsza p: f(t), f(t + p) sa kwadratami liczb
naturalnych, a wiec sa réwniez podzielne przez p?. Mamy wiec

Pl f(t+p)— f(t) = a(t+p)*+b(t+p)+c— (at® +bt+c) = 2atp+ap’ +bp,
skad wynika, ze p|2at + b. Czyli
pldaf(t) = (2at + b)* — (b* — 4ac),

czyli tez p|b* — 4ac i w tym przypadku zadanie jest rozwiazane.

Zalozmy teraz, ze wsrod liczb k,k+1,...,k + p — 1 jest dokladnie
jedna liczba ¢, dla ktorej p|f(t). Jesli jednak wezmiemy z tych liczb taka
liczbe s, ktora jest rozwiazaniem kongruencji (1) przy ustalonym x = ¢,
to wowcezas p|f(s). Musi by¢ zatem s = ¢ (mod p), czyli wstawiajac do
kongruencji (1) x = y = t dostajemy

pl2at + b,

co w polaczeniu z p|f(t) daje, jak widzielismy wczesniej, p|b* — 4ac, co
konczy dowdd.

16. Dana jest liczba naturalna n > 2. Tablica n x n jest wypelniona
liczbami 0 i 1 w ten sposob, ze kazdy podzbior n poél, z ktorych zadne
2 nie leza w jednej kolumnie ani w jednym wierszu zawiera co najmniej
jedno pole z liczba 1. Dowie$¢, ze mozna wybraé ¢ wierszy i j kolumn w
taki sposob, ze ¢ + 5 > n + 1 oraz ze na przecieciu kazdego wybranego
wiersza i kazdej wybranej kolumny jest liczba 1.

Rozwiqzanie
Do rozwiazania tego zadania zastosujemy twierdzenie Halla (tu zapisane
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w terminologii chtopcéw i dziewczynek)

Twierdzenie Halla
Na tancach jest n chltopcow i pewna liczba dziewczynek. Mowimy, ze
spetniony jest warunek Halla, jezeli dla kazdej grupy k chtopcéw, gdzie
1 < k < n istnieje przynajmniej k takich dziewczynek, ze ktérys z tych
chtopcow ja zna. Jezeli spetniony jest warunek Halla, to wéwczas kaz-
demu chtopcu mozemy przydzieli¢ do pary dziewczynke, ktora zna.

Musimy teraz jedynie wykonaé prace typowa dla zadan na twierdze-

nie Halla, czyli zinterpretowaé¢ co jest chlopcem, co jest dziewczynka i
co jest znajomoscia. W tym przypadku niech chlopcy to beda wiersze,
dziewczynki to kolumny (badZ odwrotnie). Powiemy, ze wiersz i kolumna
znaja sie, jezeli pole na ich przecieciu zawiera 0.
Warunek, ze dla dowolnego podzbioru n pél z réznych wierszy i roznych
kolumn na ktéryms z nich znajduje sie 1 oznacza, ze dla dowolnego spa-
rowania wszystkich chtopcow ze wszystkimi dziewczynkami ktoras para
bedzie ztozona z nieznajomych.

Teza zadania moéwi, ze uda sie wybraé¢ i wierszy (chlopcéw) oraz
j =2 n+1—1ikolumn (dziewczynek) tak, ze zadna z tych kolumn nie
jest znana przez zaden wiersz. Innymi stowy teza zadania méwi, ze ist-
nieje pewna i-elementowa grupa chtopcow, ktora zna jedynie co najwyzej
n—(n+1—1i)=1i—1 dziewczynek. Jest to wiec doktadnie zaprzeczenie
warunku Halla.

Zatem zadanie jest jedynie przeformutowaniem twierdzenia Halla, méwi
ono, ze z zaprzeczenia tezy tego twierdzenia wynika zaprzeczenia zaloze-
nia, czyli dysponujac twierdzeniem Halla wykazaliémy teze zadania.

17. Udowodni¢, ze istnieje nieskonczenie wiele takich liczb natural-
nych n, ze suma cyfr liczby 3" jest nie mniejsza niz suma cyfr liczby 3" "1,

Rozwigzanie
Udowodnimy teze zadania nie wprost. Oznaczmy przez S(n) sume cyfr
liczby n. Przypu$émy, ze tylko dla skonczenie wielu liczby naturalnych
n zachodzi S(3") > S(3"™!). Wowczas istnieje taka liczba k > 2, ze dla
wszystkich liczb naturalnych n > k zachodzi S(3"*1) > S(3"). Zauwazmy
jednak, ze jesli n > 2, to 9| 3", a co za tym idzie 9 | S(3™). Zatem skoro

33



S(3m*) > 5(3"), to S(3"Y) > 9 + S(3"). Zatem S(3") > 9(n — k) +
+S(3%) = 9(n — k + 1). Jednak liczba 32" = 9" < 10" ma co najwyzej n
cyfr, a co za tym idzie S(3*") < 9n. A zatem 9n > S(3?") > 9(2n—k+1),
co dla dowolnego n > k nie jest prawda. Sprzecznosc.

18. Dany jest wielomian P stopnia n spetiajacy zalezno$¢ P(i) = 2°
dlai=0,1,2,...,n. Wyznaczy¢ P(n + 1).

Rozwiqzanie

Sposob 1
Przez P, oznaczmy wielomian stopnia co najwyzej nidlai=0,1,...,n
speliajacy wlasnosé z tredci zadania. Niech @, (x) = P,(z+ 1) — P,(x).
Wowcezas Q,(i) = P,(i+1)— P,(i) =2 -2 =2 dlai =0,1,...,n—1.
Co wiecej, (), jest wielomianem stopnia co najwyzej n — 1, gdyz wspot-
czynniki przy najwyzszej potedze P, redukuja sie. Poniewaz istnieje tylko
jeden wielomian stopnia co najwyzej n — 1 o ustalonych wartosciach w n
punktach, to Q,, = P,_1.
Udowodnimy teraz przez indukcje, ze P,(n+ 1) = 2" — 1. Dlan = 0
wielomian Py jest wielomianem stopnia 0 takim, ze Py(0) = 1, czyli
Py(z) =1, a co za tym idzie istotnie Py(1) =1 =2! — 1.
Zalézmy teraz, ze P,(n+1) = 2" —1. Przypomnijmy, ze dla dowolnego
n zachodzi @), = P,_1, a zatem P, = (),,1. Wynika z tego, ze

2" 1 =P, (n+1)=Quui(n+1) =

=Poi(n+2)—Pyi(n+1) = Pyyi(n+2) — 2"
czyli P,y 1(n+2) = 2" — 1. Tym samym wykazany zostal krok induk-
cyjny.
Odpowied? P(n+1) = 2"t — 1.

Sposob 11
Mozna skorzystaé ze wzoru interpolacyjnego Lagrange’a, ktéry podaje w
sposob jawny wielomian stopnia co najwyzej n o ustalonych wartosciach
w n+ 1 punktach. Jesli warto$ciami wielomianu W w punktach zq, ..., z,
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sa odpowiednio liczby ay, . . ., a,, to zachodzi réwnosé?

~Yall”

=0 ]#le_x]

Korzystajac ze wzoru Lagrange’a otrzymujemy réwnosci

1
:_%21(_1)%14 n+1 4 gntl n+1
= ) n+1

=—(2— 1"t pontt =2nf 1,

19. Na ptaszczyznie dany jest wielokat W o polu wiekszym od n.
Udowodni¢, ze mozna tak przesunaé¢ réwnolegle wielokat W, ze w jego
wnetrzu znajdzie sie co najmniej n + 1 punktéw kratowych.

Rozwiqzanie

Niech S bedzie zbiorem wszystkich kwadratéw jednostkowych K o wierz-
chotkach w punktach kratowych, przecinajacych wielokat W. Suma pdl
czesci K N'W jest rowna polu W, wiec jest wieksza niz n. Zatem jezeli
przesuniemy wszystkie czesci K N W w jedno miejsce otrzymujac figury
(K NW)', to z zasady szufladkowej Dirichleta w wersji polowej wynika,
ze istnieje punkt, ktory znajduje sie wewnatrz co najmniej n + 1 figur
(K NW)'". Oznaczmy go przez A = (a1, az), gdzie 0 < ay, a2 < 1. Zatem
wsréd punktéw postaci (k+ aq, L+ as), gdzie k, | € Z przynajmniej n+ 1
nalezy do wnetrza wielokata W. Zatem jesli W przesuniemy o wektor
U = (—a1,—as), to przynajmniej n + 1 z takich punktéw postaci (k,1),
ze k,l € Z, czyli punktéw kratowych, znajdzie sie w (przesunietym) wie-
lokacie W.

2 Bardzo tatwa do sprawdzenia. Nieco trudniej jest sprawdzié, ze jest to jedyny wielomian, ktéry
w punktach xg, ...,z przyjmuje wartosci ag,...,an.-
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20. Niech KL i KN beda stycznymi do okregu k w punktach L i V.
M jest takim punktem, ze K, N, M leza na jednej prostej w tej wtasnie
kolejnosci. Okrag opisany na tréjkacie K LM przecina okrag k w punkcie
P. Punkt @ jest rzutem prostopadtym N na prosta M L. Udowodni¢, ze
AMPQ =2LKML.

Rozwiqgzanie
Oznaczmy przez R drugi punkt przeciecia okregu k z prosta LM. Za-
chodzg réwnodci:

AMPK = AMLK = {RLK = £RPL.

W takim razie {MPR = A{KPL = LKML. Wobec tej rownosci
okrag przechodzacy przez punkty M, P, R jest styczny do prostej K M.
Oznaczmy przez S punkt wspolny prostych PR i M N. Prosta PR jest
osia potegowa okregu k i okregu opisanego na trojkacie M PR. Wobec
tego SN-SN = SP-SR=SM-SM, wiec S jest srodkiem odcinka M N.
Wobec tego S jest srodkiem okregu opisanego na tréjkacie prostokatnym
MQR, zatem trojkat MS(Q jest rownoramienny, czyli

36



AMQS = AQMS = ALMK = LA MPR =4AMPS,
wiec punkty M, P, @), S leza na okregu. W takim razie:

AMPQ = AMPS+LSPQ = AMQS+4£SMQ = 24SMQ = 24 KML.

21. Ahmed i Fredek graja w gre na szachownicy n x n, gdzie n jest
liczba nieparzysta. Ahmed stawia kotka, a Fredek krzyzyki. Na poczatku
wszystkie pola sa puste, tylko w lewym dolnym rogu jest kétko, a w pra-
wym goérnym jest krzyzyk. Zaczyna Ahmed. Ruch gracza polega na po-
stawieniu swojego znaczka na wolnym polu sasiadujacym przez krawedz
z polem, na ktoérym jest juz postawiony jego znaczek. Gdy gracz nie moze
wykona¢ ruchu, to traci go. Gra konczy sie, gdy zaden z graczy nie moze
wykona¢ ruchu. Gre wygrywa ten gracz, ktory wykonal wiecej ruchow.
Rozstrzygnij, ktéry z graczy posiada strategie wygrywajaca.

Rozwiqgzanie
Poniewaz gra jest skonczona i kazda rozgrywka konczy sie wygrang kto-
regos z graczy, to istnieje gracz posiadajacy strategie wygrywajaca. Udo-
wodnimy, ze taka strategie posiada gracz zaczynajacy, Ahmed, bedzie to
dowdd niekonstruktywny.
Przypusémy, nie wprost, ze strategie wygrywajaca posiada Fredek. Wska-
zemy teraz strategie dla Ahmeda, ktora grajac przeciw Fredkowi moze z
nim wygra¢. Zauwazy na poczatek, ze wlasny znak nigdy nie przeszka-
dza graczowi w realizowaniu jakiejkolwiek strategii. Ahmed stawia na
poczatek kotko gdziekolwiek. Nastepnie stawia sie w sytuacji drugiego
gracza, zapomina o postawionym kotku i gra wygrywajaca strategia dru-
giego gracza. Jezeli strategia ta kaze postawi¢ kotko w tym miejscu, gdzie
stoi pierwsze koétko, to, poniewaz kotko juz tam jest, to Ahmed stawia
kétko w dowolnym innym miejscu (i zapomina o nim). W ten sposéb
pokazalismy, ze Ahmed, kopiujac strategie drugiego gracza moze wygrac,
czyli doszliSmy do sprzecznosci z zatozeniem, ze Fredek ma strategie wy-
grywajaca.
Zatem strategie wygrywajaca posiada Ahmed.

22. Dany jest wielomian P stopnia n > 2 o wspotczynnikach catkowi-

tych dodatnich a,, a,_1, ..., a1, ag speliajacych warunki: a,,_, = ay
dla kazdego k =1, 2, ..., n—1 oraz a, = ap = 1. Udowodni¢, ze istnieje
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nieskonczenie wiele par liczb catkowitych a, b takich, ze a|P(b) i b|P(a).

Rozwiqzanie
Zauwazmy, ze (a,b) = (P(1), 1) spelnia warunki zadania oraz P(1) > 1.
Przypu$émy, ze para (a,b), a > b spelnia warunki zadania. Pokazemy,
P(a

ze wowczas para (a, )) réowniez spelnia warunki zadania, a co wiecej

Pga) > a > b. Jezeli to udowodnimy, to teza zadania zostanie pokazana,
gdyz z dowolnej pary da sie stworzy¢ inna spelniajaca warunki zadania i
to dodatkowo o wigkszej sumie.

Oczywiscie @ | P(a).

Aby pokazaé, ze b | P(%) zauwazmy najpierw, ze skoro ag = 1, to
P(a) = ak + 1 dla pewnego k € Z. Wobec tego

(ak+1)" n a n—1 a

n—1

—C+an(})) + 1(;) a4 a,
gdzie C' jest liczba wymierna. Mozna napisa¢ C' = gdme s,t € Z sa
wzglednie pierwsze oraz t | b". Wynika to stad, ze C' Jest suma sktadnikéw

m l
postaci am(l)b# dla [ > 1 oraz z tego, ze a i b sa wzglednie pierwsze,
bowiem b | P(a) = ak + 1 dla pewnego k € Z. Dzieki temu réwniez a i t
sa wzglednie pierwsze.
Mamy teraz
P(ER) = Ot an(3)" +ana (3)" .ot arf +ao =
_ as 4 Gnton- 1bt..4a1b™ ' tagh” _ as i P(b) _ a3+P(b)

br ¢ o T on
gdzie druga rownos¢é Wynlka z tego, ze an,_r = ar dla k = 0,1,...,n,

§ = s- % Poniewaz a | P(b), wiec a | as+ P(b), a poniewaz liczby a i 0"

g Wzglednle pierwsze, wiec a | P( ) Wykazali$émy, ze para (a, éa))
spethia zalozenia zadania.

Poniewaz stopien P jest nie mniejszy niz 2 oraz jego wspOtczynniki sa
catkowite dodatnie, to Pla) o P(a) > a > b, co pokazuje, ze faktycznie

b
suma pary sie zwiekszyta oraz, 76 wyrazy w parze sa rozne.

23. Punkt I jest srodkiem okregu wpisanego w trojkat ABC, a D
— punktem stycznosci tego okregu z bokiem BC'. Okrag w jest styczny
do prostej BC' w punkcie D a do okregu opisanego na trojkacie ABC' w
punkcie T, przy czym punkty A i T leza po jednej stronie prostej BC.
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Dowiesé, ze LATIT = 90°.

Rozwiqzanie
Udowodnimy nastepujacy lemat:

Lemat. Okrqg o znajduje sie we wnetrzu okregu O i jest do niego styczny
wewnetrznie w punkcie T. Punkty A i B, rozne od punktu T, lezq na
okregu O, a proste AK i@ BL sq styczne do okregu o odpowiednio w punk-

. . TA _ AK
tach K 1 L. Wowczas 75 = 5L

Oznaczmy przez A’, B’ drugie punkty przeciecia z okregiem o odpo-
wiednio prostych T'A, T B. Punkt T jest srodkiem jednoktadnosci prze-
ksztalcajacej okrag o na O, w ktorej punkt A’ przechodzi na A, a punkt
B’ przechodzi na B. Zatem proste A'B’ oraz AB sa réwnolegle, a wiec
na mocy Tw. Talesa otrzymujemy % = g—gi.

Natomiast z potegi punktu wzgledem okregu o dostajemy réwnosci AA’ -
AT = AK?, BB'- BT = BL?. Po pomnozeniu wszystkich trzech réwnosci

stronami otrzymujemy teze lematu.

Niech E, F' oznaczaja punkty stycznosci okregu wpisanego odpowied-
nio z bokami AB, AC. Z udowodnionego powyzej lematu oraz rownosci
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BE =BD i CF = CD dostajemy
BT BD BE
CT CD CF’

Jednoczesnie LZEBT = ZABT = ZACT = ZFCT, a zatem trojkaty
EBT oraz FCT sa podobne. Wynika stad, ze ZAET = ZAFT, czyli
punkty A, E, I, F,T leza na jednym okregu o $rednicy Al i oczywiscie
LATT = 90°.

24. Dane sa dodatnie liczby rzeczywiste z1, xo, ..., x, takie, ze

INgE

z; = 1. Udowodnié nieré6wnoéé:
1

7

1++5

n T
<
Z\/1+ZL’1+ +IZ‘_1'\/ZL’Z'+ZL’Z'+1+"'+ZL’“ 2

Rozwigzanie
Niech 0 = ap < a1 < ... < a,, = § beda takimi liczbami rzeczywistymi,
zesin oy = x1+wo+. . .+x;. Wtedy x; = sina;—sinq;_y dlai =1,2,...,n.
Nierownos¢é przyjmuje postac:

sin av;11 — sin o 1++5
5 __ LS
¢ V1+sing - /1 —sing 2

Udowodnimy nieréwnosé¢ mocniejsza;:

Clsinp —sina; w
ZZ:% oS <3
Mamy:
sinqiyp —sinq;  2sin a“rl;o‘i COS O‘i+12+0£i B
coSs (y; B COS -
_ sin ai+12_o‘i COS Oéi+12+0éi
= (i1 — ) - aici—ai oog o < (i1 — ),

2

bo dla = > 0 zachodzi nieréwnoéé sinz < x oraz T > Y% ~ o, > ()

2 2
a1ty
2

wiec cos < cos ;. W takim razie

"i:l sin ;11 — sin oy

CoS o

< o, — Q=

nof N

1=0
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Ponadto (2,2)? = 4,84 < 5, czyli 1 ++/5 > 3,2 > 7, co koniczy dowdd.

25. W trojkacie ABC punkt D jest spodkiem wysokosci poprowadzo-
nej z punktu A. Na pewnej prostej przechodzacej przez D wybrano takie
punkty E'i F', r6zne od D, ze LAEB = LAFC = 90°. Punkty M i N sa
odpowiednio srodkami odcinkow BC' i E'F. Dowie$¢, ze L ANM = 90°.

Rozwiagzanie
Skoro LAEB = LADB = 90°, to punkty A, D, B, E leza na jednym
okregu o srednicy AB. Analogicznie punkty A, D, C, F leza na jednym
okregu o érednicy AC. Stad {AEF = LABC oraz {AFE = L{ACB
jako katy oparte na tych samych tukach? czyli tréjkaty ABC i AEF
sa podobne. W takim razie 1‘2—]\]\; = 48 oraz AMAN = LEAB, co daje

AB
podobienstwo trojkatow MAN i BAE i tym samym konczy dowdd.

26. Dane jest 2n parami roznych liczb rzeczywistych aq,as, ..., a,,
bi,b9,...,b, oraz tablica n x n. W pole lezace w i-tym wierszu i w j-
tej kolumnie tablicy wpisano liczbe a; 4 b;. Udowodni¢, ze jesli iloczyny
liczb we wszystkich kolumnach sa réwne, to réwniez iloczyny liczb we
wszystkich wierszach sa rowne.

Rozwiqzanie
Réwnosé iloczynéw liczb w kolumnach znaczy doktadnie, ze wyrazenia
postaci
(bj +ay) - (bj +az) - ... (bj + an)
sa réwne dla dowolnego 1 < j < n. Niech
P(z)=(x+a1)(x +az)...(x + an).

Woéwezas P(by) = P(by) = ... = P(b,) = C dla pewnego C' € R. Wie-
lomian P(x) — C jest n tego stopnia, zeruje sie w liczbach by, by, ..., by,
wspotezynnik przy z” jest réwny 1, a wiec jest postaci

Plz)—C=(x—=0b)(x—by)...(x—by).
Dla kazdego x zachodzi rownosé

(x4+a)(z+az)...(x+a,) —C=(x—0b)(x—0by)...(x —b,).

3jesli np. D lezy miedzy E i F' — nieco inaczej, gdy E lezy miedzy D i F'
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Jedli # = —a; dla pewnego 1 < j < n, to:
—C = (—a; —b)(—a; —bg)...(—a; —b,) =
= (—1)”(aj + bl)(aj + bg) C (Clj + bn),
czyli
(Clj + bl)(aj + bg) . (Clj -+ bn) = (_1)n+10

Ostatnia réwnos¢ oznacza doktadnie to, ze iloczyny liczb w kazdym wier-
szu sa réwne i wynosza (—1)"T1C.

27. W pola tablicy n x n wpisano wszystkie liczby naturalne od 1
do n?. Udowodnié, ze istnieja dwa pola sasiadujace krawedzia takie, ze
wpisane w nie liczby roéznia sie o co najmniej n.

Rozwiagzanie
Przeprowadzimy dowdd nie wprost. Przypu$émy, ze dla dowolnych dwoch
sasiadujacych po6l wpisane w nie liczby réznia sie o co najwyzej n — 1.
Zdefiniujmy zbiory A, = {1,2,...,k}, By = {k+1,....k+n — 1},
Cp={k+mn,....,n*}dlak =1,2,...,n*> — n. Zauwazmy, ze dla dowol-
nego k pole, w ktére wpisano liczbe ze zbioru A, nie moze sasiadowaé z
polem, w ktore wpisano liczbe ze zbioru CY, zbior By jest wiec zbiorem
sgranicznym” dla zbioréw Ay i Cy.
Poniewaz By, sktada sie z n — 1 < n liczb, wiec dla dowolnego k musi ist-
nie¢ wiersz i kolumna, w ktore wpisano liczby ze zbioru Aj lub ze zbioru
Ci. Dla k = 1 naleza one do Cy, dla k = n? —n do Aj. Niech m bedzie
najmniejszym indeksem takim, ze liczby z A,, wypelniaja caly wiersz i
cala kolumne. Wéwcezas liczby z C),,_1 wypelniaja caly wiersz i cata ko-
lumne. Zatem sa co najmniej dwa pola, na ktorych sa liczby z A,,NC,,,_1,
co jest niemozliwe, gdyz A,, N C,,_1 = (). Sprzecznos¢.

28. Dana jest liczba naturalna n > 3. Udowodnié, ze liczba 22" + 1
ma dzielnik pierwszy, ktéry jest wiekszy niz 2"+2(n + 1).

Rozwigzanie
Niech p bedzie dowolnym dzielnikiem pierwszym liczby 22" + 1, a k —.
najmniejsza liczba calkowita dodatnia, dla ktérej 28 = 1 (mod p). Po-
niewaz 22" = —1 # 1 (mod p), wiec k nie dzieli 2", ale jednoczesnie
22" =1 (mod p), czyli k dzieli 2", Stad k = 2"*'. Z Malego Twier-
dzenia Fermata wiadomo réwniez, ze 2P~ =1 (mod p), a stad wniosku-
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jemy, iz k|p — 1, czyli 2" p — 1.
Niech 22" +1 = pips . .. p, bedzie rozktadem liczby 22" + 1 na niekoniecz-
nie rozne czynniki pierwsze. Na mocy powyzszej obserwacji dla kazdego
i=1,2,...,m istnieje k; takie, ze p; = 2""1k; + 1. Wystarczy, ze wyka-
zemy, ze dla pewnego i zachodzi k; > 2(n + 1).
Najpierw oszacujemy m od gory. Zauwazmy, ze
22+ l=pipo.. . om= 2"k + 1) (2" + 1) ... (2" + 1) >

> 2(n+1)m =+ 17
zatem m < n2—:1
Oszacujemy teraz sume ki + ko + ... + k,,, z dotu. Poniewaz n > 3, wiec
— jak mozna tatwo wykaza¢ — 2" > 2n + 2. Mamy réwniez

1=2""+1=2"" + D2 ke + 1) ... (2" Mk, + 1)

= 2n+1(1€1 + ]{32 + ...+ km) +1 (HlOd 2271-1—2),

trzecia kongruencja bierze sie stad, ze po otworzeniu nawiaséw wszystkie
sktadniki z wyjatkiem jednego, réwnego 1™, sa podzielne przez 2272
zatem 2"k +ko+. . Ky, czyli w szezegolnoded ky +ko+. . Ak, > 20T
Niech k; bedzie maksymalna sposréd liczb kq, ko, . . ., k,,,. Wowczas

on
2”+1<k1+k2++km<mkz<

skad wynika, ze k; > 2(n + 1) i rozwiazanie zadania jest zakonczone.
29. Liczby dodatnie a, b, x, y spetiaja réwnosci a® +x = b? +y oraz
a+ x? = b+ y?, a takze nieréwnos$é¢ a + b+ x +y < 2. Dowieéé, ze a = b

oraz r =1y.

Rozwiqzanie
Mamy:

a—b=y'—1’ = (y—x)(y+z) = (@® =) (z+y) = (a—b)(a+b)(z+y)

oraz

2
b
a+ +x+y> <1,

(a+b)(x+y)<<

wiec a — b = 0, zatem réwniez x —y = b?> — a® = 0.
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30. Rozstrzygnac czy istnieja parami wzglednie pierwsze liczby na-
turalne a, b, ¢ > 1, dla ktérych zachodza warunki: a|2” + 1, b|2¢ + 1,
c|2* + 1.

Rozwiagzanie

Takie liczby nie istnieja. Zatézmy przeciwnie i przyjmijmy przy tym,
ze sposrod wszystkich trojek liczb, ktére spetniaja dane warunki trojka
(a, b, ¢) ma najmniejsza sume. Bez straty ogélnosci mozemy przyjaé, ze
a jest najmniejsza sposrod liczb a, b, c. Oczywidcie a > 2. Niech k naj-
mniejsza, liczba catkowita dodatnia, dla ktérej 2¥ = 1 (mod a). Wia-
domo, iz 2° = —1 # 1 (mod a) oraz 2 = 1 (mod a), czyli k [b i k|2b.
Oznacza to, ze k = 21 gdzie [|b. Pokazemy teraz, ze trojka (a,l, ¢) réwniez
spelnia zadane warunki. W tym celu zauwazmy, ze a2 + 1. Rzeczywi-
Scie, k = 2l jest najmniejsza liczba naturalna, dla ktérej a2% — 1 =
(28 — 1)(2' + 1). Jedli liczby a i 28 — 1 mialyby jaki§ wspélny dzielnik
pierwszy p, to wtedy tez p|2° — 1, gdyz I|b. Jednoczesnie a|2” + 1, wiec
p|2° + 1. Wobec tego ze p|(2° + 1) — (2° — 1) = 2, a to jest niemozliwe.
Zatem liczby a i 2! — 1 sa wzglednie pierwsze i a|2! + 1. Jasne jest teraz,
ze | # 1, bowiem w przeciwnym razie a = 3 oraz ¢|9 co jest sprzeczne
z warunkami zadania. Ponadto [, jako dzielnik liczby b, jest wzglednie
pierwsze z a i ¢ oraz [|2¢ 4+ 1. A wiec rzeczywiscie tréjka (a,l, ¢) spelnia
warunki dane w zadaniu. Jednak [ < 2l < ¢(a) < a, a stad

at+l+cec<a+t+at+c<a+b+ec

co stoi w sprzecznosci z zalozeniem o minimalnosci sumy trojki (a, b, ¢).

31. Sfery opisana oraz wpisana w czworoscian ABC'D maja wspolny
srodek, AB = C'D oraz wszystkie Sciany tego czworoscianu sa trojkatami
ostrokatnymi. Udowodni¢, ze srodki krawedzi czworoscianu ABC' D leza
na jednej sferze wtedy i tylko wtedy, gdy jest on foremny.

Rozwigzanie
Oznaczmy przez S wspolny srodek kuli opisanej i wpisanej w czworo-
scian ABCD, przez R i r odpowiednio promienie tych kul, zas przez
Sa,Sg, Sc, Sp rzuty S odpowiednio na sciany BCD, ACD, ABD i ABC.
7Z twierdzenia Pitagorasa otrzymujemy AS% = R? —r? = BS% = CS3,
czyli punkt Sp jest érodkiem okregu opisanego na trojkacie ABC. Ana-
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logicznie punkty S, Sg iS¢ sa rowniez srodkami okregdéw opisanych na
odpowiednich Scianach. Promienie wszystkich tych okregéw sa réwne i
wynosza v R? — r2.

Poniewaz $ciany sa trojkatami ostrokatnymi, wiec srodki okregdéw opi-
sanych leza wewnatrz tych Scian. Zauwazmy, ze promien okregu opisanego
na trojkacie oraz dtugosci dwoch kolejnych bokoéw jednoznacznie deter-
minuja trojkat. Pokazemy, ze Sciany ABC oraz BCD sa przystajace.
Promienie okregéw opisanych na obu Scianach sa réwne, zas bokom AB
i BC' w trojkacie ABC odpowiadaja w trojkacie BC'D boki C'D i BC,
o tych samych dlugodciach. Analogicznie wykazujemy przystawanie po-
zostatych scian wnioskujac, ze wszystkie $ciany czworoscianu ABC'D sa
przystajace.

Dowolny czworos$cian mozna wpisa¢ w réwnolegltodcian tak, by prze-
ciwlegte krawedzie czworoscianu byty przekatnymi przeciwlegtych $cian
rownolegtoscianu. Jezeli czworoscian ten ma przystajace Sciany, to réw-
nolegtoscian jest prostopadlodcianem, gdy zas jest foremny, to prostopa-
dloscian ten jest szeScianem. W tym momencie teza zadania sprowadza
sie do stwierdzenia, ze $rodki $cian prostopadtoscianu leza na jednej sfe-
rze wtedy i tylko wtedy, gdy prostopadtoscian ten jest szeScianem — a to
jest oczywiste.

32. Udowodni¢, ze istnieje doktadnie jeden podzial zbioru liczb na-
turalnych na roztaczne zbiory A i B spelniajacy warunek: dla dowolnej
liczby naturalnej n liczba sposobéw zapisania n w postaci a; + a;, gdzie
a;,a; € Aia; # a; jest rowna liczbie sposobéw zapisania n w postaci
b; + b;, gdzie b;,b; € Bib; #b;.

Rozwiqzanie
Rozwazmy funkcje tworzace:

A(z)=>_a", B(x)= ) a"

neA neB

Mnozac A(z) = Y.,c4 ™ przez siebie i porzadkujac wg. poteg zmien-
nej x otrzymujemy >, a(n)z™, gdzie przez a(n) oznaczyliémy liczbe przed-
stawien wyktadnika n w postaci a; + a;, gdzie a;,a; € A (by¢ moze
a; = a;). Wobec tego w sumie (A(z))? — A(2?) jednomian z" wystepuje
ze wspoOtcezynnikiem rownym liczbie przedstawien wyktadnika n w postaci
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sumy r6znych elementéw zbioru A. Podobnie w sumie = (B(x))*—B(z?)
jednomian z" wystepuje ze wspotczynnikiem rownym liczbie przedsta-
wien wyktadnika n w postaci sumy réznych elementéw zbioru B. Praw-
dziwa jest tez réwnosé

A(z) + Blz) = ix -
Mamy w takim razie: -
Aw) - Ba) = BN (4 - B2
i przez indukcje
Ala) = Bo) = T[(1 =) (A6) = B

Wszystkie rownosci maja sens, gdy |z| < 1. W tej sytuacji lim 22" =0
i wobec tego lirrolo A(z¥) = A(0). W taki sam sposéb uzasadniamy, ze
n—

lim B(z*") = 0. Z tych réwnosci wynika, ze

A(z) = B(x) = [ (1 — 2) - (A(0) — B(0)).
k=0
Przypu$émy, ze 0 € A. Wtedy A(0) =11 B(0) = 0. W tej sytuacji:
A(x) =[] - 2
k=0
Znajac sume A(x) + B(x) i réznice A(z) — B(x) obliczamy
1 1 1

k‘O

powyzsze rownosci sa spetnione, a wiec istotnie definiuja one jedyny po-
dziat zbioru liczb naturalnych spetniajacy zadane warunki. Mozna spraw-
dzié, ze: A = {a: a ma parzysta liczbe jedynek w zapisie dwéjkowym},
B =N\ A.
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Dzien Dziecka:

1. W zalaczniku do zadan masz aktualna kopie punktacji poszcze-
gblnych uczestnikow obozu. Dla ciagu rzeczywistych liczb aq,as,...ag
zmodyfikowanym wynikiem zawodnika nazywamy liczbe 3% a; P;, gdzie
P; to liczba punktow, ktore ten zawodnik zdobyt z i—tego zadania. Twoim
zadaniem jest tak dobra¢ wagi a;, abys byt liderem rankingu zmodyfiko-
wanych wynikéw ex aequo z jak najmniejsza liczba innych zawodnikow.

Rozwigzanie
Zastapimy w tresci zadania liczbe 8 przez liczbe n, aby uogélni¢ sytu-
acje. Punktacja zawodnika jest punktem p = (p1, pa, - . ., Pn) W przestrzeni

R™. Jedli np. n = 2, a zawodnikéw jest 21, to mamy do czynienia z pltasz-
czyzna, czyli z R?, na ktorej wybrano 21 punktéw. Checemy poprowadzié
(n — 1)-wymiarowa plaszczyzne I (hiperptaszczyzne) o réwnaniu
a1ry + ag®y + .o+ ATy = 300 aip;
tak, aby wszystkie punkty przestrzeni R" odpowiadajace wynikom za-
wodnikow lezaly po jednej jej stronie lub na niej, przy czym na niej
ma by¢ ich jak najmniej (w przypadku n = 2 chodzi o taka prosta na
plaszczyznie, ze wszystkie punkty—wyniki leza po jej jednej stronie, a
na samej prostej lezy tylko ,nasz” wynik, a jesli to niemozliwe, to jak
najmniej innych). Doktadniej, jesli punkt = = (z1,x9,...,2,) € R™ jest
wynikiem pewnego zawodnika, to ma by¢ spetniona nieréwnosé
a1y + Ao + ...+ ATy < Y00 aip;,

punkt p = (p1,p2, ..., pn) to ,nasz” wynik.

Zauwazmy, ze jezeli

p=" ApW, gdzie SF Ni=1iN>0dlai=1,2,....k (%)

i punkty-wyniki p, p®, ..., p*) € R" leza po jednej stronie plaszczyzny
I1, to musza leze¢ na niej, bo Y (A X7, apt’) = T8 (\ S aps) i
gdyby jeden ze sktadnikéw po lewej stronie byt mniejszy niz po prawej,
to inny musiatby by¢ wiekszy — sprzecznosé. Zauwazmy, ze warunek (*)
oznacza, ze p lezy wewnatrz otoczki wypuklej zbioru {pM,p@® ... p®*)}.

Przypuéémy teraz, ze tak nie jest i bez straty ogdlnosci przyjmijmy
p = 0. Wtedy p lezy na brzegu otoczki wypuktej {pM),p@ ... p®*)}
— pewnego wielo$cianu m-wymiarowego, gdzie m < n. W takim razie
lezy na jakiej$ $cianie (m — 1)-wymiarowej. Wiadomo, ze caly wielodcian
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lezy po jednej stronie hiperptaszczyzny wyznaczonej przez te $ciane. Na
razie zaktadamy, ze m = n (w przypadku n = 2 oznacza to, ze, wyniki
nie leza na jednej prostej). Ta hiperptaszczyzna opisana jest rownaniem
< a,r >:=a1x, + asxs + - - - + ayx, = 0. OgraniczyliSmy zbiér rozwaza-
nych punktéw do lezacych na tej Scianie.

Zejdzmy wymiar nizej, na te hiperptaszczyzne o réwnaniu (a,x) = 0.
Powtarzamy rozumowanie, jezeli jesteSmy w [ wymiarach i 0 jest na
brzegu otoczki wypuklej, to jest na $cianie (I — 1)-wymiarowej; wezmy
bardzo maty wektor e lezacy w tej ptaszczyznie [-wymiarowej i prostopad-
tly do ptaszcezyzny (I — 1)-wymiarowej i nie nalezacy do tej sciany i pod-
stawmy a := a+e. To spowoduje, ze hiperptaszczyzna (n—1)-wymiarowa
lekko sie obroci, wyleci z niej ta S$ciana [-wymiarowa, a pozostanie ta
(I — 1)-wymiarowa. wektor e moze by¢ tak krotki, by wieloscian w dal-
szym ciagu lezat po jednej stronie hiperptaszczyzny. W koncu dojdziemy
do momentu, gdy 0 bedzie wewnatrz otoczki wypuktej jakichs punktow
w [ wymiarach (by¢ moze | = 0) i wtedy to postepowanie sie¢ konczy, bo
0 jest postaci (*).

Pozostaje skomentowaé przypadki ekstremalne. Ot6z moze sie zda-
rzy¢, ze wszystkie punkty leza w pewnej przestrzeni m—wymiarowej, gdzie
m < n. Wéwcezas zaczynamy od przestrzeni m-wymiarowej zawierajacej
wszystkie punkty—wyniki, a dopiero pdzniej zmniejszany wymiar.

Moze sie rowniez zdarzy¢, ze n — l-wymiarowej ptaszczyzny opisanej
w rozwiazaniu zadania nie ma. Wtedy wszystkie wagi musza by¢ rowne
0, gdyz 0 jest postaci () (dowdd jak powyzej). Podamy przyktad. Niech
n=2pM =(2,2),p? = (6,2), p® = (5,5), p¥ = (5,6). Punkt p® lezy
wewnatrz tréjkata o wierzchotkach p, p@, p™® . wiec jedli najwieksza
z liczb 2a; + 2as, 2a1 + 6as, Haq + Hao, Hay + 6as ma byé Haq + Has, to
musimy przyja¢ a; = 0 = ao.

Uwaga
Zbiegiem okolicznosci kazdy uczestnik mogt uczynié siebie samodzielnym
liderem, oprécz dwoch, ktorzy prowadzili ex aequo, bo mieli taka sama
liczbe punktow za kazde zadanie.

2. Znajdz wszystkie pary liczb calkowitych a, b takie, ze a® = 6b% + 2.

Rozwiqzanie
Mamy a® = 60 +2 = (1+0)>+ (1 —b)>. Z wielkiego twierdzenia Fermata
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wynika, ze a = 0,0+1 =0 1ub b—1 = 0. W takim razie pary spekiajace
to réwnanie to (2, —1) 1 (2,1).

3. Niech ABC bedzie tréjkatem réwnobocznym o polu 1, zas P do-
wolnym punktem w jego wnetrzu. Przez D, E,| F' oznaczamy rzuty pro-
stokatne P odpowiednio na BC, CA i AB. Znajdz najmniejsza mozliwa
sume pol trojkatow BDP, CEP i FAP.

Rozwiqzanie
Zamalujmy trojkaty BDP, CEP i FAP oraz dorysujmy proste prze-
chodzace przez P i réwnolegte do prostych AB, AC, BC. Dziela one
trojkat na trzy rownolegltoboki i trzy trojkaty réwnoboczne. Kazda z tych
figur jest zamalowana w potowie, skad wida¢, ze rowniez potowa trojkata
ABC zostala zamalowana. Stad najmniejsza (i najwieksza) mozliwa war-
to$¢ sumy pol tréjkatéw BDP, CEP i FAP wynosi 3.

4. Majac dana kartke papieru A5 skonstruowaé (bez uzycia cyrkla
tudziez linijki) trojkat réwnoboczny. Mozna zatozyé, ze boki kartki A5
dziela sie w stosunku 1 : /2.

Uwaga: Do opisu konstrukcji nalezy dotaczyé skonstruowany trojkat.

Rozwigzanie
Niech ABCD bedzie kartka A5, przy czym AB < BC.

1. Sktadamy kartke wzdtuz symetralnej odcinka AB.

2. Zginamy kartke tak, aby punkt A wypadl na tej symetralnej a
zgiecie przechodzito przez punkt B.

3. Zginamy kartke wzdtuz prostej, na ktorej znajduja sie teraz punkty
AiB.

4. Rozktadamy kartke.

Zauwazmy, ze dokonalismy trysekcji kata ABC'. Analogicznie dokonu-
jemy trysekcji kata BAD i wtedy dwa z otrzymanych zgie¢ tworza wraz
z odcinkiem AB brzeg trojkata réwnobocznego. Zaginajac niepotrzebne
fragmenty kartki ”"do srodka”dostajemy trojkat réwnoboczny.

5. Czy z kwadratowej kartki papieru o wymiarach 7,99x7, 99 potrafisz
wycia¢ 50 kwadratéw jednostkowych?
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Rozwigzanie
Tak. Bok duzego kwadratu ma dtugosé %, czyli mniej niz 7,99, dhugosé
jego przekatnej — sita rzeczy — rowna jest 11.

6. Rozstrzygnij, czy istnieje 2008 réznych takich tréjek liczb natu-
ralnych parami wzglednie pierwszych a, b, ¢ takich, ze liczby a?,0? i ¢?
tworzg ciag arytmetyczny.

Rozwigzanie
Tak, istnieje nieskoniczenie wiele tréjek o tej wlasnosci. Liczby a?, b?, ¢?
tworza ciag arytmetyczny wtedy i tylko wtedy, gdy b? —a? = ¢ —b?, czyli
gdy 2b* —c? = . Przyjmijmy a = 11 b, = ¢; = 1. Liczby a?, b3, ¢? tworza
ciag arytmetyczny o réznicy 0. Niech b,.1 = 3b, + 2¢, 1 jednoczesnie
Cnt1 = 4b,, + 3¢,. Mamy teraz 202, — i, = 2b, — ¢, zatem dla kazdej
liczby naturalnej n > 1 zachodzi réwnosé 2b2 — ¢2 = 1. Z niej wynika, ze
liczby 1, b, ¢ sa parami wzglednie pierwsze i ze ich kwadraty tworza ciag
arytmetyczny. Jest oczywiste, ze oba ciagi (b,) i (¢,) sa $cisle rosnace,
zatem poszukiwanych trojek jest nieskonczenie wiele.

Uwaga. Rozwiazanie jest motywowane teorig rownania Pella, ale na
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pomyst rozwazania, tak zdefiniowanych ciagéw (b,) i (¢,) mozna wpasé
samodzielnie.

7. Joszua rzuca moneta n razy, zas Ahmed n + 1 razy. Oblicz praw-
dopodobienstwo, ze Ahmed wyrzuci wiecej ortéw niz Joszua.

Rozwigzanie

Zauwazmy, ze skoro Ahmed rzucal moneta n + 1 razy, a Joszua n razy,
to Ahmed wyrzucit albo wiecej ortéw albo wiecej reszek niz Joszua. Jed-
noczesnie - nie mogt wyrzuci¢ zarowno wiecej reszek jak i ortéw niz Jo-
szua, gdyz wowczas rzucaltby przynajmniej o dwa rzuty wiecej. Zatem
doktadnie jeden z dwdéch wynikéow (orty lub reszki) zostal wyrzucony
przez Ahmeda wiecej razy niz przez Joszue. Poniewaz orty i reszki sa
symetryczne, to prawdopodobienstwo, ze Ahmed wyrzucit wiecej ortow
niz Joszua wynosi %

8. Udowodnij, ze dla kazdego = € (0,1) i kazdych liczb naturalnych
m, n zachodzi nieré6wnos¢

(1—2")™+(1—(1—2)™)" > L.

Rozwiqgzanie

Wykazemy te nieréwnos$¢ poprzez interpretacje kombinatoryczna. Prze-
prowadzmy nastepujacy eksperyment probabilistyczny. Niech w tablicy
liczb o n wierszach i m kolumnach dla kazdego pola prawdopodobien-
stwo, ze liczba w tym polu to 0 wynosi z, a ze liczba w tym polu to 1
wynosi 1 — x. Poszczegdlne losowania sa niezalezne.

Obliczmy prawdopodobienstwo, ze w kazdym wierszu wystepuje choé
jedno 0. W konkretnym wierszu prawdopodobienstwo tego, ze wystapia
same jedynki wynosi (1 —z)™. Zatem chociaz jedno zero wystapi z praw-
dopodobienstwem 1—(1—x)™, a co za tym idzie prawdopodobiefistwo, ze
w kazdym wierszu bedzie choé jedno 0 wynosi doktadnie (1 — (1 —az)™)".
Obliczmy teraz prawdopodobienstwo, ze w kazdej kolumnie jest chociaz
jedna 1. Prawdopodobienstwo wystapienia samych zer w poszczegolnej
kolumnie wynosi ", a wiec cho¢ jedna jedynka bedzie z prawdopodo-
bienstwem 1 — x". Zatem bedzie tak w kazdej kolumnie w prawdopodo-
biefistwem (1 — z™)™.
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Zauwazmy, ze przynajmniej jedno z tych dwoch zdarzen wystapi. Bedzie
tak poniewaz jezeli nie w kazdym wierszu wystapi zero, to w pewnym
wierszu beda same jedynki, a co za tym idzie jedynka bedzie w kazdej
kolumnie.
Zatem

(I—z""+(1—-(1—2)™)" > 1.

Uwaga O innych rozwiazaniach tego zadania mozna przeczyta¢ w spra-
wozdaniu z XLV Olimpiady Matematycznej, zad. 10 z zawodéw pierw-
szego stopnia.

Zawody druzynowe:

1. Znalez¢ wszystkie funkcje f : R — R spelniajace dla dowolnych
x,y € R tozsamosé

flx—=f) = flx) +af(y) + f(f())

Rozwiqzanie
Podstawmy najpierw x = f(z). Wéwczas otrzymujemy

FU ) = ) = f(f(2) + F()f () + F((y)-

Zauwazmy, ze prawa strona réwnosci jest symetryczna ze wzgledu na y i
z, czyli lewa réwniez. Na mocy tego mamy

Fz) = F) = F(f(y) = f(2).

Zmaczy to, ze dla kazdego x takiego, ze istnieja a i b spetniajace r = f(a)—
f(b) zachodzi f(z) = f(—=x). Zauwazmy teraz, ze funkcja stale réwna 0
spelnia warunki zadania. Od tego momentu bedziemy zaktadac, ze f nie
jest stale rowna 0. Pokazemy, ze przy tym zalozeniu dla dowolnego x
istnieja a i b takie, ze x = f(a) — f(b). Niech y bedzie takie, ze f(y) # 0.

Mamy
fUf) +afy) = flx— fly) — f(x).

Skoro f(y) # 0 to lewa strona jest wielomianem pierwszego stopnia
zmiennej x, czyli wybierajac odpowiednio x otrzymujemy z lewej strony
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dowolna liczbe rzeczywista. Prawa strona jest postaci f(a) — f(b). Zatem
dla dowolnego x zachodzi f(z) = f(—x).
Podstawmy teraz do réwnosci z tresci zadania x = 0. Otrzymujemy

f(=1f(y)) = f0)+ f(f ().
Poniewaz f(—f(y)) = f(f(y)), to mamy f(0) = 0.

Podstawiajac z = f(y) otrzymujemy

0=2f(fw)+ f(v)?

czyli

i) = -1

Podstawiajac jeszcze raz do gléwnego réwnania x = f(z) i korzystajac
z otrzymanej réwnosci mamy

FU ) = ) = f(f(2) + F)f () + F(f(y)

SO pesw - LY = L6 - )

Poniewaz jak wiemy dowolna liczba rzeczywista da sie przedstawi¢ w
2
€T

postaci f(a) — f(b), to dla dowolnego = € R otrzymujemy f(z) = —%-.

. . 2 . . . e, . , .
Po sprawdzeniu, ze f(z) = —% w istocie spelnia wyjsciowe réwnanie
otrzymujemy 2 rozwiazania, opisane wyzej oraz f(z) = 0.

2. Rozstrzygnaé czy istnieje zbior liczb naturalnych S mocy 2008 taki,
ze suma elementéw dowolnego niepustego podzbioru S jest potega liczby
naturalnej o wyktadniku wiekszym od 1.

Rozwiazanie
Tak, istnieje taki zbior. Udowodnimy indukcyjnie, ze istnieje zbiér Sy o
wskazanej wlasnosci oraz mocy k.

Dla utatwienia oznaczen dobrym nazwiemy podzbior T pewnego zbioru
X o ile suma elementow podzbioru T jest potega liczby naturalnej o wy-
ktadniku wiekszym od 1.

Zbiér Sy oczywiscie istnieje, moze by¢ na przyktad réwny {4}.

Przypusémy, ze istnieje zbior Sy o zadanej wtasnosci, wykazemy, ze
istnieje zbidr Sii1. Dodajmy teraz do zbioru Sy nowa, k + 1-sza liczbe
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o wartosci b, niech U; = Sy U {b}. Niektére z podzbioréw zbioru U
moga nie by¢ dobre. Bedziemy je sukcesywnie naprawiaé¢ tworzac zbiory
U;dlat=1,2,..., gdzie U,,, bedzie powstawal z U,, poprzez pomnoze-
nie wszystkich elementow przez odpowiednia liczbe. Zatézmy, ze zbior U,
ma t podzbioréw dobrych i ich sumy sa liczb naturalnych o wyktadnikach
odpowiednio my, ..., m;. Niech pewien podzbiér W zbioru U, nie bedzie
dobry i suma jego elementéw wynosi c¢. Woéwcezas mnozymy wszystkie
elementy U, przez ¢VWW(mi..mt) Wgzystkie dobre podzbiory U, nadal
pozostaty dobre, a zbiér o sumie ¢ ma teraz sume ¢VWW0nLm)+1 - epvli
jest dobry. Okreslamy wiec zbior U, 1, ktory ma o jeden wiecej dobry
podzbiér nastepujaco: U,y = {a-cNVWmm) g ¢ U}, Gdy wszyst-
kie podzbiory pewnego zbioru U,, sa dobre, to konczymy ten proces. W
ten sposob po skonczonej ilosci krokéw otrzymamy zbior Sy, = U, dla
pewnego m, ktérego wszystkie podzbiory sa dobre.
Ktadac S = Sypps otrzymujemy poszukiwany zbior.

3. Dana jest rodzina T podzbioréw k elementowych zbioru n elemen-
towego S, przy czym n > 2k. Kazdy k+1 elementowy podzbiér S zawiera
doktadnie m > 1 zbioréw z rodziny 1. Wykaza¢, ze T' zawiera wszystkie
k elementowe podzbiory S.

Rozwiqgzanie
Policzymy na dwa rézne sposoby ilos¢ par (U, V') gdzie U € T i V jest
k + 1-elementowym podzbiorem S zawierajacym U. Z jednej strony, je-
n
k41
wynika, ze zbior U mozemy dobra¢ na m sposobow, czyli par powyz-
n
k41
zbiér U, to zbior V mozemy wybra¢ na n — k sposobow, gdyz musimy
do niego dotaczy¢ doktadnie jeden element z tych, ktére nie naleza do U.
Dostajemy wiec (n— k)|T| par powyzszej postaci. Otrzymujemy réwnosé

n m n m n
— k)T = tan. |T| = —— = (")
(n = RIT| m<k+1> . |T| n—k<k+1> k+1<k>

Policzymy nastepnie, na dwa rézne sposoby, ilosé trojek (U, V, W) gdzie
U jest (k + 1)—elementowym podzbiorem S, a V, W sa r6znymi zbiorami
rodziny T', ktére sa zawarte w U. Podobnie jak poprzednio zbior U mo-

sli wybierzemy V' na jeden z ( ) sposob6w, to z warunkéw zadania

szej postaci jest m( ) A z drugiej strony, jesli wybierzemy najpierw
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zemy wybra¢ na (kil) sposobéw, zbiér V' na m, a zbiéor W nam — 1. A
zatem liczba takich trojek to

m(m_1)<ki1> - m(m_l)(lzk_ﬂ()n_kﬂ) <1£1>

Zauwazmy jednak, ze dla dowolnej takiej trojki zbior V- N'W ma doktad-
nie £ — 1 elementéow, gdyz gdyby miat ich mniej te zbiory nie mogltyby
sie jednoczes$nie zawiera¢ w k + l—elementowym zbiorze U. Ilos¢ takich
trojek mozemy wiec zliczaé rozpoczynajac od wybrania zbioru V N W.
Dla (k — 1)-elementowego podzbioru J zbioru S niech s; oznacza liczbe
zbioréw w T, ktére go zawieraja. Wowezas istnieje doktadnie s (s; — 1)
trojek powyzszej postaci, dla ktérych J =V N W (gdyz wybor V i W
wyznacza U). Dostajemy zatem

m(m—l)(n—k)(n—k+1)< n ):
Kkt 1) k-1

Z SJ(SJ_l).

| J|=k—1

Kazdy zbiér z rodziny T zawiera w sobie doktadnie k réznych podzbiorow
k — 1 elementowych. Mamy wiec

mk (n m(n—k+1 n
2. si=HMTI=¢ 1<k>: (k 1 )<k 1)‘
|J|=k—1 + + o
7 nieréwnosci miedzy Srednig arytmetyczna a kwadratowa wynika, ze
o (Zpsjzk-150)?
Y 3 kel 8
|J|=k—1 (k—l)
Laczac ta nieréwnos¢ z poprzednimi zaleznosciami otrzymujemy

m(m—1)(n—-k)(n—k+1)/ n \ 5
k(k+1) <k - 1) - u;ﬁ o

(E|J=1;13J)2_ Y
(kfl) |J|=k—1

- m*n—k+1)7°( n mn—k+1)( n
(k1) <k:—1>_ k41 <k—1>’
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lub po prostu

(m—1)(n—k) - m(n —k+1)

k E+1

Ta nieréwnos¢ jest jednak réwnowazna nierdwnosci
m(n —2k) > (k+ 1)(n — 2k),

a poniewaz n > 2k jest tez m > k+1, czyli po prostu m = k+1. Oznacza
to, ze dla dowolnego k + 1-elementowego podzbioru zbioru S kazdy jego
k-elementowy podzbiér nalezy do T', a wiec jasne jest, ze do T nalezy
kazdy k-elementowy podzbiér zbioru S i dowdd jest zakonczony.

4. Dany jest okrag w i roztaczne, styczne do niego wewnetrznie, okregi
w1, ws 0 srodkach O1, O,. Niech A 1 B beda punktami stycznoéci wspolnej
stycznej zewnetrznej wi, ws odpowiednio z wy i we. Wspodlne styczne
wewnetrzne wq, ws przecinaja w w punktach C, D, przy czym punkty A,
B, C'i D leza po tej samej stronie prostej O105. Udowodnié, ze proste
AB i CD sa rownolegte.

Rozwiqzanie
Niech M i N beda odpowiednio punktami stycznosci w; i ws z w, a przez
P, () oznaczmy przeciecie prostej AB z w. Srodek tuku PQ zawierajacego
punkty C'i D oznaczmy przez S. Aby wykazac réwnolegtosé prostych AB
i C'D wystarczy udowodni¢ rownosé¢ SC = SD.
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Zauwazmy, ze punkty M, A, S sa wspotliniowe, gdyz jednoktadnosé
przeksztalcajaca w; w w ma srodek w M oraz przenosi punkt A na punkt,
w ktorym styczna do okregu w jest rownolegta do stycznej do okregu
w1 w punkcie A, czyli do prostej AB, czyli na punkt S. Analogicznie,
wspotliniowe sa punkty N, B, S. Zauwazmy tez, ze punkty M, A, B, N
leza na jednym okregu. Rzeczywiscie, styczna do okregu w w punkcie S
jest réwnolegta do prostej AB, a zatem kat miedzy owa styczna, a prosta
MA ma ta sama miare co kat SAB. Z drugiej jednak strony, ten sam
kat ma ta sama miare co kat ZM NS, a zatem punkty M, A, B, N leza
na jednym okregu, ktory oznaczymy symbolem @.

7 punktu S poprowadzmy styczne SX,SY odpowiednio do okregéw
w1, We. Zauwazmy, ze z twierdzenia o potedze punktu wzgledem okregdw
Wi, W 1wy otrzymujemy réwnosci

SX?=SA.-SM =SB-SN = SY?
a zatem SX = SY.
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Niech G i H beda punktami styczno$ci wspdlnej stycznej okregow
w1, ws wyznaczajacej punkt C'. Analogicznie niech L, K beda punktami
stycznosci wspolnej stycznej okregéow wi, wy wyznaczajacej punkt D.

Na mocy lematu uzytego w rozwiazaniu zadania 23 z zawodow indy-
widualnych prawdziwe sa zaleznosci

MS MC MD
SX CG DL’

Jednoczesnie, z twierdzenia Ptolemeusza otrzymujemy

MS-CD =MD -SC+ MC-SD.
Po podzieleniu obu stron tej réwnosci przez % dostajemy
SX-CD=DL-SC+CG-SD.

Przeprowadzajac analogiczne rozumowanie wzgledem punktu N do-
stajemy réwniez

SY.-CD=CH-SD+ DK - SC.
A poniewaz SX = SY mamy
DL-SC+CG-SD=CH-SD+ DK -SC,
czyli
SC-(DL—-DK)=S8D-(CH - CG)
lub po prostu
SC-KL=S5D-GH.

Nietrudno jednak zauwazy¢, ze GH = KL, a zatem SC = SD i
rozwiazanie zadania jest zakonczone.

5. Znalezé figure F' C R? o jak najmniejszym polu, w ktérej da sie ob-
récié o 180° odcinek, tzn. istnieje funkcja ciagta f : [0,1]x [0, 1] — F taka,
ze f(0,0) = f(1,1) oraz f(0,1) = f(1,0) oraz dla kazdych p,q,t € [0, 1]
zachodzi d(f(p,t), f(q,t)) = |p — ql|, gdzie d(A, B) oznacza odlegto$¢ eu-
klidesowa, punktow A i B.

Wyjasnienie: punkt p € [0, 1] znajduje sie po czasie t € [0,1] w poto-
zeniu f(p,t), zatem f(0,0) oznacza polozenie poczatkowe punktu 0, a
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f(0,1) potozenie koncowe tego punktu, natomiast f(1,0) oznacza poto-
zenie poczatkowe punktu 1, zas punkt f(1,1) — jego polozenie konicowe.

Rozwigzanie
Dla dowolnie matej liczby € > 0 istnieje figura F' o polu nie wiekszym od
€ 1 spelniajaca warunki zadania.

7 uwagi na dtugos$¢ petnego rozwiazania wymyslonego przez Abrama
Samoilovitcha Besicovitcha nie zamieszczamy go tutaj. Mozna je znalezé
w ksiazce I.M.Jagtoma i W.G.Bottianskiego , Figury wypukte” wydanej
w Warszawie w 1955 roku przez PWN (tlumaczenie ksiazki wydanej w
1951 roku w Moskwie i Leningradzie), zadania 71 i 72, str 67, badz tez
na stronie http://www.jstor.org/pss/2317619 na ktoérej to podany
artykut jest niestety dostepny nie zawsze bezptatnie; takze Besicovitch,
Abram (1963). ” The Kakeya Problem”. American Mathematical Monthly
vol. 70, 1963, pp. 697-706 pismo dostepne w bibliotekach uniwersyteckich;
rowniez Frederick Cunningham, Jr., The Kakeya Problem for Simply
Connected and for Star-shaped Sets, American Mathematical Monthly,
vol. 78, 1971, pp. 114-129.

Pierwszy mecz matematyczny:

1. Kulkqg bedziemy nazywaé kule o promieniu 1. Uklad n parami
roztacznych kulek zawartych w kuli K" o promieniu R nazywamy dobrym,
gdy nie da sie dotozy¢ do niego kolejnej kulki (roztacznej i zawartej w K),
za$ mega—dobrym, jesli jest dobry oraz nie istnieje dobry uktad o wiekszej
liczbie kulek. Dla dwoch mega—dobrych uktadow X i Y udowodnié, ze da
sie tak ustawi¢ srodki kulek z uktadu X w ciag Ay, Ao, ..., A, zas Srodki
kulek 7z ukltadu Y w ciag By, Bs, ..., By, ze dla kazdego i € {1,2,...,n}
dtugos¢ odcinka A;B; nie przekracza 2.

Rozwiqzanie
Bedziemy chcieli skorzysta¢ z twierdzenia Halla (patrz rozwiazanie za-
dania 16). Kulki ze zbioru X beda chtopcami, a kulki ze zbioru Y -
dziewczetami. Dziewczynka i chlopiec znaja sie, jezeli sie przecinaja, a
wiec jesli odlegtodé ich srodkow nie przekracza 2. Teza twierdzenia Halla
jest rownowazna tezie zadania. Chcemy sprawdzi¢, czy spetniony jest wa-
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runek Halla. WeZzmy zatem k kulek ze zbioru X. Niech [ bedzie liczba
kulek ze zbioru Y, ktore przecinaja ktoras z nich. Rozwazmy uktad Z
tych k kulek z X i pozostalych n — [ kulek z Y. Ten uktad jest dobry,
bo dobre sa uktady X i Y oraz kulki z X nie przecinaja kulek z Y. Z
definicji uktadu mega—dobrego mamy n — [ + k = |Z| < |X| = n, czyli
k < [. Warunek Halla zachodzi, zachodzi wiec zatem i teza zadania.

Uwaga
Przez pomytke na obozie zadanie zostalo podane z btedna trescia. Uktad
byt mega—dobry, gdy byl dobry i minimalny, a dlugos¢ kazdego z od-
cinkéw A; B; miata nie przekracza¢ 4. Wnikliwy Czytelnik z pewnoscia
sprobuje przeprowadzi¢ dowdd analogiczny do powyzszego, dostrzec w
nim btad, a takze uzupetni¢ go, czego ani autor zadania ani pozostali
cztonkowie kadry nie byli w stanie zrobic.

2. Zmalezé wszystkie funkcje f: RT — R* spelniajace dla dowolnych
z,y € RT tozsamosé

fle+fw) = flx+y)+ fy)

Uwaga: RT oznacza zbidr liczb rzeczywistych dodatnich.

Rozwiagzanie
Pokazemy najpierw, ze dla kazdego v > 0 zachodzi f(u) > u. Gdyby dla
pewnego p prawda bylo f(p) < p, to mieliby$my

f0)=f(p—f)+ 1) = f(p— ) +p) + f(D),
z czego jednak wynika, ze 0 < f(p — f(p) —|—p) = 0. Podobnie zakladajac,
ze f(p) = p dla pewnego p > 0 otrzymujemy
£@2p) = f((p+ f(p)) = f(p+p)+ £(p),

zatem 0 < f(p) = 0.

Dalej zakladamy, ze w,z > 0. Mamy f(u -+ f(:ic)) = flu—x+

x) + f(x) = f(u) + f(z). Wynika stad, ze zachodzi réwnosé
flu—at f@) ~ W) @)

flx) —a flo) -z

f(z)
: A . @) R
ze tak nie jest i ze dla pewnej liczby y > 0 zachodzi nieréwnosé¢

Wykazemy, ze warto$¢ wyrazenia nie zalezy od > 0. Zatozmy,
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f) o _f@)
fw)-y = fl@)—z’
Niech0 <a<zi0<a<wy.Jedliu>a,tof(u)>u > a Zapomoca

tatwej indukcji dowodzimy, ze dla kazdej liczby naturalnej n > zachodzi
wzOr f(cH—n(f(x) — ac)) = f(a) + nf(x).
Jesli t > 0, to |t] oznacza najwieksza liczbe catkowita z polproste;
(—o0, t]. Mamy wtedy:
Fla+t(f@) =) = flat (= [t)(F@) —2) + [ (@) — ) =
= fla+ =1t (f@)—2)+) + [t f(@) > at [t] f(@) > at(t—1)f(2) =
=a— f(z) +tf(z).
Niech u > 0, niech t =
nieréwnosci:
flatu) = fa+t(f(z)—2)) > a—f(2)+ 702 f (@) = a—f(2)+ 7w,
Niech k& > 0 oznacza liczbe catkowita i niech u = f(y) — y. Stosujac po-
przednio otrzymana nierownos¢ k—krotnie otrzymujemy
fla)+ k() = fla+k(fy) =) > a— f(2) + k2525 (Fv) - v).
Z tej nieréwnosci po tatwym przeksztalceniu otrzymujemy
J6)_ - a—f@=fa) | _J)
fw) -y k(f(y)—y) fl@)—z’

To jednak jest mozliwe jedynie dla

f(@)+fla)—a

fly)—y
F<—m 1w

flx)—z  fly)—y

ﬁ. Wtedy, na mocy poprzednio uzyskanej

W ten sposob wykazaliSmy, ze nie jest mozliwe, by f{;f_):v > f{;)y_)y Po-

niewaz liczby x i y petnia w tych rozwazaniach takie same role, wiec nie

jest tez moZliwe by f(f;(f)x < f(j;(f/) a to oznacza, ze f(f;()x_)gc = f{;)y) .
Niech C' = f(x W tej sytuacji f(z) = z=52. Niech D = &5, czyli

f(z) = Dz dla wszystkich > 0 i pewne] l1czby D.
Podstawiajac do rownania wyjéciowego otrzymujemy
Dx + D?*y = Dz + Dy + Dy,
z czego wynika, ze D = 2 lub D = 0, jednak D = 0 wykluczamy, gdyz
f(z) > 0 dla kazdego x > 0.
Na sprawdzeniu, ze funkcja f(x) = 2z istotnie spelnia warunki zada-
nia konczymy rozwiazanie.

3. Niech a, b, ¢ beda liczbami rzeczywistymi dodatnimi spetniajacymi
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nieré6wnosé
21ab 4+ 2be + 8ca < 12.

Zmalez¢ najmniejsza mozliwa wartosé¢ wyrazenia

1 2 3
-+ -+ -
a b c
Rozwigzanie
Niech = L, y = %, 2z = 3. Wéwcezas liczby ., vy, z sa réwniez do-
a Cc

datnie oraz tatwo sprawdzié, ze nieréwno$¢ dana w zatozenia zadaniach
przepisuje sie jako 2xyz > 2x + 4y + Tz, chcemy zas znalez¢ najmniejsza
wartos¢ wyrazenia x + y + 2.
Z nieréwnosci z(2xy —7) > 2w +4y wynika, ze 2zy > 7 oraz z > 52,
7, powyzszego oszacowania a nastepnie z nieréwnosci miedzy éreczfnia
a geometryczng

2z+4y

2z + 4y
rtytzzoty+o——0 =
20y — 7
11 2oy — 7\ 2o+ 11 |7
= — L > — + 21+ —.
x+2x+< 2x >+2xy—7/x+2x+ +a:2

e, ., 3+ .. ..
Zachodzi tez nieréwnosc 2,/1 + ?72 > —*. Rzeczywiscie, po podniesie-

niu do kwadratu i dokonaniu przeksztalcen widzimy, ze nierownosé¢ jest
rownowazna nieréwnosci 7(1 — 2)% > 0. Otrzymujemy wiec

3 9 15
rt+y+tzz2-tr+-—2=2—.
2 T 2

= 2. A wiec szukana wartosé

=2z
Z 4 _ 3
, b=t oraz c = 3.

Réwnosé zachodzi dla x = 3,y
1
3 2

wynosi % i jest osiagana dla a =

4. Dana jest nieparzysta liczba pierwsza p. Udowodnié, ze zachodzi
kongruencja

p—1
2

p—1
D22 =3 " (mod p.)
1=1

i=1

Rozwiqzanie
Dla wygody w rozwiazaniu bedziemy operowaé¢ na utamkach modulo p,
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tzn. mowimy, ze jesli a,b,c,d € 7Z oraz b,d sa niepodzielne przez p, to
7 = 5 (mod p) wtedy i tylko wtedy, gdy ac = bd (mod p). Nietrudno
sprawdzi¢, ze wowczas kazdej liczbie wymiernej o mianowniku niepo-
dzielnym przez p odpowiada dokladnie jedna reszta modulo p. A wiec
uzywajac tej notacji mozemy napisa¢ =2 = % (mod p) dla 0 < i < p,
gdyz z Malego Twierdzenia Fermata i?~' = 1 (mod p).

Wykorzystamy dwa fakty. Po pierwsze, przy ustalonym j zachodzi

réwnosé
z”: 1 _(n+ 1

Mozna ja dowie$é¢ indukeyjnie korzystajac z tego, ze: (";1) + (:fj) = (:)
Po drugie

=0 (mod p).
i=1
Istotnie, wystarczy zauwazyé, ze + + —— = 0 (mod p), a wiec mozna
, o . v pt .
potaczy¢ sktadniki sumy w takie pary, ktorych sumy beda podzielne przez
.
Zauwazmy, ze

}727:121'7;}772 Z(1+1 pi:l : () g%@:p“i@—:léz

i=1 i=1 i=1j=0

co nalezato wykazac.

5. W czworoscianie ABC'D na krawedziach AB, AC, AD, BC, BD,
C'D wybrano odpowiednio punkty K, L, M, N, O, P rézne od wierzchol-
kow. Udowodnié, ze sfery opisane na czworoscianach AKLM, BKNO,
CLNP i DMOP przecinaja sie w jednym punkcie.
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Rozwigzanie

Lemat
Na bokach YZ, ZX, XY trojkata XY Z wybrano punkty U, V, W.
Woéwezas okregi opisane na trojkatach XVW, YUW, ZUV przecinaja
sie w jednym punkcie.

Dowod
Niech S bedzie drugim punktem przeciecia okregow XVW i YUW . Przy-
pusémy, ze S lezy wewnatrz trojkata XY Z (pozostate przypadki rozpa-
trujemy analogicznie). Zachodza réwnosci:

LUSV =360°—LUSW —LVSW = LUYW +4LVXW = 180°—-LUZV,
czyli punkty S, U, Z, V leza na jednym okregu. m

Rozwazmy teraz inwersje wzgledem sfery o srodku w punkcie A, o
dowolnym promieniu. Sfera AK LM przechodzi przez srodek inwersji A,
wiec przejdzie na ptaszczyzne K'L'M’, a pozostale trzy sfery na sfery.
Mamy pokazac, ze te cztery figury przecinaja sie w jednym punkcie. 7Z le-
matu wynika, ze sfery AKLM, BKNO, CLNP iptaszczyzna AK L prze-
cinaja sie w jednym punkcie. W takim razie ptaszczyzny AK'L', K'L' M’
oraz sfery B'K'N'O’, C'L' N' P’ przecinaja sie w jednym punkcie, czyli
sfery B'K'N'O’, C'"L’ N' P’ i prosta K'L’ przecinaja sie w jednym punkcie.
Analogicznie pozostate pary sfer maja niepuste przeciecia z pozostaltymi
bokami tréjkata K'L'M’'. W takim razie na ptaszczyznie K'L’'M’ mamy
taka konfiguracje jak w lemacie - stad teza.

6. Ahmed i Fredek zdecydowali sie zagra¢ w gre. Tym razem maja
nieskonczona szachownice, poczatkowo pusta. Ruch polega na postawie-
niu swojego znaku (Ahmed gra kétkami, Fredek za$ krzyzykami, Ahmed
rusza sie pierwszy) na dowolnym pustym polu. Zwycieza gracz, ktéremu
uda sie ustawi¢ n swoich znakéw w sasiadujacych polach jednego wiersza,
kolumny lub skosu. Rozstrzygnaé, czy istnieje takie n, dla ktorego przy
dobrej grze Fredka Ahmed nie zdota wygraé¢ w skonczonej liczbie ruchow.

Rozwiqzanie
Istnieje takie n, ze Fredek bedzie posiadat strategie blokujaca wygrana
Fredka. Wskazemy te strategie. Pola na szachownicy beda potaczone w
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pary, gdy Ahmed postawi swoj znak na jednym z tych pol, Fredek stawia
swoj znak na drugim z nich.

3l4]2]1 |
1]2]4als
3 1
4|3 1]2]4]s3
3 3
1]2]4]3
3|4
12143
1 3
1{2]4]3 1]2
3|14 ]2]1
1]2]a]s

Podziat na pary pdl jest wskazany na rysunku. Pola umieszczone w
jednym ,dominie” oraz sasiadujace ze soba rogiem i posiadajace ten sam
numer znajduja sie w jednej parze.

Zauwazmy, ze dla n = 11 dowolna linia, pozioma, pionowa lub uko$na
przechodzi przez oba pola pewnej pary, zatem wskazany podzial dostar-
cza Fredkowi strategii blokujacej Ahmeda dla n = 11.

7. Znalez¢ wszystkie wielomiany P takie, ze dla kazdego = rzeczywi-
stego zachodzi rownosé

Pia?+1) = (P(x))? + 1.

Rozwiqgzanie
Niech W bedzie dowolnym wielomianem. Okreslamy ciag wielomianow

WO (z) =z, WD (z) = W(W(") (x)) dlan =0,1,2,.... Rozwiazaniem
zadania sa wielomiany P spelniajace

P(z) = Q(...Q(x)...) = Q"(x),
gdzie Q(z) = 22 + 1.
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Najpierw wykazemy, ze takie wielomiany spelniaja réwnanie dane w
tresci. Udowodnimy to przez indukcje. Dla n = 0 mamy P(x) = z, ktéry

2
istotnie spelia réwnanie. Zatézmy, ze QM (22 + 1) = (Q(”) (:U)) + 1.
Wtedy

QU(a? 4+ 1) = Q(QMW(a2 + 1)) = (QW (a2 + 1)) +1 =
= (@ @) +1)"+1= Q™ @))" +1 = (R (@) +1.

Udowodnimy teraz, ze jedynie wielomiany postaci Q™ (z) spelniaja
warunki zadania. Wykazemy, ze z tego, ze P(x) spelnia réwnanie, wy-
nika, ze albo P(z) = z dla wszystkich x, albo istnieje taki wielomian
R spehiajacy warunki zadania, ze P(x) = R(z* + 1) dla wszystkich z.
Oznaczaé to bedzie, ze rozwazane wyzej wielomiany Q™ sa jedynymi,
ktore spetniaja warunki zadania.

Niech P bedzie takim wielomianem, ze P(z* + 1) = (P(z))? + 1.
Aby P(z) = R(2* + 1) dla pewnego wielomianu R wystarczy pokazac,
ze jedyne niezerowe wspotczynniki P to wspotezynniki przy potegach
parzystych. Zauwazmy, ze P(x® + 1) — 1 ma wspo6lezynniki niezerowe
jedynie przy potegach parzystych, wiec (P(z))? réwniez musi mieé¢ nieze-
rowe wspo6tezynniki jedynie przy potegach parzystych. Gdyby P(z) mial
niezerowy wspotczynnik przy pewnej potedze parzystej oraz przy pew-
nej potedze nieparzystej, to (P(x))? mialby niezerowy wspotczynnik przy
pewnej potedze nieparzystej. Oznaczmy bowiem przez M, maksymalna
potege parzysta, przy ktorej P ma niezerowy wspotczynnik, a przez M,
maksymalna potege nieparzysta. Wowczas w wielomianie (P(z))? wsp6l-
czynnik przy 0T M jest niezerowy.

Mozliwa jest wiec jedna z dwu sytuacji: w wielomianie P niezerowe
wspotezynniki pojawiaja sie jedynie przy potegach parzystych albo je-
dynie przy potegach nieparzystych. W pierwszym przypadku istnienie
takiego wielomianu R, ze P(x) = R(z® + 1) jest oczywiste (dzielimy z
reszta). Wykazemy, ze w drugim przypadku P(z) = x.

Jesli P ma wspoétezynniki niezerowe jedynie przy potegach nieparzys-
tych, to w szczegblnosci wyraz wolny jest réwny 0, czyli P(0) = 0. Przy-
pusémy, ze P(x) # x. Wowczas P(z) — x ma skonczenie wiele pierwiast-
kéw, czyli w szezegblnosei istnieje skoniczenie wiele takich y, ze P(y) = y.
Niech yq bedzie najwieksza taka liczba, ze P(y) = y, w szczegdlnosei wiec
Yo = 0. Jednak wowezas P(ys+1) = (P(yo))*+ 1 = y3 + 1, czyli réwniez
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Y2 + 1 spelia P(y) = vy, jednak y2 + 1 > yo, gdyz réwnanie y3 — yo + 1
nie ma pierwiastkow w R. Przeczy to zatozeniu: P(x) # x.
Tym samym wykazaliSmy, ze jedyne wielomiany spetniajace réwnanie

to P(x) = Q" ().

8. Dany jest ciag wektoréw jednostkowych vy, v, ..., v, na plaszczyz-
nie. Rozstrzygnaé, czy mozna dobraé taki ciag znakow, ze dla kazdego
k

ke {l,2,...,n} dlugo$¢ wektora Y- +wv; nie jest wieksza niz 3.
i=1
Rozwiqzanie
Tak, mozna dobra¢ taki ciag znakéw. Oznaczmy w; = €9;_1V9;_1 + €9V,
gdzie e9;,_1,€9; € {—1,1}. Zauwazmy, ze cztery mozliwe wektory w; w
zaleznosci od wyboréw e9;_1 1 €9; tworza czworke, ktéra mozna tak upo-
rzadkowad, ze kat pomiedzy dwoma kolejnymi wektorami jest prosty (jesli
Voi_1 1 V9; sa wspolliniowe, to dwie z czterech mozliwych sum sa réwne
0, wektor zerowy jest prostopadly do dowolnego wektora).
2k
Zatem bedac w dowolnym punkcie A, = Y ;u; mozna wybraé takie
i=1
—_—
znaki €9y 1 Oraz €ox4 0, aby wektor wyyq tworzyt z wektorem A;0 kat nie
mniejszy niz 135°. Wybieramy wiec wszystkie znaki ¢;, tak, by spelniony

byt ten wtasnie warunek dla dowolnego k.
Pokazemy, ze wowczas dla dowolnego m suma f: w; = QZH:% gv; lezy w
kole o promieniu 2. o o
Wykazemy to przez indukcje. wy = 0 spetia teze. Niech mil w; lezy
w kole o promieniu 2. Zauwazmy, ze dtugos¢ wektora w,, jest rilze1 wieksza
od 2 (jako suma dwb6ch wektorow o dlugosei 1), jednoczesnie tworzy on

m—1 m
z Y. w; kat nie wiekszy niz 135°. Zatem suma ). w; réwniez lezy w kole
i=1 i=1
0 promieniu 2.
Mamy
k 1£]
Z Eili = Z w; + EVk,
i=1

i=1

gdzie pierwszy sktadnik sumy lezy w kole o promieniu 2, a drugi ma
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k

dtugos¢ nie wieksza niz 1, czyli dla dowolnego k£ suma ) ¢;v; lezy w kole
i=1

0 promieniu 3.

9. Znalez¢ wszystkie rozwiazania réwnania 2° + 2z +1 = 2" w liczbach
naturalnych.

Rozwigzanie
Zaczniemy od zdefiniowania symbolu Legendre’a i podania kilku jego
wlasnosci, z ktorych skorzystamy w rozwiazaniu. Dowody mozna znalezé
na stronach internetowych oraz w ksiazkach poswieconych teorii liczb, np.
w ,,Elementach teorii liczb” Iwana Winogradowa, PWN, Warszawa 1954.

Jesli a € Z, p jest liczba pierwsza, to symbol Legendre’a (%) definiujemy

tak: (%) = 0 jesli pla, (3) = 1 jesli istnieje taka liczba calkowita r, ze
a =r* =% 0(mod p) oraz (%) = —1 w przeciwnym wypadku. Jesli (%) =1,
to moéwimy, ze a jest reszta kwadratowa modulo p, a jesli (¢) = —1, to a

nazywamy niereszta kwadratowa modulo p. Dla przyktadu —1 jest reszta
kwadratowa modulo 5, bo —1 = 2?(mod 5); —1 nie jest natomiast reszta
kwadratowa modulo 7, bo resztami kwadratowymi modulo 7 sa liczby 1,
22 =412=23%>—-17,a —1 do zadnej z nich —1 nie przystaje modulo 7.
Wiadomo, ze (%) = (2) - (), réwniez (2) = a?~1/2(mod p), w szcze-
p p p p
gblnosci a jest reszta kwadratowa modulo p wtedy i tylko wtedy, gdy
a?~Y/2 = 1(mod p). Na koniec jeszcze dwie réwnosci: (_71) = (—=1)=1/2,
(2) = (~1)0*05,

Jasne jest, ze dla n = 1 rOwnanie nie ma rozwiazan, a dla n = 2
jedynym rozwiazaniem jest x = 1.

Przyjmijmy wiec, ze n > 3. JeSli x jest liczba parzysta, to liczba
23+ 2x + 1 jest nieparzysta, wiec nie dzieli si¢ przez 8. Jedli z jest liczba
nieparzysta, to r—11 z+1 sa kolejnymi liczbami parzystymi, wiec ich
iloczyn dzieli sie przez 8, zatem liczba 2* +22+1 = z(z—1)(z+1)+3z+1
dzieli sie przez 8 wtedy i tylko wtedy, gdy 3z + 1 ma te wtasnosé, czyli
gdy x =5 (mod 8). Poniewaz iloczyn trzech kolejnych liczb catkowitych
jest podzielny przez 3, wiec lewa strona danego réwnania daje reszte
1 z dzielenia przez 3, wiec prawa tez, zatem n = 2k dla pewnego k
naturalnego, a poniewaz n > 3, wiec n > 4. Po dodaniu 2 do obu stron
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rOwnania przybiera ono postaé
(z+ 1)@ —2+3)=2"+2=(2")? +2.

Jesliz =5 (mod 8),to 2* —2+3= (z—5)(r+4)+16+7 =7 (mod 8).
Jesli wszystkie dzielniki pierwsze liczby 22 — x + 3 bylyby postaci 8k + 1
lub 8k + 3, to liczba 2% — x + 3 réwniez bylaby tej postaci, a jest postaci
8k + 7. Ma wiec ona czynnik pierwszy p postaci 8k + 5 lub 8k + 7.
Wowcezas réwniez (28)2 = —2 (mod p), co oznacza, ze liczba —2 jest
reszta kwadratowa mod p, czyli (_72) = 1. Ale jesli p jest postaci 8k + 5,
to

(‘5) _ (%) (%) C(— D)2 (L)@ gL () = 1,

a jesli jest postaci 8k + 7

(%) _ (%) (%) C(—D)ED2 L (L) EDE (1) =

czyli znow sprzecznosé. Jedynym rozwiazaniem jest wiec z = 1, n = 2.

10. Okrag o érodku O jest styczny wewnetrznie do dwoch okregow w
jego wnetrzu w punktach S i T. Okregi te przecinaja sie w punktach M i
N, przy czym punkt N lezy blizej prostej ST. Udowodni¢, ze proste O M
i M N sa prostopadte wtedy i tylko wtedy, gdy punkty S, N, T leza na
jednej prostej.

Rozwigzanie
Poprowadzmy styczne do duzego okregu w punktach S i T i oznaczmy
przez P punkt ich przeciecia. Zauwazmy, ze punkty P,S,O,T leza na
okregu o srednicy OP. Potegi punktu P wzgledem matych okregow sa
rowne, wiec P lezy na prostej M N. Prawdziwy jest ciag rownowaznosci:

Proste OM i M'N sa prostopadte <= punkty O, M, P, S, T leza na
jednym okregu (o érednicy OP) <= ASMN + LTMN + LSPT =
180° <= ANSP + ANTP + LSPT = 180° <= punkty S, N, T leza
na jednej prostej.

11. Niech a bedzie liczba naturalna wigksza od 1. Ciag a,, definiujemy
wzorem
an =a" +a" - 1.
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Wykazaé, ze istnieje podciag ciagu a,, ktérego dowolne dwa wyrazy sa
wzglednie pierwsze.

Rozwiagzanie

Skonstruujemy ciag (b, ), bedacy podciagiem ciagu (a,), o wyrazach pa-
rami wzglednie pierwszych. Przyjmijmy b, = a; i zatézmy, ze wybralidmy
juz k wyrazow ciagu b,. Niech pi,ps,...,p beda wszystkimi liczbami
pierwszymi, ktoére dziela ktoras z liczb by, bo, . . ., by.

Wezmy byy1 = G(p—1)(po—1)..(n—1) 1 ustalmy ¢ € {1,2,...,1}. Naturalnie
liczba by jest wieksza niz wszystkie wczesniej wybrane wyrazy ciagu
b,. Jasne tez jest, ze skoro p; dzieli pewien wyraz ciagu a,, to nie dzieli
liczby a. Z Matego Twierdzenia Fermata:

b1 = Apy—1)(po—1)...(pr—1) = a®P1—DP2—1)..(p—1)+1 + a®Pr=DP2—1)..(m—1) _ 1

=a+1—1=a (mod p,;).

Wyraz by jest wiec niepodzielny przez zadna z liczb p;, czyli jest wzgled-
nie pierwszy z wszystkimi poprzednimi wyrazami ciagu b,,.

12. Symetralne bokéw AB i BC nieréwnobocznego trojkata ABC
przecinaja boki BC' i AB odpowiednio w punktach A; i C;. Dwusieczne
katow A;AC i C1CA przecinaja sie w punkcie B’, a punkty A’ oraz
C' definiujemy analogicznie. Dowiesé, ze punkty A’, B’, C' leza na jed-
nej prostej, ktora przechodzi przez $rodek okregu opisanego na trojkacie
ABC.

Rozwigzanie
Proste AA; i BA; sa symetryczne wzgledem symetralnej odcinka AB.
Prosta AA; przechodzi wiec przez punkt Cy symetryczny do punktu C'
wzgledem tej symetralnej.Punkt C5 lezy na okregu opisanym na trojkacie
ABC'. Dwusieczna kata A; AC' przechodzi zatem przez srodek C3 tuku
CCs, ktory jest jednoczesnie Srodkiem jednego z tukéw AB. Oznaczmy
przez Cy $rodek drugiego tuku AB, za$ punkty Az, A4 zdefiniujmy analo-
gicznie. Oczywiscie proste AA, 1 CCy sa dwusiecznymi katow wewnetrz-
nych trojkata. Zastosujmy teraz twierdzenie Pascala (zob. ponizej) dla
szesciokata AA4A3CC,Cs. Wynika zen, ze srodek I okregu wpisanego w
trojkat ABC, érodek O okregu opisanego nan oraz B’ leza na jednej pro-
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stej. Poniewaz trojkat ABC' jest nieréwnoboczny, wiec I # O i punkty
A’', B', C' leza na prostej 10.

Twierdzenie Pascala Zatozmy, ze punkty Ay, As, As, Ay, As,
Ag leza na okregu. Niech K bedzie punktem wspélnym prostych A;As i
A4A5, L — pI'OStyCh A2A3 i A5A6, M — pI'OStyCh A3A4 i A@Al. Punkty
K, L, M leza na jednej prostej.

Jesli dwie pary sposréd wymienionych par prostych sktadaja sie z
prostych réwnolegtych, to trzecia para tez sktada sie z prostych rownole-
glych.

Jesli proste w jednej z wymienionych par prostych sa réwnolegle, a w
dwu pozostalych parach sa nieréwnolegte, to prosta przechodzaca przez
ich punkty przeciecia jest rownoleglta do prostych w parze sktadajacej sie
z réwnoleglych prostych.

Drugi mecz matematyczny:

1. Dla danej liczby naturalnej n > 1 niech A oznacza liczbe sposobow
na jaka mozna zapisa¢ n w postaci sumy liczb catkowitych dodatnich
nieparzystych, a B niech oznacza liczbe sposoboéw na jaka mozna zapisac
n w postaci sumy réznych liczb catkowitych dodatnich (w obu zapisach
nie zwracamy uwagi na kolejnosé¢ wystepowania sktadnikéw). Udowodnié,
ze A= B.

Rozwiqzanie
Zauwazmy, ze A jest wspotezynnikiem przy x™ w wyrazeniu:
Ax) = Hz":OZ?’;Ox(%H)j =(Q+a+2*+-)- Q+a3+2°+---)-
(42 a0+
Analogicznie okreslamy:

H (1+ 2"
k=1
Teraz wystarczy pokazaé, ze A(x) = B(x). Ale:
00 1 Hl?;l(l _ ka) 0 1 _ ka
Ax) = = —= = || ——— = B(x).
I r—em = g, ~ 1=

Uwaga
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Mozna uniknaé¢ klopotéw zwiazanych z dziataniami nieskonczonymi i
Ny A _ -1 20 -1 (2k+1)5 dzi ) = |1 n 1i
przyja¢ np. A(z) = II;25 5= @ , gdzie a(k) = [logy 555 ] + 11
B(z) = TTi—y (1 + 2%).
Dodajmy, Ze nie jest to konieczne. Rozpatrywane tu nieskoniczone sumy
maja sens wtedy, gdy |z|] < 1. Odpowiednie twierdzenia mozna zna-
lez¢ w wielu podrecznikach rachunku rézniczkowego i catkowego, np. w
podreczniku G.M.Fichtenholca ,, Rachunek rézniczkowy i catkowy” uzy-
wanym od kilkudziesieciu lat na wydziatach matematyki, albo tez w wielu
cienszych ksiazkach o tym tytule, mozna tez znalez¢ odpowiednie teksty
na stronach internetowych. Dodajmy jeszcze, ze sumy i iloczyny nieskon-
czone nie sa zdefiniowane zawsze, a jesli nawet sa, to i tak miewaja nie

. s - 1 1 1 1 1 1 1 1 —
oc?eklxlzvanﬁvv}lasnolsm, Illp. 2(1—§—Zj—§l—gl—gl+gl—m—ﬁ+'“)—
2(51—11+61—§1+@—1§+1”')1=1—§+§—1+5—6+“'7W1@Csma
l—5—3+3—5—5ts— 151+ Jjest dwukrotnie mniejsza niz suma

1- % +% — i + % — % +- -+, chociaz w obydwu wystepuja te same sktadniki:
odwrotnosci liczb catkowitych nieparzystych ze znakiem + oraz odwrot-
nosci liczb catkowitych nieparzystych ze znakiem —. Przyczyna jest to,
ze zmiana kolejnosci sktadnikéw w przypadku nieskonczenie wielu sktad-
nikéw moze (cho¢ nie musi) zmienia¢ wartosé sumy. Jednak w przypadku
gdy suma wartosci bezwzglednych jest skonczona, to zmiana kolejnosci
sktadnikow nie ma wplywu na warto$¢ sumy, a tak jest w naszym przy-
padku, gdy |z| < 1. Podobnie jest w przypadku iloczynéw nieskonczenie
wielu sktadnikow.

Warto tez dodaé, ze istnieniem nieskonczonych sum i iloczynow w tym
zadaniu mozna sie nie wcale nie przejmowac. Mozna rachowaé na tzw. sze-
regach formalnych. Dziatania definiowane sie¢ w sposob naturalny, spraw-
dza sie, ze maja potrzebne wlasnosci. Oczywiscie takie postepowanie da-
leko wykracza poza programy szkolne, wiec réwniez poza metody ocze-
kiwane od uczestnikéw olimpiad matematycznych.

2. Niech £k, t > 1 beda wzglednie pierwszymi liczbami naturalnymi.
Majac dana permutacje (ay,as,...,a,) zbioru {1,2,...,n} mozemy za-
mieni¢ w niej dwie liczby miejscami, jesli r6znia sie o k lub t. Wykazac,
ze zaczynajac od permutacji (1,2, ..., n) mozemy otrzymaé kazda permu-
tacje zbioru {1,2,...,n} wtedy i tylko wtedy, gdy n > k +t — 1.
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Rozwigzanie
Przypusémy najpierw, ze 1 < n < k +t — 1.Rozwazmy graf o n wierz-
chotkach odpowiadajacym liczbom 1,...,n. Pare wierzchotkéw taczymy
krawedzia, jesli da sie zamieni¢ miejscami odpowiadajace im liczby, czyli
jesli warto$¢ bezwzgledna tych liczb jest réwna k albo t. Krawedzi odpo-
wiadajacych réznicy k jest max{n — k,0}, a odpowiadajacych réznicy ¢
jest max{n — t,0}. Wobec tego wszystkich krawedzi w opisanym grafie
jest nie wiecej nizn—k+n—t=n+n—(k+t) <n—1. Wynika stad, ze
istnieja co najmniej jeden taki wierzchotek p, ze idac po krawedziach nie
da sie przejsé od 1 do ¢, a to oznacza, ze nie da sie zamieni¢ w dozwolony
sposob liczb 11 p niezaleznie od liczby przestawien.

Zatézmy teraz, ze n = k + ¢ — 1. Poniewaz liczby k i t sa wzglednie
pierwsze, wiec rowniez liczby ki n + 1 = k + t sa wzglednie pierw-
sze. Podobnie t i n + 1. Stad wynika, ze reszty ri,7s,...,r, z dzielenia
liczb k, 2k, 3k,..., nk przez n + 1 sa parami rézne i rézne od 0, bo je-
8li liczba (k — mk = (I — m)k dzieli sie przez n + 1, to réwniez liczba
[ — m dzieli sie przez n + 1, a to jest niemozliwe gdy 1 < m < [ < n.
Wobec tego ri,79,...,7, jest pewna permutacja ciagu 1,2,...,n. Za-
uwazmy jeszcze, ze wartos¢ bezwzgledna réznicy dwu kolejnych liczb w
ciagu ry,7r9,...,7, jest rowna k lub ¢, wobec tego dwie kolejne liczby
ciagu ry,79,...,7, mozna zamienia¢ miejscami. Pokazemy, ze przesta-
wiajac liczby w dozwolony sposdb mozemy uzyska¢ dowolna permutacje
liczb 1,2, ..., n. Zatézmy, ze w docelowej permutacji liczba r; ma znalez¢
sie w miejscu r;. Zamieniamy kolejno r; z 71, nastepnie r;_; (stojace w
nowym miejscu) z 1o, itd., w koncu 7y z ry. Jest jasne, ze w wyniku
tych przestawien rq trafito na swoje, czyli [-te, miejsce. Teraz mozna po-
wtérzy¢ te procedure w odniesieniu do liczby 7o (nie ruszajac juz r!)
i umiescié¢ ja na jej docelowym miejscu. Prosta indukcja konczy dowdd
tego, ze w tym przypadku dowolna permutacja jest osiagalna.

Zatézmy teraz, ze n > k + ¢ — 1 1 skorzystajmy z indukeji matema-
tycznej. Jezeli n znajduje sie w swym docelowym miejscu, to wystarczy
przestawiaé liczby (1,2,...,n—1), co jest mozliwe na mocy zalozenia in-
dukeyjnego. Jezeli nie, to najpierw przestawiamy liczby (1,2,...,n — 1)
tak, aby tam gdzie ma by¢ n znalazto sie n — k. Nastepnie zamieniamy
te dwie liczby i wtedy n jest juz na swoim miejscu, wiec pozostaje po-
przestawia¢ liczby 1,2...n — 1, co umiemy zrobi¢.
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3. Zbiory A;, A,, ..., A, sa podzbiorami zbioru n-elementowego
A, przy czym kazdy z nich ma co najmniej 2 elementy. Dla kazdego
dwuelementowego podzbioru A’ zbioru A istnieje dokladnie jeden taki
A;, 7e A C A;. Udowodnié, ze jesli 1 < i,7 <nto A; N A; # 0.

Rozwiqgzanie
W ponizszym rozwiazaniu przyjmujemy, ze (g) = @, w szczegblnosci
() =o0.

Niech A = {x1,29...,2,}. Przyjmijmy, ze n; = |A;| oraz niech d;
oznacza ilo§¢ podzbioréw A; (przy 1 < j < n), dla ktorych z; € A;.
Zauwazmy na poczatek, ze z tresci zadania wynika réwnosc¢

5(5)-0) @

gdyz obie strony tej rownosci odpowiadaja liczbie dwuelementowych pod-
zbioréw zbioru A. Jasna jest tez réwnosé

i=1 i=1

Poniewaz kazdy dwuelementowy podzbiér zbioru A jest zawarty w do-
ktadnie jednym zbiorze A;, wiec dla 1 < i < j < n zachodzi |[A;NA;| < 1.
Chcemy pokazac, ze dla wszystkich par i, j powyzsza nieréwnos¢ jest row-
noscia. Innymi stowy wystarczy wykazac, ze

>, JAin4;)= (Z)

1<i<j<n

Zwroémy jednak uwage, ze skoro element xj nalezy do dy zbioréow A;, to
nalezy do doktadnie (d;) przeciec¢ postaci A; N A;. Zachodzi wiec réwnosé

<2>: > [AinAl.
=1

1<i<j<n

2

Trzeba zatem dowies¢, ze



Ze wzgledu na réwnosci (g) = ’”22_ Z oraz (2) 1 (3) musimy udowodnié, iz

n

> di=>_ni. (4)
i=1 i=1

Dla ustalonego x; rozwazmy dowolny zbiér A; = {y1, 2, ..., yn, } taki,
ze r; ¢ Aj. Wowczas wszystkie 2-elementowe zbiory {x;, y1}, {z, 2}, . . .,
{@i, yn,} zawieraja sic w réznych zbiorach A;, bowiem elementy yi i y;
nie mogg oba naleze¢ do innego zbioru niz A;. Oznacza to, ze z; nalezy
do co najmniej n; réznych zbioréw A;, tzn. d; > n;, o ile tylko z; & A;.
Nietrudno sprawdzi¢, ze z powyzszej nierownosci wynika tez nieréwnosé

di S n;

= .
n—d;  n-—n,;

Zauwazmy, ze jest doktadnie n — d; zbioréw A;, do ktorych nie nalezy
x; oraz dokladnie n — n; elementéw x;, ktére nie naleza do zbioru A;. A

zatem . "
d: =
zz::l Z iz:lj::viZgAjn Z/zz:lggg:An_nJ
n
= n,;
; %n " Z ;-

Ze wzgledu na réwnosé (2) we wszystkich powyzszych nieréwnosciach
zachodzi réwnos¢. Wynika stad, ze jesli x; € A;, to d; = n,;. Mamy wiec

n n

Y- =3 5 4>y 5w

n n
=2 2 = nmmn,
j=1li:z;¢A, j=1

a stad oraz z réwnosci (2) wynika natychmiast réwnosé (3) i konczy to
rozwigzanie zadania.

4. Rozwiaza¢ w liczbach rzeczywistych uktad réwnan
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a? —=20* =1
202 — 32 =1
ab+bc+ca=1

Rozwiqzanie

Sposob 1.
7 dwoch pierwszych rownan wynika, ze a* = 2b0* + 11 ¢ = $(2b* — 1).
Z trzeciego otrzymujemy:
0 = (1—ac)’—=b*(a+c)* = 1—-2ac+3 (26> —1) (20 +1) —b*(5b*+2) —2ach* =

L((20% = 1)(20% + 1) — 86 — 2% + ) — 2ac(1 4 ?) =
= (20 = DB + 1) = (27 — (K +3)) — 2ac(1 + 1) =

= 520" —1)(20° + 1 —4b* — 3) —2ac(14b?) = —2(14b?)(20* — 1 + 3ac).
Stad mamy (20? — 1)? = 9a?c? = 3(2b* + 1)(20* — 1), wiec

0= (2" — 1)(2b2 —1—6b>—3) = (2b° — 1)(—4b* — 4).

Wobec tego b? = 3, zatem a’> = 2ic* = 0. Z trzeciego réwnania otrzy-
mujemyabzl,zatemalboa—\/_,b:% ic=0,alboa=—V2,
b= —% ic=0.

Sposob 2.

Z dwoéch pierwszych roéwnan wynika natychmiast, ze a # 0 # b. Ponadto,
jesli ¢ = 0, to |a| = V2 oraz [b| = % By trzecie rownanie byto spelnione
potrzeba i wystarcza aby a i b byly tego samego znaku. Udowodnimy;,
ze trojki (v/2, LQ, 0), (—v/2, —%, 0) sa jedynymi rozwiazaniami danego
uktadu.

Zatézmy wiec, ze istnieje tréjka (a,b,c¢) spelniajaca dany uktad, dla
ktorej abc # 0. Mozemy przyjacé, ze co najmniej dwie z liczb a, b, ¢ sa
dodatnie, gdyz jesli trojka (a,b,c) jest rozwiazaniem danego uktadu, to
jest nim réwniez (—a, —b, —c

Podstawmy

a=ctga, b=ctgf, c=ctgny,
gdzie 0 < a, B, < 7. Patrzac na trzecie réwnanie widzimy, ze a +b # 0,

gdyz w przeciwnym razie ab = 0, co wykluczyliSmy na poczatku. A zatem

76



l1—a

mozemy wyliczy¢ ¢ = b Korzystajac ze wzoru na kotangens sumy

a+b
dostajemy
ot l—ab 1—ctgactgf
= C = =
&7 a+b ctga + ctg 8
ctgactg B —1
e~ —ctg(a+ ) = ctglr (o + )

A zatem mamy v =7 — (o + ) lub v = 27 — (a + ). Ale co najmniej
dwie sposrdd liczb a, b, ¢ sa dodatnie co oznacza, ze co najmniej dwa katy
z «, (3,7 sa mniejsze niz 3. Czyli

Toow
a+ﬁ+7<§+§+7r<27r.

Czyli zachodzi pierwsza z rownosci i o + 3 + v = 7.
Zauwazmy, ze z danych réwnan wynikaja rownosci

a+1=20"+1)=3(c*+1)

co, po wykorzystaniu tego, ze ctg?x + 1 = % + 1 = ——, sprowadza
sie do
1 2 3

sina sin?f sin?y
Wszystkie sinusy wystepujace w powyzszym wyrazeniu sa dodatnie, wiec

po prostu
1 V2 V3
sina sinf siny’

Poniewaz 0 < «a, 3,7 < 7 oraz a + [ + 7 = 7 istnieje tréjkat ABC o
katach «, 3,7. Z twierdzenia sinuséw zastosowanego do trojkata ABC' i
polaczonego z powyzsza réwnoscia otrzymujemy, ze jego boki na prze-
ciwko katow a, 3,7 sa odpowiednio dtugosci k, v/2k, v/3k, gdzie k > 0
jest pewna liczba rzeczywista. Ale wowcezas trojkat ABC' jest prostokatny
iv=3%,awiec c = 0. To jest jednak sprzecznos¢ z przyjetym zaloze-
niem, a zatem tréjki wypisane na poczatku stanowia jedyne rozwiazanie
danego uktadu.

5. Niech ay, as, ..., a, beda roznymi liczbami naturalnymi. Dowiesé, ze
zachodzi nierownos¢

al +as+ .. +a +ad+ay+... +ad =20 +ad+ .. +ad)?
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Rozwigzanie
Bedziemy rozumowa¢ indukcyjnie. Dla n = 1 nasza nieréwnos¢ wyglada
tak af + a} > 2a§. Jej prawdziwosé¢ wynika wprost z nieréwnosci miedzy
srednia arytmetyczna i geometryczna.

Zalozmy wiec, ze nieréwnos¢ zachodzi dla n = k i udowodnijmy ja dla
n = k+ 1. Ze wzgledu na symetrie bez straty ogélnosci mozemy zatozy¢,
ze a; < ag < ... < ap < apy1. Poniewaz ay,as, ..., ax, ary; sa roéznymi
liczbami naturalnymi zachodzi nieréwnos¢

5 Gy (@ — 1)°
= I ,

aldas ..o +al <P+ 224+ 4 (app — 1)
z ktorej wprost wynika, ze

4@2+1(&? + ag +.oF @2) < a2+1(ak+1 - 1)2 = @ZJA + &2+1 - 2a2+1>
czyli

7 5 3 3., 3 3 6
Ay + Ay > 4ag,(a) +ay + .+ ap) + 2a .
7 zalozenia indukcyjnego wiemy tez, ze
al +al+ ... +a+al+ad+...+al =20 +ay+... +a))?
Laczac te dwie nierownosci dostajemy
al+ar+...+aj g +al+ad+... +a), >20a+ay+... +a))?

+4aj (@} +as+ ..o+ a}) + 240 =2(a) +al + ...+ a) +a}L )’

co konczy dowod indukeyjny.

6. Niech n bedzie liczba naturalna. Dowiesé, ze wielomian (22+xz)?" +1
nie jest iloczynem niestalych wielomianéw o wspoétczynnikach catkowi-
tych.

Rozwiqgzanie
Bedziemy korzystali z wlasnosci wielomianéw o wspétezynnikach z Zs,
gdzie Zo oznacza zbior reszt z dzielenia przez 2, czyli Zo = {0, 1}. Wszyst-
kie dzialania arytmetyczne beda rozpatrywane modulo 2, co oznacza, ze
kazda liczbe catkowita bedziemy zastepowaé reszta z dzielenia jej przez
2. Argumentami rozpatrywanych wielomianéw beda wytacznie elementy
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Zo. Méwimy, ze dwa wielomiany o wspotczynnikach z Zy sa rowne, jesli
réwne sa odpowiednie wspétezynniki (zakltadamy oczywiscie, ze wspot-
czynnik wiodacy to 1). Wiekszo$¢ whasnosci tak rozumianych wielomia-
néw jest analogiczna do tych dla zwyktych wielomianéow nad Z. W szcze-
gblnosci np. prawdziwe jest twierdzenie o jednoznacznosci rozktadu na
iloczyn wielomianéw nierozktadalnych. Troche trzeba uwazac, bo wielo-
mian 22 +1 jest nierozktadalny w zbiorze wielomianéw o wspotezynnikach
rzeczywistych, tym bardziej jest nierozktadalny w zbiorze wielomiandéw o
wspolezynnikach caltkowitych, ale 2241 = (z+1)(z+1) w zbiorze wielo-
mianéw o wspotezynnikach z Z,. Nieprawda jest tez, ze jesli dwa wielo-
miany przyjmuja te same wartosci w tych samych punktach, to sa rowne,
np. wielomian 2* — x w Z, przyjmuje te same wartosci co wielomian 0.
Kazdemu wielomianowi P(x) o wspétezynnikach catkowitych odpowiada
pewien wielomian w Zs, ktory powstaje przez zastapienie wspotczynni-
kéw P resztami z dzielenia ich przez 2. Dla uproszczenia bedziemy pisaé
P(z) =2 Q(x), jesli P i @ maja ten sam wielomian zredukowany.

Zauwazmy na poczatek, ze jesli 0 < k < 2", to (2]:) jest liczba pa-
rzysta. Mamy bowiem

<2n>_2n 2" —1 2" —2 2" — (k — 1)
k — - - .

k 1 2 k=1

Liczby 1,2, ..., k—1 nie sa podzielne przez 2%, a zatem najwyzsza potega

l1czby 2 dz1elaca 20— Jest taka sama Jak hczby 1. Oznacza to ze ulamek
2

przez 2. A 7z kolei licznik utamka % zapisanego w postaci nieskracalnej
jest podzielny przez 2, co $wiadezy o tym, ze 2| (2k
Niech F(z) = (22 + 2)*" + 1 i zalézmy, ze F(x) = G(x) - H(z) dla
pewnych niestatych wielomianéw G(x), H (z) o wspotezynnikach catkowi-
tych. Ze wzoru dwumianowego Newtona i powyzej udowodnionego faktu
Wynika Ze (22 —|— 1) po zredukowaniu modulo 2 odpowiada wielomia-
nowi 22" + 22", a wiec F (x) po zredukowaniu odpowiada wielomianowi
22?41 W taki sam sposob dowodznny, ze ten sam wielomian od-
powiada wielomianowi (z°+x +1)?". Wobec tego F(x) =5 (2 +x+1)?".
Zauwazmy jednak, ze wielomian x? + 2 4+ 1 nie ma pierwiastka w Zs, a
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wiec jest nierozktadalny w Z,, gdyz jest stopnia 2. A skoro
F(z)=G(x)- H(z) = (2> + 2+ 1)%",

to G(x) =5 (22 + 2+ 1)F i H(z) = (2> + 2 + 1)*"7* dla pewnego
0 < k < 2" Zwr6émy uwage, ze musi by¢ nawet 0 < k£ < 2", gdyz
inaczej wielomian H lub odpowiednio wielomian GG bylby co najmniej
stopnia 2", czyli tego stopnia co F, a to nie jest mozliwe bo G, H nie
sa state. Istnieja wiec takie wielomiany U(z),V (z) o wspotezynnikach
catkowitych, ze
Gr)= (@ +x+ 1D +2U(x) i H(z) = (2 + 2+ 1) F + +2V(2).

Mamy zatem

(@ +2)”" +1= (@ +2+ 1) +20@)((@* + 2+ 1> " +2V(2)) .

Niech w oznacza liczbe zespolona bedaca pierwiastkiem wielomianu
2?2 + x + 1 (czyli jest to pierwiastek trzeciego stopnia z jednoSci, np.
w = —% + i?, gdzie i* = —1). Latwo zauwazy¢, ze wowczas U(w) jest
liczba zespolona postaci u; + usw gdzie ui, us € Z. Wynika to z faktu,
ze w? = —w — 1, a wiec jesli w wystepuje w wiekszej potedze niz 1 to
mozemy ja zredukowaé. Analogicznie V(w) = v 4+ vow dla vy, vy € Z.
Podstawiajac wiec x = w do powyzszej réwnosci dostajemy

(_1)2n+1 = 4(u1+UQW)(U1+U2CU) = 4(U1?)1—UQ’U2+W(U1?)2+UQ’U1—UQUQ)).

Po przyréwnaniu czesci rzeczywistych i urojonych, w10, — usve = % To
nie jest mozliwe, wiec nie istnieje rozktad F'(z) na iloczyn niestatych
wielomianéw o wspotezynnikach catkowitych.

7. ABCD jest czworokatem wypuktym, w ktérym prosta AC jest
dwusieczng kata BAD. Punkt E lezy na odcinku C'D, a F' jest przecie-
ciem BE i AC. Odcinek DF przedtuzamy do przeciecia z bokiem BC' w
punkcie GG. Wykazaé, ze L{GAC = LFEAC.

Rozwigzanie
Bez straty ogélnosci przyjmijmy AB < AD. Niech punkty D', E’ beda
obrazami punktéw D, F w symetrii wzgledem prostej AC. Wiadomo, ze
punkty A, B, D’ sa wspdiliniowe; nalezy pokazaé, ze punkty A, G, E’
rowniez. Niech x, y, z beda takimi liczbami rzeczywistymi nieujemnymi,
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ze 7 = %’f oraz 4 = g—g. Umie$émy w punkcie A mase x, w punkcie C'
mase y, a w punktach D i D' mase z. Widaé, ze srodkiem masy punktow
A1 D' jest punkt B, a punktéw C'i D - punkt E. Wobec tego srodek masy
czworki punktow lezy na prostej BE. Ponadto srodki mas par punktow
A, Coraz D, D' leza na prostej AC, wiec lezy tam tez Srodek masy calej
czworki. Wobec tego srodkiem masy czworki A, C, D, D’ jest punkt F'.
W takim razie srodek masy punktéw A, C, D’ lezy na prostej DF'. Musi
tez leze¢ na prostej BC, bo B jest srodkiem masy A i D'. W takim razie
srodkiem masy trojki A, C, D' jest punkt G. Ale $rodkiem masy C'i D’

jest E', wiec punkty A, G, E’ sa wspdlliniowe.

8. Dany jest nierozwartokatny trojkat ABC'. Punkt D jest spodkiem
wysokosci poprowadzonej z wierzchotka A, natomiast [; oraz I, sa od-
powiednio srodkami okregéw wpisanych w trojkaty ABD i ACD. Prosta
I 15 przecina AB i AC' odpowiednio w punktach P i ). Udowodni¢, ze
AP = AQ wtedy i tylko wtedy, gdy AB = AC lub £A = 90°.

Rozwiqgzanie
Jasne jest, ze jesli AB = AC, to AP = AQ. Zalézmy wiec najpierw, ze
ZA =90°.

Niech P’ i Q' beda takimi punktami odpowiednio na bokach AB i
AC, 7e AP" = AQ' = AD. Woéwczas LZAP'Q)' = LZAQ' P’ = 45°. Niech
I7 i I} oznaczaja odpowiednio przeciecia dwusiecznych katéow ZBAD
i ZCAD z prosta P'Q)'. Wtedy z cechy bok-kat-bok wynika przystawa-
nie tréjkatow AP'I] do ADI| oraz AQ'I, do ADI). Wobec tego mamy
LADI{ = LZADI), = 45°. Punkt I} lezy wiec na dwusiecznej kata ZBDA,
a I}, — na dwusiecznej kata ZCDA. Wynika stad, ze punkty I i I}, sa
srodkami okregéw wpisanych odpowiednio w trojkaty ABD i ACD, a
zatem [| = I, oraz I}, = I5. A to oznacza, ze P' = P oraz (' = @), czyli
AP = AQ.

Zalozmy teraz, ze AP = AQ. Niech D’ bedzie takim punktem po6tpro-
stej AD, ze AD" = AP = AQ. Przyjmijmy, ze D # D'. Trojkat API;
jest przystajacy do trojkata AD'I; a trojkat AQI, jest przystajacy do
AD'I5, czyli w szczegdlnosci

ZAD', = ZAPI, = ZAQI, = LZAD'I,.
A zatem mamy ZLD'D = ZI,D'D. Wiemy réwniez, ze £11DD’ =
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/I, DD’ — oba te katy maja miare 45°, jesli D’ lezy na odcinku AD
oraz 135°, jesli D' lezy poza. Trojkaty sa [1D'D i [,D'D sa wiec przy-
stajace. A zatem przystajace sa tez trojkaty AD'I, oraz AD'I,. Stad
mamy

/BAD =2/1}AD' = 2/1,AD" = ZCAD,

i wobec tego AB = AC.
Przyjmijmy teraz, ze D = D'. Wowczas

JAPL = ZADI, = ZADI, = ZAQI, = 45°,
czyli ZA = 90°, co konczy dowdd.

9. Dany jest trojkat ABC. Okrag o jest styczny do odcinkow AB i
AC odpowiednio w punktach D i E, réznych od B i C. Ten sam okrag
przecina bok BC' w punktach K i L. Odcinki AL i DFE przecinaja sie w
punkcie P, a przekatne czworokata BC'E D przecinaja sie w punkcie ().
Dowieé¢, ze punkty P, ), K sa wspotliniowe.

Rozwigzanie
7. twierdzenia o potedze punktu wzgledem okregu wynikaja rownosci
BD? = BK - BL oraz CE? = CK -CL. Zalézmy najpierw, ze AB # AC.
Niech T bedzie punktem przeciecia prostych BC' i DFE. 7 twierdzenia
Menelaosa dla trojkata ABC' i prostej DE oraz z rownosci FA = DA
mamy % = g—g. Niech K’ bedzie punktem wspélnym prostych BC' i
PQ). Poniewaz rzut srodkowy zachowuje dwustosunek, wiec mamy
TB-LC TD-PE TC-K'B
TC - LB zpunktu A T'F - P zpunktu Q TBK’O’
czyli
K'B  TB*.LC BD* LC KB
K'C  TC*- LB LB CE?! KC'
W takim razie K = K'.

Jezeli natomiast AB = AC, to BC||DE, BK = CL, oraz BL = CK. 7Z
twierdzenia Talesa otrzymujemy:

K'BPE LC KB
K'C PD LB KC’
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czyli znowu K = K.

10. Wyznaczy¢ najmniejsza liczbe naturalna n > 1, dla ktérej srednia
kwadratowa liczb 1, 2,..., n jest liczba catkowita.

Rozwiqgzanie
Jako, ze 12 4+ 22 + ... +n? = w nasze zadanie sprowadza sie
do znalezienia najmniejszej liczby naturalnej n > 1, dla ktorej istnieje

m € N speliajace rownanie

1)(2 1
(n+D)Eat1)
6
Po pomnozeniu obu stron réwnania przez 48 i zwinieciu w kwadraty
powyzsze rownanie przyjmuje postac

(4n +3)* — 3(4m)* = 1.

Szukamy wiec najmniejszego rozwiazania rownania Pella 22 —3y? = 1,
dla ktérego x > 7, x = 3 (mod 4) oraz 4]y. Rozwiazaniem minimalnym
tego réwnania jest para (zo,vo) = (2, 1), pozostalte otrzymujemy z wzo-
row rekurencyjnych xp 1 = 22 + 3y, Ypr1 = Tk +2yk. Obliczamy recznie
kolejne pary: (7,4), (26,15), (97,56), (362,209), (1351, 780). Ostatnia z
wypisanych par spetnia zadane warunki, a wiec n = 337 jest rozwiazaniem
zadania.

11. Dla danego h = 2", gdzie » > 0 jest liczba catkowita, wyzna-
czy¢ wszystkie liczby naturalne £, dla ktorych istnieje liczba nieparzysta

+ 1.

m=”—1

m > 1 oraz taka liczba naturalna n, ze k|m" — 1 oraz m|n" *

Rozwigzanie
Udowodnimy, ze rozwiazaniem zadania sa wszystkie liczby k, dla ktorych
271k, Pokazemy najpierw, ze jest to warunek konieczny.

Zatézmy, ze jedli liczba 27 dzieli k, to j < r i ze istnieja: liczba nie-
parzysta m > 1 oraz liczba n, ktére spetniaja warunki dane w tresci
zadania. Niech 2! oznacza najwyzsza potege liczby 2 dzielaca m — 1.
Zauwazmy, ze m" —1 = m? —1 = (m* "H(m?  +1) = ... =
(m —1)(m+1)(m*>+1)...(m* " +1), a poniewaz m jest nieparzyste
kazda z liczb m+1,m2+1,...,m% ' +1 dzieli sie przez 2. Wynika stad,
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7e 27 \m" —1. A zatem mamy réwniez 2! % Sposréd wszystkich dziel-
nikoéw pierwszych liczby m wybierzmy ten dzielnik p, dla ktoérego potega
liczby 2 dzielaca p —1 jest najmniejsza i oznaczmy jej wyktadnik przez s.

Jasne jest, ze t > s. Zachodzi tez kongruencja

m"—1

n & =-1 (mod p).

m;g;l jest liczba catkowita, wiec po podniesieniu

obu stron kongruencji do potegi p2—51 i skorzystaniu z matego twierdzenia
Fermata dostajemy

Zauwazmy jednak, ze

mh—1_p-1 mh—1 1

(T )T = (T P l=1=(-1)"F =1 (mod p),

a to jest niemozliwe. Zatem rzeczywiscie podzielnosé¢ 2"k jest warun-
kiem koniecznym. Wykazemy teraz, ze jest to warunek wystarczajacy.

Niech k = 2%, gdzie b jest nieparzyste oraz a > r + 1. W pierwszej
kolejnosci rozpatrzymy przypadek a > r + 1.

Zalozmy najpierw, ze a > r+2 i przyjmijmy m = 27 "b+ 1. Podobnie
jak wezesniej, rozktadamy wyrazenie m?" — 1 na czynniki: m? — 1 =
(m—1)(m+1)(m>+1)...(m¥ " +1). Poniewaz m = 1 (mod 4) kazdy z
nawiasow, poczawszy od drugiego, zawiera liczbe podzielna przez 2, ale
nie przez 4. Zatem 2 dzieli liczbe m" — 1 dokladnie w a — 7 +r = a-tej
potedze. Réwniez bjm” —1, gdyz blm—1. Wynika stad, ze m};;l jest liczba
catkowita nieparzysta. Wystarczy wiec przyja¢ n = m — 1, gdyz wtedy

mh—1 h_y

(m—1)"F +1= (-1)"F

+1=0 (mod m).

Niech teraz a = r + 1. Zauwazmy, ze nie mozemy powtorzy¢ rozumo-
wania z poprzedniego przypadku, gdyz jesli przyjelibysmy m = 20+ 1, to
liczba m + 1 dzielila by sie przez 4. Tym razem wezmy wiec m = 4b* + 1.
Wowezas tak jak poprzednio mozemy sprawdzié, ze liczba 2 dzieli m" —1
w dokladnie r + 2-tej potedze. Jasne jest tez, ze blm — 1. A zatem
m};_l = 2¢, gdzie c jest liczba catkowita nieparzysta. Przyjmujac n = 2
dostajemy

mh—1

nE 4+ 1=20*+1=4*)+1=(-1)°+1=0 (mod m),
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mh

. . . ., -1 . . .
a wiec tak dobrane n spelnia podzielno$¢ m|n~ % + 1 i rozwiazanie
zadania jest zakonczone.

12. Rozstrzygnac¢ dla jakich liczb naturalnych a istnieje nieskonczenie
wiele takich liczb bezkwadratowych n (tj. niepodzielnych przez kwadrat
liczby catkowitej > 1), ze n|a™ — 1.

Rozwigzanie
Udowodnimy, ze jesli tylko a # 2,3 to spetniony jest warunek dany w
zadaniu.

W tym celu wykazemy najpierw, ze a = 2 i a = 3 nie sa rozwiazaniami
zadania, gdyz jasne jest ze a = 1 spelia dany warunek.

Zat6zmy, ze n|2" — 1 in > 1. Wezmy najmniejszy dzielnik pierwszy
p liczby n. Woéwcezas p|2™ — 1. Niech k oznacza rzad liczby 2 modulo p,
tzn. najmniejsza liczba catkowita dodatnia, dla ktérej 28 = 1 (mod p).
Wtedy k|n, bo 2" =1 (mod p). Réwniez k|p — 1, gdyz p|2P~' —1 — ma-
te twierdzenia Fermata. Ale 2 [k i skoro k|p — 1, to k < p — 1 i jezeli
k # 1, to n ma dzielnik pierwszy mniejszy niz p, co stoi w sprzecznosci
z zalozeniem o minimalnosci p. Jedli k = 1 to p|2! — 1 = 1, co przeczy
temu, ze p > 1. A wiec n = 1 jest jedyna liczba naturalna, dla ktorej
n|2" — 11 jasne jest, ze a = 2 nie spelnia danego warunku.

Zat6zmy, ze dla pewnej liczby bezkwadratowej n > 2 zachodzi n|3"—1.
Wybierzmy najmniejszy dzielnik pierwszy p liczby n, ktéry jest wiekszy
niz 2 (taki dzielnik pierwszy istnieje, bo n > 2 i n jest niepodzielne przez
4). Wéwezas p|3™ — 1. Podobnie jak poprzednio k oznacza rzad liczby 3
modulo p. Wtedy k|n oraz k|p — 1, czyli k < p. Musi zachodzi¢ jedna z
rownosci: k = 1 lub k£ = 2, gdyz z zatozenia o minimalnosci p wynika,
ze k nie ma dzielnikéw pierwszych wiekszych od 2 i mniejszych od p, a
jednoczesnie k nie jest podzielne przez 4 (bo n nie jest). W pierwszym
przypadku mamy p|3! —1 = 2, a w drugim p|3* — 1 = 8, czyli w obu
przypadkach p = 2, sprzecznosé. Skad wynika, ze a = 3 réwniez nie jest
rozwiazaniem zadania.

Zalozmy teraz, ze a > 4 i skonstruujmy indukcyjnie ciag p1, p2, p3, - - -
réznych liczb pierwszych takich, ze pips...p;la??* P — 1 dla i € N.
Przyjmijmy p; = p, gdzie p jest dowolnym dzielnikiem pierwszym liczby
a—1 > 11 zatézmy, ze mamy k liczb pierwszych py, po, ..., pi, ktore spet-
niaja napisana wczesniej podzielnos¢ dla ¢ = 1,2,... k. Wystarczy po-
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kaza¢, ze liczba aP'P?Pk — 1 ma dzielnik pierwszy p rézny od pq, pa, - . . P
Wowczas bedzie mozna przyjaé prr1 = p i wspomniana podzielnosé zaj-
dzie rowniez dla 7 = k£ + 1, a wiec indukcyjna konstrukcja naszego ciagu
zostanie zakonczona.

Przyjmijmy A = aPP>-Pi-1 (gdy k = 1 przyjmujemy A = a) oraz
niech M = A= = Ape=l 4 AP=2 4+ A+ 1. Jasne jest, ze M jest
liczba naturalna wieksza od 1, ktora dz1eh aPP2-Pk — 1. Zauwazmy, ze
jesli 1 = 1,2,...,k — 1, to p; nie dzieli M. Rzeczywiscie, wiadomo, ze
pilaP PP — 1 a wiec réwniez p|A — 1. Czyli

M=APt g AP=2 4 L A4 1 =14+14+...+1=p, (modp),

co dowodzi, ze p; fM.

Zaczniemy od przypadku p, = 2. Jedli k = 1, to liczba a? — 1 ma
pewien dzielnik pierwszy nieparzysty p, gdyz jak nietrudno sprawdzic,
a*> —1 = (a—1)(a+ 1) jest potega liczby 2 wtedy i tylko wtedy, gdy
a = 3. W tym wypadku wystarczy wiec przyjac¢ ppr1 = ps = p.

Zatoézmy wiec, ze k > 1. Poniewaz liczby p1, p2, ..., pr sa rézne i pp = 2,
to liczba pips ... pr_1 jest nieparzysta. Mozemy teraz roztozy¢

K=A+1=q¢lP141] = (a+ 1)(apl---Pk—1_1 _ apl---Pk—1_2 ... —a+t 1)'

i poniewaz k > 1 nietrudno sprawdzi¢, ze liczba w drugim nawiasie jest
wieksza niz 1. Ponadto, liczba w drugim nawiasie jest nieparzysta, bo w
tym nawiasie wystepuje suma pips . .. pp_1 sktadnikéw, z ktorych ostatni,
czyli 1, jest nieparzysty, a wszystkie poprzednie maja taka sama parzy-
stosé¢ jak a, wiec ich suma jest parzysta. A zatem K ma pewien nie-
parzysty dzielnik pierwszy p, ktéry na mocy powyzszych rozwazan jest
rozny od py, pa, - . ., Pr—1 1 oczywisdcie od pp = 2. Podobnie jak poprzednio
mozemy zatem przyjac¢ pri1 = .

Zalozmy wiec, ze pp # 2. Udowodnimy, ze w takim wypadku p? nie
dzieli M. 7Z maltego twierdzenia Fermata i z zatozenia indukcyjnego wy-
nika, ze

A= APk = gPP2Pk =1 (mod py),
a zatem pg|A — 1 1 mozemy napisa¢ A = tpy + 1, gdzie t € Z. Wykorzy-
stamy teraz wzor dwumianowy Newtona. Zauwazmy, ze

AP =1 (tpy + 1P — 1

M = —
A—-1 tpk
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(e () )+ ()t 1= 1
B 1Dk

pr—1

2
gdyz pr > 2, czyli ka—1 jest liczba catkowita.

Pokazalismy wiec, ze liczba M nie dzieli sie przez zadna z liczb pq, ...,
pr_1 oraz przez liczbe p. wylacznie w pierwszej potedze. Zauwazmy, ze
M > aP*~! > p, — druga nier6wnoé¢ mozna tatwo pokazaé¢ indukcyjnie
dlaa > 41 p, > 2. Wynika stad, ze M ma pewien dzielnik pierwszy p nie
bedacy zadna z liczb py, pe, ..., pr. Poniewaz M|aP 2Pk — 1 wystarczy
przyja¢ prr1 = p. Rozwiazanie zadania jest zakonczone.

= (tpe)™* ' 4.+ t(pe)? +pr =pr  (mod pi),

Zadania nieco trudniejsze:

1. Wsréd n oséb niektore trojki byty razem na imprezie. Dla kazdych
dwoch réznych osé6b A i B istnieje doktadnie jedna osoba C' taka, ze
A, B i C byli razem na imprezie. Co wiecej, jesli dla szesciu réznych
os6b A, B,C, X, Y, Z trojki A, B, X, B,C,Y oraz C, A, Z byly razem na
imprezie, to rowniez X,Y, Z byli razem na imprezie. Znalez¢ wszystkie
n, dla ktorych taka sytuacja jest mozliwa.

Rozwigzanie
Wykazemy, ze n = 2¥ — 1 dla pewnego k € Z*. Najpierw pokazemy, ze
dla n = 2F — 1 sytuacja opisana w zadaniu jest faktycznie mozliwa. Zdefi-
niujmy operacje xor (bitowy) oznaczana przez " dla liczb od 0 do 2% — 1.

Jesli a = (¢, cp1...,¢0)2 oraz b = (dy,di_1,...,do)s to przedstawienia a
i b w systemie dwojkowym, to a™b = (ex, ex_1...,€q)2, gdzie e; = (¢;+d;)
(mod 2). Zauwazmy teraz, ze jesli osoby x1, ..., xox_; spotykaly sie tak,

ze na jednej imprezie byli razem x,, x, oraz x,~, dla dowolnych a i b, to
warunki zadania sa spelnione. Po pierwsze " jest przemienny oraz taczny,
czyli a”(a™b) = b, wiec faktycznie jesli x, 1 2, byli 2 Z4np, t0 24 1 Zonp byli
z Ty, oraz Ty i xanp byli z x,. Drugi warunek jest réwniez spetniony, gdyz
jesli x = a™b, y = V¢, z = ca, to 2y = a"0"b"c = a’c = z.

Nalezy teraz jeszcze wykazaé, ze dla n # 2 — 1 opisana sytuacja nie
jest mozliwa. Zauwazmy, ze sytuacje z zadania mozemy zinterpretowac
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jako dziatanie na zbiorze oséb. Niech X to zbiér mozliwych oséb. Zdefi-
niujemy tak dziatanie ©&: X x X — X, ze jedli a,b € X i a # b, to przez
a @ b oznaczamy osobe, z ktora a oraz b spotkaty sie na imprezie. Ponie-
waz istnieje doktadnie jedna taka osoba, to jest to dobrze zdefiniowane
dziatanie. 7 tresci zadania wynika, ze dla dowolnych a,b,c € X, parami
roznych @ spehia:

1.1 a®b=03da
1.2 (a®b)®da=0
1.3 jeslia®b=x,bPc=yorazcha=z,toxDy==z

Zauwazmy, ze trzeci warunek daje tacznosé¢ @, gdyz dla dowolnych a, ¢, x
mozna dobraé takie b, y, z, zeby zachodzil punkt trzeci (definiujemy b =
adz,z=cPa,y=(a®z)dc). Wowczas spelnione jest:

rd(a®c)=r®z=y=bDc=(r®a)Dc.

Zatem dziatanie na dowolnych parami roznych elementach z X jest prze-
mienne i taczne.

Dziatanie & bedziemy nazywaé¢ dodawaniem. Problemem jest to, ze
nie mozna dodaé¢ dwoch takich samych elementéw. Aby ominaé¢ problem
dotaczymy dodatkowy element, zwany 0. Przyjmujemy, ze dla dowolnego
a € XU{0} zachodza réwnosci: 0 = a®a oraz 0@a = a®0 = a. Bez trudu
mozna wykazaé, ze wowczas dla dowolnych elementéw a,b,c € X U {0}
zachodza warunki:

14ad(b@c)=(adb)dc
1.5a00=0Pa=a

1.6 dla dowolnego a istnieje b (element przeciwny do a), takie ze a®b =
b® a =0 (wnaszym wypadku a = b)

Zbior z dzialaniem spelniajacym warunki 1.4, 1.5 i 1.6 nazywany jest
w matematyce grupa, a jesli dodatkowo spetniony jest warunek 1.1 —
grupa przemienna albo abelowa. W naszej grupie dowolny element do-
dany do siebie daje 0, czyli a®a = 0, w jezyku grup méwimy, ze dowolny
element ma rzad rowny 2. W ogdélnoéci rzad elementu x jest to minimalne
n takie, ze x dodany n razy do siebie daje element neutralny, czyli 0.
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Do wykazania, ze w naszym wypadku n = 2¥ — 1 wystarczy pokazaé,
7ze Tozwazana grupa musi mie¢ 2% elementéw (bo dotaczyliémy 0), liczbe
elementow grupy nazywamy jej rzedem. Pokazemy, ze gdyby rzad naszej
grupy nie byl réwny 2%, to istniatby w niej element o rzedzie réznym od
2. Sprawe te zatatwi lemat.

Lemat Jezeli grupa ma rzad kp, gdzie k € N, a p jest liczba pierwsza, to
istnieje w tej grupie element rzedu p.

Dowéd (lematu) Rozwazmy wszystkie p-tki (21, ..., z,) takie, ze z; &
... ®x, = 0. Jest ich (kp)P~!, bo pierwsze p — 1 elementéw wybieramy
dowolnie, a ostatni jest elementem przeciwnym do (z1 & ... H xp_1).

Ponadto liczba takich p-tek, ze xy = ... = z,, jest roéwniez podzielna
przez p, gdyz liczba pozostatych jest podzielna przez p (mozemy je wow-
czas przesuwacé cyklicznie, wiec podzielimy je na grupy takie, ze kazda
p-tka moze powstaé z kazdej innej; grupy te sa wielkosci p).

Jednak 0 @ ... ® 0 = 0, czyli liczba pozostatych p-tek o rownych
sktadnikach jest niepodzielna przez p, a co za tym idzie r6zna od 0. Zatem
istnieje takie a # 0, ze a @ ... ® a = 0. Poniewaz p jest liczba pierwsza,
wiec a @ ... ®a # 0 dla kazdego naturalnego k € (0,p), innymi stowy

. .k skladnikéw
istnieje element a rzedu p. m

2. Niech punkty D, B, C, E leza na jednej prostej w tej wlasnie
kolejnosci i niech punkt A spetnia réwnoéci AB = DB oraz AC = EC.
Poprowadzmy dwusieczne katéw £ ABC oraz £ AC'B i ich przeciecia z
okregiem opisanym na tréjkacie ABC' oznaczmy odpowiednio przez K i
L, zas$ ich przeciecia z przeciwlegtymi bokami tréjkata ABC odpowiednio
przez P i (). Niech O; bedzie $rodkiem okregu opisanego na trojkacie
DBL, za$ Oy $rodkiem okregu opisanego na trojkacie FCK. Przez S
oznaczmy punkt przeciecia CO; i BO,. Udowodnié¢, ze AS 1L PQ).

Rozwigzanie
Oznaczmy przez R ztozenie inwersji o érodku B i promieniu v BA - BC
z symetria wzgledem prostej BK. Z twierdzenia o dwusiecznej R(E) =
P. Oczywiscie R(C) = A. Ponadto {BAP = {BAC = {BKC oraz
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LABP = £LKBC, czyli trojkaty ABP i KBC sa podobne, a stad
R(K) = Q. W takim razie okrag opisany na trojkacie FC'K przechodzi
na okrag opisany na trojkacie PAQ. Stad wniosek, ze proste BOy i BO
sa izogonalne wzgledem kata L ABC' (czyli symetryczne wzgledem dwu-
siecznej tego kata), gdzie O jest srodkiem okregu opisanego na tréjkacie
APQ (bo srodek okregu, srodek jego obrazu w inwersji i srodek tej in-
wersji leza na jednej prostej). Analogicznie CO; i CO sa izogonalne
wzgledem kata L ACB, a wiec punkty S i O sa izogonalne wzgledem
trojkata ABC (S powstaje jest przecieciem prostych symetrycznych do
prostych AO, BO, CO wzgledem dwusiecznych odpowiednich katow, tzn.
katow: L BAC, LCBA i LACB ), czyli proste AS i AO sa izogonalne
wzgledem kata £ BAC. Wobec tego £SAP = LOAQ = 90° — LAPQ i

mamy teze.
3. Dane jest n liczb rzeczywistych dodatnich xq, xs, ..., z, o iloczynie
rownym 1. Wykazaé, ze

n

Yo (wi—z)? > af—n
) =1

Rozwiqzanie
Dana nieréwnos$¢ mozemy przeksztatci¢ do réwnowaznej postaci

n>—(n-—1) <Zxk,>+<kz:a:k>2.

Dowodzimy powyzsza nieréwnos¢ indukcyjnie. Dla n = 2 obie strony
nierownosci sa réwne. Zatdézmy wiec, ze nierownosé jest prawdziwa dla
n — 11 wykazemy ja dla n. Niech

f(z1,29,...,2,) = —(n —1) (Z%) + (f:a:k> —n.
k=1

Chcemy udowodnié, ze f(xq,2a,...,2,) <O0.

Bez straty ogélnosci mozemy zatozy¢, ze x; jest najmniejsza z liczb
T1, T2, ..., Ty Przyjmijmy wowczas G = »3/xow3...1,. Udowodnimy
nierownosé f(z1,xa,...,x,) < f(z1,G,G,...,G). Latwo zauwazy¢, ze
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jest ona réwnowazna nieréwnosci

n n 2 n
(n— 1)Zx% — <ka> > 21, <Za:k. —(n— 1)G> .
k=2 =2 =2
Poniewaz x; jest najmniejsza, wiec x1 < G. Z nierownosci miedzy Srednia
arytmetyczna a geometryczna wynika tez, ze > p_,xr = (n — 1)G. Wy-
starczy wiec wykazac, ze

n n 2 n
(n— 1)23:% — <Zxk> > 2G <Zxk —(n— 1)G> ,
k=2 k=2 k=2
gdyz x1 zastapiliSmy liczba G > x7, a wyrazenie w nawiasie jest nie-
ujemne.
Niech yp, = & dla k = 2,3,...,n. Wéwczas iloczyn liczb yj. jest row-
ny 1, a nieréwnoéé¢ po podzieleniu obu stron przez G? wyglada tak:

(n— 1)};%3 - <§:2yk>2 > 2 (éyk —(n— 1)) :

7, zalozenia indukcyjnego wiadomo, ze

n n 2
n=2)>yi+(n—1)> <Zyk> .
k=2 k=2
Wystarczy wiec pokazac, ze zachodzi

n n
DUk tn—1>3 2y,
k=2 k=2

czyli

n

 (yr—1)2 >0,

k=2
a to jest jasne.

Wykazalismy wiec, ze f(x1,22,...,2,) < f(x1,G,G,...,G). Aby do-
konczy¢ krok indukeyjny wystarczy pokazaé, ze f(x1,G,G,...,G) < 0.
Ale poniewaz r; = # ostatnia nieréwnosé¢ sprowadza sie do

(n=1) ((n - 16" + ﬁ) > ((0-1)G+ Gi—1>2
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lub po prostu

n—2 2n — 2

G2n—2 n=z Gn—2 "’
co jest natychmiastowym wnioskiem z nieréwnosci miedzy $rednia aryt-
metyczna a geometryczna dla liczb 2n — 2 liczb é, é, e é, 1,1,...,1.

Dowod kroku indukcyjnego zostal zakonczony, a wiec zadanie jest roz-
wigzane.

4. W kazdym punkcie kratowym ptaszczyzny, ktory ma niedodatnia
wspotrzedna x potozono jeden pionek. Dozwolone sa ruchy polegajace na
wybraniu pewnej pary pionkéw stojacych na sasiadujacych w pionie lub
poziomie punktach A i B i ,zbicie” jednym z nich drugiego, tj. zdjecie
pionka z pola A i przestawienie pionka z pola B na taki punkt C, ze A
jest srodkiem odcinka BC' (w punkcie C', na ktéry przestawiamy pionek z
punktu B, nie mogt dotychczas staé¢ zaden pionek). Znalezé najwieksze x,
dla ktorego istnieje skonczona sekwencja dozwolonych ruchéw, po ktorej
pewien pionek znajduje sie w punkcie (x,y) (dla pewnego y).

Rozwiqzanie
Pokazemy, ze istnieje sekwencja ruchow doprowadzajaca pionek na pole
(4,0) oraz, ze dla dowolnego x nie istnieje sekwencja ruchéw doprowa-
dzajaca pionek na pole (5, x).

W dalszym ciagu zapisa (x1, y1)(22, y2) — (3,y3) bedzie oznaczaé, ze
pionek z pola o wspétrzednych (z1,y;) zbija pionek z pola (x2,ys) i zaj-
muje pole (z3,y3). Sekwencja doprowadzajaca do pionka na polu (4,0)

= “O“O“r—\
=R K=
[\)

|

N = o
|

PO DO

.

~—
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(_17 2)? (_1’ 1) - (_17 0)
(_17 0)? (07 0) - (17 0)
(_47 0)7 (_37 O) - (_27 0)
(—3,2),(=3,1) — (—3,0)
(=3,0),(=2,0) — (—1,0)
(—2,2),(=2,1) — (—2,0)
(—2,0),(=1,0) — (0,0)

(0,0), (

(2,0), (

o
o=
2=
1
~—~~
=N
SRS

oo
=R=
N~—

Nalezy teraz wykazaé, ze do pola postaci (5, x) nie da sie doj$¢. Udo-
wodnimy to nie wprost. Przypusémy, ze to nieprawda. Bez straty ogdl-
nosci mozemy zatozyé, ze mozna postawié¢ pionek na polu (5,0). Przy-
piszmy kazdemu polu na szachownicy liczbe: polu (x,y) przypiszemy
liczbe @Y) | gdzie p = \/52_1, d(z,y) = |z — 5|+ |y| (méwimy, ze d(z,y)
jest réwna odlegtosci (z,y) w metryce miejskiej od (5,0)). Liczba ¢ to
dodatni pierwiastek réwnania 2 + z = 1. Udowodnimy zaraz, ze na
poczatku suma liczb na polach, na ktorych stoja pionki wynosi 1. Za-
uwazmy, ze po ruchu suma liczb na polach opionkowanych nie zwiekszy
sie, gdyz jezeli pionek zbijajacy i pionek zbijany staly na polach, ktérym
przypisaliémy liczby ¢ oraz ©**!, to nowy pionek stoi na polu, ktéremu
przypisalismy liczbe ©*~1 lub mniejsza, bo jego odlegtosé¢ od pola (5,0)
wynosi co najmniej k — 110 < ¢ < 1. Mamy wowczas @F+! 4 oF = pF=1,
wiec suma liczb na polach opionkowanych sie zachowuje. Moze sie oczywi-
Scie zdarzy¢, ze suma liczb na tych polach sie zmniejszy, gdyz ruch bedzie
nie w kierunku (5, 0). Czyli reasumujac suma liczb na polach opionkowa-
nych jest péiniezmiennikiem. Zauwazmy, ze gdy na polu (5, 0) stoi pionek,
to dodaje on do sumy liczb na opionkowanych polach liczbe ¢° = 1. Po
wykazaniu, ze na starcie suma liczb na opionkowanych polach wynosi 1
pokazemy, ze wszystkie musza by¢ wykorzystane do umieszczenia pionka
na (5,0), a tego w skoniczonej ilosci ruchéw nie mozna zrobié¢. Do zakon-
czenia dowodu wystarczy pokazaé, ze suma liczb na polach (z,y), gdzie
y < 0 wynosi 1.

Obliczmy najpierw sume liczb w kolumnie o pierwszej wspotrzedne;j
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k. Oznaczmy ja przez Sk.

g i n i i sk 1 Lk 1
k= % =9 /T T
i=5—k i=6—k - L—¢

Przez S oznaczmy szukana sume. Wowczas, biorac pod uwage rownosé
©? + ¢ = 1, otrzymujemy

XO: i 5+k 1 i 6+k 1 1 2( 5 6)
S = Sk= ¢ ——+ ) ¢ :< ) Pt
k=—o0 k=0 L=v = I—¢ I—o
1 4
(¢?)?

5. Niech P bedzie wielomianem o wspotczynnikach catkowitych, a n
liczba naturalna. Dla kazdej liczby catkowitej dodatniej m liczba P(2™)
jest n-ta potega pewnej liczby naturalnej. Udowodnié, ze wéwezas P(x) =
(Q(x))™ dla pewnego wielomianu ) o wspdtezynnikach catkowitych.

Rozwiqgzanie
W rozwiazaniu wykorzystamy 4 lematy. Zaczniemy od wypowiedzenia
znanego lematu Gaussa.

Lemat (Gauss). Jesli F(x) jest wielomianem o wspélczynnikach catkowi-
tych, G(x) i H(z) sa wielomianami o wspélczynnikach wymiernych oraz
F(z) = G(z)- H(x), to istnieje taka liczba wymierna q, ze G (x) i %H(x)
sa wielomianami o wspélczynnikach catkowitych (w szczegdlnosci F jest
rozkladalny na iloczyn wielomiandw o wspétczynnikach calkowitych).

Udowodnimy teraz

Lemat (1). Jesli F(z) jest takim wielomianem o wspélczynnikach ze-
spolonych, ze jego wspolczynnik wiodacy jest liczba calkowita (czyli tez
rzeczywista) a wspétczynniki wielomianu (F(z))* sa wymierne (czyli tez
rzeczywiste) dla pewnego k € Z., to wspdlczynniki F' sq liczbami wymier-
nymi (czyli tez rzeczywistymi). Co wiecej, jesli dla pewnej liczby calko-
witej k > 1 wspélczynniki wielomianu (F(x))* sa catkowite, to réwniez
wspotczynniks F' sq liczbama catkowityms.
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Dowdd. Przez Z[z] oznaczamy, jak zwykle, zbiér wszystkich wielomia-
né6w o wspoétezynnikach catkowitych. Analogicznie symbole Q[z], R|x],
C[x] oznaczaja odpowiednio zbiory wszystkich wielomianéw o wspétezyn-
nikach, wymiernych, rzeczywistych i zespolonych.

Na poczatku udowodnimy pierwsza czes¢ lematu, czyli pokazemy, ze
wspotezynniki wielomianu F' sa rzeczywiste wymierne przy zatozeniu,
7e wspotezynniki wielomianu (F(z))* sa wymierne dla pewnego k > 1.
Niech

F(z) = apa™ + ap 12" "+ ...+ a1x + ag oraz

(F(x))k = bknxk” + bkn_lxk”_l + ...+ bll' + bo.

7 zatozenia a,, € Q. Przyjmijmy wiec, ze wspotczynniki a,,, ap_1, ..., an_y
sa wymierne i pokazmy, ze o ile tylko [ < n, to rowniez a,_;_1 € Q.
Zobaczmy jak wyglada wspotcezynnik by, ;1 w zaleznosci od wspotezyn-
nikow wielomianu F'. Po wymnozeniu wszystkich nawiaséw nietrudno
zauwazy¢, 7e bpp_1-1 = an_j_1 - a1 + S gdzie S to suma pewnych ilo-
czynow, w ktorych wystepuja wytacznie potegi liczb a,,a,_1,...,a,.
Jednak na mocy zatozenia indukcyjnego te liczby sa wymierne, a wiec
S rowniez jest wymierne. Poniewaz wymierne sa takze liczby a, oraz
bpn_i—1 stwierdzamy, ze wymierna jest tez liczba a,_;_1 co pokazuje, ze
wspélezynniki wielomianu F'(x) sa wymierne.

Zalozmy teraz, ze (F(x))*® ma wspolezynniki caltkowite i pokazmy,
ze I réwniez ma wspotezynniki catkowite. Z dowodu poprzedniej czesci
lematu wiemy juz, ze F' ma wspoétczynniki wymierne. Jesli £ = 1, to
nie ma czego dowodzi¢. Zaldézmy wiec, ze k > 1 i zapiszmy (F(x))* =
F(z) - (F(x))*'. Wielomian (F(x))* o wspolczynnikach calkowitych za-
pisalismy jako iloczyn wielomianéw o wspoétczynnikach wymiernych, a
wiec z lematu Gaussa wynika, ze istnieje taka liczba wymierna ¢, ze
qF (z) € Z[z] oraz (F(x))*! € Zlz]. Jedli ¢ = §, gdzie a,b € Z oraz
nwd(a,b) = 1, to w szczegélnosci aF (z) € Z[z] oraz b(F(z))! € Z[x].
Ale wtedy tez a*~1(F(x))*"! € Z[z], a poniewaz nwd(a,b) = 1, to réw-
niez nwd(a*~1,b) = 1. Istnieja wiec takie s,t € Z, ze a*'s + bt = 1.
Mamy wowczas

sa N (F (2)) T+ th(F () = (F(a))* " € Z[a].
Powtarzajac to rozumowanie otrzymujemy kolejno, ze (F(z))*2,

(F(x))*3, ..., F(z) € Z]x], co koticzy dow6d lematu.
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Lemat (2). Jesli F'(x) € Z[z] jest stopnia nk (gdzie k € N), o wspélczyn-
niku wiodacym a" gdzie a € Z oraz F(t) jest n-ta potega liczby calkowitej
dla nieskoniczenie wielu t € N, to F(x) = (G(x))" dla pewnego G(z) o
wspotczynnikach catkowitych.

Dowdd. Jasne jest, ze jesli 2|n, to wspélezynnik wiodacy wielomianu
F jest liczba dodatnia. Jesli 2 nie dzieli n i wspdtezynnik wiodacy wie-
lomianu F' jest ujemny, to mozemy rozwazaé¢ wielomian —F(x). W obu
przypadkach mozemy przyjac, ze wspotczynnik wiodacy jest dodatni i co
za tym idzie F'(z) > 0 dla odpowiednio duzych z.

Zauwazmy, ze mozna skonstruowaé taki wielomian G(z) € Q[z] stop-
nia k, ze k+1 najwyzszych wspolczynnikéw wielomianu (G(x))™ pokrywa
sie z odpowiadajacymi wspétezynnikami F'(z). Istotnie, przyjmujemy, ze
a jest wspotczynnikiem wiodacym wielomianu G i kolejne wspotczyn-
niki wyliczamy za pomoca metody, ktora zastosowaliémy w pierwszym
kroku dowodu lematu (1). Kazdy wspdtezynnik G jest wymierny, gdyz
otrzymujemy go z rownania liniowego o wymiernych wspotezynnikach.

Pokazemy teraz, ze F'(xz) = (G(x))". Dla dowodu nie wprost zalézmy,
ze te wielomiany nie sa réwne. Wowcezas istnieje skonczenie wiele z, dla
ktorych F'(z) = (G(z))", a jednoczesnie istnieje nieskonczenie wiele t € N
takich, ze {/F(t) € Z. W szczegélnos’ci istnieje wiec nieskonczenie wiele

r € N, dla ktérych G(r) # {/F(r) € Z. Jesli M oznacza najmniejsza
wspdblna, wielokrotnosé mlanowmkow wspélezynnikow G, to MG(r) € Z,
a zatem MG(r) oraz M\’/ﬁ réznia sie o co najmniej 1, gdyz sa to
dwie rézne liczby catkowite. Otrzymujemy wiec |G(r) — {/F(r)| >
Udowodnimy, Ze nie jest to mozliwe dobierajac odpowiednio duze 7.

Poniewaz k + 1 najwyzszych wspotezynnikéw wielomianu (G(z))"™ po-
krywa sie z odpowiednimi wspétezynnikami wielomianu F'(z), wiec sto-
pien (G(x))" — F(z) jest réwny co najwyzej nk — k — 1. Istnieje zatem
taka stata ci, ze |G(r))" — F(r)| < eir™*! dla kazdego dostatecznie
duzego r. Jednoczesénie dla odpowiednio duzych r zachodzi F(r) > 0, a
wiec réwniez G(r) > 0. Dla dostatecznie duzych r mamy wiec

[(G(r)" = F(r)| = |G(r) = {F(r)]-| +o () >

> M\G(rw*%
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a poniewaz G(z) jest stopnia k istnieje taka stala ¢ > 0, ze dla od-
powiednio duzych r mamy |G(r)[""! > cyr* %, A wiec mamy réwniez
r < ]‘gl, co jednak nie jest prawda dla odpowiednio duzych r. Otrzy-
mana sprzecznos¢ pokazuje, ze w istocie F(z) = (G(z))". Z lematu (1)
wynika natychmiast, ze wspétezynniki G(z) sa catkowite. Dowdd jest
zakonczony.

Lemat (3). Jesli F'(x) jest wielomianem o wspolczynnikach catkowitych
o wspotczynniku wiodacym a i1 < a1y < ay < ... < an_1 sq liczbami
catkowityma takima, Ze

F(z)F(ayz)F(ayx) ... Flap_12) = (G(x))",

dla pewnego G(z) € Zlzx], to wowczas F(zx) = ax™(H(z))" dla pewnej
nieujemnej liczby calkowitej m i pewnego wielomianu H(x) € Q[z].

Dowod. Wykazemy, ze krotnosé kazdego niezerowego pierwiastka ze-
spolonego wielomianu F' jest podzielna przez n. Zalézmy, ze tak nie jest
i sposrod wszystkich pierwiastkow niespetniajacych tego warunku wy-

bierzmy ten o najmniejszym module. Niech bedzie to z. Wowczas —=

jest pierwiastkiem F'(a,_1x) 1 jego krotno$é¢ réwniez jest niepodzielna
przez n. Zauwazmy tez, ze jeSli “— jest pierwiastkiem [ (a;x) dla pew-
nego 1 < i < n—1, to jego krotnos¢ jest podzielna przez n. Bowiem gdyby
tak nie byto to afffl bytoby niezerowym pierwiastkiem F' o krotnosci nie-
podzielnej przez n. Ale skoro 1 < a; < a,_1, to \ﬁ\ < |z|, co przeczy

z
n—1

minimalnodci |z|. Z tych samych powodéw, jedli —— jest pierwiastkiem
F(z), to n jest dzielnikiem jego krotnosci.

Pokazalismy zatem, ze —— jest pierwiastkiem wielomianu

An—1
F(z)F(ayz)F(axx) ... Flap_1z) = (G(x))"

o krotnosci niepodzielnej przez n. Ale to jest niemozliwe, bo krotnosci

pierwiastkow wielomianu (G(x))™ sa podzielne przez n.

Oznaczmy przez m krotnosé¢ 0 w F'(x). Poniewaz krotnosci wszyst-
kich pierwiastkow F' oprocz zera sa podzielne przez n, mozemy napisaé
F(z) = ax™(H(z))" dla pewnego unormowanego wielomianu H o wspol-

. . . F(z) . , [
czynnikach zespolonych. Wielomian —= ma wymierne wspotezynniki i
jest réwny (H(x))", a poniewaz wspo6tezynnik wiodacy H jest réwny 1,
wiec z lematu (1) wynika, ze H € Q[z]. Lemat (3) zostal dowiedziony.
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Przejdzmy do wtasciwej czesci rozwiazania. Rozwazmy wielomian
Q(r) = P(z)P(2"2)P(2*"x) ... P2 V"y),

Niech k bedzie stopniem wielomianu P, natomiast a jego wspotczyn-
nikiem wiodacym. Wowczas wspotezynnikiem wiodacym wielomianu @)
jest (a2F+2ht-+m=Lk)n g jego stopien to nk. Jasne tez jest, ze dla kaz-
dego m € Z, liczba Q(2™) jest n-ta potega liczby catkowitej, gdyz jest
iloczynem n-tych poteg liczb catkowitych. A zatem, na mocy lematu (2)
istnieje taki wielomian G € Z|x], ze Q(x) = (G(x))". Z kolei z lematu (3)
otrzymujemy, ze wowczas P(x) = ax™(H (x))" dla pewnego H o wspot-
czynnikach wymiernych.

Jesli P(xz) = 0 to teza jest oczywiscie spetniona. Jesli P(x) # 0, to
mozemy wybraé¢ takie [, ze P(2") # 0. Wstawiajac wiec x = 2™ do
powyzszej rownosci dostajemy, ze a jest n-ta potega liczby wymiernej,
a skoro a € 7Z, to a jest n-ta potega liczby catkowitej. Zapiszmy wiec
a = b". Mozemy wybra¢ takie [, ze P(2""™!) # 0. Dostajemy wowczas,
ze b2 (F(2+1))7 jest n-ta potega liczby catkowitej. Czyli 27+
jest n-ta potega liczby wymiernej, ale tak jak poprzednio stwierdzamy,
ze musi to tez by¢ n-ta potega liczby catkowitej a wiec n|m, czyli m = nt
dla t € N. Aby zakonczy¢ dowodd wystarczy zauwazy¢, ze wielomian P(x)
jest n-ta potega wielomianu bz’ H (x) o wspo6lezynnikach wymiernych. Ale
skoro P ma wspétezynniki catkowite to na mocy lematu (1) wielomian
ba' H(x) ma wspOlezynniki catkowite i dowdd jest zakoriczony.

6. Niech S;, Sy beda okregami przecinajacymi sie w dwoch réznych
punktach A i B. Prosta przechodzaca przez punkt A przecina okrag S; w
punkcie C, a okrag S, w punkcie D. Punkty M, N, K leza odpowiednio
na odcinkach C'D, BC, BD oraz prosta M N jest rownolegta do BD, a
prosta MK jest rownolegta do BC'. ,Zewnetrzne” tuki BC okregu S
oraz BD okregu S, zawieraja odpowiednio punkty £ i F, przy czym
prosta EN jest prostopadia do BC', a prosta FK jest prostopadta do
BD. Dowies¢, ze kat L EMF' jest prosty.

Rozwigzanie
Oznaczmy przez O, O, srodki okregow Sy, Ss. Zachodza réwnosci

£BO,C =24BAC = 360° — 24 DAB = 360° — £LDO,B.
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Stad wynika, ze istnieje podobienstwo zmieniajace orientacje, ktére prze-
prowadza S; w Ss, B na D, a C' na B. Z twierdzenia Talesa wynika, ze

BE — G — O wiec punkt N przechodzi w tym podobienstwie na

NB >
punkt K Nlech E’ bedzie obrazem punktu F w tymze podobienstwie.
Wtedy oczywiscie punkty E’, K, F sa wspdiliniowe i z twierdzenia o

potedze punktu wzgledem okregu mamy
FK DK BN
KB KE' NE'

a stad
FK FK BK MN

KM BN NE NE°

Ponadto KF' L BK || MN oraz KM || BN L NE, wiec tréjkaty FKM
i M N FE sa podobne przez ztozenie jednoktadnosci z obrotem o kat prosty.
Musi by¢ réwniez EM LM F i mamy teze.

7. Udowodnié, Ze istnieje liczba postaci 333333333333"  odzie n jest

liczba naturalna, zakonczona 333333233333 tréjkami w zapisie dziesietnym.

Rozwigzanie
Dla danej liczby catkowitej dodatniej a niech vs(a) oznacza liczbe cal-
kowita nieujemna n, dla ktérej 5" || a (tzn. taka liczbe n, ze 5" | a ale
5"t ¥ a, czyli vs(a) jest wykladnikiem z jakim liczba 5 wchodzi w rozktad
liczby a na czynniki pierwsze).

Lemat (1). Jesli vs(a — 1) > 0, to vs(a" — 1) = vs(a — 1) + vs(n) gdzie
a>11n>0 sq licchami catkowityms.

Dowdd. Przeprowadzimy dowédd indukeyjny ze wzgledu na vs(n). Mamy
a"—1=(a—1)(a"t+a"?+...+a+1). W drugim nawiasie jest dokltad-
nie n sktadnikéw. Poniewaz n jest niepodzielne przez 5 (bo vs(n) = 0)
ia=1 (mod?5), wiec liczba w drugim nawiasie nie dzieli sie przez 5,
a wiec w tym wypadku vs(a” — 1) = vs(a — 1).

Zalézmy teraz, ze teza zachodzi dla vs(n) = k > 0. Wykazemy ja
dla vs(n) = k + 1. Zapiszmy n = 510, gdzie b jest liczba catkowita
niepodzielna przez 5. Z zatozenia indukcyjnego wynika, ze @t = 541
gdzie ¢ € Z jest liczba niepodzielna przez 5 il = vs(a—1). Po podniesieniu
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tej rownosci do potegi 5 otrzymujemy

k+1
CL5 b __

— (5k+lc+ 1)5 —
_ 55k+5lc5 + 54k+4l+1c4 + 2 X 53k+3l+1c3 + 2 X 52k+21+102 + 5k+l+1c + 1

Na mocy zatozenia [ > 0, a wiec tatwo zauwazy¢, ze pierwsze 4 sktadniki
powyzszej sumy sa podzielne przez 52 A zatem

k+1
ST = phHiL, (mod 5k+l+2)’

czyli vs(a® P — 1) = k + 1+ 1, gdyz ¢ jest niepodzielne przez 5. A dok-

tadnie to chcieliSmy wykazac.

Niech A = 333333.

Lemat (2). Niech k > 4 bedzie liczba naturalng. Wtedy 2% || A>10"° —1
oraz 5% || AP0 1.

Dowdéd. Niech B = A%, Poniewaz A =5 (mod 8)15° =5 (mod 8),
wiecv B =5 (mod 8) oraz

A =BT 1= (B-1)(B+1)(B*+1)...(B¥ " +1).

Liczba w pierwszym nawiasie dzieli sie przez 4 ale nie przez 8, a liczby w
nastepnych k — 2 nawiasach dziela sie przez 2, ale nie przez 4. A zatem
caty iloczyn dzieli sie przez 2%, ale przez 2! juz nie.

Zauwazmy teraz, ze A7 —1 = (AH275 T 1 Nietrudno spraw-
dzi¢, ze vs(A* —1) = 1. Poniewaz k > 4, wiec 28=* € Z. Z udowodnionego
wezesniej lematu otrzymujemy

o (AN 1) =g = ) 028 S ) =1k k- 1=k,
co chcielismy wykazac.

Lemat (3). Niech k > 4 bedzie liczba naturalng. Wowczas A™ = A"
(mod 10%) wtedy i tylko wtedy, gdy m =n (mod 5 - 10%72).

Dowad. Bez straty ogdélnosci mozna przyjac, ze m > n. Kongruencja
A™ = A" (mod 10*%) réwnowazna jest kongruencji A™" =1 (mod 10%).
Jesli 5 - 10°72|m — n, to ze wzgledu na lemat (2) jasne jest, ze ta kon-
gruencja jest spelmiona. Zalézmy teraz, ze 5 - 10572 + m — n. Niech a
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i b oznaczaja wyktadniki z jakimi liczby 2 oraz 5 wchodza w rozktad
liczby m — n na czynniki pierwsze. Wowcezas a < k — 2 lub b < k — 1.
W pierwszym przypadku, jesli zapiszemy m—n = 2%-(2c+1) i roztozymy
a—krotnie wyrazenie A™~" — 1 jako roznice kwadratow tak, jak w dowo-
dzie lematu 2, to dojdziemy do wniosku, ze 2472 || A™~" — 1. Liczba 2*
nie dzieli A" — 1, boa+2<k—2+2=Fk. JeSlia>k—2 > 2 oraz
b < k—1, to piszemy m —n = 4-5°-d, gdzie d jest niepodzielne przez 5.
Wowezas A" — 1 = (A*)45" — 1. Poniewaz vs(A* — 1) = 1 na mocy
lematu (1) mamy

vs (AY" —1) =v5(A—1) +vs(d-5") =1+b<1+k—1=k

A wiec 5% nie dzieli A™" — 1. W obu przypadkach przekonalismy sie, ze
10% nie dzieli A™™"™ — 1, a zatem teza lematu zostata dowiedziona.

Lemat (4). Niech k,m, R beda takimi liczbami naturalnymi, ze k > 4,
0 < R < 10* oraz A™ = R (mod 10%). Wtedy dla dowolnego 0 < ¢ < 10
istnieje takie 0 <t < 10 ze AT510°7*+m = ¢ 10k + R (mod 10F+1).

Dowéd. Rozwazmy liczby A, = AU510°7%4m dla ¢ = 0,1,2,...9. Na
mocy lematu (3) A; = R (mod 10%) dlat =0,1,2,...,9, gdyz wszystkie
wykladniki daja ta sama reszte z dzielenia przez 5 - 1072, Z lematu
(3) wynika réwniez, ze reszty z dzielenia tych liczb przez 10¥*! sg parami
rozme, gdyz rézne sa reszty z dzielenia wyktadnikéw przez 5- 10871 (Tatwe
sprawdzenie). Tych liczb jest 10, wiec jasne jest, ze resztami musza by¢
0-10* + R, 1-10* + R,...,9-10* + R. Udowodniliémy lemat.

Przystepujemy do wlasciwej czesci rozwiazania. Oznaczmy A = 333333.
Wykazemy indukcyjnie, ze dla kazdej liczby naturalnej k istnieje takie n,
ze liczba A4 ma na koncu co najmniej k trojek.

Dla k£ = 6 sprawa jest jasna, gdyz wystarczy przyja¢ n = 0. Zatdézmy
wiec, iz dla pewnego n liczba A4" koriczy sie co najmniej k tréjkami.
Z lematu (4) wynika, ze dla pewnego 0 < ! < 10 mamy

k k+1
AFFI02 AT — 310k 1337 .3 =33. .3 (mod 10"+,

czyli liczba AU510" 4™ konezy sie przynajmniej k+1 tréjkami. Z lematu
(3) wynika, ze wystarczy znalez¢ taka liczbe m, dla ktorej spelniony jest
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warunek A™ =1-5-10F"24 A" (mod 5-10*~1). Wéwezas bowiem bedzie
AT = APRI0TTHAT (6d 10K, a to oznacza, ze liczba AA™ bedzie
konczy¢ sie co najmniej k + 1 tréjkami. Znajdziemy takie m, ze nawet
A™=1-5-10F2+ A" (mod 10).

Niech 0 < R; < 10¥~2 bedzie reszta z dzielenia liczby A" przez 10%~2,
a0 < Ry < 107! reszta z dzielenia liczby [ -5 - 10"~2 + A" przez 1071,
Na mocy lematu (4) istnieje m; takie, ze

A™ = ¢ 1082 4+ Ry (mod 10571,

gdzie c¢; to reszta z dzielenia liczby 51 + 1ok & przez 10 (Jest to liczba

catkowita ze wzgledu na okredlenie R;). Niech 5[ + 4 ok B = 105 + ¢.

Wéwezas N

Am™ = (—105+5l+ 1> 10572 + Ry

10k72
=1-5-10"2+A" - R + R =Ry, (mod 10"7).

Ponownie z lematu (4) wynika istnienie takiego ms, ze

A™ =y - 1057+ Ry (mod 10%),

gdzie co jest reszta z dzielenia liczby %# przez 10. Przeksztat-

cajac jak poprzednio stwierdzamy, ze A™ =1-5-10*2+ A" (mod 10%).
Zadanie jest rozwiazane.

8. Wielomiany W i V' nazywamy wzglednie pierwszymi, jesli nie ist-
nieje wielomian U stopnia dodatniego taki, ze U|W i U|V. Niech P, @
i R beda wzglednie pierwszymi wielomianami stopnia dodatniego. Udo-
wodnié¢, ze jezeli zachodzi

ton < 2.

Rozwigzanie

Lemat
Dane sa wzglednie pierwsze wielomiany stopnia dodatniego A, B, C
takie, ze A+ B = C oraz

Alt)=a l:Il(t—xZ ; I:It—yz , t):cﬁl(t—zi)%,
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gdzie a,b,c,x1,...Tp, Y1, .-, Y1, 21, - - - Zm S8 dowolnymi liczbami zespolo-
nymi, a w wykladnikach wystepuja liczby catkowite dodatnie (zasadnicze
twierdzenie algebry méwi, ze kazdy wielomian jest takiej whasnie postaci).
Woéwezas k + 1 +m > max{deg(A), deg(B), deg(C)}.

Dowéd
Réwnosé A + B = C rozniczkujemy stronami:

A(t)z aiﬂ—B(t)Z f@’ =O(t)f) —

t 1
Niech D(t) = T1F, (t — ;) TTi (t — vs) [T, (t — 2;). Mamy teraz réwnosé
wielomianow:

k m l
Vi
A(t)D(t)(Zt_xl ;t_zl) t)D(t)(Zt_Zl—Zt_yl)
Ale A i B sa wzglednie pierwsze, czyli A(t)\D(t)(Z;“l T D e yz)

W szczegblnosei deg(A) < deg(D). Analogicznie deg(B) < deg(D) i
deg(C) < deg(D). Wystarczy teraz zauwazy¢, ze deg(D) =k+ 1+ m. g

Podstawmy teraz A = P", B=Q" i C'= R". Mamy:

3max{deg(P), deg(Q), deg(R)} > deg(P) + deg(Q) + deg(R) >
>k 41+ m >n-max{deg(P), deg(Q), deg(R)},

czylin < 3.

9. 51,59, ..., Sa00s sa podzbiorami zbioru {1,2,...,2008}, z ktorych
kazdy ma parzysta liczbe elementéw. Dowiesé, ze dla pewnych numerdw
1 <4 <7 <2008 réwniez zbior S; NS; ma parzysta liczbe elementow.

Rozwiqgzanie

W tym rozwiazaniu napis m = n oznaczaé¢ bedzie, ze m = n (mod 2),
a symbol | X| — liczbe elementéw zbioru X. Dla A, B C {1,2,...,2008}
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oznaczmy przez (A, B) reszte z dzielenia przez 2 liczby elementow czesci
wspoélnej zbiorow A i B, czyli (A, B) = |AN B.

Zauwazmy, ze spetnione sa réwnosci: (4, BAC) = (A, B) 4+ (A, C) oraz
(A, B) = (B, A) dla wszystkich A, B,C'" C {1,2,...,2008}, gdzie przez
BAC oznaczyliSmy tzw. réznice symetryczna zbioréw B i C, czyli zbiér
BAC = (BUC)\ (BNC). Mozna wykaza¢, ze AAB = BAA (trywialne)
oraz (AAB)AC AA(BAC) (tatwe, ale nieco zmudne). Latwo tez za-
uwazy¢, ze |S;AS;| =0, dla 1l <i,j < 2008 Stad przez indukcje wynika,
ze |Si, A...AS; ] =0dla 1l < i,...,0 < 2008. Wszystkich zbioréw
postaci Si, A .. .ASik jest 22008 s to zbiory: 0, S1, Sa, ..., Sa0s, S1AS,,
SlAS3, ey 52007A52008, ey SlASQA c. ASQOOs. Liczba elementow kaz-
dego z nich jest parzysta, a takich podzbioréw zbiér {1,2,...,2008}
ma 227 skad wniosek, ze S;, A...AS,, =5, A...AS; dla pewnych
i1,...,14;, bez straty ogblnosci parami réznych, bo jesli XAY =Y AZ, to
X = Z. W takim razie S;; A ... AS;, = 0. Rozpatrzmy przypadki:

Przypadek 1
[ jest parzyste. Wtedy:

l l l

0= <Si17 ®> = <Si17 Z SZJ> = <Si17 SZl) Z<SZ17 SZ]> Z<SZ17 SZ]>

Jj=1 Jj=2 Jj=2

Poniewaz liczba sktadnikéw (kazdy réwny 0 lub 1) po prawej stronie jest
nieparzysta, wiec co najmniej jeden z nich jest zerem, co daje teze.

Przypadek 2
[ jest nieparzyste. Niech ¢ € {1,2,...,2008} \ {i1,...,5} # 0, bo [ jest
nieparzyste. Wtedy:

0= (S, 0) = (S; i iSuSz

Poniewaz liczba sktadnikéw po prawej stronie jest nieparzysta, wiec co
najmniej jeden z nich jest zerem, co daje teze.

10. W nieréwnoramiennym trojkacie ABC' punkty M,, M, M, ozna-
czaja odpowiednio srodki bokéw BC', C'A, AB. Punkt I jest srodkiem
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okregu wpisanego w ten trojkat, a punkty A’, B’, C' sa punktami stycz-
nosci tego okregu odpowiednio z bokami BC, C'A, AB. Prosta k jest
symetryczna do prostej BC' wzgledem prostej Al, a prosta [ jest pro-
stopadta do prostej I M, i przechodzi przez punkt A’. Prosta k przecina
prosta [ w punkcie X,. Punkty X}, i X, definiujemy analogicznie. Wy-
kazac, ze punkty X,, Xy, X, leza na jednej prostej, ktora jest styczna do
okregu wpisanego w trojkat ABC.

Rozwigzanie
Wiadomo, ze okrag W wpisany w trojkat ABC jest styczny wewnetrznie
do okregu F' opisanego na trojkacie M, M, M., zwanego okregiem Feuer-
bacha (np. S.I.Zetel, ,Geometria tréjkata”, PZWS, Warszawa, 1964 ). Na
okregu Feuerbacha leza tez spodki wysokosci trojkata ABC oraz $rodki
odcinkéw taczacych wierzchotki z ortocentrum, czyli punktem wspolnym
trzech wysokosci trojkata. Dlatego czesto nazywany jest on okregiem
dziewieciu punktow. Wykazemy, ze kazdy z punktow X,, X, X, lezy na
wspoélnej stycznej do tych dwoch okregdéw. Wystarczy zajaé sie punktem
X,; dowdd dla pozostatych punktéw bedzie analogiczny.

Skorzystamy z twierdzenia, ktore czytelnik z tatwoscia sam udowodni:
punkty P # I, Q # I, R # I leza na jednej prostej wtedy i tylko wtedy,
gdy proste Up, g, (g, ktore sa obrazami w inwersji wzgledem pewnego
okregu W o srodku I okregéw o srednicach I P, I(Q), I R przecinaja sie w
jednym punkcie Iub sa réwnolegle (te proste nazywane sa biegunowymi
punktéw P, Q, R wzgledem okregu W ).

7 warunkéw zadania wynika, ze prosta [ jest obrazem w inwersji
wzgledem W okregu o érednicy IM,, a prosta k jest jest obrazem w
inwersji wzgledem W okregu o srednicy [A”, gdzie A” jest punktem
stycznosci k do okregu W (punkty A’ i A” sa symetryczne wzgledem pro-
stej IM,). Aby wykazaé teze, wystarczy dowie$¢, ze prosta przechodzaca
przez punkty M, i A” przechodzi tez przez punkt Z, w ktérym sa styczne
okregi W i F. Rozwazmy inwersje INV wzgledem okregu S, o $rodku
M, i promieniu M,A’. Ten okrag inwersja I NV przeksztalca na siebie.
Okrag F przechodzi przez srodek inwersji INV, wiec przeksztalca go
ona na pewna, prosta. Spodek H, wysokosci opuszczonej z punktu A lezy
na okregu F'. Wykazemy, ze INV przeksztalca punkt H, na punkt [,
w ktorym przecinaja sie proste BC' i AI. Mam

MaHa — |Mac_ Ha0| — ‘% o a2+b2—02| _ ‘b2—a02 ’

2a
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a a a(b—c
M, = |M,C — I,C| = |§ — 2| = |gb=d),

M, A" = |MaO_A/C| = ‘% - a+376| = ‘%L

wiec M, H,-M,I, = M,A'? ato oznacza, ze INV przeksztatca punkt H,
na punkt /,. Teraz wykazemy, ze I NV przeksztalca okrag F' na prosta k.
Kat miedzy okregami W i S, jest prosty, wiec kat miedzy ich obrazami
tez jest prosty. INV oczywidcie pozostawia punkty okregu S, na swych
miejscach, w szczegolnosci punkty wspoélne okregéw S, i W. Stad wynika,
ze okrag W jest przeksztatcany na siebie. Okregi F'i W sa styczne, wiec
ich obrazy tez sa styczne w obrazie punktu Z. Wynika stad, ze obrazem
okregu F' przechodzacego przez srodek inwersji INV jest prosta styczna
do okregu W i to przechodzaca przez punkt I,, ale nie przechodzaca
przez srodek inwersji M,. Wobec tego nie jest to prosta BC. Do wyboru
zostaje prosta k. Jest ona styczna do okregu W w obrazie punktu Z
a poza tym w punkcie A”. Wobec tego obrazem punktu Z jest punkt A”,
ale z tego wynika, ze punkty M, (Srodek inwersji INV'), Z i punkt A”
leza na jednej prostej. Tego nam brakowato do zakonczenia dowodu.

11. Udowodni¢, ze dla dodatnich liczb a, b, ¢ zachodzi nieréwnos¢
2a 20 2c
+ + <3
a-+b b+c c+a
Rozwiqgzanie

Jak tatwo zauwazy¢ dana nierownos$¢ mozemy przeksztatci¢ rownowaznie

c+a 2a a+b \/ 2b
2(a+b+c)\/(a+b)(c+a)2 atirolraaro?

N b+c 2c - 3
2@ +b+c)\ (c+a)b+c)? " 2a+b+c)

. , s . . .o c—l—a a+b
Z nieréwnosci Jensena dla wklestej funkcji y/x oraz wag Satbic)’ atbic)’
b+c

2(a+b+c)

otrzymujemy

c+a 2a a+b \/ 2b
2(oz+b—|—c)\/(a—l—b)(c—i—oz)2 +2(a+b+c) (b+c)(a—i—b)2+
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n b+ c 2c P
2a+b+c)\ (c+a)(b+c)?

1 a b c
<\Jomtbjtc <(a+b)(c—|—a) i (b+c)(a+b) i (c+a)(b—|—c)>'

Pozostaje wiec wykazaé, ze otrzymane wyrazenie jest niewieksze niz

m. Po podniesieniu do kwadratu i pomnozeniu przez 4(a + b + c)*

widzimy, ze jest to rGwnowazne nierownosci

a b c
Hatbto) <(a+b)(c+a) * (b+c)(a+0b) * (c+a)(b+c)> <9

a po pomnozeniu obu stron nieréwnosci przez (a + b)(b + ¢)(c + a) i
otworzeniu wszystkich nawiasow

8(a®b + ab® + b*c + bc* + c*a + ca®) + 24abe

< 9(a*b + ab® + b?c + bc® + cta + ca®) + 18abe

i po zredukowaniu wyrazéw podobnych
6abc < a*b + ab® + b*c + bc* + c*a + ca?,

co jest natychmiastowym wnioskiem z nieréwnosci miedzy $rednia aryt-
metyczna a geometryczna. Konczy to dowod.

12. Na plaszczyznie dany jest n-kat wypukty P. Tréjkat utworzony
z trzech roznych wierzchotkow P nazywamy dobrym jesli wszystkie jego
boki maja dtugos¢ 1. Dowiesé, ze jest nie wiecej niz %n dobrych tréjkatow.

Rozwiagzanie

Rozwazmy wszystkie dobre tréjkaty zawierajace ustalony wierzchotek
A. Pozostate dwa wierzchotki takiego trojkata musza leze¢ na okregu wy
o srodku w A i promieniu rownym 1. Poniewaz wielokat P jest wypukty,
to wierzchotki te leza na tuku o kacie mniejszym niz 180°. Niech L4, R4
bedzie najkrotszym takim tukiem, przy czym L, jest wczesniej niz Ry
w porzadku zgodnym z ruchem wskazowek zegara. Zarowno AL 4, jak i
AR, sa bokami pewnych dobrych tréjkatéw. Powiemy, ze dobry tréojkat
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z bokiem AL, jest przypisany antyzegarowo do A, dobry trojkat z bo-
kiem AR, jest za$ przypisany zegarowo do A. Jezeli jest to ten sam
trojkat, to méwimy, ze jest on dwukrotnie przypisany do A. Zatem dla
kazdego wierzchotka sa doktadnie dwa przypisania, wiec wszystkich przy-
pisan jest 2n.

Rozwazmy pewien dobry tréjkat ABC, gdzie wierzchotki A,B oraz
C leza w kolejnosci zgodnej z ruchem wskazowek zegara. Udowodnimy;,
ze ABC jest przypisany do swoich wierzchotkow co najmniej 3 razy.
Wowezas, jesli oznaczymy liczbe dobrych trojkatow przez t, to liczba
rowna 2n speklia nierownos¢ 2n > 3t, czyli t < %", co daje teze zadania.

Udowodnimy konkretnie, ze ABC jest przypisany zegarowo do B lub
antyzegarowo do C'. Jezeli to wykazemy, to analogicznie dostaniemy, ze
ABC jest przypisany zgodnie ze wskazéwkami zegara do C' lub przeciwnie
do A oraz zgodnie do A lub przeciwnie do B, czyli w ogdlnosci jest
minimalnie 3 razy gdziekolwiek przypisany, co daje teze.

Przypuéémy przeciwnie, ze ABC' ani nie jest przypisany zegarowo do
B ani antyzegarowo do C, czyli Rg # A oraz Lo # A. Oznaczmy przez
A’, B oraz C' przeciecia okregdw w4, wp oraz we rozne od A, B i C. Niech
CL¢ Ly bedzie dobrym trojkatem zawierajacym bok CLe. Zauwazmy,
ze kat LcC'A ma miare mniejsza niz 120° (bo w przeciwnym razie kat
Lo C B byltby wiekszy niz 180°), czyli jeden z punktéw Lo oraz Ly, nalezy
do tuku B’A okregu w¢, oznaczmy ten punkt przez X. Jezeli Lo = B’
oraz Ly, = A, to niech X = B'.

Analogicznie zauwazmy, ze jeden z punktéw Rp oraz R’y lezy na
tuku C'A, oznaczmy ten punkt przez Y, Y # A. Wowczas katy X AY,
Y AB, BAC oraz C'AX sa mniejsze niz 180°, co znaczy, ze punkt A lezy
wewnatrz czworokata BC XY, co jest sprzeczne z wypuktoscia P, gdyz A,
B, C, X oraz Y sa piecioma wierzchotkami P. Tym samym otrzymujemy
teze.

13. Ciag (e,) definiujemy nastepujaco. e; = 1, e = 2, a wyraz
ent1 jest najmniejsza liczba, ktéra dotychczas nie wystapita w ciagu i
NWD(en, eny1) > 1. Dowiesé, ze dla kazdej odpowiednio duzej liczby
pierwszej p pierwszym wyrazem ciagu (e,) podzielnym przez p jest 2p.

Rozwiqzanie
Niech ey, bedzie pierwszym wyrazem ciagu (e,) podzielnym przez p.
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Niech A(p) bedzie liczba takich liczb i < k,, ze e; < 2p i e;41 > 2p. Dla
kazdej takiej pary istnieje liczba pierwsza ¢; taka, ze ¢;|NW D(e;, €;41).
Oznacza to w szczego6lnosci, ze wszystkie liczby podzielne przez ¢; mniej-
sze od 2p juz wystapily w ciagu, czyli e; jest ostatnim wyrazem ciagu (e,,)
podzielnym przez ¢; mniejszym od 2p. W takim razie A(p) nie przekracza
liczby liczb pierwszych mniejszych od 2p: A(p) < 7(2p). Niech teraz B(p)
bedzie liczba takich liczb i < k, takich, ze e; > 2pie;q1 < 2p Przypusé-
my, ze e, = kp > 2p. Rozwazmy liczby postaci 2kl, gdzie £ <1 < £. Po
pierwsze, wszystkie musialy wystapi¢ w ciagu z 1ndeksam1 mnlejszyml
od k,. W przeciwnym razie z tego, ze p { ex,—1 i NWD(ex,—1,€x,) > 1
mamy NW D(ey,—1,k) > 11 wyraz postaci 2kl powinien pojawic¢ sie za-
miast kp jako mniejszy. Poniewaz do tej pory 2p nie wystapito w ciagu,
wiec po wyrazie postaci 2kl musi po j awic sie Wyraz mniejszy od 2p. Z tych
rozwazan wynika, ze B(p) > E2 —2 > 2 — 1> P dla p > 3. Z drugie]
strony A(p) — B(p) > 0, bo e; < 2p i ekp > 2p. Mamy w takim razie:

Alp) —B(p) _ 7(2p) In(2p)

2p = 2p :
In(2p) In(2p) 1004

0<

7r(2fv)

1n(2p)
dla dostatecznie duzych p nieréwnos¢ nie zachodzi i ey, = 2p.

Uwaga. W rozwiazaniu wykorzystane jest twierdzenie, ktorego ,ele-
mentarne” dowody wykraczaja dosyc¢ istotnie poza to, czego mozna sie

dowiedzie¢ na zajeciach na studiach ma tematycznych na pierwszym
m(n)

Przy p — oo prawa strona dazy do —oo, bo — 1. Stad wniosek, ze

roku. Chodzi o réwnos$é lim =

n—oo ln(n)
potrzebujemy az tak silnego twierdzenia. Wystarczy na przyklad stwier-

dzi¢, ze dla dostatecznie duzych liczb naturalnych n speilniona jest nie-
modé T~ 1.2 4 6,10 12 16 18 22 _ 110592 _ 1
TOwnosc == < 535 7 11 13 17 19 23 _ 676039 ~ ¢ /bo d]ff
dostatecznie duzych liczb pierwszych p, np. p > 400 zachodzi nieréwnos¢
p_ 1< 110592 . o) 172 4 6 10 12 16 18 22
6 2~ 676039 P Dowod tego, ze =% < 5 3 5 7 T 13 17 19 2
wynika natychmiast z tego, ze jesli liczba n jest wielokrotnoscia iloczynu

2-3-5-7-11-13-17-19 - 23, to tych liczb niepodzielnych przez
zadna z liczb 2, 3,5, 7, 11, 13, 17, 19, 23, ktore nie sa wieksze niz n jest

= 1. Jednak w tym rozwiazaniu nie

) ~ 1,2 4 6 10 12 16 18 22 i i ioi
<533 i T AR zlz;(z]tergh(ﬁb %erx;;szych mniejszych
odn jest conajwyzej 9+ 5 -5z 2 4 15177 10 55 "
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Regulamin Meczu Matematycznego

Ustalenia wstepne

1.

3.

W meczu biora udzial dwie druzyny. Kazda z druzyn wybiera ze
swojego grona Kapitana.

. W pierwszej fazie Meczu obie druzyny rozwiazuja 12 zadan dostar-

czonych przez Jury i przygotowuja sie do zreferowania rozwiazan
przy tablicy.

Druga faza Meczu jest rozgrywka.

Rozgrywka

4.

Ekipy na przemian wywotuja druzyne przeciwna do zreferowania
rozwiazania jednego z niewybranych dotad zadan. Wywolywanie
rozpoczyna druzyna wylosowana tuz przed rozgrywka. Numer za-
dania jest wybierany przez druzyne wywotujaca.

. Druzyna wywotywana do rozwiazania zadania deklaruje, czy przyj-

muje zadanie. Dalszy przebieg rozgrywki zalezy od decyzji druzyny
wywotanej.

Jesli druzyna wywolana przyjmuje zadanie...

6.
7.

Druzyna wywotana staje sie druzyna referujaca.

Zawodnika druzyny referujacej, ktory przedstawia rozwiazanie przy
tablicy, wyznacza Kapitan druzyny przeciwnej.

. Zawodnik moze by¢ wyznaczony jedynie wtedy, gdy kazdy zawodnik

z jego druzyny zakonczyt referowanie zadania nie mniej razy niz
on. Nie mozna wyznaczy¢ zawodnika po raz drugi do tego samego
zadania. Jezeli do referowania wyznaczono Kapitana, wskazuje on
na czas pobytu pod tablica swego zastepce.

. Osoba referujaca nie moze korzysta¢ z notatek, ani konsultowaé sie

ze swoja druzyna. Druzyna przeciwna nie moze przeszkadza¢ lub
przerywaé referujacemu.
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10.

11.

12.

13.

14.

Kapitan druzyny referujacej moze odwoltywaé osoby referujace do-
wolna liczbe razy. Takze osoba referujaca moze zrezygnowaé z re-
ferowania.Wowczas Kapitan druzyny przeciwnej wskazuje kolejna
osobe druzyny referujacej do kontynuowania rozwiazania przy ta-
blicy na zasadach opisanych w punktach 7 i 8. Druzyna zmieniajaca
referujacego traci N punktéow przy swojej N-tej zmianie w czasie
Meczu.

Laczny czas na zreferowanie rozwiazania przez druzyne referujaca
wynosi 10 minut. Po uplywie tego czasu Jury moze przerwac refe-
rowanie, poprosi¢ o streszczenie dalszej czesci rozwiazania lub po-
zwoli¢ na dalsze referowanie, w zaleznosci od tego, czy rozwiazanie
zdaniem Jury rokuje nadzieje na poprawnos¢ i zbliza sie do konca.

Po oznajmieniu przez referujacego, ze referowanie rozwiazania zo-
stalo zakonczone, druzyna przeciwna moze zglosi¢ zastrzezenia co
do poprawnosci rozwiazania, a nastepnie referujacy odpowiada na
te zastrzezenia.

Jezeli podczas dyskusji druzyna wywotujaca zwrécita uwage na btedy
lub luki dyskwalifikujace rozwiazanie, ma ona prawo do zreferowania
brakujacych czesci rozwiazania na zasadach okreslonych w punktach
6-11.

Ostatecznie Jury ocenia zaprezentowane referaty oraz dyskusje i
przyznaje obu druzynom nieujemne liczby punktow o sumie nie
przekraczajacej 10 punktow. Druzyna, ktora przedstawita poprawne
rozwiazanie, otrzymuje co najmniej 7 punktow.

Jesli druzyna wywolana nie przyjmuje zadania...

15.

16.

Druzyna wywotujaca staje sie druzyna referujaca i prezentuje roz-
wiazanie zgodnie z zasadami okreslonymi w punktach 6-11.

Ostatecznie Jury przyznaje druzynie referujacej od 7 do 10 punk-
téw, jezeli zaprezentowane rozwiazanie jest poprawne, albo -10 (mi-
nus dziesie¢) punktéw w przeciwnym przypadku. Jury moze réwniez
przydzieli¢ druzynie przeciwnej punkty za wskazanie luk lub btedow
w przedstawionym rozwiazaniu.
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Ustalenia koncowe

17.

18.

19.
20.

Rozgrywka konczy sie po wywotaniu 8 zadan. W przypadku remisu
wywotuje sie dodatkowo 2 zadania.

Przewodniczacy Jury moze naltozy¢ kare punktowa na druzyne za
niezgodne z niniejszym regulaminem zachowania jej zawodnikow.

Mecz wygrywa druzyna, ktoéra zdobedzie wiecej punktow.

Interpretacja niniejszego regulaminu nalezy do przewodniczacego
Jury.
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