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(wydanie pierwsze)



Obéz Naukowy Olimpiady Matematycznej odbyt sie w dniach 25 maja -
4 czerwca w Zwardoniu, w pensjonacie Zgoda”. Kadre obozu stanowili: Ma-
ciej Czarnecki, Jacek Jendrej, Tomasz Kobos, Przemystaw Mazur oraz Jakub
Onufry Wojtaszczyk.

W dniach 26, 27, 29 i 30 maja oraz 1 i 2 czerwca odbyly sie zawody indywi-
dualne, dnia 28 maja mialy miejsce zaody druzynowe, a 3 czerwca rozegrany
zostal mecz matematyczny (regulamin meczu znajduje sie na koficu tego ze-
szytu).

Podczas zawodéw indywidualnych uczestnicy byli podzieleni na dwie grupy:
grupe starsza utworzyli reprezentanci Polski na 50. Miedzynarodowa Olim-
piade Matematyczna oraz zawodnik rezerwowy, za$ grupe mlodsza — pozo-
stali uczestnicy. Zawodnicy z grupy starszej mieli 4,5 godziny na rozwiazanie 3
zadan, a z mtodszej — tyle samo czasu i 4 zadania. Zawody druzynowe trwaly
od rana do wieczora, a mecz matematyczny — od wieczora do popotudnia
nastepnego dnia.

W ramach zawoddéw indywidualnych grupa mlodsza mogta uzyskaé 144
punkty, za$ mlodsza — 108 punktéw. Trzy najlepsze wyniki z kazdej grupy
to: 84 punkty, 72 punkty i 71 punktéw (grupa mlodsza) oraz 80 punktéw,
64 punkty i 62 punkty (grupa starsza). W tym miejscu zaznaczmy, ze wyni-
kéw uzyskanych w réznych grupach nie nalezy poréwnywaé, gdyz uczestnicy
rozwiazywali rézne zadania. Punkty uzyskane za poszczegdlne zadania przed-
stawia tabela na nastepnej stronie.

28 maja zostala zorganizowana wycieczka pociagiem do Zyliny na Stowacji.
31 maja planowana byta piesza wycieczka na Wielka Racze, ale nie doszla do
skutku z powodu niesprzyjajacych warunkéw atmosterycznych (deszcz).

Niniejszy zeszyt zawiera wszystkie zadania z obozu oraz szkice ich rozwiazan.
Zeszyty z poprzednich Obozéw Naukowych Olimpiady Matematycznej znaj-
duja sie na stronie internetowej Olimpiady Matematycznej: www.om.edu.pl
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Tresci zadan

Zawody indywidualne — grupa mtodsza:

Zadanie 1.

Na kazdym polu ustalonej przekatnej szachownicy n x n stoi pionek. Ruch
polega na wybraniu dowolnych dwoéch pionkéw nie znajdujacych sie w dol-
nym wierszu i przesunieciu kazdego z nich o jedno pole w dél. Rozstrzygnad,
dla jakich liczb naturalnych n istnieje skonczony ciag ruchéw przesuwajacy
wszystkie pionki do dolnego wiersza.

Zadanie 2.

Dana sa liczby calkowite ai,as,...,ap, bi,b2,...,b, oraz liczba pierwsza
p > 2. Wykazaé, ze istnieja 1 < ¢ < j < p takie, ze pla; — a; lub p|b; — b; lub
p|aibi — ajbj.

Zadanie 3.
Liczby dodatnie a, b, ¢ spelniaja warunek

LS S S
a?2+1 +1 2+1

2.
Udowodnié, ze zachodzi nier6wnosé ab + bec + ca < %

Zadanie 4.

Okregi w1, we 1 w3 sa styczne wewnetrznie do wiekszego okregu w odpo-
wiednio w parami réznych punktach A, B, C. Prosta k jest wspdlna stycznag
zewnetrzna okregdw wy i ws, prosta | — okregdéw wi i wg, za$ prosta m —
okregdéw wo 1 w3. Proste k i [ przecinaja sie w punkcie X, k i m — w punkcie
Y, za$ [ i m — w punkcie Z. Wykazaé, ze proste AX, BY i CZ przecinaja si¢
w jednym punkcie lub sa réwnolegle.

Zadanie 5.

Wyznaczy¢ wszystkie funkcje f prowadzace ze zbioru Q4 liczb wymiernych
dodatnich w zbiér Z liczb calkowitych, ktére spelniaja nastepujace warunki:

f@=1(3) e,

+Dfz—1)=zf(x), 2€Q4, z> 1.



Zadanie 6.

Czworokat ABC D, w ktérym AB > CD i1 BC > AD, jest wpisany w okrag.
Punkty X i Y leza na bokach AB i BC, przy czym AX =CD i CY = AD.
Punkt M jest érodkiem odcinka XY . Wykazaé, ze <AMC = 90°.

Zadanie 7.

Dana jest liczba pierwsza p > 2. Wyznaczy¢ najmniejsza liczbe catkowita
dodatnia n, dla ktorej z kazdego zbioru n kwadratéw liczb calkowitych nie-
podzielnych przez p mozna wybraé niepusty podzbiér o iloczynie elementéw
dajacym reszte 1 z dzielenia przez p.

Zadanie 8.
Dana jest liczba niewymierna a. Dowie$é, ze istnieje nieskonczenie wiele
par liczb calkowitych (p, q) takich, ze ¢ > 0 oraz zachodzi nieréwnosé:

Zadanie 9.
Dana jest liczba catkowita n > 2 i liczby rzeczywiste dodatnie a1, as, ..., an,
speliajace warunek

1 1 1

2

1
(a1 +az+...+ay) <++...+> < <n+>
aq as Ay, 2

Udowodnié, ze max{a,as,...,a,} < 4minfay,as,...,a,}.

Zadanie 10.

Okregi w1 1 wo sa styczne wewnetrznie w punkcie P. Punkty A i B leza
na ich wspélnej stycznej, przy czym punkt P lezy miedzy punktami A i B.
Punkty C'i D sa odpowiednio przecieciem stycznej z A do wy ze styczna z B
do wy oraz przecieciem stycznej z A do wy ze styczna z B do wi. Wykazaé, ze
CA+CB=DA+ DB.

Zadanie 11.

Wyznaczy¢ najwieksza liczbe naturalna n, dla ktérej istnieja parami roézne
zbiory Si,Ss,...,S, takie, ze |S; U S;| <2004 dla 1 <i,j <n oraz S; US; U
Sk ={1,2,...,2008} dla 1 <i<j<k<n.



Zadanie 12.
Dowiesé, ze istnieje nieskoniczenie wiele par (a, b) liczb naturalnych takich,
7e a #b, a,b> 1 oraz b’ + ala® +b.

Zadanie 13.

Szesciokat ABCDEF jest wpisany w okrag. Udowodnié, ze proste AD,
BE, CF przecinaja sie w jednym punkcie wtedy i tylko wtedy, gdy AB-CD -
EF =BC-DE - FA.

Zadanie 14.
Dana jest liczba naturalna k. Dowiesé, ze istnieje nieskonczenie wiele kwa-
dratéw liczb naturalnych postaci n2% — 7, gdzie n jest liczba calkowita.

Zadanie 15.

S jest zbiorem trzyelementowych podzbioréw zbioru {1,2,...,n} o tej wla-
snosci, ze jesli A,B € S oraz A # B, to |[AN B| < 1. Niech f(n) oznacza
maksymalng mozliwa iloé¢ zbioréw w S. Wykazaé nieréwnosci

(n—1)(n—-2)

n(n—l).
6

< <
Zadanie 16.

Udowodnié¢, ze wielomian x — = + 3 jest nierozktadalny na iloczyn nie-
statych wielomianéw o wspotczynnikach catkowitych.

2009

Zadanie 17.
Wyznaczyé¢ wszystkie liczby naturalne n, dla ktérych n2°%° 4 n + 1 jest
liczba pierwsza.

Zadanie 18.
Liczby rzeczywiste x, y, z spelniaja warunki:

c+y+2=9, 22 4+y>+2%2=33.
Wyznaczy¢ wszystkie wartosci, jakie moze przyjmowaé liczba xyz.

Zadanie 19.

W panstwie jest 2009 miast. Wiadomo, ze z kazdego miasta wychodza co
najmniej 93 drogi i ze z kazdego miasta da sie dojechaé¢ do kazdego innego
(niekoniecznie bezposdrednio). Wykazaé, ze z kazdego miasta da sie dojechaé
do kazdego innego uzywajac co najwyzej 62 réznych drog.



Zadanie 20.

Punkty A, B,C,A’, B’,C’ leza na jednym okregu, przy czym prosta AA’
jest prostopadla do BC, prosta BB’ jest prostopadla do C'A, a prosta CC” jest
prostopadia do AB. Punkt D lezy na tym samym okregu, a punkty A”, B”
oraz C" sa odpowiednio przecieciem prostych DA’ z BC, DB’ z C A oraz DC’
z AB. Udowodnié, ze punkty A”, B”,C" oraz ortocentrum tréjkata ABC leza
na jednej prostej.

Zadanie 21.
Wyznaczyé¢ wszystkie liczby wymierne a,b > 0, dla ktérych a®b® = 1.

Zadanie 22.
Wyznaczy¢ wszystkie liczby naturalne n > 3, dla ktérych n—kat foremny
jest przekrojem o$mioscianu foremnego pewna plaszczyzna.

Zadanie 23.

Skoczek szachowy stoi w lewym gérnym rogu szachownicy o wymiarach
4 x n. Rozstrzygnaé¢ dla jakich n skoczek moze poruszac sie tak, by na kazde
pole szachownicy wejé¢ doktadnie raz i zakonczyé¢ w lewym gérnym rogu.

Zadanie 24.
Wyznaczy¢ wszystkie liczby catkowite dodatnie n o tej wlasnosci, ze funkcja
f(x) = z™ jest suma n funkcji okresowych.

Zawody indywidualne — grupa starsza:

Zawody druzynowe:

Zadanie 1.
Liczby rzeczywiste dodatnie z1, s, ..., T, spelniaja warunek
1 . 1 P o 1
14z 14z 7 14z,

Udowodnié¢ nieréwno$cé

\/971+\/£+...m>(n—1)(1++...+ L )



Zadanie 2.

W trojkacie nieréwnoramiennym ABC érodkowa AM przecina okrag wpi-
sany w punktach X i Y. Na okregu wybrano takie punkty P, @, ze proste PX,
QY 1 BC sa réwnolegte. Proste AP i AQ przecinaja prosta BC odpowiednio
w punktach K i L. Wykazaé, ze BK = CL.

Zadanie 3.

(n, k)-turniejem nazywamy turniej sktadajacy sie z k rund, w ktérym bierze
udzial n graczy, oraz spelniajacy warunki:

(i) Kazdy gracz gra w kazdej rundzie i kazdych dwo6ch graczy spotyka sie
CO Najwyzej raz

(ii) Jesli gracz A spotyka gracza B w rundzie i, gracz C spotyka gracza D
w rundzie i, gracz A spotyka gracza C w rundzie j, to gracz B spotyka gracza
D w rundzie j.

Wyznaczyé¢ wszystkie pary (n, k) liczb naturalnych, dla ktérych istnieje
(n, k)-turniej.

Zadanie 4.

Dany jest nierozkladalny i niestaly wielomian P o wspoétczynnikach cal-
kowitych. Dowiesé, ze dla kazdego r € N istnieje k € Z o tej wlasnosci, ze
istnieja rézne liczby pierwsze p1,pa, ..., p, takie, ze p; dzieli P(k), ale p? nie
dzieli P(k) dlai=1,2,...,r.

Uwaga: Wielomian P nazywamy nierozkladalnym, jesli dla dowolnych wie-
lomianéw @, R o wspdlczynnikach catkowitych zachodzi implikacja: jezeli
P=QR,toQ==+11lub R = +1.

Mecz matematyczny:

Zadanie 1.

Odejmowacz i Dodawacz graja w nastepujaca gre: dany jest ciag liczb cal-
kowitych dodatnich a1 < as < ... < ay. Ruch Dodawacza polega na dodaniu
do pierwszej liczby w ciagu jednej z pozostatych liczb i przestawieniu jej na
koniec. Ruch Odejmowacza polega na odjeciu od pierwszej liczby jednej z pozo-
statych liczb tak, by otrzymany wynik byl nieujemny i przestawieniu otrzyma-
nej liczby na koniec. Jezeli Odejmowacz nie moze wykonaé¢ ruchu, przestawia
liczbe na koniec bez zmieniania jej.

Odejmowacz wygrywa, jezeli po jednym z jego ruchéw w ciagu wystepuje
liczba 0. Wyznaczyé¢ wszystkie takie liczby naturalne n > 2 i wszystkie ciagi



a1 < as < ...< anp, dla ktorych Odejmowacz ma strategie wygrywajaca.

Zadanie 2.

Dany jest zbiér n > 3 punktéw plaszczyzny S, z ktorych zadne dwa nie sa
wspolliniowe. Wykazaé, ze istnieje taki zbioér T' sktadajacy sie z 2n — 5 punk-
tow plaszcezyzny, ze kazdy tréjkat wyznaczony przez 3 rézne punkty zbioru S
zawiera punkt ze zbioru T.

Zadanie 3.

Dany jest graf G o n wierzchotkach i m krawedziach. Podzbiér wierzchotkow
grafu G nazywamy niezaleznym jesli zadne dwa wierzcholtki tego podzbioru nie
sa polaczone krawedzia. Dowie$¢, ze w zbiorze wierzcholtkéw grafu G istnieje

zbidr niezalezny o mocy nie mniejszej niz e
m-+n

Zadanie 4.
Wyznaczy¢ wszystkie funkcje f : RT — RT, ktére spelniaja warunek
f@)fyf(x)) = flx +y), dla wszystkich =,y > 0.

Zadanie 5.
Dany jest wielomian P o wspélczynnikach rzeczywistych. Udowodnié, ze
jesli
P(z) = (U1(2))* + (Ua(2))? + ... + (Uk())”

dla pewnego catkowitego dodatniego k i wielomianéw rzeczywistych Uy, ..., Ug,
to istnieje takie catkowite dodatnie m i wielomiany rzeczywiste Vi,...,V,,, ze

(P(2))* = (Va(2))* + (Va())* + ... + (Vin(2))".

Zadanie 6.
Dowiesé, ze jesli a,b, c sa liczbami rzeczywistymi spelniajacymi warunek
a? + b2 + ¢ =9, to zachodzi nieréwnosé

2(a+ b+ ¢) — abe < 10.

Zadanie 7.

Punkt O jest srodkiem okregu opisanego na tréjkacie ABC. Punkt D
jest spodkiem wysokosci z A, a £ — punktem przecigcia prostych AO i BC.
Styczne do okregu opisanego na trojkacie ABC w punktach B i C' przecinaja



sie w punkcie T, a prosta AT przecina ten okrag w punkcie F. Udowodnié, ze
okrag opisany na tréjkacie DEF jest styczny do okregu opisanego na tréjkacie
ABC.

Zadanie 8.

Okrag w jest okregiem wpisanym w trojkat ABC, stycznym do bokéw
BC,CA, AB odpowiednio w punktach D, E, F'. Punkt T jest drugim punktem
przeciecia prostej AD z w, a punkty M, N — odpowiednio drugimi punktami
przeciecia prostych BT, C'T z w. Okregi wy, wy sa styczne do w w punktach T,
D i przecinaja si¢ w punktach X,Y. Dowies¢, ze punkty X,Y, M, N leza na
jednym okregu lub na jednej proste;j.

Zadanie 9.

Punkty O, I sa odpowiednio srodkami okregéw opisanego i wpisanego w
tréjkat ABC. Punkt D jest punktem stycznosci okregu wpisanego z bokiem
BC, a punkty E i F' sa odpowiednio punktami przeciecia prostych AI i AO
z okregiem opisanym na trdojkacie ABC. Proste FI i ED przecinaja sie w
punkcie S, proste SC i BE — w M, a proste AC'i BFF — w N. Udowodni¢,
ze punkty M, I, N sa wspoétliniowe.

Zadanie 10.

Dany jest skonczony zbior liczb pierwszych S. Dowies$é, ze istnieje liczba
catkowita dodatnia n, ktéra jest przedstawialna w postaci a? + 0P dla kazdej
liczby pierwszej p € S (a,b sa liczbami calkowitymi dodatnimi) oraz nie jest
przedstawialna w postaci a? + bP dla wszystkich liczb pierwszych p & S.

Zadanie 11.

Wielomian P o wspotczynnikach catkowitych posiada pierwiastek rzeczywi-
sty. Wykazaé, ze istnieje nieskoniczenie wiele liczb pierwszych p postaci 4k + 3,
gdzie k € N, dla ktérych istnieje liczba naturalna n taka, ze p|P(n).

Zadanie 12.

Dane sa wzglednie pierwsze liczby naturalne a, b > 1. Udowodnié, ze istnieje
nieskonczenie wiele liczb pierwszych p o tej wlasnosci, ze najwyzsza potega
liczby p dzielaca liczbe aP~! — bP~! jest nieparzysta.
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Rozwiazania

Zawody indywidualne — grupa mtodsza:

Zadanie 1.

Na kazdym polu ustalonej przekatnej szachownicy n x n stoi pionek. Ruch
polega na wybraniu dowolnych dwoéch pionkéw nie znajdujacych sie w dol-
nym wierszu i przesunieciu kazdego z nich o jedno pole w dél. Rozstrzygnad,
dla jakich liczb naturalnych n istnieje skonczony ciag ruchéw przesuwajacy
wszystkie pionki do dolnego wiersza.

Rozwigzanie:

Ponumerujmy wiersze i kolumny liczbami 0,1,...n — 1. Wéwczas pionek
stojacy w kolumnie j musi wykonaé¢ j posunie¢ w dét. Kazdy ruch powoduje
dwa takie posuniecia, wiec ogélna ich liczba musi by¢ parzysta: 2|0+1+. .. (n—
1) = "(nT_l) skad n = 4k lub n = 4k + 1 dla pewnej liczby catkowitej k. Udo-
wodnimy teraz indukcyjnie, ze dla wszystkich n tej postaci istnieje ciag ruchéw
spelniajacy zalozenia. Jest to oczywiste dla n = 0 i n = 1 (nie wykonujemy
zadnego ruchu). Dla n > 4 rozwazmy nasepujacy ciag ruchéw:

(n—1,n-3),(n—1,n—-2),...(n—1,n—-2),(n—3,n—4),...(n—3,n—4).

n—2 razy n—4 razy

Powoduje on przesuniecie czterech ostatnich pionkéw do dolnego wiersza. Ko-
rzystajac z zalozenia indukcyjnego przesuwamy pozostate n — 4 pionki. W ten
sposob wszystkie pionki znajduja sie¢ w dolnym wierszu.

Zadanie 2.

Dana sg liczby catkowite ai,as,...,ap, b1,b2,...,b, oraz liczba pierwsza
p > 2. Wykazaé, ze istniejg 1 < i < j < p takie, ze pla; — a; lub p|b; — b; lub
p|azbl — ajbj.

Rozwigzanie:

Zatézmy dla dowodu nie wprost, ze zadane ¢, j nie istnieja. Wowczas ciagi
(a1,...,ap), (bi,...,bp), (a1b1,...apby) rozpatrywane (mod p) sg permuta-
cjami ciagu (0,1, ...,p—1). Bez straty ogélnosci przypusémy, ze p|a,. Wéwczas

musi zachodzié¢ p|b,, bo w przeciwnym razie dwie sposrdd liczb a;b; dzielityby
sie przez p. Wobec tego ciagi (a1, ...,ap—1), (b1,...,bp—1), (a1b1,...ap—1bp_1)
sa permutacjami ciagu (1,2,...,p—1). Stad i z twierdzenia Wilsona otrzymu-
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jemy sprzeczno$c:
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Zadanie 3.
Liczby dodatnie a, b, ¢ spetniaja warunek

1 n 1 n I
a2+1 b2+1 c2+1
Udowodnié¢, ze zachodzi nieréwnosé¢ ab + bc + ca < %
Rozwigzanie:
Z nieréwnosci Cauchy’ego-Schwarza otrzymujemy:
a? b? c? (a+0b+c)?

1= +

critrriteat errrats
czyli réwnowaznie (a + b+ ¢)? < a® + b3 + ¢® + 3, co po wymnozeniu lewej
strony daje dokladnie teze zadania.

Zadanie 4.

Okregi w1, wo i w3 sa styczne wewnetrznie do wiekszego okregu w odpo-
wiednio w parami réznych punktach A, B, C. Prosta k jest wspdlna styczna
zewnetrzng okregdw wi i ws, prosta | — okregdéw wp i wsz, zas prosta m —
okregdéw wo 1 w3. Proste k i [ przecinaja sie w punkcie X, k i m — w punkcie
Y, za$ [ i m — w punkcie Z. Wykazaé, ze proste AX, BY i CZ przecinaja si¢
w jednym punkcie lub sa réwnolegte.

Rozwigzanie:

Jezeli proste k, [ i m przecinaja sie w jednym punkcie, to nie ma czego
dowodzi¢. Przypusémy zatem, ze tak nie jest. Zalézmy najpierw, ze okregi
w1, wa, wg leza wewnatrz trojkata XY Z. Niech v bedzie okregiem wpisanym
w trojkat XY Z. Niech J4 bedzie jednokladnoscia o érodku A i skali dodat-
niej o skali dodatniej przeksztalcajaca w na wy, a Jx — jednokladnoscia o
$rodku X i skali dodatniej przeksztalcajaca wi na . Wéowczas ich ztozenie jest
jednokladnoscia o skali dodatniej lub translacja przeksztalcajaca w na . W
pierwszym przypadku prosta AX przechodzi przez srodek jednokladnosci, a
w drugim jest rownolegta do wektora translacji. Analogiczne rozumowania do-
wodza, ze to samo mozna powiedzie¢ o prostych BY i CZ, skad wynika teza.
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Pozostale siedem przypadkéw dotyczace polozenia prostych k, I, m rozpatruje
sig tak samo, z ta tylko réznica, ze by¢ moze 7 jest okregiem dopisanym.

Zadanie 5.
Wyznaczy¢ wszystkie funkcje f prowadzace ze zbioru Q. liczb wymiernych
dodatnich w zbiér Z liczb catkowitych, ktére spetniaja nastepujace warunki:

f@)=1(3) zea,
4+ Dflz—-1)=zf(x), z€Q4, z> 1.

Rozwigzanie
Sprawdzimy, ze wszystkie takie funkcje sa postaci f(%) =a-(p+q), gdzie
g jest ulamkiem nieskracalnym i a € Z. Z drugiej réwnoéci dla z = 2 otrzymu-

jemy 3f(1) = 2f(2), wiec f(1) jest liczba parzysta. Niech a = @ Zastosu-
jemy indukcje wzgledem p+q. Zalézmy, ze dla p+q < k mamy f(%) =a-(p+q)
ipo+ qo = k. Mozemy zaltozyé, ze py > qo, gdyz na mocy pierwszej réwnosci
z tresci zadania f(Z—g) = f(g—g). Na mocy drugiej réwnosci dla z = Z—g i za-
lozZenia indukcyjnego dla p = py — qo,q¢ = qo (wtedy p + ¢ = po < k) mamy
f(%ﬁ) :f(poqioqo)'pop% ZPO'pOp% = Ppo + qo-

Zadanie 6.

Czworokat ABC D, w ktérym AB > CD i BC > AD, jest wpisany w okrag.
Punkty X i Y leza na bokach AB i BC, przy czym AX =CD i CY = AD.
Punkt M jest érodkiem odcinka XY . Wykazaé, ze <AMC = 90°.

Rozwigzanie

Niech A’ bedzie punktem symetrycznym do punktu A wzgledem M. Wéw-
czas punkt M jest wspélnym érodkiem odcinkéw AA’ i XY, wiec czworokat
AXA'Y jest réwnoleglobokiem. Mamy réwnosci: A’Y = AX = CD, CY =
AD oraz <CY A’ = 180° — <ABC = <ADC, wiec tréjkaty A'YC i ADC
sa przystajace. Wobec tego AC = A’C' i w tréjkacie réwnoramiennym AA’'C
grodkowa AM pokrywa sie z wysoko$cia, czyli AM 1 CM.

Zadanie 7.

Dana jest liczba pierwsza p > 2. Wyznaczy¢ najmniejsza liczbe catkowita
dodatnia n, dla ktorej z kazdego zbioru n kwadratéw liczb calkowitych nie-
podzielnych przez p mozna wybraé niepusty podzbioér o iloczynie elementéw
dajacym reszte 1 z dzielenia przez p.
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Rozwigzanie

Wykazemy, ze n = %. Wiadomo, ze istnieje generator g modulo p, tzn.
taka reszta ¢, Ze najmniejsza taka liczba calkowita dodatnia k, ze g = 1
(mod p) jest k = p — 1, réwnowaznie- liczby ¢°, ¢*,...,g" "2 daja wszystkie
mozliwe niezerowe reszty z dzielenia przez p.

Biorac zbiér {2, 9% +p,...,g> +np} dlan < % widzimy, ze nie ma on
zadanej wlasnosci, gdyz iloczyny jego niepustych podzbioréw przystaja do g*
modulo p dla pewnego 0 < k < %, czyli nie przystaja do 1. Stad n > %.

Dla dowodu drugiej nieréwnosci wezmy dowolny zbidr % kwadratow
liczb catkowitych niepodzielnych przez p, konkretnie {a?, a3, .. .,ai;l}. Tak
jak poprzednio niech g oznacza generator modulo p, wéwczas istniéja takie
liczby 0 < oy < p—1, ze g* = a; (mod p) dla ¢ = 172,...7%71. Wow-
czas branie iloczynu liczb a? modulo p odpowiada sumowaniu liczb 2q; mo-
dulo p — 1, tzn. chcemy wykazaé, ze istniejg takie liczby «;,, v, ..., q;,, ze
p—12(a, + iy + ...+ ay,), tzn. p%l|ail +a, + .+,

Rozwazmy liczby aq, 1 + g, ...a1 + as + ... + ap-1. Jest ich pT_l. Jesli
pewna z nich daje reszte 0 to znalezliSmy szukany podzbiér. Jesli nie to pewne

dwie z wypisanych liczb musza dawaé ta sama reszte modulo % i wowczas

ich rézmica jest podzielna przez 252, a zatem i w tym wypadku znalezlismy

2
szukany podzbior.

Zadanie 8.
Dana jest liczba niewymierna «. Dowie$é, ze istnieje nieskonczenie wiele
par liczb calkowitych (p, ¢) takich, ze ¢ > 0 oraz zachodzi nier6wnosé:

Rozwigzanie
‘a — %’ < q% & Jga—p| < %. Wykazemy, ze dla kazdego calkowitego

dodatniego N istnieje takie p oraz ¢ < N, ze

1
|q01—17|<ﬁ<

Q| =

Otrzymamy wtedy nieskoniczenie wiele par (p, ¢), bo w przeciwnym wypadku
dla pewnej pary (po,qo) |gocx — po| byloby dowolnie male, co przeczy niewy-
miernoéci liczby a.

Rozwazmy ciag (qa— |ga]), q € {0,1,..., N}. Wszystkie wyrazy tego ciagu
naleza do przedzialu [0;1) i jest ich N 4 1, wiec istnieja takie 0 < j < k < N,
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ze |(ka— |ka]) — (jo— |ja])| < +%); moina zatem przyja¢ ¢ = k — j, p =
[ka] = [ja.

Zadanie 9.
Dana jest liczba calkowita n > 2 i liczby rzeczywiste dodatnie a1, as, ..., ay,
speliajace warunek

11 1 1\°
(a1 +ag+ ... +ay) a—+—+...+— < {n+:z
1

as an 2
Udowodnié, ze max{a,ag,...,an} < 4minf{ay,as,...,a,}.
Rozwigzanie
Bez straty ogélnoéci zalézmy, ze a; jest maksymalna, zas as minimalna
sposréd liczb aq,aq, ..., a,. Z warunku danego w zadaniu oraz nieréwnosci

Cauchyego-Schwarza otrzymujemy

(n+ 22> (ar +az+ TIPS TS N
n+ =)= (a a az...ta ) (—+—+—...4+4 —) >
2 ! 2 3 as  ai as A,

1 1
>(t—|—¥+1+...—|—1)2:(t+g+n—2)2,

gdzie t = Z—; Wynika stad bezposrednio, ze t—i—% < 2+ %, a poniewaz funkcja
t

z + % jest monotoniczna dla x > 1 dostajemy, ze
dowdd jest zakonczony.

< 2, a zatem a1 < 4ag i

Zadanie 10.

Okregi w;i 1 weo sa styczne wewnetrznie w punkcie P. Punkty A i B leza
na ich wspélnej stycznej, przy czym punkt P lezy miedzy punktami A i B.
Punkty C' i D sa odpowiednio przecieciem stycznej z A do wy ze styczna z B

do wy oraz przecieciem stycznej z A do wy ze styczna z B do wi. Wykazaé, ze
CA+CB=DA+ DB.

Rozwigzanie

Zal6zmy najpierw, ze proste AC' i BD przecinaja sie w punkcie @), a proste
AD i BC przecinaja sie w punkcie R, przy czym @ i R leza po tej samej
stronie prostej AB, co okregi wy i wy. Oznaczmy punkty stycznoéci prostych
AR, AQ, BQ, BR do odopwiednich okregéw przez K, L, M, N. Wiadomo,
ze odcinki styczne poprowadzone z punktu do okregu sa réwne; mamy stad:
AP = AK = AL, BP = BM = BN, QL = QM, RK = RN. Dodajac
odpowiednie réwnoéci stronami dostajemy AQ + BR = AR + BQ, czyli w
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czworokat wklesty AQBR da sie wpisa¢ okrag. Ten sam okrag jest oczywiscie
wpisany w czworokat wypukly CQDR, czyli CQ+DR = CR+D@Q. Odejmujac
to od poprzedniej réwnosci dostajemy AQ — CQ + BD = AC + BQ — DQ,
czyli CA+CB = DA+ DB.

W przypadku, gdy ktéras para prostych przecina sie po drugiej stronie
prostej AB badZz nie przecina sie w ogdle postepujamy analogicznie: piszemy
rownosci odcinkéw, ktére sumuja sie do wpisywalnosci okregu w czworokat
(by¢ moze nieograniczony ), a nastepnie zauwazamy inny czworokat, wktéry ten
sam okrag jest wpisany; zapisujac odpowiednie rownosci po przeksztalceniach
dostajemy teze.

Zadanie 11.

Wyznaczy¢ najwieksza liczbe naturalna n, dla ktérej istnieja parami roézne
zbiory S1,Ss,...,S, takie, ze |S; U S;| <2004 dlal1<i,j <norazS;US; U
Sk=1{1,2,...,2008} dla 1 < i< j<k<n.

Rozwigzanie

Zalézmy, ze zbiory S, .S, ..., S, spelniaja warunki dane w zadaniu. Niech
S ={1,2,...,2008} oraz T; = S\S; dlai = 1,2,...,n. Wowczas zalozenia
zadania réwnowazne sg warunkom |T; NTj| > 4 dla 1 < 4,5 < n oraz T; N
T;NT,=0dlal<i<j<k<n. Zauwazmy, ze kazda para zbioréw (1}, T})
dla 1 < i < j < n wyznacza co najmniej 4 elementy, ktére nie naleza do
zadnego innego zbioru Ty, a oczywiscie naleza do S. Jako, ze takich par jest
(%) otrzymujemy nieréwnosé 4(5) < |S| = 2008, a zatem n? —n < 1004 co jak
nietrudno sprawdzi¢ oznacza, ze n < 32.

Aby przekonac sie, ze n moze by¢ réwne 32, wystarczy zauwazy¢, ze wybie-
rajac (322) parami rozlacznych czteroelementowych podzbiorow S a nastepnie
przyjmujac T; = {J; ;,,(T; N T;) spelniamy wszystkie warunki zadania.

Zadanie 12.
Dowiesé, ze istnieje nieskonczenie wiele par (a,b) liczb naturalnych takich,
7e a # b, a,b > 1 oraz b + ala® + b.

Rozwiqzanie

Zauwazmy na poczatek, ze a = —b® (mod b°+a), a zatem dana podzielnoéé
réwnowazna jest podzielnoéci b° + a|(—b)® + b

Niech b > 2 bedzie dowolna liczba catkowita parzysta oraz niech a = pb+2—
b® +b. Wéwcezas b° +a = b°T2 4+ b oraz (—b)* = b2, a zatem dana podzielnosé
zapisuje sie jako b**2 4 b|b®® 4 b lub po prostu b** + 1[p?*~1 4 1. Dla k
nieparzystych mamy b +1 = (bF +1)((0%)!=1 — (b¥)! =2+ ... — b+ 1), a zatem
wystarczylo by wykazaé, ze b+ 1lab — 1, gdyz b + 1 jest nieparzyste. Mamy
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jednak
ab—1 =" b b2 -1 = 0P (B — 1)+ (07— 1) = (b— 1) (b+ 1) (B! +1).

Jako, ze par liczb naturalnych danej postaci jest nieskonczenie wiele, rozwia-
zanie zadania jest zakonczone.

Zadanie 13.

Szesciokat ABCDEF jest wpisany w okrag. Udowodnié, ze proste AD,
BE, C'F przecinaja sie w jednym punkcie wtedy i tylko wtedy, gdy AB-CD -
EF =BC-DE - FA.

Rozwigzanie

Poniewaz AB = 2Rsin <AEB, gdzie R jest promieniem okregu, oraz ana-
logicznie dla pozostalych bokéw, wiec teza jest réwnowazna trygonometrycznej
wersji twierdzenia Cevy dla tréjkata ACE i prostych AD, CF, EB.

Zadanie 14.
Dana jest liczba naturalna k. Dowies¢, ze istnieje nieskonczenie wiele kwa-
dratéw liczb naturalnych postaci n2* — 7, gdzie n jest liczba calkowita.

Rozwigzanie

Jasne jest, ze dla danego k wystarczy udowodnié istnienie jednego kwadratu
powyzszej postaci, gdyz jesli a? = n2F — 7, to réwniez (a + 2¥)2 = a2 + 2k+1 4
22k = (n+2+2k)2k — 7.

Bedziemy rozumowaé¢ indukcyjnie. Dla k = 1, 2,3 wystarczy wziaé¢ odpo-
wiednio n = 4, n = 2, n = 1. Zalézmy wiec, ze k > 3 i ze istnieje takie a, ze
a? = n2F — 7. Jedli n jest parzyste, tzn. n = 2m, to wéwczas a® = m2F+t1 — 7
i nie ma czego dowodzi¢. Jesli n jest nieparzyste to wowczas n + 1 = 2m i
zauwazmy, ze wtedy (a + 2871)2 = a2 + 2% 4+ 22F=2 = pok 7 4 2k 4 22h-2 =
(m+2k=3)2k+1 7, Jako, ze k > 3 wspotczynnik przy 281 jest liczba catkowita
i dowdd jest zakonczony.

Zadanie 15.

S jest zbiorem trzyelementowych podzbioréw zbioru {1,2,...,n} o tej wla-
snodci, ze jeSli A,B € S oraz A # B, to |AN B| < 1. Niech f(n) oznacza
maksymalng mozliwa iloé¢ zbioréw w S. Wykazaé nieréwnosci

(n—1)(n-2)
6

n(n—l).

< f(n) < 5

Rozwigzanie
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1. Niech S = {11, T5,...,Ts}, gdzie Ty sa réznymi trzyelementowymi pod-
zbiorami zbioru {1,2,...,n}. Niech U bedzie zbiorem tych dwuelementowych
podzbioréw zbioru {1,2,...,n}, ktére sa zawarte w pewnym zbiorze Tj. Na
mocy zalozenia kazdy element z U jest zawarty w doktadnie jednym zbiorze
Ty.. Z drugiej strony, kazdy zbiér T}, zawiera dokladnie 3 elementy z U. Zatem

3|S|:|U|<M¢>S<M.
2 6

2. Niech S}, 0 < j < n, bedzie zbiorem wszystkich takich tréjek {a,b,c} C
{1,2,...,n},2ze a+b+c=j (mod n). Niech {a,b,c} i {a,b,d} beda réznymi
elementami zbioru S;. Wtedy

a+b+d=j=a+b+c (modn)=d=c (modn)=d=c

Zatem kazdy zbiér S; spelnia warunki z treici zadania. Zauwazmy teraz, ze
[Sol+ ...+ |Sh-1] = W, gdyz kazdy trzyelementowy podzbiér zbioru
{1,2,...,n} nalezy do dokladnie jednego zbioru S;. Zatem dla pewnego j
|5%‘;> (n—ll&l—Q). n

Zadanie 16.

Udowodnié¢, ze wielomian x — x + 3 jest nierozktadalny na iloczyn nie-
stalych wielomianéw o wspolczynnikach catkowitych.

Rozwigzanie

Dla dowodu niewprost zalézmy, ze 2% — 2 + 3 = P(x) - Q(x), gdzie
P i @ sa niestalymi wielomianami o wspolczynnikach catkowitych. Wéwcezas
P(0)-Q(0) = 3, skad wynika, ze jedna z liczb P(0), Q(0) na modul jest réwna
1. Bez straty ogdlnodci przyjmijmy, ze |P(0)] = 1 i niech ay,as,...,a, beda
pierwiastkami P (by¢ moze zespolonymi), takie istnieja gdyz P nie jest staly.
Wéwezas |ajas ... a,| = 1, a zatem istnieje takie « = «; dla pewnego 1 <
1 < m, ze |af < 1. Jasne jest, ze « jest réwniez pierwiastkiem wielomianu
22009 — 2+ 3 czyli a?%% — o + 3 = 0. Otrzymujemy stad, ze |a?°% — a| = 3.
Z nieréwnosci tréjkata oraz oszacowania |a| < 1 otrzymujemy jednak

2009

3= \a2009—a| < |Oé‘2009+|04| < 1+1 :2’
sprzecznosé.
Zadanie 17.

Wyznaczyé¢ wszystkie liczby naturalne n, dla ktérych n2°0° + n + 1 jest
liczba pierwsza.
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Rozwigzanie

Niech M = n?° 4+ n + 1, m = n?2 +n + 1. Zauwazmy, ze M — m =
n2009 —n2 = n2(n2097 1), 32007, wiccm | (n — 1)m =n3 — 1| n?907 — 1 |
n?n?%7" — 1) =M —-m = m | M.Dlan >2mamy M >n3 >n®—-1=
(n—1)m > m > 1, czyli m jest dzielnikiem wlasciwym. Zatem M nie jest w
tym przypadku liczba pierwsza. Bezposrednio sprawdzamy, ze dla n = 0 M
nie jest, a dla n = 1 jest liczba pierwsza.

Odpowiedz. Jedyna taka liczba naturalng jest n = 1.

Zadanie 18.
Liczby rzeczywiste x, y, z spelniaja warunki:

r4+y+z=9, 2 +y%+22=33.
Wyznaczy¢ wszystkie wartosci, jakie moze przyjmowaé liczba xyz.

Rozwigzanie

Oznaczmy zyz = c¢. Rozwazmy wielomian p(t) = (t — z)(t —y)(t — z) =
2 —(r+y+2)t2+ (zy+yz+z22)t —axyz. Mamy 2 +y+2 =9, ry+yz +20 =
3@ty +2)? = (@ 492 +27)] = 24, wiec

p(t) =3 —9t? + 24t — ¢ (1)

Otrzymalismy, ze jesli liczby x, y, z spelniaja nalozone warunki, to wielo-
mian (1) rozklada sie na czynniki liniowe. Odwrotnie, jesli (1) rozklada si¢ na
czynniki liniowe, to jego pierwiastki x,y, z spelniaja podane warunki. Pozo-
staje stwierdzié, dla jakich ¢ wielomian (1) ma trzy pierwiastki rzeczywiste (z
uwzglednieniem krotnosci).

p'(t) = 3(t2 — 6t + 8) = 3(t — 2)(t — 4), wiec funkcja p jest rosnaca w
przedziale (—oo; 2], malejaca w przedziale [2;4] i rosnaca w przedziale [4;00).
Warunkiem koniecznym i dostatecznym rozktadalnosci na czynniki liniowe jest
wiec uklad nieréwnosci p(2) > 0, p(4) <0< 16 < ¢ < 20.

Odpowied?. Liczba xyz moze przyjmowaé wartosci z przedziatu [16;20].

Zadanie 19.

W panstwie jest 2009 miast. Wiadomo, ze z kazdego miasta wychodza co
najmniej 93 drogi i ze z kazdego miasta da sie dojecha¢ do kazdego innego
(niekoniecznie bezposrednio). Wykazaé, ze z kazdego miasta da si¢ dojechaé
do kazdego innego uzywajac co najwyzej 62 réznych drog.

Rozwigzanie
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Przypus$émy, ze teza nie zachodzi, tzn. istnieja miasta A i B o tej wlasnosci,
ze kazda $ciezka je laczaca zawiera co najmniej 63 drogi. Rozwazmy najkrétsza
$ciezke ltaczaca miasta A i B. Zawiera ona w sumie co najmniej 64 miasta.
Zaznaczmy w niej, poczynajac od miasta A, co trzecie miasto. Jasne jest, ze
zaznaczyliSmy co najmniej 22 miasta. Zauwazmy teraz, ze je$li pewne dwa
z zaznaczonych miast X, Y mialyby wspodlnego sasiada Z, to Sciezke datoby
sie skrocié zastepujac fragment X — ... — Y fragmentem X — Z — Y.
WybraliSmy jednak $éciezke z A do B o minimalnej dtugoéci, skad wynika, ze
zadne dwa z zaznaczonych wierzchotkow nie maja wspolnego sasiada. Z tych
samych powodéw zadne dwa zaznaczone miasta nie moga by¢ potaczone droga.
Poniewaz z kazdego miasta wychodza co najmniej 93 drogi do innych miast
daje nam to 22 - 93 = 2046 > 2009 réznych miast. Sprzeczno$é, ktora konczy
dowod.

Zadanie 20.

Punkty A, B,C,A’, B',C’ leza na jednym okregu, przy czym prosta AA’
jest prostopadta do BC, prosta BB’ jest prostopadta do C A, a prosta CC’ jest
prostopadla do AB. Punkt D lezy na tym samym okregu, a punkty A”, B”
oraz C" sa odpowiednio przecieciem prostych DA’ z BC, DB’ z C A oraz DC’
z AB. Udowodnié, ze punkty A”, B”, C" oraz ortocentrum tréjkata ABC leza
na jednej prostej.

Rozwigzanie

Z twierdzenia Pascala zastosowanego dla szesciokata AA’ DB’ BC wynika,
ze punkty A”, B’ i ortocentrum H leza na jednej prostej. Analogicznie tréjki
A" C", H1iB", C"”, H sa wspolliniowe, skad wynika teza zadania.

Zadanie 21.
Wyznaczy¢ wszystkie liczby wymierne a,b > 0, dla ktérych a®b® = 1.

Rozwigzanie:
Oczywiscie istnieja wzglednie pierwsze liczby naturalne k, I, m, dla ktorych

a= % oraz b= # Podstawiajac to do wyjéciowej rownosci dostajemy

ENE VA
) )=
m m

lub réwnowaznie k'l¥ = m**!. Zauwazmy, ze gdyby liczba pierwsza p byla
wspoOlnym dzielnikiem k i [, to dzielitaby réwniez m, co stoi w sprzecznosci z
NWD(k,l,m) = 1. Wobec tego liczby k i [ sa wzglednie pierwsze.
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Hoczyn wzglednie pierwszych liczb k' i I* jest (k + [)-ta potega liczby
naturalnej, wiec kazda z nich réwniez jest (k+1)-ta potega. Jednak wykladniki
li(k+1) sa wzglednie pierwsze, skad liczba k tez jest (k + 1)-ta potega.
Jednakze 2! > 2F > k. skad mamy k = 1. Analogicznie [ = 1 i wstawiajac
do powyzszej rownosci otrzymujemy m = 1, skad a = b = 1. Bezposrednio
sprawdzamy, ze para (1,1) spelnia warunki zadania.

Zadanie 22.

Wyznaczy¢ wszystkie liczby naturalne n > 3, dla ktérych n—kat foremny
jest przekrojem o$mioscianu foremnego pewna plaszczyzna,.

Rozwigzanie:

Poniewaz odmio$cian ma osiem $cian, wiec oczywiscie n < 8. Latwo uzy-
skaé tréjkat (Sciana), kwadrat (wszystkie wierzcholki précz dwéch przeciwle-
glych) i szeSciokat (ptaszczyzna réwnoodlegla od dwoch réwnoleglych $cian).
Zauwazmy teraz, ze osmio$cian ma cztery pary scian réwnolegltych, wobec tego
n—kat wyciety z oSmioécianu dla n > 4 musi mie¢ przynajmniej jedna pare bo-
kéw réwnoleglych. Latwo zauwazyé, ze pieciokat i siedmiokat foremny nie maja
tej wlasnosci. Pozostat przypadek n = 8. Podzielmy krawedzie czworoscianu
na trzy grupy tak, aby krawedzie kazdej grupy tworzylty kwadrat o srodku w
$rodku o$mioécianu. Wiadomo, ze dowolna plaszczyzna przecina obwdd kaz-
dego kwadratu w co najwyzej dwoch punktach, wiec wielokat powstaly jako
przekréj ma nie wiecej niz sze$¢ wierzchotkéw. Tym samym wszystkie przy-
padki zostaty rozpatrzone.

Odpowiedz: Warunki zadania spelniajan =3, n=41in = 6.

Zadanie 23.

Skoczek szachowy stoi w lewym gdérnym rogu szachownicy o wymiarach
4 x n. Rozstrzygnaé¢ dla jakich n skoczek moze poruszaé sie tak, by na kazde
pole szachownicy wejé¢ doktadnie raz i zakonczyé¢ w lewym gérnym rogu.

Rozwiqzanie:

Pokazemy, ze dla zadnego n nie istnieje ciag ruchéw spetniajacy warunki
zadania. Przypu$émy, ze tak nie jest. Rozwazmy plansze 4 x n. Ma ona dwa
wiersze skrajne i dwa srodkowe. Jasne jest, ze skoczek nie jest w stanie, bedac
w wierszu skrajnym, wykona¢ ruchu na pole w wierszu skrajnym. Oznacza
to, ze zarowno ruch wczesniej jak i ruch pdzniej musi znajdowaé sie w wier-
szu Srodkowym. Poniewaz jednak w iwerszach $rodkowych jest tyle samo pdl
co w wierszach skrajnych, wiec skoczek musi z wiersza $rodkowego skakaé
na pole w wierszu skrajnym, bo inaczej czesciej stawalby na polach srodko-
wych. Stad wniosek, ze skoczek znejduje sie na polu skrajnym po wykonaniu
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0, 2, 4,..., 4n ruchéw. Zauwazmy jednak, ze wtedy znajduje sie na polu tego
samego koloru co pole, z ktérego zaczynal (bo wykonujac pojedynczy ruch
zmienia kolor pola na przeciwny). Stad wniosek, ze skoczek nigdy nie bedzie
na polu skrajnm koloru przeciwnego — sprzecznosé, bo oznacza to, ze nie moze
sie znalez¢ w lewym dolnym rogu.

Zadanie 24.
Wyznaczy¢ wszystkie liczby catkowite dodatnie n o tej wlasnosci, ze funkcja
f(x) = 2™ jest suma n funkeji okresowych.

Rozwigzanie

Dowiedziemy indukcyjnie, ze wielomian stopnia n nie jest suma n funkcji
okresowych. Dla n = 1 jest to oczywiste. Niech zatem n > 1. Zalézmy dla do-
wodu nie wprost, ze P(z) = Y ., fi(x), gdzie P jest wielomianem stopnia n, a
[i jest okresowa o okresie t;. Zatem P(z+t,)—P(z) = > 1 1(f(:r: +tn) — f(2)),
ale po lewej stronie mamy wielomian stopnia n — 1, a po prawej sume n — 1
funkcji okresowych. UzyskaliSémy sprzecznos$é z zatozeniem indukcyjnym, ktora
dowodzi tezy zadania.

Odpowiedz: Nie istniaja liczby spelniajace warunki zadania.

Zawody indywidualne — grupa starsza:

Zadanie 1.

Dany jest trapez ABCD o podstawach AB i C'D. Zalézmy, ze na prostej
BC, poza odcinkiem BC, znajduje sie taki punkt F, a wewnatrz odcinka AD
— taki punkt F, ze <DAFE = <CBF. Niech I oznacza punkt przeciecia C'D
i BEF, zas J — punkt przeciecia AB i EF. Niech K bedzie srodkiem odcinka
EF. Zalézmy, ze punkt K nie lezy na zadnej z prostych AB, C'D. Udowodni¢,
ze punkty A, B, I, K leza na jednym okregu wtedy i tylko wtedy, gdy punkty
C, D, J, K leza na jednym okregu.

Rozwigzanie

Zalézmy, ze punkt C lezy miedzy punktami B i E (jezeli punkt B lezy
miedzy C i E, to postepujemy analogicznie). Dana w zadaniu réwnos$é¢ katéw
moéwi, ze punkty A, B, E, F leza na jednym okregu. Stad mamy <DFFE =
<ABE = <DCE, wiec punktyC D, E,| Fleza naJednym okregu Korzystajac
7 tvvlerdzema o) pot(;zdze punktu wzgledem okregu mamy: AJ BJ EJ FJ J =
(EK + KJ)(KE + KJ) = JK? — EK? oraz C1 - DI = EI - FI = (EEK +
[?I)) (ﬁ—l—KI) K12 EK2 Z | tego samego twierdzenia przeksztalcmy teze;
nalezy pokazaé, ze AJBJ =T1JKJ wtedy i tylko wtedy, gdy C1.DI = JI-KI.
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— =

— JK? - KI? = (KJ + KI)(KJ — KI) =
— JI - KI, co konczy dowdd.

Zadanie 2.

Niech S = {0,1,..., N? — 1} bedzie zbiorem wszystkich reszt modulo N2.
Zalbézmy, ze A jest N—elementowym podzbiorem zbioru S. Dowieéé, ze istnieje
taki N—elementowy podzbiér B zbioru S, ze zbiér A+ B={a+b:a€ Ajbe
B} zawiera co najmniej polowe wszystkich reszt modulo N2.

Rozwigzanie

Zbiér B bedziemy konstruowaé indukcyjnie w ten sposéb, ze jesli |A+ B| <
N72, to do zbioru B dodamy taki element, ktéry zwiekszy moc A + B o co
najmniej %

W pierwszym kroku do B dodajemy dowolny element i woéwczas moc A+ B
zwieksza sie o N. Zalézmy wiec, ze w pewnym kroku moc A + B jest mniejsza,

niz 2. Zalézmy, ze nie istnieje taki b € S, ze po dodaniu go do B moc

2

A + B nie zwiekszy sie o £. Wynika stad, ze dla kazdego b € S zachodzi
|(A+B)N(A+b)| > N—5+1 =5 +1.b € S mozemy wybraé na N? sposobéw,
a wiec wszystkich elementéw (liczac z powtérzeniami) wystepujacych na tych
przecieciach jest co najmniej (% +1)(N?) > NTJ Wszystkie te elementy naleza,
jednoczeénie do A+ B, a zatem na mocy zasady szufladkowej Dirichleta pewien
element wystepuje wiecej niz 2T; = N razy. To jednak oznacza sprzecznos¢.
Istotnie, element ten mozna ZapiSQac' na wiecej niz N sposobow w postaci a; +b;,
gdzie liczby b; sa parami r6zne. Ale zbiér A ma N elementéw skad wynika, ze
dla pewnych i, j byloby a; = a;, a stad tez b; = b;, sprzecznosc.

Jesli warunek |A 4+ B| > NTQ nie zostanie spelniony wczeéniej to zostanie
spelniony po N-tym kroku, gdyz N - % = N72 Jedli warunek ten zostanie
speliony wczeéniej to B uzupelniamy w dowolny sposob.

Zadanie 3.

Niech P bedzie wielomianem stopnia dodatniego o wspdtczynniku wiodacym
réwnym 1. Dowiesé, ze jezeli b— a > 4, to istnieja liczby x1, 22 € [a, b] takie ze
P(l‘g) - P(J?l) > 4.

Rozwigzanie

Zauwazmy, ze wystarczy udowodni¢ teze dla b = a + 4, poniewaz [a,a +
4] C [a,b]. Przyjmijmy zatem, ze b = a + 4. Przypusémy whbrew tezie, ze
nie istnieja zadane liczby x1, xo. Wtedy liczby ¢ = min{P(z) : = € [a,b]}
id= max{P(z) : ¢ € [a,b]} spelniaja nieréwno$¢ d — ¢ < 4. Rozwazmy
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wielomian @ = P(x + “TM) - %d. Widaé, ze dla dowolnej liczby = € [—2,2]
mamy Q(z) € (—2,2) oraz wspdlczynnik wiodacy wielomianu @ jest réwny 1.
Niech n bedzie stopniem wielomianu (). Skonstruujmy teraz ciag wielomianow

{T}32, W nastepujacy sposob:
To(z) =2, Ti(x) =, Ti(x) = 2Tk—1(x) — Tp—2(z) (k > 1).

Indukcyjnie sprawdzamy, ze dla kazdego k wspdétczynnik wiodacy wielomianu
Ty jest réwny 1 oraz Ty (2cosp) = 2coskp dla wszystkich ¢ rzeczywistych,
poniewaz

coskyp = 2cos pcos(k — 1)p — cos(k — 2)p.

Niech x; = 2cos %’T dla £ = 0,1...,n. Liczby te sa posortowane malejaco,
ponadto T;, przyjmuje w punktach xj na przemian wartosé¢ 2 i —2, wiec
wielomian T, — @ przyjmuje w tych punktach na przemian warto$ci dodat-
nie i ujemne. Wobec tego w kazdym przedziale (xp41,z)) ma miejsce zerowe
(k=0,1,...,n—1). W takim razie wielomian T, — @ (stopnia n — 1) ma n
pierwiastkéw, wiec jest wielomianem zerowym, co przeczy temu, ze przyjmuje
wartosci dodatnie i ujemne. Otrzymana sprzecznos¢ dowodzi tezy zadania.

Zadanie 4.

Dla kazdej liczby catkowitej dodatniej n znalezé liczbe takich permutacji
(a1,a2,...,a,) clagu (1,2,...,n), dla ktérych liczba 2(ay 4+ az + . .. + ax) jest
podzielna przez k dla k =1,2,...,n.

Rozwigzanie

Zauwazmy najpierw, ze dodanie do wszystkich liczb a; ustalonej liczby
catkowitej nie wplywa na podzielno$é¢, a wiec i na wynik koncowy. Oznaczmy
go przez A,. Latwo zobaczy¢, ze Ay = 1, Ay = 2, A3 = 6. Zalézmy, ze
n > 3. Warunek z podzielnoécia dla n — 1 wyglada tak: n — 1|n? +n — 2a,,
skad a,, = 1 lub a,, = n lub ewentualnie a,, = ”7“, gdy n jest nieparzyste.
Dwa pierwsze przypadki pozostawiaja nam na pozostatych miejscach permu-

tacje ciagéw odpowiednio (2,3...,n)1(1,2,...,n—1), co daje tacznie 24,,_;

permutacji na mocy wczesniejszej uwagi. Jesli a,, = ”;’17 to musi zachodzié
n—2n?—1-2a,_1, czyli ap,_1 = "TH + k(n — 2). Poniewaz jednak element
"7“ zostal juz uzyty, wiec k > 11 an,—1 > 3”{3 > n, bo n > 3. Otrzymalismy

sprzeczno$é, ktéra dowodzi, ze a,, # "7“ W takim razie A,, = 2A4,,_1 1 przez
indukcje mamy A, = 3-2"2,

Zadanie 5.

Niech ABC'D bedzie czworokatem wypuklym. Zalézmy, ze P i QQ sa takimi
punktami tego czworokata, ze na czworokatach PQDA i QPBC mozna opisaé

24



okregi. Zalézmy, ze na odcinku PQ znajduje sie taki punkt F, ze <PAE =
<QDE i <PBE = <QCE. Wykazaé, ze na czworokacie ABC D mozna opisaé
okrag.

Rozwigzanie
Zauwazmy, ze okrag opisany na tréjkacie ADE jest styczny do prostej PQ,
gdyz

<IDAE = <PAD — <PAE =180° — <PQD — <QDE = <DEQ

i korzystamy z twierdzenia o stycznej i cieciwie. Analogicznie okrag opisany
na tréojkacie BCFE jest styczny do prostej PQ. Zalézmy teraz, ze proste AD,
BC i PQ sa réwnolegte. Wéwczas czworokaty PQDA 1 QPBC sa trapezami
réwnoramiennymi, wiec istnieje wspélna symetralna odcinkéw AD, BC i PQ,
czyli czworokat ABC D jest wpisywalny w okrag jako trapez réwnoramienny.

W takim razie bez straty ogélnoéci mozna zalozy¢, ze proste AD i PQ
przecinaja sie w punkcie X. Z twierdzenia o potedze punktu wzgledem okregu
mamy réwnosci: XE?2 = XA - XD = XP - XQ, wiec punkt X lezy na osi
potegowej okregéw opisanych na wielokatach BCE i BC'PQ, czyli na prostej
BC. W takim razie zachodzg réwnoéci XB - XC = XE? = XA - XB, skad
bezposérednio wynika teza.

Zadanie 6.

Dane sa liczby naturalne m,n > 2 oraz liczby calkowite a1, as,...,an,
z ktérych zadna nie jest podzielna przez m"”~'. Wykazaé, ze istnieja liczby
calkowite e, ea,...,e,, nie wszystkie réwne 0, takie, ze |e;| < m dla i =
1,2,...,n oraz m"™|eja; + eaas + ... + enay.

Rozwigzanie

Rozwazmy wszystkie liczby postaci ciay + caas + ... + cpay, gdzie ¢; €
{0,1,2,...,m — 1}. Liczb tych jest m™ i jesli pewne dwie daja ta sama reszte
modulo m™, powiedzmy

! / /
c1a1 + ceas + ...+ cpan = cjar + cya0 + ...+ ¢ a,  (mod m™),

to latwo zauwazy¢, ze wéwcezas wystarczy przyjac e; = ¢;—ci dlai =1,2,...,n
i wszystkie warunki sa spetnione.

Wystarczy wiec skoncentrowac sie na sytuacji, w ktorej zadne dwie liczby
nie daja tej samej reszty modulo m”™, tzn. liczby rozwazanej postaci tworza
wszystkie reszty modulo m"™. Niech w bedzie ustalonym pierwiastkiem pier-
wotnym m™-go stopnia z jedno$ci. Rozwazmy iloczyn [, (w0 + w®! +
c W (me1))
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7Z jednej strony latwo zauwazy¢, ze po otworzeniu nawiaséw powstaje suma
Y w#, gdzie A bedzie przebiega liczby postaci rozwazanej na poczatku. Ponie-
waz wiadomo, ze liczby te tworza pelny system reszt modulo m”™ otrzymujemy,

i [Ty (w O4ws 4w M=) = 14wtw?+. . +w™ 1 = wgifl —o.
Z drugiej strony widzimy, ze
n 0 1 ( 1)) n waim _ 1
a;- a;-* a;-(m— _
H(w +w ++w )_Hﬁ’
=1 =1
a jako, ze m" ! nie dzieli a; dlai = 1,2, ..., n, to wszystkie czynniki wystepujace

w powyzszym iloczynie sa rozne od 0. Otrzymana sprzeczno$¢ konczy rozwiazanie
zadania.

Zadanie 7.
Dana jest liczba catkowita dodatnia n oraz liczba pierwsza p. Dowiesé, ze
jesli a, b, ¢ sa liczbami catkowitymi spelniajacymi réwnania

a” +pb="0"+ pc=c"+ pa,

toa=0b=c

Rozwigzanie
Jedli np. a = b, to latwo uzyska¢ a = b = c. Mozna wiec zalozyé¢, ze
a # b # ¢ # a. Z réwnosci podanych w tresci otrzymujemy “b:g = bc:g =
% = —p. Mnozac stronami otrzymujemy
a—b" Y —c" " —a" a" 0" b —c" " —a" 4 @)
a—b b—c c—a  b-c c—a a—c P

Stad od razu wynika, ze n = 2k dla pewnego calkowitego k, bo gdyby n bylo
nieparzyste, to lewa strona powyzszej réwnosci bytaby nieujemna.
Przypusémy, ze p jest liczba nieparzysta. Wtedy < ':Z =a" b+ +

a

ab™ ! tez jest liczba nieparzysta, gdyz jest dzielnikiem liczby nieparzystej. Ale
powyzsza suma ma n = 2k sktadnikow, wiec liczby a i b sa réznej parzysto-
$ci. Analogicznie b i c oraz c i a sa réznej parzystosci. To oczywiscie nie jest
mozliwe.

Zatem p jest parzyste, czyli p = 2. Znoéw korzystajac z réwnosci z tre-
$ci zadania otrzymujemy, ze a, b, ¢ sa tej samej parzystoéci. Uwzgledniajac te
informacje i podstawiajac n = 2k, p = 2 przepiszmy (1) w nastepujacy sposob:

afF +bF aF—bF VP cE bR —cF F ek P —aF

. . . =1
2 a—2b 2 b—c 2 c—a
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Jest iloczyn liczb calkowitych, wiec modul kazdej z nich wynosi 1. Zalézmy
najpierw, ze a, b, ¢ # 0. Pewne dwie sposrdd liczb a, b, c. Sa tego samego znaku.
Niech to beda liczby a i b. |aF +b%| = 2, wieca = b =11luba =b = —1.
Zalézmy teraz bez straty ogélnosci, ze a = 0. Wtedy b i ¢ sa parzyste, |bk| =
|ck| =2, wiec b¥ + cF € {—4,0,4} Sprzecznosé. |

Zadanie 8.

W trojkacie ostrokatnym ABC odcinki BE i C'F sa wysokosciami. Dwa
okregi przechodzace przez punkty A i F' sa styczne do prostej BC w punktach
P i Q, przy czym B lezy pomiedzy C' i Q). Udowodnié, ze proste PE i QF
przecinaja sie na okregu opisanym na tréjkacie AEF.

Rozwiqzanie

Niech AD bedzie trzecia wysokos$cia. Poniewaz <ADC = <AFC, wiec na
czworokacie ACDF da sie opisaé okrag, skad BA-BF = BC-BD. Analogicznie
CA-CE = CB-CD. Jednoczeénie BA - BF = BP? = BQ? i obliczamy:

CA-CE=CB-CD=BC?—-BC -BD=BC?-BP?>=

= (BC + BQ)(BC — BP) = CQ - CP,

wiec na czworokacie AE P(@Q mozna opisaé okrag. Stad <EAQ+<EPQ = 180°.
Ponadto z twierdzenia o stycznej i siecznej mamy <F'AQ = <FQB. Oznaczmy
przez S punkt przeciecia PE i QF. Zachodza réwnosci:

<IESF =<QSP =180° — <QPS — <«PQS =
=180° — <«FEPQ — <FQB = <FAQ — <FAQ = <FAF.

To dowodzi, ze na czworokacie AFES mozna opisa¢ okrag.
Uwaga: W powyzszych obliczeniach milczaco zaktadamy, ze punkt E lezy
miedzy P i S. Jednak w przeciwnym wypadku obliczenia sa analogiczne.

Zadanie 9.
Liczby dodatnie a, b, ¢, d spelniaja warunki
b d
abcdzloraza+b+c+d>g—i—f—&—g—i—a
b ¢ d a
Wykazaé, ze
b ¢ d a
at+btetd<—++—+-.
a b ¢ d

Rozwigzanie
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Z nieréwnoéci miedzy Srednimi mamy:

i/ q/a oo lfega, b, e
abcd 4 b b ¢ d)’

Dodajac stronami te nieréwnos¢ i trzy analogiczne dostajemy:

b d\ (b d
Matb+etrd) <3(r+-F+-+2)+(2+5+542),
b ¢ a a c d

d b

skad bezposrednio wynika teza.

Zadanie 10.

Funkcje f1, fo, f3 : R — R spelniaja warunek: dla dowolnych liczb rzeczy-
wistych aq, as, az funkcja aq f1 +aso fo +as3 f3 jest stabo monotoniczna. Dowiesé,
ze istnieja liczby c¢1, ¢2, c3 nie wszystkie réwne 0 takie, ze ¢1 f1 + co fa + c3f3 = 0.

Rozwigzanie

Jezeli wszystkie funkcje sa stale, to teza jest oczywista. Przypusémy zatem
bez straty ogdlnosci, ze fi1(zo) < f1(yo) dla pewnych z¢ < yo. Udowodnimy, ze
dla wszystkich as, az rzeczywistych istnieje takie aq, ze funkcja ay f1 + as fo +
as f3 jest stala.

Funkcja g(t) = (¢f1+aafo+asfs)(yo) — ((f1+azfo+asf3)(zo) jest niestaly
funkcja liniowa, wiec ma dokladnie jedno miejsce zerowe. Oznaczmy je przez
a1. Wezmy teraz dowolne z, y takie ze x < y. Przyjmijmy

h(t) = (tf1 + a2 f2 + asf3)(y) — (Lfr + a2 f2 + as fs)(2).
Dla t > a; mamy ¢g(t) > 0, wiec funkcja tf; + aafo + asfs musi byé stabo
rosnaca, czyli h(t) > 0. Analogicznie h(t) < 0 dla ¢ < a;. Poniewaz h jest
funkcja liniowa, wiec jest ciagla, czyli h(ai) = 0. Poniewaz x, y byly dowolne,
wiec funkcja aj f1 + asfo + asf3 jest stala.

Istnieja zatem takie p, g, ze funkcje pfi + f2 i ¢f1+ f3 sa funkcjami stalymi.
Istnieja zatem 7, s ({r,s} # {0}), ze r(pf1 + f2) +s(qf1 + f3) = 0. Wystarczy
zatem przyjaé ¢y = pr+qs, co =1, c3 = S.

Zadanie 11.

W lewym gérnym rogu planszy mxn stoi k pionkéw. Ruch pionka polega na
przestawieniu go na sasiednie pole (majace z wyjéciowym wspélna krawedz).
Kazdym z pionkéw wykonujemy m + n — 2 ruchéw, aby przemiesci¢ go do
prawego dolnego rogu. Wyznaczy¢ najmniejsza mozliwa liczbe pél, ktore nie
zostaly odwiedzone przez zaden pionek.

Rozwigzanie
Niech k& < min(m,n). WprowadZzmy uklad wspélrzednych w ten sposéb,
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ze lewe gérne pole ma wspélrzedne (1,1), a prawe dolne (m,n). Rozwazmy
zbiér S pol (x,y) spelniajacych warunek k < x +y < m +n — k + 1. Przy
ruchu pionka suma wspélrzednych pola, na ktérym stoi, zwieksza sie o 1, wiec
kazda trasa zawiera m—+mn—2k-+1 pdl tego zbioru, czyli w sumie k tras zawiera
co najwyzej k(m+n —2k+1) pélz S.

Zbior S liczy mn — 2 - *EZ — yp — k2 4 k pol. Zatem liczba nicodwie-
dzonych pél zbioru S wynosi co najmniej mn — k? +k — km — kn + 2k? — k =
(m — k)(n — k). Aby uzyskaé taki wynik, wystarczy poprowadzié¢ i—ty pio-
nek tak, by przeszedl przez pola (i,1), (i,n — i+ 1), (m,n —1i+ 1). Jesli
k > I = min(m,n), to pewne [ pionkéw przesuwamy tak, by ich trasy przy-
kryly cala plansze, a pozostale przemieszczamy dowolnie.

Zadanie 12.
Dowieéé, ze w czworokacie wypuklym ABC D istnieje punkt P spelniajacy
réwnosci:

<PAB + <PDC = «PBC + <PAD =
= <PCD + «PBA =<PDA+<PCB =90°

wtedy i tylko wtedy, gdy jego przekatne sa prostopadle.

Rozwigzanie

(=) Zalozmy, ze jest spelniona réwnos¢ katéw. Niech punkty K, L, M, N
beda rzutami P na boki AB, BC, CD, DA. Naleza one do wnetrz bokéw,
jako ze z réwnosci katow wynika, ze wszystkie sa ostre. Czworokaty AK PN,
BKPL, CLPM, DNPM sa wpisane w okregi; korzystajac z tego warunek
z zalozenia jest rownowazny temu, ze K LM N jest prostokatem. Oznaczmy
przez O4,0p,0¢,Op srodki wyzej wymienionych okregéw. Odcinki KN i
LM maja wspoOlna symetralng — jest nig prosta O 4O¢, ktora jest jednoczes$nie
linig taczaca $rodki bokéw w tréjkacie APC, wiec jest réwnolegla do AC'. Stad
AC 1 KN; analogicznie BD | KL i mamy teze.

(<) Jezeli ABCD jest rombem, to P jest jego §rodkiem. Przypuéémy, ze
AC 1 BD i AB < AD. Niech Uy, Uc beda $rodkami okregéw opisanych na
tréjkatach ABD, BCD, a AV, CV¢ beda ich srednicami. Oczywiscie punkty
Uga i Ug leza na symetralnej odcinka BD réwnoleglej do AC, wiec réwniez
VaVe||AC. Niech P bedzie punktem przeciecia prostych AU, i CU¢; poniewaz
AUy lezy w <CAD, a CUs — w <ACD, wiec P lezy wewnatrz trojkata ACD,
czyli wewnatrz czworokata ABCD. Punkty K, L, M, N, O4, O¢ definiujemy
jak w pierwszej cze$ci. Mamy <NKP = <NAP = <DAU4, = <BAC, a
skoro PK 1 AB, to NK 1 AC, analogicznie LM 1 AC. Istnieja zatem
jednoktadnosci: f o érodku A przeksztatcajaca AKN na ABD i g o érodku C
przeksztalcajaca BC'D na LCM. Oczywiscie (go f)(Ve) = Va, ale V4V ||AC,

29



wiec go f jest translacja. Stad fog tez jest translacja, ale (fog)(K) = L, wiec
KL|AC. Analogicznie MN||AC, czyli KLMN jest prostokatem, co konczy
dowod.

Zadanie 13.

Trzy parami rézne punkty A, B,C leza na ustalonej prostej w tej wla-
$nie kolejnosci. Niech w bedzie okregiem przechodzacym przez punkty A i C,
ktorego $rodek nie lezy na prostej AC. Niech P bedzie punktem przeciecia
stycznych do w w punktach A i C, zas @ niech bedzie punktem przeciecia
odcinka BP z w. Dowie$é, ze punkt przeciecia dwusiecznej kata <AQC oraz
prostej AC nie zalezy od wyboru okregu w.

Rozwigzanie
Niech T bedzie drugim punktem przeciecia PB z okregiem. Z twierdzenia
o dwusiecznej wystarczy pokazad, ze % jest stale. Z podobienstw tréjkatéw

mamy: % = % oraz % = %, czyli % = %. Kolejne podobienstwa

méwia, ze % = ‘é—? i % = %. Dzielac je przez siebie i korzystajac z
2

poprzedniej réwnosci otrzymujemy g—g = (g—g) , co dowodzi tezy.

Zadanie 14.

Dana jest liczba pierwsza p > 5. Udowodnié, ze istnieje liczba catkowita
1 <a<p-—2taka, ze liczby a?~! — 11 (a+ 1)P~! — 1 nie sa podzielne przez
p°.

Rozwigzanie

Zauwazmy, ze (p —1)P" 1 =1—(p—1)p+...=1+p# 1 (mod p?). A
zatem jesli liczba (p — 2)P~! — 1 nie jest podzielna przez p? wystarczy przyjaé
a=p-—2.

Zalézmy wiec, ze wypisana liczba dzieli sie przez p?, tzn.

Il=p-2 =21 —(p—1)2"2p+...=20"1 4 p2772  (mod p?),

co oznacza tyle, ze 2P~ =1 — p2P~2 (mod p?).

Zauwazmy teraz, ze kongruencja (%)p_l =1 (mod p?) réwnowazna jest
kongruencji (p — 1)P~1 = 2P~! (mod p?), a to, na mocy wezesniejszych obser-
wacji, rtéwnowazne jest 1+p = 1—p2P~2 (mod p?), astad 2°~2 = —1 (mod p).
Ale z Matego Twierdzenia Fermata 2P~! = 2.2P~2 =1 (mod p), wiec p = 3,
a to jest niemozliwe. Czyli (%)p_l # 1 (mod p?).

Analogiczny rachunek pokazuje, ze p—;l)p_l # 1 (mod p?), gdyz w prze-
ciwnym wypadku mieliby$my 2P~2 = 1 (mod p) co, znowu z Malego Twier-
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dzenia Fermata, jest niemozliwe. Zatem w tym wypadku wystarczy przyjaé
a= Pl

Zadanie 15.

Niech p i ¢ beda wzglednie pierwszymi liczbami naturalnymi. Podzbiér
S zbioru N nazywamy idealnym jesli 0 € S oraz dla kazdego n € S liczby
catkowite n + p i n + ¢ naleza do S. Wyznaczy¢ ilosé idealnych podzbioréw
zbioru N.

Rozwigzanie

Wiadomo, ze kazda liczba naturalna ma jednoznaczne przedstawienie w
postaci px + qy, gdzie xz,y € Z oraz 0 < x < ¢. Rozwazmy zatem zbiér A
punktéw kratowych (x,y) spelniajacych zaleznosci: px +qy > 0, 0 < z < q.
Kazdy punkt przedstawia jednoznacznie liczbe naturalna: (x,y) — pz + qy.
Latwo zobaczy¢, ze podzbidr S zbioru A jest idealny, jesli zawiera (0,0) i wraz
z punktem (z,y) zawiera punkty (z,y+1) oraz (z+1,y) o ile naleza do zbioru
A. Istotnie, dla x < g—1 jest to oczywiste, a dla x = ¢—1 wystarczy zauwazy¢,
ze liczba pg+qy = p-0+q(p+y) nalezy do S jako dodatnia wielokrotnosé g. Po-
kolorujmy teraz na mandarynkowo wszystkie kwadraty jednostkowe o érodku
(z + %,y + %), gdzie (z,y) € S lub = > ¢, a na seledynowo pozostate. Wow-
czas fragment granicy miedzy tymi dwoma obszarami miedzy punktami (0,0) i
(g, —p) jest jedna z najkrétszych Sciezek miedzy tymi punktami lezacych powy-
zej prostej px+qy = 0. Odwrotnie, majac dana taka tamana jesteSmy w stanie
jednoznacznie odtworzy¢ zbiér S: kolorujemy na mandarynkowo kwadraty po-
wzej tamanej i do S naleza ich lewe dolne rogi. Wobec tego szukany wynik
jest liczba wszystkich najkrétszych drég od (0,0) do (g, —p) powyzej prostej
px~+qy = 0. OczywiScie wszystkich najkrétszych drég jest (” :q). Kazda z nich
jest reprezentowana przez ciag a = (ag,a1,...,0p+q), gdzie ag = apyq = 01
aj+1 — a; € {p,—q} przy pomocy odpowiedniosci (z,y) — px + qy. Ciagi a
i b nazwiemy réwnowaznymi, jezeli istnieje takie k € {0,1,...p+ g — 1}, ze
bj=ajyr —ar dlaj<p+qg—Fkorazb; =ajik—pg—ardlaj<p+qg—=k.
Z definicji kazdy ciag zawiera parami rézne liczby (poza ag = ap+4), bo droga
nie przechodzi przez jeden punkt dwa razy. Wobec tego klasy réwnowaznosci
tej relacji maja dokladnie p + ¢ elementéw, bo w definicji rownwowaznosci
przy k > 0 mamy rézne ciagi (w szczegdlnosci maja minima w réznych miej-
scach). Z drugiej strony w kazdej klasie jest dokladnie jeden ciag skladajacy
sie z liczb nieujemnych (taki, ktéry przyjmuje minimum w zerowym wyrazie),
a takie i tylko takie definiuja nam drogi powyzej prostej px + qy = 0. Wobec

. . . 1 (p+q
tego wszystkich zbioréw S jest m( » )
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Zadanie 16.

Ciag liczb naturalnych (ax) spelnia warunki: a; = 2 oraz ap41 = 2a2 — 1
dla k > 1. Wykazaé, ze jesli n jest liczba calkowita dodatnia to liczby n i a,
sa wzglednie pierwsze.

Rozwigzanie

Jasne jest, ze liczby 11 a; sa wzglednie pierwsze, niech wiec n > 2 bedzie
liczba catkowita dodatnia. Rozwazmy dowolny dzielnik pierwszy p liczby n. Za-
uwazmy, ze jesli dla pewnego k liczba ay jest podzielna przez p, to apy1 = —1
(mod p) oraz agi2 = age3 = ... =1 (mod p), a zatem zaden nastepny wyraz
ciagu nie jest podzielny przez p. Jasne jest réwniez, ze ciag (ax) jest okre-
sowy modulo p, co wigcej jego okres jest nie dtuzszy niz p—;l, gdyz wszystkie
wartosci ciagu daja reszte postaci 2a% — 1, a reszt takiej postaci jest %. A
zatem, wérod liczb aq,as,...,ap+1 albo jest liczba podzielna przez p i wszyst-
kie kolejne wartosci ciagu nie sa 2podzielne przez p albo nie ma takiej wartosci
i zadna kolejna warto$¢ ciagu réwniez nie jest podzielna przez p, gdyz ciag jest
cykliczny modulo p. W kazdym razie a,, nie dzieli sie przez p gdyz n > %.
A zatem n i a,, sa wzglednie pierwsze.

Zadanie 17.
Wyznaczy¢ wszystkie liczby catkowite dodatnie n o tej wlasnosci, ze funkcja
f(x) = 2™ jest suma n funkcji okresowych.

Rozwigzanie

Dowiedziemy indukcyjnie, ze wielomian stopnia n nie jest suma n funkcji
okresowych. Dla n = 1 jest to oczywiste. Niech zatem n > 1. Zalézmy dla do-
wodu nie wprost, ze P(z) = > 1, f;(x), gdzie P jest wielomianem stopnia n, a
fi jest okresowa o okresie t;. Zatem P(z+t,)—P(z) = Z?;ll (flx+tn) — f(x)),
ale po lewej stronie mamy wielomian stopnia n — 1, a po prawej sume n — 1
funkcji okresowych. UzyskaliSmy sprzeczno$¢ z zalozeniem indukcyjnym, ktora
dowodzi tezy zadania.

Zadanie 18.

Dany jest (k + l)—elementowy zbiér S = {x1, s, ..., 2k} liczb rzeczywi-
stych zawartych w przedziale [0,1] (k i [ sa dodatnimi liczbami catkowitymi).
k-elementowy podzbiér zbioru A nazywamy dobrym jesli

1 1 k+1
Rt 2 Y S G

€A yeS\A
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Udowodni¢, ze liczba dobrych podzbioréw zbioru S jest nie mniejsza niz

2 (k+l
Rozwigzanie
Rozwazmy dowolna permutacje (a1, as,...,ak+;) ciagu (1,22, ..., Thyl)-
Przyjmijmy dla wygody, ze a; = apt+i+i dla i@ € Z oraz oznaczmy A; =
{aj+1,a;12,...,a;4+%}. Udowodnimy, ze spoéréd zbioréw A; (j = 1,2,...,k+I)

co najmniej dwa sg dobre. Polézmy jeszcze ¢; = %Z%AJ T — %ZyeS\Aj Y.
Zauwazmy dwie rzeczy: po pierwsze Zf:i c¢; = 0. Wynika to stad, ze dowolny
element a; zostanie policzony k razy z waga % il razy z waga f%. Po drugie

Geml= Te-g X ou-p X et Y =

ﬂieAj UES\AJ iUeAj—l yES\AJ‘71
1 1 k+1
=z T 7|aj+k —a;| < o

. . . . . o e . . k+1
Nazwijmy liczbe rzeczywista dobrq, jezeli jej modul nie przekracza Ti7. Z

powyzszej nieréwnosci wynika, ze jezeli ¢; nie jest dobra, to cj41 jest dobra
lub jest tego samego znaku. Przypusémy teraz, ze co najwyzej jedna z liczb c;
(niech to bedzie ¢;) jest dobra. Wéweczas liczby ¢a, ¢s, . . . cp4 sa tego samego
znaku i mamy sprzeczno$c:

k41 k+1

k+1
ch > ZC]' —|Cl|>|62|—m>0.
j=1 j=2

Wobec tego co najmniej dwa spoéréd zbioréw A; sa dobre.

Liczac po wszystkich permutacjach ciagu (z1,22,...,Tr4;) otrzymalimy
co najmniej 2(k + I)! dobrych zbioréw. Pozostaje sprawdzié¢ ile razy mogli-
$my policzy¢ ustalony zbiér A. Otz najpierw wybieramy wskaznik j taki, ze
A = A na k + [ sposobéw, nastepnie ustawiamy elementy zbioru A na swoich
miejscach na k! sposobéw oraz pozostale elementy na [! sposobdéw. Lacznie

zbidr A wystapil (k + 1)k!l! sposobdw, zatem liczba dobrych zbioréw to przy-

o 2(k+D)! 2 (ke
najmniej DRI — kT—l( k )

Zawody druzynowe:

Zadanie 1.
Liczby rzeczywiste dodatnie z1, zs, ..., z, speliaja warunek
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L L v
14z, 14z 7 14z,

Udowodnié¢ nieréwnosé

\/971+\/£+...\/E>(n—1)(\/%+\/%+...+\/%).

Rozwigzanie
WprowadZmy oznaczenie a; = 17— _Hc . Wowczas a1 +as + ...+ a, = 1 oraz
_l—a; _ 1 ] . . .

z; = o = (324 5)- Z nieréwnosci miedzy Srednimi otrzymujemy.

n—1
PR
J,J# a;

T A & /&
2]7]751 i EJJ?&Z a; oraz ZJ J#A) aj >
n—1 n—1 n—1

Korzystajac z tych nieréwnosci mamy:

VAV =Y [ 8 nlé:,\/?;)
v i#]

i JJF#

> -1 Zl:(n )(\/17+\1ﬁ+ +\/%>

i

Zadanie 2.

W tréjkacie nieréwnoramiennym ABC $rodkowa AM przecina okrag wpi-
sany w punktach X i Y. Na okregu wybrano takie punkty P, ), ze proste PX,
QY i BC sa réwnolegte. Proste AP i AQ przecinaja prosta BC odpowiednio
w punktach K i L. Wykazaé, ze BK = CL.

Rozwigzanie:
Latwo zobaczy¢, ze wystarczy pokazaé, ze KM = LM. 7 twierdzenia Ta-

lesa mamy réwnosci: KM = £ )54 ?M iLM = Q};"éM , wiec wystarczy pokazaé,
PX _ QY

7 3% = Ay

Zadanie 3.

(n, k)-turniejem nazywamy turniej skladajacy sie z k rund, w ktérym bierze
udzial n graczy, oraz spelniajacy warunki:

(i) Kazdy gracz gra w kazdej rundzie i kazdych dwéch graczy spotyka sie
CO najwyzej raz

34



(ii) Jesli gracz A spotyka gracza B w rundzie i, gracz C spotyka gracza D
w rundzie i, gracz A spotyka gracza C' w rundzie j, to gracz B spotyka gracza
D w rundzie j.

Wyznaczy¢ wszystkie pary (n, k) liczb naturalnych, dla ktérych istnieje
(n, k)—turniej.

Rozwiqzanie:

Rozwazmy graf (n, k)—turnieju; jego wierzcholkami sa uczestnicy, a krawe-
dziami — mecze. Udowodnimy indukcyjnie ze wzgledu na liczbe rund, ze jego
spéjne sktadowe maja rozmiary bedace liczbami postaci 2¢. Na poczatku wy-
starczy przyja¢ q = 0. Zalézmy teraz, ze mamy juz rozegranych [ rund i U
jest spéjna sktadowa grafu. Jezeli w (I + 1)-szej rundzie kazdy zawodnik z U
gra z zawodnikiem z U, to teza indukcyjna zachodzi. Przypusémy zatem, ze
zawodnik u ze sktadowej U gra z zawodnikiem v ze skltadowej V. Rozwazmy
dowolnego zawodnika u’ ze sktadowej U. Z definicji spdjnej skladowej istnieje
ciag zawodnikéw ug, U1, ..., Uy 2 U, 2e ug = u, U, = v’ oraz u; gral z u;1q w
rundzie r; < [. Konstruujemy ciag vg, vy, . .., vy, W nastepujacy sposéb: vg = v
oraz v;+1 jest przeciwnikiem v; z rundy r;. Z powyzszej konstrukeji widaé, ze
u; musi graé¢ z v;, w szczegdlnosci v’ gra z v,,. Ponadto jasne jest, ze zaod-
nicy v; naleza do sktadowej V. Poniewaz u’ byl dowolnie wybrany, wiec kazdy
zawodnik z U gra z jakim$ zawodnikiem z V, w szczegblnosci |U| < |V|. Ana-
logicznie kazdy zawodnik z V' gra z zawodnikiem z U oraz |V| < |U|. Wobec
tego |U| = |V, ale w tej sytuacji U UV jest spdjna skladowa grafu po [ + 1
rundach i ma rozmiar 22 + 29 = 29t1, Konczy to dowdd tezy indukcyjnej.
Zauwazmy, ze po k rundach kazda spdjna sktadowa ma rozmiar co najmniej
k+1 (zawodnik i wszyscy jego przeciwnicy), wiec jesli ¢ jest najmniejsza taka
liczba calkowita, ze 27 > k, to w oczywisty sposéb 2¢ dzieli rozmiar kazdej
skladowej, a wiec takze 29|n.

Udowodnimy teraz, ze jezeli istnieje taka liczba ¢, ze k < 29 i 29|n, to ist-
nieje (n, k)—turniej. Wystarczy pokazadé, ze istnieje (29, k)-turniej, gdyz wtedy
dla otrzymania (n, k)—turnieju wystarczy rozegra¢ pewna liczbe rozlacznych
(29, k)—turniejéw. Zauwazmy teraz, ze jezeli istnieje (n, k)—turniej, to istnieje
tez (n, k')-turniej, gdzie ¥’ < k. Istotnie, wystarczy rozegraé k' pierwszych
rund (n, k)-turnieju. Z powyzszych spostrzezen wynika, ze wystarczy udo-
wodni¢ istnienie (27,27 — 1)—turnieju. Konstruujemy go w nastepujacy sposéb:
niech X bedzie zbiorem wszystkich ciagéw (z1,...,z,), gdzie z; € {0,1}. Oczy-
wiscie | X | = 29, wiec bedziemy je utozsamiaé z zawodnikami. Wprowadzmy w
X dodawanie modulo 2 (informatyk powiedzialby ”xor”) i oznaczmy je przez
+i(z1,. ) F (Y1s -, Yg) = (@14 Y1, ., g FYg). W X jest 27 — 1 ciaggdw
niezerowych; runda polega na tym, ze bierzemy ustalony ciag z € X \ {0} i
zawodnicy x i y graja mecz wtedy i tylko wtedy, gdy z+1y = z. Woéwczas waru-
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nek (i) jest spelniony w oczywisty sposéb; aby sprawdzi¢ warunek (ii) zalézmy,
zea+b=c+d=ioraza+c=j. Wtedyb+d=>b+(a+a)+(c+c)+d=
b+a)+(a+c)+(c+d)=i+j+i=(i+1i)+j=7, gdyz dla dowolnego x
zachodzi x + z = 0.

Odpowiedz: Warunki zadania spelniaja pary (n, k), dla ktérych k < 29,
gdzie 27 jest najwyzsza potega dwojki dzielaca n.

Zadanie 4.

Dany jest nierozkladalny i niestaly wielomian P o wspélczynnikach cal-
kowitych. Dowies¢, ze dla kazdego r € N istnieje k € Z o tej wlasnodci, ze
istnieja rézne liczby pierwsze py,pa, ..., p, takie, ze p; dzieli P(k), ale p? nie
dzieli P(k) dlai=1,2,... 7.

Uwaga: Wielomian P nazywamy nierozktadalnym, jesli dla dowolnych wie-
lomianéw @, R o wspdlczynnikach catkowitych zachodzi implikacja: jezeli
P=QR,toQ==+11ub R =+1.

Rozwigzanie

Udowodnimy, ze istnieje nieskonczenie wiele liczb pierwszych p o tej wla-
snoéci, ze p|P(k), ale p* JP(k) dla pewnej liczby calkowitej k. Wéwcezas teze
otrzymamy z Chinskiego Twierdzenia o Resztach: jesli pi,po,...,p, sa licz-
bami pierwszymi o powyzszej wlasnosci, tzn. dla i = 1,2,...,r istnieje k; € Z
takie, ze p;|P(k;) oraz p? /AP(ki), to z Chinskiego Twierdzenia o Resztach
istnieje k takie, ze k = k; (mod p?) dla i = 1,2,...,r. Wtedy jasne jest, ze
P(k) posiada zadana wlasnosé.

W pierwszej kolejnosci udowodnimy, ze zbiér liczb pierwszych p takich,
ze p|P(k) dla pewnego k € Z jest nieskonczony. Dla dowodu niewprost za-
16zmy, ze zbidr ten jest skonczony i przyjmijmy, ze jego elementami sa liczby
P1,P2, - - -, Pm- Oczywiscie m > 1, gdyz wielomian P jest niestaly. Poniewaz
wielomian P jest niestaly wiadomo réwniez, ze istnieje takie u, ze P(u) # 0.
Wtedy oczywiscie

P(u) = (=1)%pi"p3* ..o

gdzie ag, a1, o, ..., f sa pewnymi nieujemnymi liczbami catkowitymi. Niech
teraz [ € Z. Mamy

P(u+Ipy Hlpga ™ pethy = (1) Ppips L ple

m

dla pewnych nieujemnych liczb caltkowitych fo, 581,02, .., Bm. Liczby P(u)

oraz P(u+ lpf”‘"lpg““+1 ...p&mt1) daja ta sama reszte z dzielenia przez liczbe

pPHpge Tt pamtl g wiee, w szezegdlnoded, dla 1 < i < m, mamy

P(u) = Plu+Iptpstt . pir ) (mod piitt).

%
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Czyli najwyzsze potegi liczby p;, ktére sa wspdlnymi dzielnikami liczb P(u)
oraz P(u + IpS*Tips>th  pemt1) sq takie same. Stad a; = f;. A zatem, dla

kazdego | € Z:
P(u+ lp(f‘1+1pg2+l oty = £ P(u).

gdyz dla kazdego x catkowitego liczba P(x) nie posiada czynnikéw pierwszych
réznych od p1,pa, ..., Pm. Z powyzszej rownosci wynika, ze co najmniej jedna z
wartosci: P(u) lub —P(u) jest przyjmowana przez wielomian P nieskonczenie
wiele razy, ale to jest niemozliwe, gdyz wielomian P jest niestaly. Uzyskana
sprzeczno$é¢ konczy dowodd tej czesci rozumowania.

Wykazemy teraz, ze zbidr liczb pierwszych p takich, ze p| P(k) dla pewnego
k € Z oraz spemiajacych implikacje: p|P(k) implikuje p?|P(k) jest skoficzony.
Oczywiscie jest to podzbior zbioru pojawiajacego sie w poprzedniej czedci
rozumowania, ktéry jak juz wiemy jest nieskonczony. A wiec otrzymamy to
co zapowiedzieliémy na poczatku, a zatem otrzymamy tez teze. Zalézmy za-
tem, ze p jest taka liczba pierwsza i niech k bedzie takie, ze p|P(k), czyli
tez p?|P(k). Ale mamy tez p|P(p + k), a zatem réwniez p?|P(p + k). Jedli
P(z) = apz™ + ap_12" 1 4+ ... + a1 + ap, to wtedy

0=Pp+Ek)=a(p+k)"+an1(p+E)" 1 4+...+ar(p+k)+a=

= p(na k" ' Han_1(n—1)E" 2+ +a1)+(ank" Fan_ 1 k" . Aark+ag) =
— pP'(K) + P(E) = pP/(K)  (mod 72),

gdzie w drugiej kongruencji wykorzystaliémy wzér dwumianowy Newtona oraz
fakt, ze reszta skladnikéw redukuje sie modulo p?. Otrzymaliémy zatem, ze
p| P’ (k). Jednakze, wielomian P jest wielomianem nierozkladalnym, a wiec w
szczegolnoscei jest wzglednie pierwszy ze swoja pochodna, ktéra jest wielomia-
nem o stopien mniejszym. Wynika stad, ze istnieja wielomiany A(x), B(z) o
wspolczynnikach catkowitych oraz niezerowa liczba calkowita c taka, ze praw-
dziwa jest réwnosé
A(z)P(z) + B(z)P'(z) = c.

Wstawiajac do powyzszej réwnosci = p otrzymujemy, ze p|c, a wiec wszystkie
liczby pierwsze p o danej wlasnosci sa dzielnikami pewnej niezerowej liczby

calkowitej, a to oznacza, ze jest ich skonczenie wiele. Tym samym rozwiazanie
zadania jest zakonczone.
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Mecz matematyczny:

Zadanie 1.

Odejmowacz i Dodawacz graja w nastepujaca gre: dany jest ciag liczb cal-
kowitych dodatnich a1 < as < ... < a,. Ruch Dodawacza polega na dodaniu
do pierwszej liczby w ciagu jednej z pozostalych liczb i przestawieniu jej na
koniec. Ruch Odejmowacza polega na odjeciu od pierwszej liczby jednej z pozo-
statych liczb tak, by otrzymany wynik byl nieujemny i przestawieniu otrzyma-
nej liczby na koniec. Jezeli Odejmowacz nie moze wykonaé¢ ruchu, przestawia
liczbe na koniec bez zmieniania jej.

Odejmowacz wygrywa, jezeli po jednym z jego ruchéw w ciagu wystepuje
liczba 0. Wyznaczy¢ wszystkie takie liczby naturalne n > 2 i wszystkie ciagi
a1 < as < ...< anp, dla ktorych Odejmowacz ma strategie wygrywajaca.

Rozwigzanie

Jasne jest, ze dlan = 1 i n = 2 Odejmowaczowi nie uda sie wykonaé
zadnego ruchu i tym samym przegra. Przypu$émy zatem, ze n > 2. Rozwazmy
dwa przypadki:

1° n jest liczba parzysta. Zauwazmy, ze istnieje § sposréd tych liczb, na
ktorych operuje tylko Odejmowacz (konkretnie co druga, w zaleznosci od tego,
czy zaczyna, czy nie). Wobec tego suma tych liczb sie nie zwieksza, a jezeli
wszystkie te liczby sa dodatnie, to wsréd dwdch kolejnych ruchéw przynaj-
mniej raz zmniejsza (nie jest mozliwe trafi¢ na $cile najmniejsza liczbe dwa
razy z rzedu), wiec po skoficzonej liczbie ruchéw musi pojawié sie liczba 0.
Odejmowacz wygrywa.

2° n jest liczba nieparzysta. Przypu$émy, ze Dodawacz zaczyna (w przeciw-
nym wypadku dowodzimy analogicznie). Jest jasne, ze po obejsciu pierwszego
kétka Odejmowaczowi nie uda sie wygraé, jezeli dodawacz bedzie dodawal
do swoich liczb najwieksza aktualnie wystepujaca. Wobec tego po pierwszym
kétku zachodza nieréwnosci a1 < az < as... < a, oraz a; > a; dla j parzy-
stych. Udowodnimy przez indukcje, ze taka sytuacja utrzyma sie po kazdym
ruchu Dodawacza, wiec Odejmowacz nie wygra, bo od a; moze odjaé¢ tylko
liczby mniejsze. Teraz Odejmowacz rusza sie: odejmuje co$ od a; i przeindek-
sowuje cigg: teraz zachodza nieréwnosci az < as < ... < a,_1 oraz as > a; dla
J nieparzystych (gdyz poprzednio bylo az > a; dla j parzystych i az > a1, a
liczba a; sie jeszcze zmniejszyla). Teraz Dodawacz dodaje do nowego a; nowe
an—1 (najwieksza liczbe sposréd wypisanych) i przeindeksowuje ciag: poprzed-
nie nieréwnosci wygladaja tak: a1 < az < ...an—2 i a1 > a; dla j parzystych.
Ponadto a,, jest teraz najwieksza liczba w ciagu, wiec teza indukcyjna zacho-
dzi, co konczy dowdd. Odejmowacz przegrywa.
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Zadanie 2.

Dany jest zbiér n > 3 punktéw plaszczyzny S, z ktorych zadne dwa nie sa
wspolliniowe. Wykazaé, ze istnieje taki zbior T' sktadajacy sie z 2n — 5 punk-
tow plaszczyzny, ze kazdy tréjkat wyznaczony przez 3 rézne punkty zbioru S
zawiera punkt ze zbioru 7.

Rozwiqzanie
Niech (x1,v1), (z2,92), .., (Zn,yn) beda punktami plaszczyzny zbioru S,
przy czym zalézmy, ze z; < 22 < ... < z, - mozemy tak zalozy¢, gdyz bez

straty ogdélnosci mozemy obrocié¢ plaszczyzne tak aby liczby z; byly rozne, a
potem przenumerowaé punkty. Rozwazamy odleglo$é punktu (x;, y;) do prostej
przechodzacej przez punkty (z;,y;), (zx, yx) dla 1 < 4,5,k < n oraz i # j #
k # i. Sposéréd wszystkich takich odlegtosci wybierzmy najmniejsza i oznaczmy
przez d jej polowe. Zdefiniujmy zbior T' sktadajacy sie z 2n — 4 punktéw jako

T={(zyyi — d), (zi,y; +d): 1 =2,3,...,n—1}.

Rozwazmy dowolny tréjkat skladajacy sie z punktéw zbioru S i zalézmy, ze
odpowiadajace im indeksy to k < [ < m. Latwo zauwazy¢, ze wowczas jeden z
punktéw (x;, yi —d), (21, y1+d) znajduje sie wewnatrz tego tréjkata - wynika to
stad, ze prosta réwnolegla do osi OY przechodzaca przez punkt (z;, ;) przecina
odcinek taczacy punkty (zx,yk), (Tm, Ym) gdyz 2k < 27 < Ty A zatem T jest
zbiorem 2n — 4 punktéw speitniajacych dany warunek. Zauwazmy jednak, ze
jeden punkt ze zbioru T jest niepotrzebny. Istotnie, otoczka wypukla zbioru
S jest wielokatem wypuklym o wierzchotkach w zbiorze S. Jako, ze otoczka
zawiera co najmniej 3 wierzchotki mozemy wybraé¢ wierzcholek (x;,y;) taki,
ze 1 < @ < n. Jasne jest, ze wowczas jeden z punktéw (x;,y; — d), (zi,y; +
d) lezy po za otoczka wypukla zbioru S, czyli nie lezy we wnetrzu zadnego
tréjkata wyznaczonego przez trzy roézne punkty zbioru S. A zatem usuwajac
go otrzymujemy zbiér 2n — 5 punktow, ktéry spelnia zadany warunek.

Zadanie 3.
Dany jest graf G o n wierzchotkach i m krawedziach. Podzbiér wierzchotkow
grafu G nazywamy niezaleznym jesli zadne dwa wierzchotki tego podzbioru nie

sa polaczone krawedzia. Dowie$é, ze w zbiorze wierzcholtkéw grafu G istnieje
2
n

zbidr niezalezny o mocy nie mniejszej niz .
2m+n

Rozwigzanie:

Wykazemy, ze najwiekszy zbiér niezalezny ma moc co najmniej » ﬁ,
gdzie sumowanie przebiega po wszystkich wierzchotkach grafu, a d(v) jest stop-
niem wierzchotka v. Skonstruujmy zbiér niezalezny w nastepujacy sposob:
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ponumerujmy w losowy sposéb wierzchotki grafu liczbami 1,2,...,n (kazde
numerowanie losujemy z réwnym prawdopodobiefistwem), a nastepnie wybie-
rajmy wierzchotki zachlannie, tzn. bierzemy wierzcholek o numerze k wtedy i
tylko wtedy, gdy wierzchotki o numerach 1,2,...,k — 1 nie sa jego sasiadami.
Przy tej konstrukcji wierzchotek v jest w zbiorze niezaleznym z prawdopodo-
bienstwem ﬁ, poniewaz dzieje sie tak, gdy ma numer mniejszy od wszyst-
kich swoich sasiadéw. Wobec tego $rednia liczba wierzchotkéw (formalnie: war-
toé¢ oczekiwana) jest réwna ) W. Niemozliwe jest, zeby kazdy zbiér byt
ponizej $redniej; w takim razie ktorys zbioér niezalezny ma moc wieksza lub
. 1

rowna Z’U W

Aby zakonczyé dowdd wystarczy skorzystaé z nieréwnosci miedzy Srednimi:

n? n?

1
zvj d(v) +1 > S.A0)+1)  2m+n

Zadanie 4.
Wyznaczy¢ wszystkie takie funkcje f : RT — R™ spelniajace warunek
f@) f(yf(x)) = f(z+y), dla wszystkich z,y > 0.

Rozwigzanie:

Udowodnimy najpierw, ze f(z) < 1 dla wszystkich z. Przypusémy prze-
ciwnie, ze dla pewnego  mamy f(z) > 1. Wéwczas podstawiajac y = ﬁ
otrzymujemy f(a:)f(fl(];gf)l) = f(fx(igi)l), czyli f(z) = 1 wbrew przyjetemu
zalozeniu.

Mamy f(yf(x)) < 1, skad widzimy, ze funkcja jest nireosnaca. Przypusémy
teraz, ze istnieje t, dla ktérego f(t) = 1. Wéwezas podstawiajac = ¢ mamy
f(y) = fly+t), czyli f jest okresowa. Laczac to z monotonicznoscia dostajemy,
ze f(x) =1 dla kazdego z.

Zalézmy teraz, ze f(z) < 1 dla kazdego x. W szczegdlnosci f(yf(z)) < 1,
czyli f jest $cidle malejaca, a wiec roznowartoéciowa. Podstawiajac x = ¢, y =
ﬁ mamy f(t)+ f(1) = f(t+ ﬁ) dla dowolnego t. Podstawiajac z = 1, y =
ﬁ dostajemy f(1) + f(t) = f(1 + ﬁ) Laczac te dwie réwnosci z rézno-

wartoéciowoscia funkcji f otrzymujemy t + ﬁ =1+ %, czyli f(t) = ﬁ,
gdzie ¢ = ﬁ — 1 jest liczba dodatnia.

Laczac te dwa przypadki widzimy, ze f(z) = ﬁ, gdzie ¢ > 0. Przez bez-
posrednie podstawienie sprawdzamy, ze funkcje tej postaci spelniaja wyjéciowe
rownanie.
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Zadanie 5.
Dany jest wielomian P o wspélczynnikach rzeczywistych. Udowodnié, ze
jesli
P(z) = (U1(2))* + (Ua(2))? + ... + (Uk())”
dla pewnego caltkowitego dodatniego k i wielomianéw rzeczywistych Uy, ..., Ug,
to istnieje takie catkowite dodatnie m i wielomiany rzeczywiste Vi,...,V,,, ze

(P(2))* = (Va(2))* + (Va(@))* + ... + (Vin(2))".

Rozwigzanie

Na poczatek zauwazmy, ze jesli wielomiany F(x) i G(z) sa sumami czwar-
tych poteg pewnych wielomiandéw o wspélczynnikach rzeczywistych, to wielo-
mian F'(z) - G(x) réwniez ma te wlasnosé (wystarczy wymnozy¢é nawiasy). Co
wiecej, wiadomo, ze kazdy wielomian o wspoétczynnikach rzeczywistych roz-
ktada sie na iloczyn wielomianéw stopnia 1 oraz iloczyn wielomianéw stopnia
2 nie posiadajacych pierwiastka rzeczywistego. Mozemy wiec zapisa¢ P(x) =
clx —a1)*(z — a2)®?...(x — ap)*" P (z)Pa(x) ... P(x), gdzie P;(x) sa nie-
rozkladalnymi i unormowanymi wielomianami stopnia 2, a ¢ > 0 liczba rze-
czywista. Jasne jest, ze krotnosci wszystkich pierwiastkow sa parzyste, gdyz
w przeciwnym razie P przyjmowalby warto$ci ujemne, a to jest niemozliwe
gdyz jest suma kwadratéow wielomianéw o wspolczynnikach rzeczywistych.
A wigc wielomiany (r — a;)2% sa czwartymi potegami, a to oznacza, ze z
uwagi poczynionej na poczatku wystarczy wykazaé, ze wielomiany (P;(x))?,
dlai=1,2,...,1 sa sumami czwartych poteg wielomianéw o wspotczynnikach
rzeczywistych.

Niech f(z) = 22 4+ az + b bedzie dowolnym unormowanym tréjmianem
kwadratowym bez pierwiastkéw. Jasne jest, ze wystarczy, iz teze wykazemy
dla f(z+u), gdzie u jest dowolna liczba rzeczywista. W szczegdélnosci mozemy

A

przyjaé¢ u = _Tb Ale f(z — %) = 2?2 — 7> przy czym wiadomo, ze A < 0.

Wystarczy wiec udowodnié teze dla tréjmianu f(x) = 22 +12, gdzie t € R. Ale

1 1 1

a zatem rozwiazanie zadania jest zakonczone.

Zadanie 6.
Dowiesé, ze jesli a,b, c sa liczbami rzeczywistymi spelniajacymi warunek
a? + b2 + 2 = 9, to zachodzi nieréwnosé

2(a+ b+ ¢) — abe < 10.
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Rozwigzanie

Jedli liczby a, b, ¢ sa ujemne, to po zamianie dwéch z nich na liczby prze-
ciwne nie zmieniamy danego warunku, a lewa strona nieréwnosci zwieksza sie.
Jedli dokladnie dwie sposérod liczb a, b, ¢ sa ujemne to zamieniajac jedna z ujem-
nych liczb na przeciwna réwniez nie zmieniamy danego warunki, a zwickszamy
lewa strone nieréwnosci. Wystarczy wiec ograniczy¢ sie do dwéch przypad-
kéw: wszystkie liczby a, b, ¢ sa nieujemne lub doktadnie jedna z liczb a, b, ¢ jest
ujemna. Rozpatrzmy pierwszy z nich.

Jedli abc > 1, to z nieréwnoéci miedzy érednia arytmetyczna a kwadratowa

2a+b+c)—abe < 2¢/3(a2+02+¢2)—1=6V3—-1< 10.

W przeciwnym razie pewna z liczb a, b, ¢ jest mniejsza niz 1. Bez straty ogol-
noéci przyjmijmy, ze a < 1. Wowczas

b2 & 2
2(a+b+c)—abc<2<a+2\/ ;—C ) = 2a + 24/18 — 2a? < 10,

przy czym druga z nieréwnoéci zachodzi, gdyz proste przeksztalcenia pokazuja,
ze réwnowazna jest ona nieréwnosci 0 < 3(1 — a)(% — a).
Zatézmy teraz, ze dokladnie jedna z liczb a,b, ¢ jest ujemna, niech bedzie

to liczba c. Nieréwnos$é mozemy przepisa¢ réwnowaznie

—2(a+b+c¢) > —10 — abc

lub tez

%((a 224+ (b—-224 (c+1)%) > -1+ 3¢ — abe.

Ale skoro ¢ < 0, to

—1+3¢c—abec < —1+30—c<“2'2"b2)

1(—2+6c—c(9—¢?) =

=1(-2-3c+ ) = 3(c+1)%(c—2) <0,
co koniczy dowdd.

Zadanie 7.

Punkt O jest $rodkiem okregu opisanego na tréjkacie ABC. Punkt D
jest spodkiem wysokosci z A, a E — punktem przeciecia prostych AO i BC.
Styczne do okregu opisanego na trojkacie ABC w punktach B i C' przecinaja
sie w punkcie T', a prosta AT przecina ten okrag w punkcie F'. Udowodnié, ze
okrag opisany na tréjkacie DEF jest styczny do okregu opisanego na tréjkacie
ABC.
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Rozwigzanie:

Rozwazmy zlozenie inwersji o $rodku A i kwadracie promienia AB - AC z
symetria wzgledem dwusiecznej kata <BAC. W tym przeksztalceniu punkty
B i C prechodza na siebie nawzajem; wobec tego prosta BC' i okrag opisany
na tréjkacie ABC' tez przechodza na siebie nawzajem. Z lematu o symedianie
wiemy, ze prosta AT jest symediana w trojkacie ABC, jej obraz jest zatem
$rodkowa i Srodek M odcinka BC' jest obrazem punktu F. Mamy rownosé
<IBAE = <FAC, wiec proste AE i AF przechodza na siebie nawzajem i ob-
razy E', F’ punktéw E, F' sa punktami przeciecia prostych AF, AE 7z okregiem.
Znéw korzystajac z powyzszej rownosci katéw dostajemy réwnoéé tukéw BE' i
F'C, a wigc punkty F’ i F' sa symetryczne wzgledem symetralnej odcinka BC
i taki tez jest okrag opisany na tréjkacie E'F’'M. Jest wiec styczny do prostej
BC w punkcie M. Te figury sa obrazami okregoéw opisanych na tréjkatach
DEF i ABC, ktére w takim razie tez sa styczne.

Zadanie 8.

Okrag w jest okregiem wpisanym w trojkat ABC, stycznym do bokéw
BC,CA, AB odpowiednio w punktach D, F, F. Punkt T jest drugim punktem
przeciecia prostej AD z w, a punkty M, N — odpowiednio drugimi punktami
przeciecia prostych BT, C'T z w. Okregi wy, wy sa styczne do w w punktach 7T,
D i przecinaja sie w punktach X,Y. Dowiesé, ze punkty X,Y, M, N leza na
jednym okregu lub na jednej proste;j.

3

Rozwigzanie:

Jezeli AC = BC, to odcinek X M jest symetryczny do YN wzgledem pro-
stej AD, wiec teza oczywiscie zachodzi (trapez réwnoramienny da sie wpisa¢ w
okrag). Przypusémy, ze AC # BC. Wykazemy najpierw, ze proste BC, XY,
MN 1 styczna k do okregu w w punkcie T przecinaja sie w jednym punk-
cie. Istotnie, BC, XY i k sa wspodlpekowe jako osie potegowe par okregdw
sposrod tréjki w, wy, we. Aby przekonaé sie o wspoétpekowosci prostych BC,
MN i k wystarczy dokonaé rzutowania srodkowego ptaszczyzny, ktore okrag
w przeprowadza na okrag i przeksztalca AC' i BC na réwne odcinki. Wow-
czas trzy wspomniane proste sa rownolegle, a wiec w sensie geometrii rzutowe;j
przecinaja sie w jednym punkcie.

Oznaczmy przez P punkt przeciecia prostych BC, XY, M N i k. Korzy-
stajac z twierdzenia o potedze punktu wzgledem okregu mamy PM - PN =
PD? = PX - PY, skad juz latwo wynika teza.

Zadanie 9.
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Punkty O, I sa odpowiednio srodkami okregéw opisanego i wpisanego w
tréjkat ABC. Punkt D jest punktem stycznosci okregu wpisanego z bokiem
BC, a punkty E i F' sa odpowiednio punktami przeciecia prostych AI i AO
z okregiem opisanym na tréjkacie ABC. Proste FI i ED przecinaja sie w
punkcie S, proste SC i BE — w M, a proste AC'i BFF — w N. Udowodni¢,
ze punkty M, I, N sa wspoétliniowe.

Rozwigzanie

Udowodnimy, ze punkt S lezy na okregu opisanym na tréjkacie ABC'. Niech
T # F bedzie punktem przeciecia prostej F'I z okregiem opisanym na tréjkacie
ABC, a L i K niech beda odpowiednio punktami stycznoéci okregu wpisanego
w trojkat ABC' z bokami AC' i AB. Mamy wéwczas réwnosci

LITA=/LFTA=90°=ZLILA = /IKA,

skad wynika, ze punkty T, L, K, A leza na okregu o érednicy AI. A zatem
LTLA = /TKA, co pociaga za soba LTLC = ZTKB. Mamy tez LTCL =
/TCA = /TBA = /TBK, a stad trojkaty TCL i TBK sa podobne. Za-
chodza wiec nastepujace rownosci

cr CL CD

BT BK BD’
Z twierdzenia o dwusiecznej wynika, ze prosta T'D jest dwusieczna kata CTB.
Przechodzi zatem przez $rodek tuku CB, czyli punkt E. A wiec proste ED i
FI przecinaja sie w T' skad juz wynika, ze punkty S i T pokrywaja sie.

Aby zakonczyé dowdd zastosujmy twierdzenie Pascala do samoprzecinaja-
cego sie szesciokata AEBFTC wpisanego w okrag. Dostajemy wéwczas, ze
przeciecie prostych AE i FT (punkt I), przeciecie prostych EB i TC (punkt
M) oraz przeciecie prostych BF i CA (punkt N) sa wspoiliniowe, co konczy
dowdd.

10. Dany jest skonczony zbiér liczb pierwszych S. Dowiesé, ze istnieje liczba
catkowita dodatnia n, ktéra jest przedstawialna w postaci a? + bP dla kazdej
liczby pierwszej p € S (a,b sa liczbami catkowitymi dodatnimi) oraz nie jest
przedstawialna w postaci a? + bP dla wszystkich liczb pierwszych p & S.

Rozwigzanie

Jasne jest, ze jesli S jest zbiorem pustym wystarczy przyja¢ n = 1. Zalézmy
wiec, ze S nie jest pusty i niech liczby pierwsze p1, po, . .., pr beda wszystkimi
elementami zbioru S. Wykazemy, ze liczba n = 2P1P2--Petl gpelnia zadany
warunek.
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Jako, ze 2P1P2- PRl — 9P1P2.PL L OP1P2--Pk jagne jest, ze wystarczy pokazaé,
ze je$l p jest liczba pierwsza, rézna od pi,po,...,pk, to nie istnieja liczby
calkowite dodatnie a, b takie, ze 2P1P2Pr+l = gP 4 pP Dla dowodu niewprost
zalézmy, ze istnieja a,b o tej wlasnoéci. Niech a = 2%ay oraz b = 2'by, gdzie
ap 1 by sa nieparzyste. Przyjmijmy bez straty ogdlnoéci, ze k > [. Dostajemy
wiec réwnanie 2P1Pz-PeFl=lp — okp=lpgh 4 bb. Zauwazmy, ze jesli k > I to
po prawej stronie wystepuje liczba catkowita nieparzysta wieksza niz 1. Ale
po lewej stronie wystapi¢ moze tylko liczba niecalkowita, liczba 1 lub liczba
parzysta. Stad k = [.

Mamy zatem réwnanie 2™ = al + bf), gdzie m = pipa...pp + 1 — Ip oraz
ag, bo sa nieparzyste. Rozpatrzymy dwa przypadki: p=21ip > 2.

W obu przypadkach jasne jest, ze m jest liczba catkowita dodatnia (gdyz
inaczej réwnanie nie jest spelnione). Co wiecej, jesli p = 2, to m jest liczba
parzysta (gdyz liczby p; sa nieparzyste), a zatem m > 2 i lewa strona réwnania
jest podzielna przez 4. Ale ag, by sa nieparzyste, a zatem a3 + b3 = 2 (mod 4),
sprzecznosé.

Zalézmy teraz, ze p > 2. Mozemy wiec roztozy¢

2m — ag + bg = (ao + bo)(ag_l — ag_Zbo +...— aobp_2 + bg_l).

Wynika stad, ze liczba ag + by jest potega liczby 2, jesli wiec ag + by = 2¢ to
dostajemy réwnanie

2™ =ab + (2" — ap)P = p2tag_1 - (g) 22tag_2 +...— p2t<p—1)a0 + 2tP,
Poniewaz t > 0, a liczby ag i p sa nieparzyste, jasne jest, ze liczba wystepujaca
po prawej stronie dzieli sie przez 2 dokladnie w potedze t, a zatem t = m. Czyli
Zgizg =1l,astada=0b=1 (gdyz p > 1). A wiec w szczegilnosci m = 1, czyli
p1p2 -..pr = Ip. To jednak oznacza sprzecznos¢ gdyz p jest liczba pierwsza
rézna od p1,pa,. .., Dk-

Zadanie 11.

Wielomian P o wspoélczynnikach catkowitych posiada pierwiastek rzeczywi-
sty. Wykazad, ze istnieje nieskoniczenie wiele liczb pierwszych p postaci 4k + 3,
gdzie k € N, dla ktérych istnieje liczba naturalna n taka, ze p|P(n).

Rozwigzanie
Niech ag oznacza wyraz wolny wielomianu P. Jasne jest, ze jesli ag = 0, to
teza jest spelniona, a zatem mozemy przyjaé, ze ag # 0. Jasne jest rowniez,

ze w wielomianie P(agx) wszystkie wspolezynniki sa podzielne przez ag, a
P(agz)
ao

zatem jest wielomianem o wspélczynnikach catkowitych. Co wiecej,
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posiada on pierwiastek rzeczywisty (gdyz posiada go P) i jedli teza zadania
spelniona jest dla tego wielomianu to spelniona jest réwniez dla wielomianu
P. Zauwazmy przy tym, ze wyraz wolny tego wielomianu jest réwny 1. A zatem
bez straty ogélnosci mozemy przyjaé, ze ag = 1. Co wiecej mozemy zatozy¢, ze
wielomian P jest nierozkladalny na iloczyn wielomiandéw o wspoétczynnikach
catkowitych, gdyz z rozkladu P na iloczyn nierozktadalnych wielomianéw o
wspélczynnikach calkowitych mozemy wybra¢ ten wielomian, ktéry posiada
pierwiastek rzeczywisty i udowodni¢ teze dla niego i wowczas automatycznie
teza zachodzi rowniez dla wielomianu P.

Zalbézmy wiec, ze P jest nierozkladalnym wielomianem o wspétczynnikach
catkowitych posiadajacym wyraz wolny réwny 1 oraz pierwiastek rzeczywisty
«. Przyjmijmy jeszcze, ze wspolczynnik wiodacy wielomianu P jest dodatni.
Niech @ bedzie niezerowym wielomianem o wspélczynnikach catkowitych, kté-
rego pierwiastkiem jest « i jego stopien jest mozliwie najmniejszy. Twierdzimy,
ze Q|P. Istotnie, zapiszmy dzielenie z reszta: P(x) = Q(x)G(x) + R(z), gdzie
R(z) jest wielomianem o wspélczynnikach wymiernych. Niech ¢ bedzie taka
liczba calkowita, ze cR(x) jest wielomianem o wspdlczynnikach catkowitych,
czyli cP(z) = cQ(x)G(z) + cR(x). Wstawiajac do réwnosci ¢ = a otrzymu-
jemy cR(«) = 0, ale cR jest wielomianem o wspdlczynnikach catkowitych o
stopniu mniejszym niz @, a stad R = 0, czyli Q|P. Jako, ze P jest wielomia-
nem nierozkladalnym otrzymujemy réwnosé P(z) = Q(x) (mozemy zalozy¢,
ze @ réwniez posiada dodatni wspdtezynnik wiodacy).

Zauwazmy teraz, ze « jest pierwiastkiem wielomianu P z krotnoscia 1.
Istotnie, jesli krotnos¢ « wynositaby co najmniej 2, to wowczas mieliby$Smy
P'(a) = 0. Jest to sprzecznosé gdyz P’(x) jest niezerowym (latwo zauwazyé,
ze P nie moze by¢ staly) wielomianem o wspélczynnikach caltkowitych, ktérego
pierwiastkiem jest a oraz deg P’ < degP. W takim razie istnieje przedzial (a, ),
gdzie a < b, taki, ze P(z) <0, dla x € (a,b).

Teze wykazemy indukcyjnie. Zalézmy, ze mamy juz [ liczb pierwszych
p1,P2,- .., P1, ktére daja reszte 3 z dzielenia przez 4 i dziela pewna wartoscé
wielomianu P. Znajdziemy kolejna taks liczbe pierwsza. Niech A = p1ps...p;
(jesli I = 0, to przyjmujemy A = 1). Zauwazmy, ze dla kazdego caltkowitego u
liczba P(uA) nie dzieli sie przez liczby p1, pe, ..., p; - wynika to natychmiast z
faktu, ze wyraz wolny wielomianu P jest rowny 1. Wezmy takie u calkowite,
ze P(uA) > 0. Niech m bedzie najwyzsza potega liczby 2 dzielaca P(uA), tzn.
P(uA) = 2™t, gdzie t jest liczba nieparzysta. Jesli ¢t = 3 (mod 4) to liczba ¢
posiada dzielnik pierwszy postaci 4k+3 (gdyz ¢ > 0) a jako, Ze nie jest to zadna
z liczb p1,pa, ..., p; to jest to nowa, szukana liczba pierwsza danej postaci. Za-
t6zmy wiee, ze t = 1 (mod 4). Z twierdzenia Dirichleta istnieje nieskonczenie
wiele liczb pierwszych dajacych reszte 1 z dzielenia przez 2 2. Niech y bedzie
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y(b—a)

> 2m+2 tzn. w przedziale (4 y—b) znajduje sie co naj-

taka z nich, ze g

mniej 2™%2 liczb calkowitych (zauwazmy, ze y # p; dla i = 1,2,...,1, gdyz
liczby p; daja reszte 3 z dzielenia przez 4). Wybierzmy z nich taka liczbe cal-
kowita z, ze ¥ = u (mod 2™12), wéwezas % € (a,b), a stad P(%) < 0. Jako,
ze y jest liczba nieparzysta mozemy rozwazacé liczbe % modulo 2™*? i mamy
wtedy £ = u (mod 2m+2) . Wéwezas P(%) = P(Au) (mod 2™*+2) co ozna-
cza, ze P(%) = —2™M%, gdzie liczby ¢, d > 0 sa wzglednie pierwsze oraz § =
(mod 4) (pamietamy o tym, ze ¢ daje reszte 1 z dzielenia przez 4). Jasne jest,
ze d|y™, gdzie n oznacza stopiefi wielomianu P, a skoro y jest liczba pierwsza
to d jest potega liczby y, a wiec w szczegdlnosci daje reszte 1 z dzielenia przez
4. Wynika stad, ze ¢ = 3 (mod 4), a wiec istnieje liczba pierwsza p postaci
4k + 3 taka, ze p|c. Jasne jest, ze p # p; dlai =1,2,...,1, gdyz wyraz wolny

wielomianu P jest réwny 1, a y nie jest zadna z liczb p; dla i = 1,2,... 1.
Mamy réwniez y # p, skad wynika, ze istnieje taka liczba naturalna v, ze
v = % (mod p). Woéwczas p|P(v) i wystarczy przyjaé pi41 = p.

Zadanie 12.

Dane sa wzglednie pierwsze liczby naturalne a, b > 1. Udowodnié, ze istnieje
nieskonczenie wiele liczb pierwszych p o tej wlasnosci, ze najwyzsza potega
liczby p dzielaca liczbe aP~! — bP~! jest nieparzysta.

Rozwigzanie

Dla danej liczby pierwszej p i n € N niech v,(n) oznacza najwyzsza potege,
w ktorej p dzieli n (jesli p nie dzieli n, to vy(n) = 0). Naszym celem jest
wykazanie, ze istnieje nieskoniczenie wiele liczb pierwszych p takich, ze liczba
vp(aP~t — bP~1) jest nieparzysta.

Zalézmy, ze liczb pierwszych o tej wlasnosci jest skonczenie wiele i niech
beda to p1,po,...,pk- Jasne jest, ze dla kazdego i = 1,2,...,k liczba p; nie
dzieli a. Istotnie, jesli p;|a, to p; nie dzieli b, gdyz liczby a i b sa wzglednie
pierwsze a stad vy, (a? ™! — bPi~1) = 0 co przeczy zalozeniu. Z tych samych
powodéw p; nie dzieli bdlai=1,2,... k.

Rozwazmy dowolna liczbe pierwsza p, wieksza od liczb p1, ps, ..., pk, ktéra
nie dzieli a —b. Wezmy teraz dowolny dzielnik pierwszy q liczby aP — bP, ktory
nie jest dzielnikiem liczby a — b. Jasne jest, ze wéwczas ¢ nie dzieli a, gdyz
woéwcezas dzieliloby rowniez b, co przeczy zalozeniom. Analogicznie, ¢ nie dzieli
b. Twierdzimy, ze q¢ # p; dla i = 1,2,..., k. Istotnie, p jest liczba pierwsza
wieksza niz wszystkie liczby p;, a zatem dla kazdego ¢ = 1,2,...,k liczby p i
p; — 1 sa wzglednie pierwsze, czyli istnieja s,t € Z takie, ze ps+ (p; — 1)t = 1.
Dla dowodu nie wprost przyjmijmy, ze p; = q. Z Maltego Twierdzenia Fermata
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mamy
l=a’" ="' (mod q),

ale wiadomo, ze mamy réwniez a? = b (mod ¢). Podnoszac pierwsza kongru-
encje do potegi t, a druga do potegi s, a nastepnie mnozac je stronami dosta-
jemy a = b (mod gq), co przeczy temu, ze ¢ nie jest dzielnikiem liczby a — b.
Skoro ¢ nie jest zadna z liczb p1,pa, . . ., P, t0 2|vg(a?™t —b771). Udowodnimy
teraz, ze vy(a?™! — b971) = v (aP — bP). W pierwszej kolejnodci zauwazmy, ze
plg — 1. Istotnie, niech u oznacza najmniejsza liczbe calkowita dodatnia, dla
ktorej gla® — b*. Jesli p = lu + r, to woéwczas

a? =a"-a" = =b" 0" (mod q),

a skoro a* = b* (mod ¢), toa” =b" (mod q). Ale r < u skad wynika, ze r = 0,
a to znaczy, ze u dzieli p. Jako, ze p jest liczba pierwsza, a u > 1 (gdyz ¢ nie
jest dzielnikiem liczby a — b) to musimy mie¢ v = p. Bez trudu w analogiczny
spos6b pokazujemy, ze p|g — 1. Niech wiec ¢ — 1 = mp. Oczywiscie ¢ nie dzieli
m. Niech tez vy(a? —b”) = a > 0, tzn. a? — P = ¢¢® 1 ¢ nie dzieli c. Mamy
wtedy

CLq—l = g™ = (an + bp)m —

= Mg 4+ (ZI)CZqQab(m—Z)p + mcqab(m—l)p + M,

cz yli

_ _ m _ _
al lqu 1 :Cmqam+'“+ (2)62q2ab(m 2)p+mcqo¢b(m l)p,

a jasne jest, ze w powyzszej sumie wszystkie sktadniki po za ostatnim dziela sie
przez ¢ w potedze co najmniej 2¢, a ostatni dzieli sie doktadnie w potedze «,
gdyz ¢ nie dzieli zadnej z liczb m, ¢, b. Co pokazuje, ze rzeczywiscie vy (a?™! —
b1 = a = vy(aP — bP). W szczegbdlnodei mamy wiec 2|v, (aP~1 — P~ 1).

Jasne jest, ze a —b|a? — bP. Wykazemy, ze liczha A = aa:bp jest kwadratem
liczby naturalnej. WykazaliSmy juz, ze kazda liczba pierwsza bedaca dzielni-
kiem licznika, ale nie mianownika, dzieli ja w potedze parzystej. Wystarczy
wiec pokazaé, ze zaden dzielnik pierwszy mianownika nie moze by¢ dzielni-
kiem A. Zalézmy, ze q dzieli a — b dokladnie w potedze 8 > 0 (w szczegdlnosci
q # p). Mozemy teraz napisa¢ a —b = dq” i w analogiczny sposéb jak poprzed-
nio pokazaé, ze aP — bP jest podzielne przez g dokladnie w potedze (5. A zatem
vg(aP — bP) = B =v4(a —b), a stad vy(A) =0, czyli to co cheielismy.

Powyzsze rozumowanie prowadzi nas do wniosku, ze dla kazdej odpowied-
nio duzej liczby pierwszej p liczba “Z:Zp jest kwadratem liczby naturalnej.
Wykorzystamy ten wniosek do uzyskania sprzecznosci.

W dalszej czesci rozwiazania postuzymy sie wlasnos$ciami reszt kwadra-
towych i symbolu Legendre’a. Udowodnimy najpierw, ze istnieje taka liczba
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pierwsza g > |a — b|, ze liczba —ab jest niereszta kwadratowa modulo ¢, tzn.

(_T“b) = —1. Niech ab = r{"*r3? ... r%m bedzie rozkladem na czynniki pierw-

sze. Rozwazmy nastepujacy uktad kongruencji
x=1 (modr;)jeslir, =1 (mod 4)

x=-1 (modr;)jeslir,=3 (mod 4)
x=7 (mod 8)

7 Chinskiego twierdzenia o resztach wiadomo, ze taki uklad kongruencji po-
siada rozwiazanie, za$ z twierdzenia Dirichleta wynika natychmiast, ze wéréd
liczb catkowitych spelniajacych ten uklad jest nieskonczenie wiele liczb pierw-
szych. Niech ¢ bedzie dowolna z nich wieksza niz |a — b|. Wowczas

T ri=1lg—1 q
jeslir; =1  (mod 4), to(q):(—l) T2 ():1-1:1,

i

r; ri—1lg—1

jedlir; =3 (mod 4), to () = (-1 (q) =(-1)-(-1) =1,

q L

(2)-1me ()

W powyzszych réwnosciach wykorzystaliSmy prawo wzajemnosci reszt kwadra-
towych oraz warunki na bycie reszta kwadratowa liczb —1 i 2. Mamy zatem

2)- () o (E)-
= (1) (’;)al (?)az... (Z")a =(=1)-1-1...-1=—1,

a wiec ¢ jest szukang liczba pierwsza.

Korzystajac ponownie z twierdzenia Dirichleta wnioskujemy, ze istnieje
taka liczba pierwsza p, ze ¢ — 1|p + 1 oraz p jest na tyle duze aby liczba
“Z:gp byla kwadratem liczby naturalnej. Z wyboru liczby ¢ wynika, ze ¢ nie
jest dzielnikiem liczby a ani liczby b, a zatem z malego twierdzenia Fermata
prawdziwa jest podzielnogé glaPt! — vP+1 Wykorzystamy ta podzielnosé do
udowodnienia, ze liczba “::Zp nie jest reszta kwadratowa modulo ¢ i bedzie to
szukana sprzecznos¢. Operujac na liczbach wymiernych modulo ¢ uzyskujemy

al — P aPtl.ogml =P pPlogTl b1
= = =4 =— d q).
a—b a—2>b a—b a—b a (mod q)
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A stad

(5)-(3)- G-

gdzie druga réwnos¢ wynika z faktu, ze p jest liczba nieparzysta. Zadana
sprzeczno$é¢ konczy rozwiazanie zadania.
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Regulamin meczu matematycznego:

1. W meczu biora udzial dwie druzyny. Kazda z druzyn posiada Kapitana.

2. W pierwszej fazie Meczu obie druzyny rozwiazuja 12 zadan dostarczo-
nych przez Jury i przygotowuja sie do zreferowania rozwiazan przy tablicy.

3. Druga faza Meczu jest rozgrywka.

4. Ekipy na przemian wywoluja druzyne przeciwna do zreferowania rozwiazania
jednego z zadan. Wywolywanie rozpoczyna druzyna wylosowana tuz przed roz-
grywka. Numer zadania jest wybierany przez druzyne wywotujaca.

5. Druzyna wywolywana do rozwiazania zadania deklaruje, czy przyjmuje
zadanie.

6. Jezeli druzyna wywolywana przyjmuje zadanie, Kapitan druzyny wywo-
hujacej wyznacza czlonka druzyny wywolywanej do zreferowania rozwiazania
przy tablicy. Rozwiazanie to jest oceniane przez Jury.

7. Mozna wyznaczy¢ jedynie te osoby, ktore dotychczas nie zakonczyty
referowania zadnego zadania.

8. Podczas referowania rozwigzania nie jest dopuszczalne komunikowanie
sie osoby referujacej ze swoja druzyna, jak réwniez druzyna przeciwna nie moze
w tym czasie zadawaé pytan ani komentowaé¢ fragmentéw rozwiazania. Osoba
referujaca nie moze korzystac¢ z notatek.

9. Kapitan moze zmieni¢ osobe referujaca dowolna liczbe razy, przy czym
n-ta zmiana dokonywana przez druzyne powoduje odjecie n punktéw.

10. Czas na zreferowanie rozwiazania wynosi 10 minut. Po uplywie tego
czasu Jury moze przerwaé referowanie, poprosi¢ o streszczenie dalszej czedci
rozwiazania lub pozwoli¢ na dalsze referowanie, w zaleznosci od tego, czy
rozwigzanie zdaniem Jury rokuje nadzieje na poprawnosc i zbliza sie do konca.

11. Po oznajmieniu przez referujacego, ze zakonczyl referowanie, druzyna
przeciwna zglasza zastrzezenia co do poprawno$ci rozwiazania, a nastepnie
referujacy odpowiada na te zastrzezenia.

12. Jezeli Jury uznaje rozwiazanie za poprawne, punktuje je od 5 do 10
punktéow. Jury moze przyznaé druzynie wywolujacej te punkty, ktore zostaly
odjete druzynie rozwiazujacej, jezeli usterki rozwiazania zostaly przez te dru-
zZyne zauwazone.

13. Jezeli Jury nie uznaje rozwiazania za poprawne, zadna z druzyn nie
otrzymuje punktéw, chyba, ze druzyna wywolujaca zwrécita uwage na bledy
dyskwalifikujace rozwiazanie. Wtedy ma ona prawo do przedstawienia wla-
snego rozwiazania na zasadach i przy punktacji okreslonej w pozycjach 6-12.

14. Jezeli druzyna wywotana nie przyjmie zadania, rozwiazuje je druzyna
wywolujaca zgodnie z zasadami okreslonymi w punktach 6-12. Jesli jednak nie
przedstawi ona poprawnego rozwiazania, otrzyma —10 (minus 10) punktéw.
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15. Rozgrywka konczy sie po wywotaniu 8 zadan. W przypadku remisu
wywoluje sie dodatkowo 2 zadania.

16. Mecz wygrywa druzyna, ktora zdobedzie wigcej punktéw.

17. Interpretacja niniejszego regulaminu nalezy do Jury.
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