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Wstep

Obdz Naukowy Olimpiady Matematycznej odbyt sie w dniach 6-20 czerwca
w Zwardoniu, w pensjonacie ,Zgoda”’. Kadre obozu stanowili: Jerzy Bednar-
czuk, Kamil Duszenko, Andrzej Grzesik, Joanna Jaszunska, Jacek Jendrej, Mi-
chal Kieza, Michal Korch, Marcin Kuczma, Przemystaw Mazur, Maciej Skérski
i Pawet Walter.

W dniach 7, 8, 9, 10, 11, 14, 15, 17 i 18 czerwca odbyly sie zawody indy-
widualne, 16 czerwca mialy miejsce zawody druzynowe, a 12 oraz 19 czerwca
rozegrane zostaly mecze matematyczne (regulamin meczu znajduje sie na koticu
tego zeszytu).

Podczas zawodéw indywidualnych uczestnicy mieli cztery i p6t godziny na
rozwiazanie czterech zadan, z wyjatkiem dnia 8 czerwca, kiedy to zadan bylo
siedem. Zawody druzynowe polegaly na rozwiazywaniu przez kilkuosobowe dru-
zyny czterech zadan i trwaly od rana do wieczora, a mecz matematyczny — od
wieczora dnia poprzedniego do popotudnia.

W ramach zawodéw indywidualnych mozna bylo uzyska¢ 213,5 punktu. Trzy
najlepsze wyniki to 142, 130 i 129,5 punktu. Punkty uzyskane za poszczegdlne
zadania przedstawia tabela na nastepnej stronie. W tym miejscu wypada nad-
mienié, ze nie wszyscy uczestnicy byli na calym obozie, co powoduje, ze sumy
liczb w poszczegdlnych wierszach moga sie réznié.

16 czerwca zostala zorganizowana wycieczka pociggiem do Zyliny na Sto-
wacji. 13 czerwca odbyla sie tradycyjna piesza wycieczka na Wielka Racze.
Ciekawostka jest fakt, ze tylko jednej osobie udalo si¢ dotrzeé do celu :)

Po zakonczeniu obozu, w dniach 20-23 czerwca w Bilovcu w Czechach odby-
ly si¢ X Czesko-Polsko-Stowackie Zawody Matematyczne. Uczestniczyli w nich
uczniowie, ktorzy weszli w sktad delegacji tych krajéow na Miedzynarodowa
Olimpiade Matematyczng. Przewodniczacym delegacji polskiej byt Michal Pilip-
czuk, zastepca przewodniczacego byl Andrzej Grzesik. W dniach 21 i 22 czerwca
kazdy z zawodnikow rozwiazywal po trzy zadania, majac na to po cztery i p6t
godziny.

Niniejszy zeszyt zawiera wszystkie zadania z obozu, szkice ich rozwiazan,
oraz zadania z X Czesko-Polsko-Stowackich Zawodéw Matematycznych wraz
z rozwiazaniami. Zeszyty z poprzednich Obozéw Naukowych znajduja sie na
stronie internetowej Olimpiady Matematycznej: www.om.edu.pl



Zadanie

Liczba prac
na 6 punktow

Liczba prac
na 5 punktow

Liczba prac
na 2 punkty

Liczba prac
na 0 punktow

1. 10 0 1 8
2. 10 1 0 8
3. 9 2 0 8
4. 7 2 0 10
d. 9 3 1 7
6. 0 1 6 13
7. 3 0 0 17
8. 3 1 0 16
9. 7 1 4 8
10. 1 0 1 18
11. 5 0 0 15
12. 1 0 0 19
13. 10 0 1 9
14. 0 1 5 14
15. 0 0 0 20
16. 3 0 0 17
17. 16 0 0 3
18. 14 1 2 2
19. 12 4 2 1
20. ) 0 0 14
21. 18 0 0 3
22. 9 3 0 9
23. 15 2 3 1
24. 1 0 0 20
25. 10 0 0 11
26. 9 2 0 10
27. 0 1 1 19
28. 0 0 0 21
29. 12 4 1 4
30. ) 0 0 16
31. 6 2 2 11
32. 2 0 1 18
1G. 17 2 0 0
2G. 9 3 0 7
3G. 14 1 0 4
4G. 7 3 0 9
5G. 5 11 0 3
6G. 17 0 0 2
7G. 12 1 0 6




Spis tresci

Tresci zadan 6
Zawody indywidualne . . . . . .. ... 6
7 latwych zadan geometrycznych . . . . ... ... ... oL 11
Zawody druzynowe . . . . . . . . oo e e 12
Pierwszy Mecz Matematyczny . . . . . . . . ... ... 13
Drugi Mecz Matematyczny . . . . . . . .. .. ... 15
Czesko-Polsko-Stowackie Zawody Matematyczne . . . . .. ... ... 17
Rozwigzania 18
Zawody indywidualne . . . . .. ... Lo 18
7 latwych zadan geometrycznych . . . . . . . ... oL oL 38
Zawody druzynowe . . . . . . . . . . e 41
Pierwszy Mecz Matematyczny . . . . . . . . . . . .. ... .. 44
Drugi Mecz Matematyczny . . . . . . . .. .. ..o 52
Czesko-Polsko-Stowackie Zawody Matematyczne . . . . . ... .. .. 61



TresSci zadan

Zawody indywidualne

1. W tréjkacie ostrokatnym ABC odcinki AA’, BB’, CC’ sg wysokoS$ciami.
Udowodnié, ze
A'B +B'C'+C'A <2 -AA.

2. Udowodnié, ze istnieje nieskoniczenie wiele liczb n o ponizszych trzech
wlasnosciach:

e 1 jest suma dwoch kwadratow liczb catkowitych;

e 1 jest suma dwoch szeScianow liczb catkowitych;

e 1 nie jest suma dwdch szdstych poteg liczb catkowitych.

3. Dana jest liczba naturalna c. Ciag a1, as, as, ... zadany jest wzorami:
a1 = c oraz
Gpt1 = Cap + /(2 —1)(a2 — 1) dlan > 1.

Wykazaé, ze wszystkie wyrazy tego ciagu sa liczbami naturalnymi.

4. Niech k bedzie parzysta liczba naturalna. Danych jest k kart; na kaz-
dej z nich napisana jest liczba ze zbioru {1,2,...,k}. Suma wszystkich k liczb
napisanych na kartach jest réwna 2k. Dowies¢, ze mozna podzieli¢ karty na ta-
kie dwie grupy, ze suma wszystkich liczb napisanych na kartach jednej grupy
wynosi k.

5. Udowodnié¢, ze kazda liczba naturalna mniejsza niz n! jest suma co naj-
wyzej n réznych dzielnikéw dodatnich liczby n!.
6. Liczby rzeczywiste x, y, z spelniaja réwnosci
y=22-2 z=y*-2,  z=z'-2
Wyznaczy¢ wszystkie mozliwe wartoéci sumy = + y + z.
7. W pewnym kraju jest 2" + 1 miast. Miedzy dowolnymi dwoma z nich
istnieje bezposrednie potaczenie lotnicze obslugiwane przez jedna z n linii. Do-

wiesé, ze ktoras z tych linii lotniczych moze oferowac podréz z nieparzysta liczba
lotéw, zaczynajacy sie i konczacg w tym samym miedcie.



8. Dany jest czworo$cian ABCD, w ktérym zadna $ciana nie jest tréjkatem
prostokatnym. Wykazaé¢, ze jesli punkt A i punkty przeciecia wysokosci Scian
ABC, ACD, ADB leza na jednej plaszczyZnie, to srodek sfery opisanej na da-
nym czworo$cianie i srodki krawedzi AB, AC, AD leza na jednej plaszczyZnie.

9. Dla kazdej liczby catkowitej n > 2 znalezé liczbe takich funkcji f od-
wzorowujacych zbiér n-elementowy w ten sam zbidr, ze (n — 2)-krotne zlozenie
fofo...of nie jest funkcja stala, za$ (n — 1)-krotne zlozenie fo fo...o f
— —

n—2 n—1

jest funkcja stala.

10. Okrag wpisany w trojkat ABC' jest styczny do bokéw AB i AC odpo-
wiednio w punktach Z i Y. Odcinki BY i CZ przecinaja sie w punkcie G, za$
punkty Ri.S wybrano tak, ze czworokaty BCY R i BC'SZ sa réwnoleglobokami.
Wykazaé, ze GR = GS.

11. Dowiesé, ze dla kazdej liczby catkowitej k > 1 istnieje taka liczba rze-
czywista x, ze dla m = 1,2,3, ... liczba [x™] 4 1 jest podzielna przez k.

12. Wyznaczy¢ wszystkie liczby calkowite a > 1 o nastepujacej wlasnosci:
2

Dla nieskonczenie wielu liczb naturalnych n liczba a™ —1 jest podzielna przez n”.

13. Liczby dodatnie z, y, z spelniaja warunek zyz = 1. Wykazaé, ze

2 2 2
+ + <1
(z4+1)24+y2+1  (y+1)2+22+1 (z+1)2+22+1

14. Ciag a1, as, as, ... jest okreSlony wzorami: a1 = 1, as = 0 oraz
agtyr =1—ay dla liczb calkowitych r,t spetniajacych 0 < r < 2%

Udowodni¢, ze w ciagu tym nie wystepuje blok postaci www, gdzie w jest cia-
giem ztozonym z zer i jedynek.

15. W czworokacie ABC' D opisanym na okregu prosta ¢ przechodzaca przez
wierzcholek A przecina bok BC' w punkcie M oraz pétprosta DC ™ w punkcie N.
Punkty I, I, I3 sa srodkami okregdéw wpisanych odpowiednio w trojkaty ABM,
MNC, NDA. Dowiesé¢, ze punkt przeciecia wysokosci trojkata I11513 lezy na
prostej £.



16. Wyznaczy¢ wszystkie wartosci catkowite przyjmowane przez wyrazenie

a? + b2 + 2
abc

dla pewnych liczb naturalnych a, b, c.

17. Dany jest tréjkat ABC, w ktorym AB # AC. Punkty D i F sa rzutami
prostokatnymi odpowiednio punktéw B i C' na dwusieczna kata wewnetrznego
ZCAB. Udowodnié¢, ze proste BE i C'D przecinaja sie w punkcie lezacym na
dwusiecznej kata zewnetrznego ZC AB.

18. Dane sa liczby naturalne a i b. Wykazaé, ze jezeli dla kazdej liczby
naturalnej n liczba (n+a)(n+b) jest illoczynem parzystej liczby liczb pierwszych,
toa==".

19. Dla kazdej liczby naturalnej n znalezé najmniejsza mozliwg wartosé
wyrazenia
by +bas+...+0b,
n

dla liczb rzeczywistych by, bo, ..., b, spetniajacych warunki by = 0 oraz

|biv1| = |b; + 1] dlai=1,2,...,n—1.

20. Dany jest zbior n > 2 punktéw lezacych wewnatrz kuli o promieniu 1.
Dla ¢ =1,2,...,n niech z; oznacza odleglos¢ i-tego punktu danego zbioru od
najblizszego innego punktu tego zbioru. Dowies¢, ze

o pad 4+ a3 <64

21. Dowie$¢, ze dla dowolnych liczb rzeczywistych 1, xs, ..., z, spelniaja-
cych warunek x; + 3 + ... + x, = n zachodzi nieréwnoéé
3 3
L1 L

x§+1+x§+1+'“ z2 +1

22. Okrag wpisany w tréjkat ABC jest styczny do bokéow BC, CA, AB
odpowiednio w punktach D, E, F. Punkt M jest érodkiem boku BC, za$ od-
cinki AM i EF przecinaja si¢ w punkcie G. Wykazaé, ze proste GD i BC sa
prostopadte.



23. Rozwazamy wszystkie k-elementowe podzbiory zbioru {1,2,...,n}
(0 < k < n). W kazdym podzbiorze wybieramy najmniejsza liczbe. Wyzna-
czy¢ érednig arytmetyczng wszystkich wybranych liczb.

24. W rosnacym ciagu liczb naturalnych aq, as, as, ... zaden wyraz nie jest
dzielnikiem zadnego innego wyrazu. Dowie$¢, ze ciag réznic

az —ay, az—az, a4 —asg,

jest nieograniczony.

25. Niech n, p, ¢ beda liczbami catkowitymi dodatnimi. Ciag liczb catkowi-
tych (xo, 21,...,2,) spelnia warunki:

To = Tn oraz Tiy1 — 2, €{p,—qt dlai=0,1...,n—1.

Udowodnié, ze jezeli n > p + ¢, to istnieja takie k, I, ze k # 1 i {k,l} # {0,n}
oraz I = 1.

26. Punkt K lezy wewnatrz czworokata wypukltego ABC D, przy czym
/KAD =/KCB =« oraz /KBC =/KDA = (.

Na bokach AB i CD zbudowano, po zewnetrznej stronie czworokata ABCD,
tréjkaty ABP i CDQ, przy czym

/ZPAB = /ZQCD = « oraz /PBA=/QDC = {.
Wykazaé, ze punkt K jest srodkiem odcinka PQ.
27. Niech p bedzie liczba pierwsza dajaca reszte 2 z dzielenia przez 3. Wy-
znaczy¢ liczbe takich tréjek (z,y, 2), ze z,y,z € {0,1,...,p — 1} oraz liczby
r+y+=z i zyz — 1

sg podzielne przez p.

28. Zmnalezé wszystkie takie funkcje f : R — R, ze dla dowolnych liczb
rzeczywistych x, y zachodzi réwnosé

f(f(x) +y) =22+ f(f(y) — ).



29. Dane sa takie dodatnie liczby wymierne x, y, ze liczba

11
n=r+y+—+-
r Yy

jest catkowita. Wykazaé, ze liczba n nie jest podzielna przez 3.

30. Udowodnié, ze dla dowolnych liczb catkowitych dodatnich m, n (m > n)

zachodzi réwnosé
" (n\ (m k_n n\ (m+k
> () (- ()
k=0 k=0

31. Wyznaczy¢ wszystkie trojki liczb rzeczywistych (a, b, ¢) spelniajace uklad
réwnan

ab+bc+ca = 1
362 -4 = 1
402 — 52 = 1

32. Wewnatrz czworokata wypuklego ABCD, nie bedacego trapezem, lezy
taki punkt X, ze ZADX = /BCX, /DAX = ZCBX i wszystkie te katy sa
ostre, oraz taki punkt Y, ze AY = BY i CY = DY. Dowies¢, ze

LAYB=2-/ADX.

10



7 latwych zadan geometrycznych

1. W szedciokacie wypukltym ABCDEF katy wewnetrzne maja jednakowe
miary. Udowodni¢, ze
AB+ BC = DE + EF.

2. Punkt O jest srodkiem okregu opisanego na tréjkacie ABC. Prosta AO
przecina bok BC' w punkcie D. Punkty P i @) leza odpowiednio na bokach AB
i AC, przy czym DP = BD oraz DQ = C'D. Wykazaé, ze proste PQ i BC sa
réwnolegte.

3. Czworokat ABC' D, w ktérym ZABC = 90°, jest wpisany w okrag. Punk-
ty M i N sa rzutami prostokatnymi punktu B odpowiednio na proste AC' i AD.
Udowodnié, ze prosta M N przechodzi przez érodek odcinka BD.

4. Na bokach BC i AC tréjkata ABC budujemy, po jego zewnetrznej stro-
nie, kwadraty BCDE i ACFG. Proste AE i BG przecinaja sie w punkcie H.
Wykazaé, ze proste CH i AB sa prostopadle.

5. Na bokach tréjkata ABC budujemy podobne tréjkaty réwnoramienne:
APB (AP = PB) i CQA (CQ = QA) na zewnatrz oraz tréjkat BRC
(BR = RC) do wewnatrz. Dowies$é, ze punkty A, P, R, @ leza na jednej prostej
albo sa kolejnymi wierzchotkami réwnolegloboku.

6. Dany jest okrag o oraz okregi o1 i 09, styczne wewnetrznie do okre-
gu o odpowiednio w punktach A i B. Okregi o1 i 02 leza po jednej stronie
prostej £ stycznej do nich odpowiednio w punktach D i E. DowieS¢, ze proste
AD i BE przecinaja sie w punkcie lezgcym na okregu o.

7. Dany jest czworokat ABC'D, w ktorym AB = AD oraz /DAB = 60°.

Punkt F lezy wewnatrz tego czworokata. Udowodnié, ze

DE+ BE+CE > AC.

11



Zawody druzynowe

1. Wskazaé taka liczbe rzeczywista a, ze dla kazdego uktadu liczb rzeczywi-
stych nieujemnych x1, x2, ..., T, 0 sumie réwnej 1 zachodzi nieréwnosé

E zizj(r; +xj) <a
1<i<j<n

oraz liczba a nie jest istotnie wigksza niz w poprawnych rozwigzaniach innych
druzyn.

2. Wskazaé taka liczbe rzeczywista b, ze kazdy wypukly wielokat $rodko-
wosymetryczny o polu 1 jest zawarty w pewnym réwnolegltoboku o polu b oraz
liczba b nie jest istotnie wieksza niz w poprawnych rozwiazaniach innych druzyn.

3. Wskazaé¢ taka liczbe rzeczywista ¢, ze w dowolnej prostokatnej tablicy
liczb rzeczywistych, w ktérej modut kazdej liczby nie przekracza 1, a suma liczb
w kazdej kolumnie wynosi 0, da sie tak przestawié¢ liczby w kazdej kolumnie,
aby modut sumy liczb w kazdym wierszu nie przekraczat c, oraz liczba c nie jest
istotnie wigksza niz w poprawnych rozwigzaniach innych druzyn.

4. Niech P oznacza zbiér liczb pierwszych, a N — zbiér liczb natural-
nych. Wskazaé taka funkcje f : P — N, ze dla dowolnej liczby p € P istnieje
p-elementowy zbiér liczb naturalnych mniejszych od f(p), ktérego dwuelemen-
towe podzbiory maja rézne sumy elementéw, oraz funkcja f nie ro$nie istotnie
szybciej niz w poprawnych rozwigzaniach innych druzyn.
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Pierwszy Mecz Matematyczny

1. Wyznaczy¢ wszystkie pola na szachownicy rozmiaru 8 x 8 o nastepujacej
wlasnosci: Po usunieciu tego pola mozna pokry¢ pozostaly czesé szachownicy
klockami rozmiaru 3 x 1.

2. Udowodnié, ze dla kazdej liczby naturalnej n istnieja takie liczby naturalne
a > b > n, ze liczba dodatnich dzielnikéw liczby a? + 1 nie przekracza liczby
dodatnich dzielnikéw liczby b% + 1.

3. Wykazaé, ze dla dowolnych liczb dodatnich z, y, z prawdziwa jest nie-
réwnosé

x3+y3—|—z3
R R N R e B ]

4. Na okregu danych jest n liczb rzeczywistych. Operacja polega na wpisaniu
pomiedzy kazda pare sasiednich liczb wartosci bezwzglednej ich réznicy oraz
wymazaniu dotychczasowych n liczb. Rozstrzygnaé, w zaleznosci od n > 3, czy
z dowolnego poczatkowego uktadu n liczb w wyniku wielokrotnego wykonywania
opisanej operacji mozna otrzymac n jednakowych liczb.

5. W n-osobowym stowarzyszeniu dziata k komisji. Kazda komisja liczy
co najmniej dwoch czlonkéw, zas dowolne dwie rozne komisje maja doktadnie
jednego wspdlnego cztonka. Dowiesé, ze k < n.

6. Dane sa wzglednie pierwsze liczby naturalne a i b. Dowiesé, ze istnieje
dokladnie §(a — 1)(b — 1) liczb calkowitych nieujemnych, ktérych nie mozna
przedstawi¢ w postaci az + by dla pewnych liczb catkowitych nieujemnych x, y.

7. Dla kazdej liczby pierwszej p wyznaczy¢ najmniejszy mozliwy stopien
wielomianu W (x) o nastepujacych trzech wlasnosciach:

e W (x) ma wspdlczynniki catkowite.

e W(0) =0 oraz W(1) = 1.

e Dla kazdego catkowitego n, W(n) daje reszte 0 lub 1 z dzielenia przez p.

13



8. Wielomian W (z) o wspdlczynnikach rzeczywistych przyjmuje dla wszyst-
kich argumentéw rzeczywistych wartosci nieujemne. Dowieéé, ze istnieja takie
wielomiany P(z), Q(z) o wspdlczynnikach rzeczywistych, ze dla kazdej liczby «
zachodzi rownosé

9. Okregi 01, 02, 03, 04 przechodza przez punkt P, przy czym okregi o1 i 03
sg styczne zewnetrznie oraz okregi oo i 04 s stycznie zewnetrznie. Punkty A, B,
C, D sa drugimi punktami przeciecia odpowiednio par okregdéw: o1 i 02, 02 i 03,
03 1 04, 04 1 01. Wykazaé, ze

AB-BC  PB?
AD-DC ~ PD?

10. Szesciokat ABCDEF jest wpisany w okrag. Czescia wspolna tréjkatdéw
ACFE i BDF jest szesciokat KLM NOP. Dowies¢, ze proste KN, LO, M P
przecinaja sie w jednym punkcie.

11. Rozstrzygnaé, czy istniejg takie dwa czworosSciany, z ktérych jeden lezy
wewnatrz drugiego, ze suma dlugosci wszystkich krawedzi czworoécianu we-
wnetrznego jest wieksza od sumy dlugosci wszystkich krawedzi czworoscianu
zewnetrznego.

14



Drugi Mecz Matematyczny

1. Znalez¢ najwieksza mozliwa liczbe wierzchotkéw wieloscianu wypuktego,
w ktorym dowolne trzy wierzcholki tworza trojkat nierozwartokatny.

2. W wierzchotkach grafu skoficzonego bez petli i krawedzi wielokrotnych
umieszczono lampy. Ruch polega na tym, ze wybieramy lampe, a nastepnie
zmieniamy stan tej lampy oraz wszystkich lamp sasiednich, tj. zapalamy zgaszo-
ne i gasimy zapalone. Na poczatku wszystkie lampy sa zgaszone. Rozstrzygnaé
w zaleznosci od grafu, czy mozna je wszystkie zapali¢ za pomoca skonczonej
liczby ruchow.

3. Dane sa takie liczby rzeczywiste x1,zs,...,z, z przedzialu [—1,1], ze
3+ 23+ ...+ 23 = 0. Udowodnié, ze

r1+xo+ ...+ T, <

e

4. Wyznaczy¢ wszystkie takie pary (a, b) liczb rzeczywistych, ze uktad réw-
nan
ety = a(@®+y?)
w4yt = b +y?)

ma rozwigzanie w liczbach rzeczywistych x, y nie réwnych jednoczesnie zeru.

5. Wyznaczy¢ wszystkie takie funkcje f : R — R, ze dla kazdej pary liczb
rzeczywistych x, y zachodzi réwnosé

flaf(z+y)) = fyf(2)) + 22

6. Wyznaczy¢ wszystkie takie $cisle rosnace ciagi (a1, as, ..., a,) liczb cal-
kowitych, ze wielomian

WE)=(x—a)(zr—a2)...(x —a,)+1

jest iloczynem dwdch wielomianéw stopnia dodatniego o wspdtezynnikach cal-
kowitych.

15



7. Wykazaé, ze réwnanie

.132005 + y2006 + 22007 _ t2010

ma rozwigzanie w zbiorze dodatnich liczb catkowitych.

8. Dowie$é, ze istnieje nieskonczenie wiele takich par (p,q) réznych liczb
pierwszych, ze liczba 2P~! — 1 jest podzielna przez g oraz liczba 2771 — 1 jest
podzielna przez p.

9. Tréjkat ABC jest wpisany w okrag o. Dla X € {A, B, C'} rozpatrujemy
okrag styczny do bokéw wychodzacych z wierzchotka X oraz styczny w punk-
cie T'x do okregu opisanego na tréjkacie ABC. Udowodnié, ze proste ATy, BTg,
C'Te przecinaja sie w jednym punkcie.

10. Czworokat ABCD jest wpisany w okrag o. Okrag oy jest styczny do
odcinkéw AB i C'D oraz do tuku BC' okregu o nie zawierajacego innych wierz-
chotkéw czworokata w punkcie P;. Okrag os jest styczny do odcinkéw AC i BD
oraz do tego tuku w punkcie P,. Dowies¢, ze P = Ps.

11. Okregi 01, 02, 03, 04 leza na plaszczyznie w ten sposéb, ze 01 i 03 sa
styczne zewnetrznie do og i 04. Ponadto wszystkie te okregi sa styczne wewnetrz-
nie do okregu o odpowiednio w punktach A, B, C, D. Punkt M jest srodkiem
odcinka AC. Dowie$é, ze LZAMB = /DM A.
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Czesko-Polsko-Stowackie Zawody Matematyczne

1. Znalez¢ wszystkie trojki dodatnich liczb rzeczywistych (a, b, ¢) spelniajace
uktad réwnan
awb—c = a
b

by/c—a =
cy/a—b

2. W kole o promieniu 1 umieszczono 60 punktow. Wykazaé, ze istnieje punkt
na obwodzie kota, ktérego suma odlegloéci od wszystkich danych 60 punktéw
nie przekracza 80.

3. Niech p bedzie liczba pierwsza. Dowiesé, ze na szachownicy o wymiarach
p? x p? mozna tak wybraé¢ p® pél, aby érodki zadnych czterech wybranych pél
nie tworzyly prostokata o bokach réwnolegtych do bokéw szachownicy.

4. Znalez¢ najwieksza liczbe naturalng k, dla ktérej nastepujace stwierdzenie
jest prawdziwe:

Danych jest dowolnych 2010 niezdegenerowanych tréjkatow. W kazdym troj-
kacie malujemy jeden bok na niebiesko, jeden na czerwono i jeden na bialo. Dla
kazdego koloru z osobna porzadkujemy boki niemalejaco ze wzgledu na dlugosé.
Uzyskujemy

ny < ng < ... < Naolo — dlugoéci bokéw niebieskich,
c1 <o < ... < e10 — dlugosci bokéw czerwonych,
b1 < by < ... < by1o — dhugoéci bokéw biatych.

Wowezas istnieje k wskaznikow j, dla ktorych mozna zbudowaé niezdegenero-
wany tréjkat o bokach dtugosci nj, c;, b;.

5. Dodatnie liczby rzeczywiste x, y, z spelniaja nieréwnosé
rz+y+z26.
Znalez¢ najmniejsza mozliwg wartosé wyrazenia

Yy z
y2+z+1+22+x—|—1+x2+y—|—1'

2?24y + 22+

6. W czworokacie wypuklym ABCD spelnione sa réwnosci
AB+CD=+v2-AC  oraz BC+DA=+v2-BD.

Dowiesé, ze czworokat ten jest réwnolegtobokiem.
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Rozwigzania

Zawody indywidualne

1. W trojkacie ostrokatnym ABC odcinki AA’, BB', CC’ sa wysokoSciami.
Udowodni¢, ze
AB +BC' +C'A<2-AA.

Rozwiazanie:

Odbijmy punkt A’ wzgledem prostych AB i AC otrzymujac odpowiednio
punkty X i Y. Okrag o $rednicy AC' przechodzi przez punkty C’ i A’, skad
dostajemy /BC'A’ = 180° — LAC'A’ = ZACB i podobnie ZAC'B’ = ZACB.
Wobec tego ZAC'B’ = /X (C'B, czyli punkt X lezy na prostej B’C’ i ten sam
wniosek jest shuszny dla punktu Y. Stad

AB +BC'+C'A=YB +BC'+C'X=YX.

Pozostaje zauwazyé, ze nieréwno$é trojkata daje Y X < YA+ AX =2- AA'.

2. Udowodnié, ze istnieje nieskonczenie wiele liczb n o ponizszych trzech
wlasnosciach:

e 1 jest sumg dwoch kwadratéw liczb catkowitych;

e n jest suma dwoch szesciandw liczb catkowitych;

e n nie jest suma dwdch széstych poteg liczb catkowitych.

Rozwiazanie:
Wykazemy, ze dla dowolnych liczb catkowitych dodatnich a, b warunki za-
dania spelnia liczba n = 8(a® + b°%). Mamy

n = (2a3 + 2b°)2 + (2a3 — 2b%)? = (2a2)3 + (20%)3,
zatem pierwsze dwie wlasnosci sa spelnione. Pozostaje dowies¢, ze réwnoscé
8(a® + %) = b +d°

dla pewnych liczb catkowitych ¢, d prowadzi do sprzecznosci. Poniewaz nie
wszystkie z liczb a, b, ¢, d sa réwne zeru, wiec dzielac je w razie potrzeby przez
odpowiednig potege dwdjki — i zachowujac jednoczesnie powyzsza réwnosé —
mozemy przyjaé, iz nie wszystkie one sa parzyste. Ale 8|c® + df, za$ kwadrat
liczby nieparzystej daje reszte 1 z dzielenia przez 4. Zatem 2|c oraz 2|d, co daje
aS+b% = 8- [(3¢)® + (3d)°], i analogiczne rozumowanie wskazuje, ze 2|a oraz
2|b, skad sprzecznosé.
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3. Dana jest liczba naturalna c. Ciag a1, asz, as, ... zadany jest wzorami:
a1 = c oraz
Gpt1 = can + /(2 —1)(a2 — 1) dlan>1.
Wykazaé, ze wszystkie wyrazy tego ciaggu sg liczbami naturalnymi.

Rozwigzanie:
7 danego w tresci zadania wzoru wynika, ze

(%) (an+1 = can)® = (¢ = 1)(ap — 1)

oraz
(an — can_1)* = (c* — 1)(ai_1 -1).

7Z ostatniej réwnosci otrzymujemy

2 2 2 _ 2.2 2 _ 2
a, — QCanan_12+ c 2an_l = c“ap,_;—¢ —2an_1 +1,
a, +c°—=1 = 2canan—1—a,_;.

Po odjeciu obu stron powyzszej zaleznosci od c?a? stwierdzamy, ze
(* = 1)(a® — 1) = (can — an_1)*
Wraz z réwnoscia () daje to
(ans1 — can)2 = (ca, — an_l)z.

Ze wzoru danego w treéci zadania wynika, ze wyrazenia w nawiasach sa dodatnie
i w efekcie réwne. Ostatecznie

Opy1 = 2CAn — Gp_1 dlan=2,3,4,...,

co w polaczeniu z réwnoéciami a; = ¢, as = 2¢?> — 1 przez prosta indukcje
pociaga za soba teze.
Uwaga. Rozwiazanie mozna réwniez oprze¢ na wzorze

an = e+ VE=D)"+ (c— V& —1)"],

gdyz po prawej stronie nieparzyste potegi pierwiastkow skracaja sie.

4. Niech k bedzie parzysta liczba naturalng. Danych jest k kart; na kaz-
dej z nich napisana jest liczba ze zbioru {1,2,...,k}. Suma wszystkich k liczb
napisanych na kartach jest réwna 2k. Dowies¢, ze mozna podzieli¢ karty na ta-
kie dwie grupy, ze suma wszystkich liczb napisanych na kartach jednej grupy
wynosi k.

Rozwigzanie:
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Niech z1, x4, ..., xx oznaczaja liczby napisane na rozpatrywanych kartach.
Przypuéémy, ze teza jest falszywa. Wowcezas liczby

ry, T1+T2, X1 +x2+x3, ..., T1+T2+...+Tg

daja rézne reszty z dzielenia przez k, gdyby bowiem liczby x1 +xo+. ..+ x; oraz
r1+x2+...+z; (gdzie 1 <i < j < k) dawaly jednakowe reszty, to mieliby$my
ZTit1 + Tiy2 + ...+ x; = k, wbrew uczynionemu zalozeniu.

Zatem wérdd reszt z dzielenia wyzej wypisanych liczb przez k kazda z reszt
0,1, ..., £k — 1 pojawia si¢ dokladnie jeden raz. W szczegdlnosci pojawia sie
reszta, jaka daje liczba x4 7 dzielenia przez k, skad liczba (x1 +zo+. .. +2¢) — 22
dzieli sie przez k dla pewnej wartosci . Jezeli £ = 2, to k|xy, czyli 1 = k
i dostajemy sprzeczno$é. Natomiast jezeli £ > 3, to x1 +x3+ x4+ ... + 10 = kK,
ponownie wbrew przypuszczeniu. Pozostaje mozliwos¢ ¢ = 1, ktéra oznacza, ze
x1 = x2 (mod k).

Analogiczne rozumowanie dowodzi, ze z; = x; (mod k) dla dowolnych war-
tosci 4,7 = 1,2,..., k. W mysl warunkéw zadania prowadzi to do wniosku, ze
Ty =122 = ... =z} = 2. Jednak w tej sytuacji mamy x1 +z2 + ... + 210 = K,
a wiec rozwiazanie jest zakonczone.

5. Udowodnié¢, ze kazda liczba naturalna mniejsza niz n! jest suma co naj-
wyzej n réznych dzielnikéw dodatnich liczby n!.

Rozwiazanie:

Zastosujemy indukcje ze wzgledu na n. Dla n = 1 teza jest prawdziwa.
Przypusémy nastepnie, iz jest ona prawdziwa dla pewnej liczby n oraz niech
N < (n+ 1)! bedzie liczbg naturalna; mamy udowodnié, ze N jest suma co
najwyzej n + 1 réznych dzielnikéw liczby (n + 1)!.

Niech ¢ i r beda odpowiednio ilorazem i reszta z dzielenia liczby N przez
n + 1. Poniewaz r < n + 1, wiec r jest dzielnikiem liczby (n + 1)

Jezeli ¢ =0, to N =r, a wiec N jest dzielnikiem (n + 1)!.

Jezeli zag ¢ > 0, to ¢ < ni-ﬁ—l < n!'i w my$l zalozenia indukcyjnego istnieje
przedstawienie ¢ = dy +dao+. . . +dy, gdzie dy, da, . . ., di sa ré6znymi dzielnikami
liczby n! oraz k < n. Wéwczas poszukiwanym przedstawieniem N jest

N=n+1)di+(n+1ds+...4+ (n+1)d; +r,

gdzie pomijamy ostatni sktadnik r, jesli jest on réwny zeru.

6. Liczby rzeczywiste x, y, z spelniaja réwnosci
y=1>-2, z=y’-2  z=z-2

Wyznaczy¢ wszystkie mozliwe wartoéci sumy = + y + z.
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Rozwiazanie:
Jest jasne, ze © = 22 — 2 > —2. Gdyby z > 2, to uzyskaliby$my

y=a>-2=(x—-2)(x+1)+2z>uz,

a wiec takze y > 2 i podobnie z > y oraz x > z, co prowadzi do sprzecznosci.
Zatem |x| < 2, czyli = 2cosa dla pewnej liczby rzeczywistej o € [0, 7].
Stad
y=a>—-2=4cos’a—2=2(2cos? o — 1) = 2cos 2
i analogicznie z = 3% — 2 = 2cos4a oraz x = 22 — 2 = 2cos 8a. Stad wniosek,
ze cos o = cos 8a, czyli

0 = cosa — cos 8 = 2sin %asin %a,

co daje nastepujace mozliwe wartosci a: 0, %W, %W, gw, 2p A, 84, %7‘(. Pozo-
staje obliczy¢, ze:

&)

©
©
©

edlaa=0mamy zr=y=2=2, czyliz+y+ 2z = 6;

_2_4_6
e dla a = 2, =7, =7 mamy
_ 2 4 6. _
rT+y+z = 2c085m+2c0o8=m+2c08 2T =

- _ 1 3 S5) —
= —2(cos =m +cos = + cos 2T) =

. 2 . 4 _ . g . Q _ . é
_ singm4 (sin 27 — sin £7) 4 (sin 27 — sin Z7)
= — =
. sin =7
_ _sm 777 - 1.
- . l - )
sin =7

_2_4_8
o dla a = §m, g7, g™ mamy

— 2 4 8. = 2 6 20 —0:
T+y+z=2cos 5T+ 2(cos gm+cos gm) = 2cos 7 +4cos gmcos 57 = 0;

. dlaa:gwmamyx:yzz:—l,czylim—i—y—i—z:—&

7. W pewnym kraju jest 2" 4+ 1 miast. Miedzy dowolnymi dwoma z nich
istnieje bezposrednie potaczenie lotnicze obstugiwane przez jedna z n linii. Do-
wies¢, ze ktoras z tych linii lotniczych moze oferowac podréz z nieparzysta liczba
lotow, zaczynajaca si¢ i konczaca w tym samym miescie.

Rozwiazanie:

Przeprowadzimy rozumowanie indukcyjne ze wzgledu na n. Dla n = 1 otrzy-
mujemy 3 miasta i wszystkie potaczenia miedzy nimi obstugiwane przez te sama,
linie, wiec teza jest prawdziwa.
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Przechodzac do kroku indukeyjnego rozpatrzmy 2"+ + 1 miast i n + 1 linii
lotnicznych obslugujacych potaczenia miedzy nimi. Wybierzmy jedna z tych
linii, powiedzmy /; przyjmijmy, ze nie oferuje ona podrézy okreznej z nieparzysta
liczba lotéw. Wynika stad, ze jezeli pomiedzy miastami A i B mozna odbyé¢
podréz liniami £ z parzysta liczbg lotéw, to kazda inna podréz liniami ¢ od A
do B réwniez sktada sie z parzystej liczby lotéw.

Podzielimy teraz zbiér wszystkich miast na dwa podzbiory X i Y. Wybierz-
my dowolne miasto P i zaliczmy do X te miasta, do ktérych mozna dolecie¢ z P
liniami ¢ z parzysta liczba lotéw, zaé do Y te miasta, do ktérych mozna dolecieé
z P liniami ¢ z nieparzysta liczba lotow. Jezeli pozostang jeszcze jakies miasta,
to wybieramy z nich dowolne miasto P’ i zaliczamy do X (odpowiednio do Y)
te miasta, do ktérych mozna dolecie¢ z P liniami ¢ z parzysta (odpowiednio
z nieparzysta) liczba lotéw. Postepowanie to kontynuujemy az do wyczerpania
wszystkich miast.

Suma zbioréw X i Y jest zbiorem (27! + 1)-elementowym, zatem jeden
z tych zbioréw ma przynajmniej 2 + 1 elementéow. Z okreslenia tych zbioréw
wynika, ze dwa miasta nalezace do tego samego zbioru nie maja bezposredniego
potaczenia liniami £. Wobec tego istnieje taki zbiér 2™ 4+ 1 miast, ze bezposred-
nie polaczenia miedzy nimi sg obstugiwane przez pozostate n linii. Na mocy
zalozenia indukcyjnego rozwiazanie jest zakonczone.

8. Dany jest czworo$cian ABCD, w ktorym zadna $ciana nie jest tréjkatem
prostokatnym. Wykazaé, ze je$li punkt A i punkty przeciecia wysokosci Scian
ABC, ACD, ADB leza na jednej plaszczyznie, to $rodek sfery opisanej na da-
nym czworoscianie i Srodki krawedzi AB, AC, AD lezg na jednej plaszczyznie.

Rozwiazanie:

Oznaczmy przez Hp, Ho, Hp punkty przeciecia wysokosci odpowiednio
scian ACD, ADB, ABC. Na mocy zalozen punkty te sa rézne od A. Zatem
prosta AHp zawiera wysoko$¢ tréjkata AC D, czyli przecina plaszczyzne BC' D
w punkcie Kpg lezacym na prostej C'D. W istocie punkt Kp jest rzutem prosto-
katnym wierzchotka A na prosta C'D. Analogicznie okreslmy Ko = AH-NDB,
Kp = AHp N BC sa to rzuty prostokatne wierzchotka A na odpowiednie kra-
wedzie.

Punkty Kp, K¢, Kp leza na odpowiednio na prostych AHg, AHo, AHp
zawartych w mysl warunkéw zadania w jednej plaszczyznie. Punkty te leza jed-
noczes$nie na ptaszczyznie BC D. Obie te plaszczyzny maja wiec punkty wspdlne
i nie pokrywaja sie (A nie lezy na drugiej z nich), zatem punkty Kg, K¢, Kp
leza na jednej proste;j.

Z drugiej strony, jezeli A’ oznacza rzut prostokatny wierzchotka A na plasz-
czyzne BCD, to Kp, K¢, Kp sa rzutami prostokatnymi punktu A’ odpowied-
nio na boki CD, DB, BC trbjkata BC' D. Skoro rzuty te leza na jednej prostej,
punkt A’ lezy na okregu opisanym na tym tréjkacie, a wigc na sferze opisanej na

22



czworo$cianie ABC'D. Wobec tego odcinek AA’ laczy dwa punkty tej sfery, czyli
jego plaszczyzna symetralna przechodzi przez jej srodek. Ale na plaszczyZnie
tej leza oczywiscie $rodki krawedzi AB, AC, AD. To konczy rozwigzanie.

9. Dla kazdej liczby calkowitej n > 2 znalezé liczbe takich funkcji f od-
wzorowujacych zbidr n-elementowy w ten sam zbidr, ze (n — 2)-krotne zlozenie
fofo...of nie jest funkcja stala, za$ (n — 1)-krotne zlozenie fo fo...o f
| [

n—2 n—1
jest funkcja stata.
Rozwiazanie:
Dlak =1,2,3,... niech A; oznacza zbiér wartosci k-krotnego zlozenia funk-

cji f, tzn. zbiér elementéw postaci f(f(...(f(z))...)), gdzie x przebiega dany
k
zbidr n-elementowy, ktéry oznaczmy Ayp.

Jest jasne, ze woéwczas Ag 2 A1 O Ay D Az D ... oraz r6wnosé Ap = Axi1
dla pewnego k pociaga za soba réwnoséci Ay = Ag41 = Ap42 = .. ..

W zadaniu chodzi o wyznaczenie liczby funkcji f, dla ktérych A,,_o # A, 1
oraz A,_1 jest zbiorem jednoelementowym. W takiej sytuacji liczby elementow
danych zbioréw wynosza |A,_;| =i dlai=1,2,...,n. Zatem kazda taka funk-
cja f okresla ciag podzbioréw zbioru Ay, w ktérym kazdy nastepny podzbior
powstaje z poprzedniego przez odrzucenie jednego elementu, a zatem okreéla
jednoznacznie pewng permutacje zbioru Ay (mianowicie ciag kolejnych elemen-
téw do odrzucenia). Odwrotnie, kazdy taki ciag podzbioréw okresla funkcje f,
bo jedli A,,—; ={a1,as,...,a;} dlai=1,2,...,n, to odpowiadajaca funkcja f

jest zadana wzorem
N dlaj=1
f(aj) - { aj_1 dla] > 9

Wobec tego liczba szukanych funkcji jest réwna liczbie wszystkich permutacji
zbioru n-elementowego, czyli n!.

10. Okrag wpisany w trojkat ABC' jest styczny do bokéw AB i AC odpo-
wiednio w punktach Z i Y. Odcinki BY i CZ przecinaja si¢ w punkcie G, zas
punkty R i S wybrano tak, ze czworokaty BC'Y R i1 BCSZ sa réwnoleglobokami.
Wykazaé, ze GR = GS.

Rozwigzanie:

Niech okrag wpisany w tréjkat ABC bedzie styczny do boku BC' w punk-
cie X oraz niech okrag o dopisany do tego trojkata bedzie styczny: do boku BC
w punkcie T, za$ do przedtuzen bokow AB i AC' odpowiednio w punktach P i Q.
Woéwezas tatwy rachunek daje BX = CT, skad CQ =CT =BX =BZ =CS
oraz

ZP=7B+BP=XB+ BT =BX+CX =BC=1Z5S.
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Réwnosci ZP = ZS 1 CQ = CS oznaczaja, ze punkty Z i C' leza na prostej
potegowej okregu o i punktu S; lezy wiec na niej takze punkt G. Analogicznie
dowodzimy, ze G lezy na prostej potegowej okregu o i punktu R; stad zas G jest
jednakowo odlegly od punktéw R i S.

11. Dowiesé, ze dla kazdej liczby catkowitej k > 1 istnieje taka liczba rze-

czywista x, ze dlam = 1,2,3,... liczba [2™] 4+ 1 jest podzielna przez k.
Rozwiazanie:
Udowodnimy, ze zadang wlasno$¢ ma liczba x = k + Vk2 — k.
Aby to udowodnié, okres§lmy dla m = 1,2, 3, ... liczbe d,, wzorem

dm

(k+\/l~c2—km+ k= VR k)" =
ka—l( +Z km 1 k,g_k)Z:

=0
[m/2] [m/2]

:2ka2ﬂ J—2kaﬂ

Liczba otrzymana po prawej stronie jest caltkowita oraz podzielna przez k™~ [m/2]
i tym bardziej przez k. Ponadto 0 < (k — vk? — k)™ < 1, gdyz liczba stojaca
w nawiasie nalezy do przedziatu (0,1). Wobec tego ™ < d,, < 2™ + 1, czyli
liczba [z™] 4+ 1 = d,,, jest podzielna przez k.

12. Wyznaczy¢ wszystkie liczby calkowite a > 1 o nastepujacej wlasnosci:
Dla nieskoficzenie wielu liczb naturalnych n liczba a™—1 jest podzielna przez n?.

Rozwiazanie:

Wykazemy, ze liczba a = 2 nie ma postulowanej wlasnosci, natomiast maja
ja wszystkie liczby a > 3.

Dla liczby a = 2 udowodnimy wiecej, a mianowicie, ze dla zadnej liczby
naturalnej n > 1 nie zachodzi podzielno$é n|2"™ — 1. Przypusémy bowiem, ze n
jest taka liczba i niech p bedzie jej najmniejszym dzielnikiem pierwszym. Wow-
czas 2" =1 (mod p), zaé male twierdzenie Fermata daje 2°~! =1 (mod p); to
oznacza, ze najmniejszy naturalny wykladnik ¢, dla ktérego 2¢ = 1 (mod p),
jest dzielnikiem liczb n i p — 1. Jednak liczby n i p — 1 sa wzglednie pierwsze,
skad ¢ =112 =1 (mod p), co jest niedorzecznoscia.

Niech teraz a > 3. Przyjmijmy, ze dla pewnej liczby naturalnej n mamy
n?|a™ —1 i okredlmy m = annfl. Udowodnimy, ze wowczas m?|a™ — 1. Poniewaz
z zalozenia a > 3 wynika nier6wnos¢ m > n, wiec rozpoczynajac od liczby n = 1
otrzymamy w ten sposéb rosnacy ciag liczb naturalnych o zadanej wlasnosci.
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. . 7 . . . n_
Zauwazmy, ze w my$l zalozenia n?|a™ — 1 liczba m = <=1

4 =2 jest podzielna
n
przez n. Ponadto liczba

=1+a"+a®+...+a™ "
a™ —1

jest suma =t +1 =" = a’ -1

- -7 liczb, z ktorych kazda daje reszte 1 z dzielenia

przez a”™ — 1, a wiec tym bardziej przez “:'lgl. Stad wynika podzielnosé

n_11a™—1 n_1
an2 Z"—l’ czyli mzz(a"—l)a

=am —1.

a™ —1
"1
n? (a )a"—l

13. Liczby dodatnie z, y, z spelniaja warunek zyz = 1. Wykazaé, ze

2 2 2
+ + <1
(x4+1)24+y2+1  (y+1)2+22+1 (z+1)2+22+1
Rozwiazanie:
Niech
c b
= - =—, z=-
YT c

dla pewnych liczb dodatnich a, b, ¢ (liczby takie istnieja na mocy warunku
xyz =1, np. a =z, b =1, ¢ = xy). Wowczas

b
(2412492 +1 = 2% +y2 +22+2 > 2oy +20+2 = 2(§+%+1) - 2-%.

Stad i z dwbch analogicznych przeksztalcen otrzymujemy

2 b
S —
(x+1)2+y2+1 a+b+ec
2 a
S —
(y+1)24+22+1 at+b+c
2

C
S
(z+1)2+224+1 a+b+c

co po zsumowaniu stronami daje teze.

14. Ciag a1, ag, as, ... jest okreslony wzorami: a1 = 1, as = 0 oraz
agtyr =1—ay dla liczb caltkowitych 7, ¢ spetniajacych 0 < r < 2°.
Udowodnié, ze w ciagu tym nie wystepuje blok postaci www, gdzie w jest cia-

giem zlozonym z zer i jedynek.
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Rozwiazanie:
Przyjmujac b, = ant+1 dla n = 0,1,2,... widzimy, ze byt;, = 1 — b, dla
0 < r < 2%, co daje nastepujacy opis:

1 gdy w zapisie dwojkowym n wystepuje parzysta liczba jedynek
b, = .. " . . :
0 gdy w zapisie dwdjkowym n wystepuje nieparzysta liczba jedynek

Opis ten prowadzi do wniosku, ze b,,,+1 = 1—b,, dla dowolnej liczby parzystej m.

Przypusémy, whrew tezie, ze istnieje taka para (n,r), w ktérejn > 0ir > 1,
7€ bnti = bngrgi = bpgorgs dlai =0,1,...,7r — 1. Z powyzszego opisu wynika,
ze jedli dlugosé bloku r jest parzysta, to jedna z par (3, 3), (”7"’1, 5), w zalez-
nosci od parzystosci n, réwniez ma wskazana wlasnosé (usuwamy ostatnia cyfre
w zapisie dwéjkowym liczb n, n+1, ..., n+3r—1). Wolno w takim razie przyjaé,
ze r jest liczba nieparzysta. Dlai=0,1,...,r — 2 jedna z liczb n + i, n+7r+1
jest parzysta, wiec blok dlugosci nieparzystej

(bna [ERE bn+rfl) = (bn+r7 veey bn+2’r71> = (bn+2ra ceey b’I’LJr?)Tfl)

sklada sie naprzemiennie z zer i jedynek. W szczegélnosci wynika stad, ze
pierwsza i ostatnia liczba w tym bloku sa réwne i wobec tego by4r—1 = bpyr,
bnt2r—1 = bptor. Jest to niemozliwe, gdyz jedna z liczb n+r—1, n+2r —1 jest
parzysta. Zatem dany ciag nie moze zawiera¢ potréjnego bloku postaci www.

15. W czworokacie ABC' D opisanym na okregu prosta ¢ przechodzaca przez
wierzchotek A przecina bok BC' w punkcie M oraz pétprosta DC ™ w punkcie N.
Punkty Iy, I, I3 sa $rodkami okregéw wpisanych odpowiednio w tréjkaty ABM,
MNC, NDA. Dowieéé, ze punkt przeciecia wysokosci tréjkata 111213 lezy na
prostej £.

Rozwigzanie:

Poprowadzmy styczng do okregu wpisanego w tréjkat ABM réwnolegla do
prostej CD (tak, aby okrag i prosta C'D lezaly po przeciwnych stronach stycz-
nej). Niech styczna ta przecina bok BC' w punkcie F, za$ prosta ¢ w punkcie H.
Uzupehijmy ponadto tréjkat HEC do réwnolegloboku HECF.

Czworokaty ABCD i ABEH sa opisane na okregach, wiec

AD+ HF=AD+EC=AD+BC-BE=CD+ AB—- BE =
=CD+AH -FEH=CD+AH - CF =DF + AH.

Oznacza to, ze w czworokat AH F'D mozna wpisaé¢ okrag, ktéry oczywiscie po-
krywa sie¢ z okregiem wpisanym w trojkat NDA. Wobec tego prosta HF jest
styczna do tego okregu.

Prosta I1 H jest dwusieczng kata ZEHA, wigc z réwnoleglosci EH || CD
wynika, ze prosta I1 H jest prostopadia do dwusiecznej kata ZAN D, na ktérej
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lezg érodki Iy i Is. Stad wniosek, ze I1H 1 I3I5. Analogicznie réwnoleglosé
HF || BC prowadzi do prostopadlosci IsH L I;Is. W efekcie punkt H lezacy
na prostej £ jest punktem przeciecia wysokosci trojkata Iy I513.

16. Wyznaczy¢ wszystkie wartosci catkowite przyjmowane przez wyrazenie

a? + b2 + 2
abc

dla pewnych liczb naturalnych a, b, c.

Rozwiazanie:

Niech k bedzie catkowitg wartoscia danego utamka. Sposréd wszystkich tré-
jek liczb naturalnych (a,b,¢), dla ktérych warto$é tego utamka wynosi k, wy-
bierzmy te, dla ktérej suma a + b + ¢ jest najmniejsza mozliwa. Mozemy oczy-
widcie przyjac, ze a < b < c.

Wezmy pod uwage nastepujace réwnanie kwadratowe o niewiadomej x:

a® + % + 2% = kabz.

Pierwiastkiem tego réwnania jest liczba naturalna x = ¢, wiec ma ono dwa
pierwiastki z; < o, dla ktérych x, + xo = kabr oraz z1x5 = a? + b2. Przy-
puéémy, ze 1 < b. Poniewaz ¢ > b, wiec mamy x2 = c¢. Ponadto pierwiastek
x1 = kab —c = @ jest liczba naturalng oraz dla tréjki (a, b, z1) warto$é
danego w tresci zadania utlamka wynosi k. Jednak w tej sytuacji nieréwnosé
a+b+x <a+b+b< a+ b+ c przeczy minimalnosci tréjki (a,b,c).

Wobec tego 1 > b i w takim razie xy = “;tbQ < % < 2b. Ponadto jesli
nieré6wno$¢ x; > b jest ostra, to 2 < 2b. To w po%qczemu z faktem, ze 1 < xq,
prowadzi do zalezno$ci kab = x1 + x2 < 2b 4 2b = 4b, skad wniosek, ze ka < 4
i tym bardziej k < 3.

Wartosci k£ = 11 k = 3 sa oczywiscie przyjmowane odpowiednio dla trdjek
(a,b,¢) =(3,3,3) i (a,b,c) = (1,1,1). Zalézmy z kolei, ze rozpatrywany ulamek
przyjmuje wartosé k = 2; réwnanie a2 + b? + ¢ = 2abc ma zatem rozwigzanie
w liczbach naturalnych a, b, ¢. Poniewaz n?> = 1 (mod 3) dla liczb n niepodziel-
nych przez 3, wiec ktéras z liczb a, b, ¢ jest podzielna przez 3 (w przeciwnym
razie lewa strona tego réwnania bylaby podzielna przez 3, a prawa nie). Zatem
pewien skladnik lewej strony dzieli sie przez 3 i cala lewa strona rowniez, to
zas oznacza, ze wszystkie te sktadniki dziela sie przez 3, czyli a = 34, b = 3B,
¢ = 3C dla pewnych liczb naturalnych A, B, C, w sprzecznosci z konkluzja
poprzedniego akapitu, gdyz

2 ( )2:3.a2+b2+c2:6.
c abc

+

A2+ B2+ (3a)*+(4b
- L1

)
ABC b

oa\»—‘

1a
3@

Zatem catkowitymi wartoSciami danego utamka sg tylko 1 i 3.
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17. Dany jest tréjkat ABC, w ktorym AB # AC. Punkty D i F sa rzutami
prostokatnymi odpowiednio punktéw B i C' na dwusieczna kata wewnetrznego
/CAB. Udowodnié, ze proste BE i C'D przecinaja sie w punkcie lezacym na
dwusiecznej kata zewnetrznego ZCAB.

Rozwigzanie:

Proste BE i C'D przecinaja sie (gdyby bowiem byly one réwnolegle, to
BDCE bylby rownolegtobokiem, by¢ moze zdegenerowanym, i dwusieczna kata
ZBAC polowilaby bok BC, w sprzecznosci z zatozeniem AB # AC). Oznaczmy
F = BE N CD; stosujac twierdzenie Talesa oraz korzystajac z podobienstwa
trojkatow ABD i ACE dostajemy

FC_CE_AE
FD BD AD’
Stad wynika, ze FA || CE, a wiec FA L AD, co jest réwnoznaczne z teza.

18. Dane sa liczby naturalne a i b. Wykazaé, ze jezeli dla kazdej liczby
naturalnej n liczba (n+a)(n+b) jest iloczynem parzystej liczby liczb pierwszych,
to a=b.

Rozwigzanie:

Dla kazdej liczby naturalnej £ wprowadzmy oznaczenie

A0 = 0 gdy ¢ jest illoczynem parzystej liczby liczb pierwszych
"1 1 gdy /£ jest iloczynem nieparzystej liczby liczb pierwszych

i przypusémy whrew tezie, ze a # b, na przyktad a < b. Niech k bedzie na tyle
duza liczba naturalna, ze liczba n = k(b — a) — a jest dodatnia. Liczba

(n+a)(n+b) =k(b—a)k(b—a)—a+b =k(k+1)b—a)?

jest iloczynem parzystej liczby liczb pierwszych oraz (b—a)? # 0, a wiec mamy
Ak(k+ 1)) = 0, skad A(k) = A(k+1). Z dowolnosci k wynika, ze dla wszystkich
dostatecznie duzych liczb naturalnych k warto$é A(k) jest taka sama. Jest to
niemozliwe, gdyz A\(p) = 1 dla kazdej liczby pierwszej p oraz A(m?) = 0 dla
kazdej liczby naturalnej m. Sprzecznosé ta dowodzi, ze a = b.

19. Dla kazdej liczby naturalnej n znalezé najmniejsza mozliwg wartosé
wyrazenia
by +bas+...+0b,
n

dla liczb rzeczywistych by, ba, ..., b, spelniajacych warunki b; = 0 oraz

‘b1+1|:|bz+1| dlai:1,2,...,n—1.
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Rozwiazanie:
Zauwazmy, ze

1
zn:bQ me_anH Zb2+22b+n—1,
i=1 i=1

skad dostajemy

bi+bo+...4+b, —n+1+40b2+2b, __1+(bn+1)2

n 2n ) 2n

Wida¢ stad, ze jezeli n jest liczba nieparzysta, to najmniejsza wartos$é rozwa-
zanego wyrazenia jest osiagana dla ciagu (b1, ba, b3, ..., b,) = (0,—1,0,...,—1)
iwynosi — %, za$ dla parzystych liczb n wyraz b,, musi by¢ parzysty (gdyz wyrazy
sq liczbami catkowitymi naprzemiennie réznych parzystosci), wiec najmniejsza
warto$¢ jest osiagana dla (by,be,b3,...,bn—1,b,) = (0,—1,0,...,—1,0) i wynosi
-3+

20. Dany jest zbior n > 2 punktéw lezacych wewnatrz kuli o promieniu 1.
Dla i =1,2,...,n niech z; oznacza odleglos¢ i-tego punktu danego zbioru od
najblizszego innego punktu tego zbioru. Dowies¢, ze

o3 ad 4.+ <64

Rozwigzanie:
Niech K; oznacza kule o srodku w i-tym punkcie rozpatrywanego zbioru
i promieniu %xl Kule K;, Ko, ..., K, sa rozlaczne, gdyz z istnienia punktu

x € K; N K; wynika, ze i-ty i j-ty punkt zadanego zbioru sg w odleglosci
mniejszej niz 3z; + 3z; < max{x;,z;}, wbrew okresleniu jednej z liczb z;, z;.
Ponadto wszystkie te kule maja promien nie wiekszy niz 1, czyli sa zawarte
w kuli K o promieniu 2 wspoltérodkowej z dan@ kul@ jednostkowa. Wobec tego
suma objetosei tych kul, rowna 3m(321)® + 3m(332)% + ... + 37(32,)°%, nie
przekracza objetosci K, czyh 4723 skad teza

21. Dowie$¢, ze dla dowolnych liczb rzeczywistych 1, xs, ..., z, spelniaja-
cych warunek z; + o + ... + x, = n zachodzi nieréwnoéé

of 2 o, @b
2241 2341 224172

Rozwiazanie:
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Wykazemy, ze dla dowolnej liczby rzeczywistej x zachodzi nieréwnosé

x3 1

> )
2+1° %73

Woéwezas teza bedzie oczywista, gdyz

CAS. SRR S (R Y (R PO PR
2241 2241 T2\ 2 Pra) T\ 2) Ty

Jednak nieréwnos$¢ zapowiedziana na poczatku jest réwnowazna nieréwnosci
2% > (z—1)(2?+1) = 23 — 1(z — 1), a ta ostatnia nieréwnos¢ jest w widoczny
sposéb prawdziwa.

22. Okrag wpisany w trojkat ABC jest styczny do bokéw BC, CA, AB
odpowiednio w punktach D, E, F. Punkt M jest érodkiem boku BC, za$ od-
cinki AM i EF przecinajg sie w punkcie G. Wykazaé, ze proste GD i BC sa
prostopadte.

Rozwiazanie:

Dla tréjkata réwnoramiennego (AB = AC) teza jest oczywista ze wzgledu
na symetrie calego uktadu. W dalszej czesci zalézmy zatem, ze AB # AC.

Niech prosta prostopadla do BC' i przechodzaca przez punkt D przecina
odcinek EF w punkcie G’. PoprowadZzmy przez punkt G’ prosta réwnolegla
do BC'; niech przecina ona boki AB i AC' odpowiednio w punktach K i H.
Oznaczmy wreszcie przez I $rodek okregu wpisanego w tréjkat ABC (lezy on
na prostej DG").

Punkty G’, I, H, E leza na jednym okregu, gdyz Z/IG'H = ZIEH = 90°.
Analogicznie punkty G’, I, K, F leza na jednym okregu. Tréjkat EIF jest
réwnoramienny, zatem /G'HI = /G'EI = /G'FI = /GKI. Stad wniosek,
ze trojkat KTH takze jest réwnoramienny, czyli spodek jego wysokosci G’ jest
srodkiem boku K H. Poniewaz M jest $rodkiem boku BC, wiec rozpatrujac jed-
noktadnosé wzgledem punktu A przeprowadzajaca prosta K H na BC widzimy,
ze G' = G, to za$ pociaga za sobg teze.

23. Rozwazamy wszystkie k-elementowe podzbiory zbioru {1,2,...,n}
(0 < k < n). W kazdym podzbiorze wybieramy najmniejsza liczbe. Wyzna-
czy¢ $rednig arytmetyczna wszystkich wybranych liczb.

Rozwiazanie:

Spos6b 1. Popatrzmy na liczbe podzbioréw, w ktérych j jest najmniejszym
elementem. Do elementu j musimy dobra¢ k — 1 elementéow wiekszych od 7;
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mozna to zrobié¢ na (Z:{

Wynosi

) sposob6w. Stad wniosek, ze wartos¢ szukanej Sredniej

n—k+1 .
> i
, k—1
Jj=1

N

k

Obliczmy wartos¢ licznika tego utamka. Z podobnych powodéw jak poprzednio
liczba j(}~7) jest liczba podzbioréw (k + 1)-elementowych zbioru {0,1,...,n},
ktoérych drugim z kolei elementem jest j (mamy wtedy j mozliwosci wyboru
pierwszego elementu i (Z:{) mozliwosci wyboru pozostalych elementéw). To

oznacza, ze suma w liczniku jest réwna liczbie wszystkich (k+ 1)-elementowych

podzbioréw, czyli (Zﬁ) Wobec tego szukana warto$¢ sredniej wynosi

Sposéb 2. Zauwazmy, ze
a a—1 n a—1\ fa-—1 n a—2 -2
b b—1 b ) \b-1 b—1 b
_ (a1, (a2, (a-B) (a=3)_  _ =
- o\b-1 b—1 b—1 b)) A bfl '

Zmieniajac kolejnos¢ sumowania i wykorzystujac dwukrotnie ten wzor otrzymu-
jemy bardziej rachunkowe dokonczenie rozwiazania:

) - BT EC)-

j=1 j=1
B " -+ _(n+1
-« k C\k+1)
=1
24. W rosnacym ciagu liczb naturalnych ay, ag, as, ... zaden wyraz nie jest

dzielnikiem zadnego innego wyrazu. Dowieé¢, ze ciag roznic
a2 — ay, az — ag, a4 — asg,

jest nieograniczony.

Rozwiazanie:
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Przypusémy, wbrew tezie, ze dla pewnej liczby naturalnej k mamy
Opt1 — Gn < k dlan=1,2,3,...,

czyli any1 < ap, + k. Zatem wérdéd dowolnych k kolejnych liczb naturalnych nie
mniejszych niz a; mozna znalez¢ wyraz ciagu a1, ag, as, .. ..
Rozpatrzmy ciag ¢y, co, c3, ... okredlony wzorami: ¢; = a; oraz

Cnt1=(en +D(cn+2)...(cn + k) +cn dlan=1,2,3,...

Dla kazdego n wsréd k kolejnych liczb naturalnych ¢, + 1, ¢, +2, ..., ¢, + k
istnieje liczba, ktora jest wyrazem ciagu a1, as, as, .... Niech bedzie to liczba
cn+d,. Wyrazy tak zdefiniowanego ciagu dy, do, ds, . . . sa liczbami naturalnymi
nie wigkszymi od k, wiec nie moga by¢ wszystkie rézne. Zaltézmy, ze

dm =d, =d, gdzie m < n.
Poniewaz

Cmt1 +d=(cm+D(em +2)...(cm+k)+em+d=
=(mt+dlecm+1)...(cm+d—1)(em+d+1)...(cm +k)+1],

wiec liczba ¢, + d jest wladciwym dzielnikiem liczby c¢p,4+1 + d. Rozumujac
analogicznie widzimy, ze w ciagu

cm +d, Cm+1 + d, Cm+2 + d, ..., cp_1+d, cp+d

kazda liczba jest dzielnikiem liczby po niej nastepujacej. Wobec tego liczba
cm + d jest wlasciwym dzielnikiem liczby ¢, 4+ d, co przeczy faktowi, ze obie
liczby wystepuja w danym w treéci zadania ciagu.

25. Niech n, p, ¢ beda liczbami catkowitymi dodatnimi. Ciag liczb catkowi-
tych (zo,x1,...,2,) spelnia warunki:

To = Tp oraz Tiy1 — 2, €{p,—q} dlai=0,1...,n—1.

Udowodnié, ze jezeli n > p + g, to istnieja takie k, [, ze k £ 1 i {k,l} # {0,n}
oraz T = xj.

Rozwiazanie:

Mozemy oczywiscie przyjaé, ze xg = 0. Nastepnie jezeli liczby p i ¢ nie sa
wzglednie pierwsze, to mozemy podzieli¢ je (i kazdy wyraz ciagu) przez ich
najwiekszy wspolny dzielnik, zachowujac zalozenia i teze zadania. W dalszej
czedci przyjmujemy zatem, ze p i q sa wzglednie pierwsze.

7 warunkéw zadania wynika, ze

Tit1 —x; =p (mod p+ q) dlai=0,1,...,n— 1.
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Stad przez prosta indukcje mamy
zr =kp (mod p+q) dla k=0,1,...,n.

Poniewaz liczby p i p + q sa wzglednie pierwsze, warunek z,, = 0 implikuje
podzielno$¢ p + g|n. Oznaczmy yi = Tptptq — Tk dla bk =0,1,...,n — (p+ q).
Z poprzednich spostrzezen wynika, ze p + q|y, dla dowolnego k. Ponadto

Yk+1 = Yk = (Tht14ptq — Thtptq) — (Tht1 — Ti)

jest réznica dwéch liczb ze zbioru {p, —q} oraz jest podzielna przez p + ¢, co
prowadzi do relacji yg+1 — v € {—(p+ ¢),0,p + ¢}.
W efekcie ciag

(+) Yo Y1 Yn—(p+q)
p+q’ p+q’ ' p+q

jest ciagiem liczb calkowitych, ktérego dwa kolejne wyrazy réznia sie najwyzej

o 1. Ponadto

n__
p+aq 1

O0=mz, —20= Z Yk(p+q)s
k=0
czyli w ciggu (x) musi wystapi¢ wyraz zerowy. Pozostaje spostrzec, ze réwnosé
yr = 0 dla pewnego k konczy rozwiazanie.

26. Punkt K lezy wewnatrz czworokata wypuklego ABCD, przy czym
LKAD = /KCB =« oraz LKBC =/ZKDA = .

Na bokach AB i CD zbudowano, po zewnetrznej stronie czworokata ABCD,
tréjkaty ABP i CDQ, przy czym

/PAB = /ZQCD = « oraz /PBA=/QDC = §.

Wykazaé, ze punkt K jest srodkiem odcinka PQ.

Rozwiazanie:

Rozwazmy podobienstwo ¢ bedace zlozeniem obrotu wokot punktu A o kat
a = /ZPAB z jednokladno$cig o srodku A i skali ﬁ—g, oraz podobienstwo 1)
— zlozenie obrotu wokoél punktu C o kat —a = £ZDCQ z jednokladnoscia
o érodku C i skali g—g (znaki katéw pochodza od ich orientacji).

Z podobienistw odpowiednich tréjkatéw wynika, ze o(K) =D i ¢(B) = K.
Ponadto z definicji tych podobiefistw mamy ¢(P) = B i (D) = Q. To oznacza,
ze Y(p(P)) = K i¢¥(p(K)) = Q. Jednak zlozenie 1) o  jest przesunieciem, gdyz
katy obrotéw sumuja sie do zera, a skale jednokladnosci mnoza sie do jedynki.
To oznacza, ze PK = K_Q), czyli K jest srodkiem odcinka PQ.
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27. Niech p bedzie liczba pierwsza dajaca reszte 2 z dzielenia przez 3. Wy-
znaczy¢ liczbe takich tréjek (z,vy, 2), ze z,y,z € {0,1,...,p — 1} oraz liczby

r+y+z i zyz — 1

sg podzielne przez p.

Rozwiazanie:
Niech S bedzie zbiorem tréjek, o jakich mowa w tresci zadania, i niech

Sk ={(z,y,2) € S:y=kx (modp)}

dla £k =0,1,...,p— 1. Wtedy zbiory Sy, Si, ..., Sp—1 sa parami rozlaczne, zas
ich suma jest zbiér S.

Ustalmy wartosé k i wybierzmy dowolnie tréjke (z,y,z) € Sk. Wowezas
2= —(k+ 1)z (mod p), co daje xzyz = —k(k + 1)2® (mod p), czyli mamy

(%) —k(k+12*>=1 (mod p).

Stad w szczegdlnosci wynika, ze  # 0 oraz k ¢ {0,p — 1}. Podnoszac waru-
2

nek (x) do potegi ’5=, a nastepnie mnozac obustronnie przez x otrzymujemy

kongruencje (—k(k+1)) =z (mod p), gdzie po drodze korzystamy z matego
twierdzenia Fermata. Zatem z jest wyznaczone jednoznacznie przez k. Odwrot-
nie, jesli k ¢ {0,p — 1} i spelniona jest kongruencja (*) — co, jak wiemy, ma
miejsce dla dokladnie jednej wartodci z € {0,1,...,p—1} — to zachodzi relacja

p=2
3

(z,kz mod p,—(k+ 1)z mod p) € Sy.
Zatem |So| = |Sp—1| =0oraz |[Sg| =1dlak=1,2,...,p— 2, i w rezultacie

|S| :|Sl|+|82|++|5p,2| =p-—2.

28. Znalezé¢ wszystkie takie funkcje f : R — R, ze dla dowolnych liczb
rzeczywistych x, y zachodzi réwnosé

F(f(@)+y) =22+ f(f(y) — ).

Rozwigzanie:

Wstawiajac y = — f(x) dostajemy f(0) = 2x+ f(z), gdzie z = f(—f(z)) — .
Zatem dla dowolnej liczby rzeczywistej x liczba f(0)—2x jest wartoscia funkcji f,
czyli funkcja ta jest ,na”.
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Zalézmy teraz, ze dla pewnych argumentéw x1, xo zachodzi f(x1) = f(x2).
Skoro f jest ,na”, mozemy wybraé takie y, ze f(y) = x1 + x2. Wstawiajac do
danego w zadaniu réwnania x = 1 i y otrzymujemy

2z = f(f(z1) +y) = f(f(y) —a1) = f(f(21) +y) — fla2)

i analogicznie 2zo = f(f(z2) + y) — f(x1). Ale prawe strony tych réwnosci sa
rowne, wiec lewe tez, co oznacza, ze x1 = 9. Stad wynika, ze funkcja f jest
réznowartoséciowa.

Podstawiajac do danego réwnania z = 0 uzyskujemy f(f(0)+
Korzystajac z réznowartosciowoéci f dostajemy f(y) = y + f(0
nie sprawdzenie pokazuje, ze wszystkie funkcje postaci f (X) =X+
podane réwnanie.

)y) f(f ().

Bezposred-
c spelniaja

29. Dane sa takie dodatnie liczby wymierne x, y, ze liczba
1 1
n=r+y+—-+-—
r oy

jest catkowita. Wykazaé, ze liczba n nie jest podzielna przez 3.

Rozwiazanie:

Niech z = %, y = %, gdzie w liczniku i mianowniku kazdego utamka stoja
wzglednie pierwsze liczby naturalne. Niech ponadto liczby ¢ i s nie beda podziel-
ne przez 3 (wolno to zalozyé z uwagi na symetrie wyrazen x + % iy+ %) Dana
w zadaniu rownosé zapisuje sie w postaci g +5<+ % + 2 = n lub réwnowaznie

(pr + qs)(ps + qr) = npqrs.

Badajac obie strony tej réwnosci modulo p dostajemy p|g?rs, co w pota-
czeniu ze wzgledna pierwszoscia liczb p i ¢ daje warunek p|rs. Analogicznie
uzyskujemy zalezno$é ¢|rs i zndéw korzystajac ze wzglednej pierwszosci mamy
pq|rs. Podobnie stwierdzamy, ze rs|pg, a wiec pg = rs.

Liczby ¢ i s nie sa podzielne przez 3, zatem uzyskana przed chwila rownosé
prowadzi do wniosku, ze p = 3%’ i r = 3%/, gdzie u € {0,1,2,...} oraz liczby
p' 17’ nie sa podzielne przez 3. Stad otrzymujemy

(*) (32up/r’ 4 qs) - 3“(p's + qr') = n - 3%/ qr's.

Po lewej stronie drugi nawias nie jest podzielny przez 3, bowiem jest sumag
dwéch liczb dajacych jednakowe reszty z dzielenia przez 3 jako ze ich iloczyn
p's-qr’ = B = (51)? jest kwadratem liczby naturalnej i daje reszte 1 z dzie-
lenia przez 3. Réwniez pierwszy nawias nie jest podzielny przez 3 (jest to oczy-
wiste w przypadku u > 1, natomiast dla v = 0 przeprowadzamy to samo ro-
zumowanie, co dla drugiego nawiasu). Zatem lewa strona () nie jest podzielna
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przez 3%*! i w efekcie postaé prawej strony wskazuje, ze u = 0 oraz liczba n
nie jest podzielna przez 3.

30. Udowodnié, ze dla dowolnych liczb catkowitych dodatnich m, n (m > n)
zachodzi rownosé
n n
Z n (M ok _ Z n\/m+k '
k) \ k k n
k=0 k=0
Rozwigzanie:

Rozwazmy nastepujaca sytuacje: sposréd m kobiet i n mezczyzn chcemy
wybraé¢ m-osobowg delegacje. Ponadto kazdy z delegowanych mezczyzn musi
zalozyé czerwony lub niebieski krawat. Zbadajmy, na ile sposobéw mozna to
uczyni¢. Mozemy najpierw wybraé¢ k mezczyzn do delegacji na (Z) Sposobow,
nastepnie dobra¢ do nich m — k kobiet na (m”j k) = (’2) sposobéw, a na koncu
wybraé tych mezczyzn, ktérzy zalozg czerwony krawat, na 2* sposobéw. Ponie-
waz k przebiega zbiér {0,1,...,n}, wiec zliczajac w ten sposéb otrzymujemy
lewg strong réwnosci danej do udowodnienia. Aby otrzymaé prawa strone, na
poczatku delegujemy n — k mezczyzn, ktorzy zaloza czerwony krawat. Mozemy
to zrobi¢ na (nfk) = (Z) sposobéw. Nastepnie spoéréd pozostalych m + k oséb
wybieramy n, ktore nie zostana delegowane — tu mamy (m;k) sposob6w. Na
koncu pozostali delegowani mezczyzni zaktadaja niebieskie krawaty.

31. Wyznaczy¢ wszystkie trojki liczb rzeczywistych (a, b, ¢) spelniajace uklad
rownan

ab+bc+ca = 1
362 -4 = 1
40 —5¢2 = 1

Rozwigzanie:

Jezeli tréjka (a, b, ¢) spelnia dany uklad, to tréjka (—a, —b, —c) takze. Wobec
tego bez straty ogdlnoéci mozemy przyjac, ze co najmniej dwie sposréd liczb
a, b, ¢ sa nieujemne.

Niech z,y, z € (0, 7) beda takimi katami, ze

a =ctgr, b=ctgy, c=ctgz.

Z pierwszego réwnania danego uktadu mamy

1—ab

ctgz=c=
B a+b

= —Ctg(.’ﬂ + y)7
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co oznacza, ze suma x +y+ z jest wielokrotnoscig 7. Z nieujemnosci co najmniej
dwoch sposrod liczb a, b, ¢ dostajemy 0 <z +y+2 < 5+ 5 +7 =27, a wige
x4+ y+ 2z = . W takim razie z, y, z sa miarami katéw pewnego trojkata.
Przeksztalémy teraz drugie réwnanie: 3a? — 4b%> = 1 przepisujemy w postaci
3(a? +1) = 4(b? + 1), czyli

3 4 4 5

—— = 5, i analogicznie —— = .
sin“x  sin“y sin“y  sin”z

7 twierdzenia sinuséw wynika teraz, ze boki rzeczonego tréjkata maja sie do
siebie jak v/3 : v/4 : /5 i pozostaje obliczy¢ cotangensy katéw takiego tréjkata.
W tym celu opuszczamy wysoko$¢ na bok o dhugosci 2; niech dzieli ona ten bok
na odcinki o dtugosciach ¢ i 2—¢ (przylegte odpowiednio do bokéw o dlugosciach
V3 i V/5). Z twierdzenia Pitagorasa mamy Wtedy 3 — t2 =5—(2—t)? czyli

t= 5 Ponadto dlugosé Wysokosm wynosi h = \/ bk@d wyznaczamy
a= 2T = \/% ic= i \/ﬁ, co daje b = \/ﬁ Latwo stherdzu:7 ze ta trojka

istotnie spetnia podany uktad.

Uwalnianiajac sie od poczynionego na wst(—;;pie zalozenia dostajemy dwie
tréjki spetniajace dany uktad: (—2- Vi(——2=, A, L)

JRL Spetma)y Y VT VAT Vit Vi Vi Vi

32. Wewnatrz czworokata wypuklego ABC D, nie bedacego trapezem, lezy
taki punkt X, ze ZADX = /BCX, Z/DAX = /ZCBX i wszystkie te katy sa
ostre, oraz taki punkt Y, ze AY = BY i C'Y = DY. Dowiesé, ze

LAYB=2-/ZADX.

Rozwigzanie:

Niech M i N beda takimi punktami na symetralnej odcinka AB, ze trojkaty
AMN i ADX s3 podobne oraz majg te samg orientacje. Wowczas ‘3—% = 1‘2—?,
co wraz z rownoscig katéw /MAD = /NAX daje podobienstwo tréjkatow
AMD i AN X. Analogicznie dowodzimy, ze ze zgodnego podobienstwa tréjkatow

BMN i BCX wynika podobienstwo trojkatéw BMC' i BN X. Zatem

CM BM AM DM
XN~ BN AN XN’

czyli CM = DM. Wobec tego punkt M pokrywa sie z punktem Y, gdyz syme-
tralne odcinkéw AB i C'D maja dokladnie jeden punkt wspélny, a stad

LAYB = /ZAMB =2/AMN =2/ADX.
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7 latwych zadan geometrycznych

1. W szedciokacie wypukltym ABCDEF katy wewnetrzne maja jednakowe
miary. Udowodni¢, ze
AB+ BC = DE + EF.

Rozwiazanie:

Przedtuzajac boki BC, DE i F'A otrzymujemy tréjkat rownoboczny o wierz-
chotkach X = FANBC,Y = BCNDE, Z = DENFA. Tréjkaty AXB, CYD
i EZF sa réwniez rownoboczne. Stad

AB+BC=XB+BC=XC=XY-CY=2Y-DY =7D =
=DE+ EZ =DFE + EF.

2. Punkt O jest srodkiem okregu opisanego na tréjkacie ABC. Prosta AO
przecina bok BC' w punkcie D. Punkty P i @ lezg odpowiednio na bokach AB
i AC, przy czym DP = BD oraz DQ = CD. Wykazaé, ze proste PQ i BC sa
réwnolegte.

Rozwigzanie:

Niech F i F beda rzutami prostokatnymi punktu D odpowiednio na pro-
ste AB i AC. Rzuty prostokatne punktu O na te proste sa Srodkami bokow,
wyznaczaja wiec prosta réwnolegla do BC. Zatem takze EF || BC.

Ponadto w mysl zatozen zadania tréjkaty BDP i CDQ sa réwnoramienne.
Wobec tego BE = EP oraz CF = F(Q, co wraz z uzyskana wczesniej zaleznoscia
EF || BC daje, na mocy twierdzenia Talesa, teze zadania.

3. Czworokat ABC' D, w ktorym LABC = 90°, jest wpisany w okrag. Punk-
ty M i N sg rzutami prostokatnymi punktu B odpowiednio na proste AC i AD.
Udowodni¢, ze prosta M N przechodzi przez érodek odcinka BD.

Rozwigzanie:

Oznaczmy przez K rzut prostokatny punktu B na prosta CD. Wowczas
punkt B znajduje sie na okregu opisanym na trojkacie ACD, zas K, M, N sa
rzutami prostokatnymi tego punktu na boki tego tréjkata. Rzuty te leza wiec
na jednej prostej (prostej Simsona).

Z drugiej strony, w czworokacie N BK D katy przy wierzchotkach N, K, D sa
proste. Jest on zatem prostokatem. Ponadto punkty K, M, N leza na przekatnej
tego prostokata, przechodzacej oczywiscie przez srodek drugiej przekatnej BD.
To dowodzi tezy.
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4. Na bokach BC i AC tréjkata ABC budujemy, po jego zewnetrznej stro-
nie, kwadraty BCDFE i ACFG. Proste AE i BG przecinaja sie w punkcie H.
Wykazaé, ze proste CH i AB sa prostopadle.

Rozwiazanie:

Na boku AB danego tréojkata zbudujmy, po zewnetrznej stronie, kwadrat
ABIJ. Obrét o kat 90° wokél punktu B przeprowadza punkty E i A odpo-
wiednio na punkty C' i I. Stad wniosek, ze CI 1 AE. Podobnie dowodzimy, ze
CJ 1 BG.

Zatem proste AE i BD zawieraja wysokoéci trojkata powstajacego z trdjkata
JIC w wyniku przesuniecia odcinka JI na odcinek AB. Wobec tego prosta C H
zawiera trzecia wysokoS¢ tego tréjkata, co konczy rozwiazanie.

5. Na bokach tréjkata ABC budujemy podobne tréjkaty réwnoramienne:
APB (AP = PB) i CQA (CQ = QA) na zewnatrz oraz tréjkat BRC
(BR = RC) do wewnatrz. Dowiesé, ze punkty A, P, R, @ leza na jednej prostej
albo sg kolejnymi wierzchotkami réwnolegtoboku.

Rozwiazanie:

Obrét o kat « = ZABP = ZCBR wokél punktu B przeprowadza pewne
punkty D € AB i E € BC odpowiednio na punkty P i . Ponadto z uwagi na
dane podobienstwa mamy

BD BP BA

BE BR BC’
Zatem proste DE 1 AC sg réownolegte. Poniewaz o = ZQAC, wiec udowodnili-
$my, ze réwnolegle proste DE i AC przy pewnych obrotach o kat « przechodza

odpowiednio na proste PR 1 AQ. Wobec tego PR || AQ i analogicznie QR || AP,
skad teza.

6. Dany jest okrag o oraz okregi o1 i 02, styczne wewnetrznie do okre-
gu o odpowiednio w punktach A i B. Okregi o1 i 02 leza po jednej stronie
prostej ¢ stycznej do nich odpowiednio w punktach D i E. Dowie$¢, ze proste
AD i BE przecinaja sie w punkcie lezacym na okregu o.

Rozwiazanie:

Poprowadzmy prosta rownolegta do prostej ¢, lezaca po przeciwnej stronie
tej prostej niz okregi o1 i 0y oraz styczna do okregu o w punkcie C. Wykazemy,
ze C' jest poszukiwanym punktem.

Jednoktadnosé o srodku A przeksztalcajaca okrag o1 na o przeprowadza
prosta ¢ styczna do o; w punkcie D na réwnoleglta do niej prosta styczng do
okregu o, i lezaca po przeciwnej stronie ¢ niz A. Wynika stad, Zze rozpatrywana
jednokladno$é przeprowadza punkt D na C. W rezultacie punkty A, D, C' leza
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na jednej prostej. To samo mozemy powiedzie¢ o punktach B, E, C, co konczy
rozwiazanie.

7. Dany jest czworokat ABCD, w ktérym AB = AD oraz ZDAB = 60°.
Punkt F lezy wewnatrz tego czworokata. Udowodnié, ze

DE+ BE+CE > AC.

Rozwigzanie:
Z warunkéw zadania wynika, ze trojkat ABD jest réwnoboczny. Stosujac
nier6wno$¢ Ptolemeusza do czworokata ABED dostajemy

AE-BD < AB-DE + BE - AD

i po uwzglednieniu réwnoéci BD = AB = AD widzimy, ze AE < DE + BE.
Zatem na mocy nieréwnosci tréojkata dla punktéow B, E, D uzyskujemy

DE+BE+CE > AE+CE > AC.
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Zawody druzynowe

1. Wskazaé taka liczbe rzeczywista a, ze dla kazdego uktadu liczb rzeczywi-
stych nieujemnych x1, x2, ..., T, 0 sumie réwnej 1 zachodzi nieréwnosé

Z :Z?,SC;(.T, + l‘j) <a

1<i<j<n

oraz liczba a nie jest istotnie wigksza niz w poprawnych rozwigzaniach innych
druzyn.

Rozwiazanie:

Zauwazmy, ze dla x1 = o =
. . <1
lewej stronie wynosi 7.

Aby udowodnié nieréwnosé dla a = i zapiszmy inaczej jej lewa strone:

% izxg =...=x, = 0 warto$¢ wyrazenia po

T szf(l—ﬂfi)z

1 VE)

n n 2
T; — le <xl ) <

1 =1

M:

Z vivy(r + ;) =

1<i<j<n

.
Il

s
] =

7

2. Wskazaé taka liczbe rzeczywista b, ze kazdy wypukly wielokat $rodko-
wosymetryczny o polu 1 jest zawarty w pewnym réwnolegltoboku o polu b oraz
liczba b nie jest istotnie wigksza niz w poprawnych rozwiazaniach innych druzyn.

Rozwiazanie:

Przedstawimy rozwiazanie dla b = /2. (W istocie najlepsza stala jest %
osiagana dla szesciokata foremnego, ale rozwigzanie jest wtedy znacznie bardziej
skomplikowane.)

Niech O bedzie $rodkiem symetrii wielokata P i wybierzmy na jego obwodzie
takie punkty A i B, ze pole [O AB] jest maksymalne. Prowadzac przez A prosta
rownoleglta do OB oraz przez B prosta rownolegla do OA, a takze dwie pro-
ste symetryczne do nich wzgledem punktu O, otrzymujemy réwnoleglobok R4
zawierajacy P, przy czym srodki bokéw R, leza na obwodzie P. Niech ponad-
to R bedzie réwnoleglobokiem symetrycznym wzgledem O o jednym boku AB;
oznaczmy go przez ABA’'B’ (zawiera sie on w P). Wreszcie niech Ry bedzie
najmniejszym réwnoleglobokiem zawierajacym P o bokach réwnolegltych do bo-
kéw R.

Wykazemy, ze [R1] < V2[P] lub [Ro] < V2[P].
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WyprowadZmy z punktu O pélprosta réwnolegta do B’A™ (w tym samym
kierunku). Przecina ona odcinek AB w pewnym punkcie X oraz brzeg P w pew-
nym punkcie X'; niech z = 007);(’. Wtedy 1 < z < 2. Analogicznie definiujemy
Yy = 007};/ dla pélprostej wychodzacej z O réownolegltej do AB~. W tej sytu-
acji [Rq] = xy[R], a z drugiej strony P zawiera srodkowosymetryczny o$miokat
o poczatkowych wierzchotkach A, X', B, Y’ ktérego pole wynosi % [ABA'B],
czyli mamy ZEY[R] < [P]. Ostatecznie

[Ri] - [Ro] = 2[R] - zy[R] < 2[R] - (Hf¥)*[R] < 2(*F<[R])* < 2[P],

skad istotnie [R1] < v2[P] lub [R2] < V2[P].

3. Wskazaé¢ taka liczbe rzeczywista ¢, ze w dowolnej prostokatnej tablicy
liczb rzeczywistych, w ktérej modut kazdej liczby nie przekracza 1, a suma liczb
w kazdej kolumnie wynosi 0, da sie tak przestawié¢ liczby w kazdej kolumnie,
aby modut sumy liczb w kazdym wierszu nie przekraczat c, oraz liczba c nie jest
istotnie wigksza niz w poprawnych rozwigzaniach innych druzyn.

Rozwiazanie:

Udowodnimy, ze najlepsza stala jest ¢ = 2.

Rozwazmy zatem dowolna tablice oraz wszystkie tablice, ktére mozna z niej
otrzymacé przestawiajac liczby w kolumnach. Dla kazdej takiej tablicy mozemy
obliczyé wielko$¢ |W1| + [Wa| + ... + |Wy|, gdzie W; jest sumg wszystkich liczb
z i-tego wiersza (¢ oznacza liczbe wierszy). Wybierzmy te tablice, dla ktérej ta
wielko$é jest najmniejsza. Udowodnimy, ze wéwcezas |W;| < 2dlai=1,2,... L.
Przypu$émy, ze tak nie jest; niech na przyklad |Wi| > 2 i po zmianie znakéw
wszystkich liczb w tablicy Wy > 2. Skoro W1 +Ws+...+ W, = 0, pewien wiersz
ma sume ujemng, np. W < 0. Mamy teraz W7 > Wy, wiec w pewnej kolumnie,
np. w pierwszej, liczba = w pierwszym wierszu jest wieksza od liczby y w drugim
wierszu. Zamienmy teraz liczby x i y miejscami. Otrzymamy nowa tablice, dla
ktorej rozpatrywana wielkos¢é wymnosi

Wi+ (y —2)| + [Wa + (. — )| + [Wa] + ... + [Wi.
Poniewaz |z|, |y| < 1 oraz Wi > 2, mamy
Wi+ (y—z)=Wi+y—z=[W]+y—=z

Z drugiej strony, Wo < 0 oraz x —y > 0, co daje |[Wo + (x —y)| < |[Wa| +x —y.
To jednak oznacza, ze dla nowej tablicy rozpatrywana wielko$é jest mniejsza,
co przeczy minimalnosci tej poprzedniej.

Stalej ¢ = 2 nie mozna poprawi¢, gdyz dla tablicy o 2 kolumnach, z ktérych
kazda sktada si¢ z n liczb réwnych 1 — % oraz n — 1 liczb réownych —1, po

dowolnym przestawieniu kolumn istnieje wiersz o sumie 2 — %
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4. Niech P oznacza zbiér liczb pierwszych, a N — zbiér liczb natural-
nych. Wskazaé¢ taka funkcje f : P — N, ze dla dowolnej liczby p € P istnieje
p-elementowy zbidr liczb naturalnych mniejszych od f(p), ktérego dwuelemen-
towe podzbiory maja rézne sumy elementéw, oraz funkcja f nie roénie istotnie
szybciej niz w poprawnych rozwigzaniach innych druzyn.

Rozwiazanie:

Podamy konstrukcje opisanych zbioréw dla f(p) = 2p? dla nieparzystych
liczb pierwszych p. Funkcja ta nie moze by¢ ,jistotnie” mniejsza: p-elementowy
zbiér ma %p(p — 1) podzbioréw i kazdy z nich ma mieé¢ inng sume, wiec naj-
wiekszy element zbioru musi byé réwny co najmniej ip(p -1).

Niech 7; dla i = 0,1,...,p — 1 oznacza reszte z dzielenia liczby i? przez p
i wezmy pod uwage zbiér p liczb postaci 2pj 4+ r; dla 7 = 0,1,...,p — 1. Jest
to zbidr liczb naturalnych nie wigkszych niz 2p(p — 1) + 1. Mamy wykazad, ze
z réwnosci

(2pa +1q) + (2pb +13) = (2pc + 1) + (2pd + 74q)

dlaa,b,c,d € {0,1,...,p—1}, gdzie a # b, ¢ # d, wynika, ze skladniki obu stron
sa réwne. Zapiszmy te réwno$é w postaci 2p(a +b—c—d) =r. + 19— Tq — b
Prawa strona ma modul mniejszy niz 2p, a wiec obie strony sa zerami, skad

a+b=c+d  oraz a>+b*=c*+d* (mod p).
W takim razie (a—c)(a+c¢) = (d—b)(d+b) (mod p), co daje alboa =cib=d,

albo — po skréceniu przez pierwszy czynnik — a +c¢ = d+ b (mod p) i wraz
z zaleznoscia a + b = ¢+ d dostajemy b = ¢, a = d.
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Pierwszy Mecz Matematyczny

1. Wyznaczy¢ wszystkie pola na szachownicy rozmiaru 8 x 8 o nastepujacej
wlasnosci: Po usunieciu tego pola mozna pokry¢ pozostaly czesé szachownicy
klockami rozmiaru 3 x 1.

Rozwiazanie:
Wypehijmy pola danej szachownicy liczbami w nastepujacy sposob:

== O = =] o] ==

== O = = O =] =

O OIN OO NOIO

e R =l ) il R =l il

== O = = O =] =

O OIN OO NOIO

el el =l e el =l e
=l ] i = el

Woéwcezas kazdy klocek przykrywa pola o tacznej sumie 2. Wobec tego suma
liczb wpisanych w pola przykryte przez 21 klockéw wynosi 42, za$ suma liczb
we wszystkich polach jest réwna 44. Zatem jedynymi polami o zadanej wtasno-
Sci moga by¢ tylko cztery pola z liczba 2. W istocie maja one taka wlasnosc:
kazde z nich jest srodkiem pewnej szachownicy 5 X 5 i po jego usunieciu mozna
ja pokry¢ 8 klockami; pozostala czesé wyjsciowej szachownicy rozpada sie na
prostokaty 3 x 51 3 x 8, ktére oczywisdcie rowniez mozna pokry¢ klockami.

2. Udowodnié, ze dla kazdej liczby naturalnej n istnieja takie liczby naturalne
a > b > n, ze liczba dodatnich dzielnikéw liczby a? + 1 nie przekracza liczby
dodatnich dzielnikéw liczby b% + 1.

Rozwigzanie:

Niech funkcja d(k) oznacza liczbe dodatnich dzielnikéw liczby k oraz niech
ck=dk?*+1)dlak=1,2,3,...

Zauwazmy, ze dla kazdej nieparzystej liczby naturalnej k podzielnej przez
¢ réznych liczb pierwszych mamy ¢, < k — 2£. Istotnie, dzielniki liczby k2 + 1
wigksze niz k sa postaci #jl dla pewnego dzielnika d|k? + 1 mniejszego niz k,
a wiec ¢ jest dwukrotnoécig liczby tych dzielnikéw k2 + 1, ktére sa mniejsze

niz k. Tych ostatnich jest co najwyzej % — ¢, poniewaz z ®=1 nieparzystych

2
liczb naturalnych mniejszych od k nalezy jeszcze usunaé ¢ liczb pierwszych dzie-
lacych k. W rezultacie ¢, < 2(%51 —¢) < k — 20

Zalézmy teraz, ze teza zadania nie zachodzi dla liczby n; oznacza to, ze

Cn < Cpt1 < Cpty2 < ..., co prowadzi do nieréwnosci ¢,4; > i dlai=0,1,2,....
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Wybierajac taka liczbe i, dla ktoérej liczba n + ¢ jest nieparzysta i ma n réznych
dzielnikéw pierwszych, otrzymujemy i < c,4; < (n +14) — 2n = —n + 4, czyli
sprzecznose.

3. Wykazaé, ze dla dowolnych liczb dodatnich z, y, z prawdziwa jest nie-
réwnosé

3+ Y3+ 23
R R N R R R Rt

Rozwiazanie:

Dla dowolnych liczb dodatnich a, b spelniona jest nastepujaca nieréwnosé
miedzy $rednimi potegowymi:

(55) <55

Stad i z nieréwnosci pomiedzy $rednia geometryczna i arytmetyczng dostajemy

2 2
(2 +y* + )2 +y? = 2\/5( z +y> +V2-z-z2-

2 2
3 43 [ 3 2 4 )3}

< 2 + Y29 \/

V2. 2 \?f z + \ 32

+y

< 2. —[23 ]:

V2. 2 T
_ \/5(73 +§3

).

Analogicznie dowodzimy, ze

@+ + VR +22 < \@(%z" + 5y + gz3>,
(22 +y? +22) V22 + 22 < \@(g:ﬁ + 25 + gz3>

i sumujac stronami dostajemy teze.

4. Na okregu danych jest n liczb rzeczywistych. Operacja polega na wpisaniu
pomiedzy kazda pare sasiednich liczb wartoéci bezwzglednej ich réznicy oraz
wymazaniu dotychczasowych n liczb. Rozstrzygnaé, w zaleznosci od n > 3, czy
z dowolnego poczatkowego uktadu n liczb w wyniku wielokrotnego wykonywania
opisanej operacji mozna otrzymacé n jednakowych liczb.

Rozwigzanie:
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Wykazemy, ze dla kazdego n > 3 istnieje poczatkowy uklad, z ktorego nigdy
nie otrzymuje sie n rownych liczb. Rozpatrzmy w tym celu wielomian

W)=ttt —t" 2 "3t 1

Nietrudno sprawdzié¢, ze W(l) = —n +2 < 0 oraz W(2) = 1 > 0, zatem
wielomian ten ma pierwiastek oo w przedziale (1, 2). Jako poczatkowy uklad liczb
wpisujemy na okregu kolejno liczby 1, o, &2, ..., a" 1. Wéwczas po wykonaniu
opisanej w zadaniu operacji otrzymujemy na okregu kolejno nastepujace liczby:
a—1,a?—a=ala—1),a®*-a?=a%(a—1),..,a" 1 —a" 2 =a"2%(a-1),
a" -1 = (@@ ?24+a"3+...+a+1)(a—-1) = a" !(a - 1). Uzyskany
uktad powstaje z poczatkowego takze w wyniku pomnozenia wszystkich liczb
przez a — 1. Wobec tego uklad otrzymany po wykonaniu k operacji powstaje
z poczatkowego przez pomnozenie wszystkich liczb przez (o — 1)*, zatem nie
moze sktadac sie z n jednakowych liczb.

5. W n-osobowym stowarzyszeniu dziata k komisji. Kazda komisja liczy
co najmniej dwoch czlonkéw, zas dowolne dwie rézne komisje maja doktadnie
jednego wspdlnego cztonka. Dowiesé, ze k < n.

Rozwigzanie:
Niech {1,2,...,n} bedzie zbiorem numeréw czlonkéw stowarzyszenia oraz
niech A4; C {1,2,...,n} dla j = 1,2,...,k bedzie zbiorem numeréw cztonkéw

Jj-tej komisji. Niech ponadto B; = {j € {1,2,...,k} : i € A;}, czyli B; sklada
sie z numerdw tych komisji, do ktérych nalezy cztonek i.

Zalézmy, ze cztonek o numerze i nie wchodzi w sklad j-tej komisji. Wow-
czas dwie rozne komisje zawierajace czlonka ¢ nie moga mie¢ wspodlnego cztonka
nalezacego jednocze$nie do komisji A;. Wynika stad, ze liczba komisji zawieraja-
cych czlonka i nie przekracza liczby czlonkéw komisji A, czyli |B;| < |A;|. Stad
dostajemy n — |B;| > n — |A;|. Liczba po prawej stronie jest dodatnia (z wyla-
czeniem przypadku, gdy |A4;| = n, czyli pewna komisja sklada si¢ ze wszystkich
cztonkéw stowarzyszenia, wtedy jednak oczywiscie k < 2 < n). Zatem

1 < 1
n—|Bi| " n—]4;]

(%)

Przesumujmy teraz powyzsza nieréwnos$¢ po wszystkich takich parach (i, j),
zel <1< n,1<j< koraz i € Aj. Dla ustalonego 7 liczba takich par jest
réwna liczbie komisji, do ktérych nie nalezy czlonek i, czyli k — | B;|. Natomiast
dla ustalonego j liczba takich par jest réwna liczbie czlonkéw stowarzyszenia
nie nalezacych do komisji A;, czyli n — |A;|. Wobec tego

> - Zn_'él i< W)*“Z =7l

ey n i
(4,5):1€A; i=1
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1 k n— |Aj|
_ il _ —
§ WA EZ A E 1=k.

(i,5):1€A;

W takim razie na mocy nieréwnosci (%) dostajemy

(kn)(in_ll&l) <0.

i=1

Liczba w drugim nawiasie jest dodatnia, gdyz stojaca tam suma jest sumag
n sktadnikéw rownych co najmniej %, wsrdd ktérych niektore sa wieksze niz %
(w przeciwnym razie byloby B; = () dla i = 1,2,...,n, czyli zaden czlonek nie
nalezalby do zadnej komisji). Zatem liczba w pierwszym nawiasie jest niedodat-

nia, czyli k < n.

6. Dane sg wzglednie pierwsze liczby naturalne a i b. Dowies¢, ze istnieje
doktadnie %(a — 1)(b — 1) liczb calkowitych nieujemnych, ktérych nie mozna
przedstawi¢ w postaci ax + by dla pewnych liczb catkowitych nieujemnych z, y.

Rozwiazanie:

Niech S bedzie zbiorem liczb postaci ax + by, gdzie z € {0,1,...,b — 1},
y € {0,1,...,a — 1}. Nietrudno spostrzec, ze wszystkie liczby tej postaci sa
rézne: gdyby ax +by = ax’ + by, to a(x — ') = by’ —y), czyli bly’ — y na mocy
wzgledne] pierwszosci liczb a i b, ale to dla 0 < y,9’ < a — 1 wymusza y = ¥/,
skad takze x = x’. Wobec tego zbiér S sklada sie¢ dokladnie z ab liczb, wsréd
ktérych najmniejsza wynosi 0, a najwieksza wynosi

a(b—1)+bla—1)=2ab—a—0.
Przypisujac liczbie ax + by € S liczbe
ab—1—z)+bla—1—2)=2ab—a—b—(ax+by) €S

taczymy liczby zbioru S w pary. Jedyna liczba, ktéra w ten sposéb mozemy
polaczy¢ w parg z nig sama, jest ab— g — %. Poniewaz |S| = ab, wiec gdy liczby
a i b sg obie nieparzyste, musimy mie¢ ab— 5 — g € S. Wniosek stad, ze liczba
elementéw zbioru S nie przekraczajacych ab — § — g jest rowna tej z liczb %|S |
lub %(1 + |S]), ktéra jest calkowita (a przy tym druga liczba jest calkowita
wtedy i tylko wtedy, gdy liczba ab — § — % jest catkowita).

W rezultacie liczb catkowitych nieujemnych nie przekraczajacych ab—§ — g
i nie nalezacych do zbioru S jest doktadnie

ab—§ —§+1-3(1+[S)=3ab—§—§+35=75(a-1)b-1).
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Zauwazmy tez, ze kazda liczba postaci ax + by dla pewnych x,y > 0 nie

przekraczajaca ab — § — % musi naleze¢ do zbioru S, gdyz wéwczas x < b
iy <a.

Do zakonczenia rozwiazania pozostaje sprawdzié, ze kazda liczba catkowita
wigksza niz ab— g — 5 daje sie zapisa¢ w postaci az+ by dla pewnych liczb catko-

witych x,y > 0. Nlech wiec n bedzie liczba calkowita; reszty z dzielenia liczb as
przez bdlai=0,1,...,b—1 sar6zne (gdyz a i b sa wzglednie pierwsze), zatem
ax = n (mod b) dla pewnego x € {0,1,...,b — 1}, przy czym az < a(b— 1),
a wiec jezeli n > ab—a, to n—ax jest nieujemna wielokrotnoscia y. Analogicznie
kazda liczba nie mniejsza niz ab — b ma rozpatrywane przedstawienie. Poniewaz
ab—§ — g > min{ab — a, ab — b}, wiec rozwigzanie jest zakonczone.

7. Dla kazdej liczby pierwszej p wyznaczy¢ najmniejszy mozliwy stopien
wielomianu W (x) o nastepujacych trzech wlasnosciach:

e W (x) ma wspdlczynniki catkowite.

e W(0) =0 oraz W(1) =

e Dla kazdego catkowitego n, W(n) daje reszte 0 lub 1 z dzielenia przez p.

Rozwigzanie:

Z malego twierdzenia Fermata wynika, ze W(z) = aP~
mienione wlasnoéci.

Przypuéémy, ze wielomian W (z) = apz® +ap_12" '+ ... + a1x o wymaga-
nych wlasnosciach ma stopien k£ < p — 1. Wowczas

I ma wszystkie wy-

p—1 p—1 k k p—1 k
g W g az] = § az] = 5 a;iSq,
7j=1 j=11:=1 1=1 j=1

gdzie oznaczylismy
si=1"42"+. .. +(p—1)° dlai=1,2,..., k.

Wykazemy, ze liczby s1, sq, ..., sg sa podzielne przez p. Wyniknie stad sprzecz-
nosé, gdyz na mocy kongruencji W(5) =01lub 1 (mod p)dlaj=1,2,...,p—1
oraz warunku W (1) = 1 suma W(1) + W(2) + ...+ W(p — 1) nie moze byé
podzielna przez p.

Niech wigc £ € {1,2,...,p — 2}. Wielomian z‘ — 1 rozpatrywany modulo p
ma stopien ¢, zatem ma co najwyzej ¢ réznych pierwiastkow modulo p. Skoro
¢ < p—1, pewna liczba g € {1,2,...,p — 1} spelia warunek ¢g* # 1 (mod p).
Odwzorowanie x — gx (mod p) przeprowadza zbiér {1,2,...,p— 1} wzajemnie
jednoznacznie na ten sam zbiér. Wobec tego

se=¢"+29) " +... +(p-Dg)f =g +2 +.. . +(p—1) =g, (mod p).
Poniewaz g* # 1 (mod p), wicc otrzymujemy stad podzielnoéé p|s, i w rezultacie

szukany najmniejszy stopien jest rowny p — 1.
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8. Wielomian W (z) o wspdlczynnikach rzeczywistych przyjmuje dla wszyst-
kich argumentéw rzeczywistych wartosci nieujemne. Dowieéé, ze istnieja takie
wielomiany P(z), Q(z) o wspdlczynnikach rzeczywistych, ze dla kazdej liczby «
zachodzi rownosé

Rozwiazanie:

Zastosujemy indukcje wzgledem stopnia wielomianu W. Dla wielomianéw
stalych teza jest prawdziwa.

Przyjmijmy, ze wielomian W ma pierwiastek rzeczywisty a. Skoro W(z) > 0
dla kazdego x, wiec jest to pierwiastek krotnosci parzystej oraz

W(z) = (z — a)*w(x)

dla pewnego wielomianu w o wspélczynnikach rzeczywistych przyjmujacego tyl-
ko wartosci nieujemne. Na mocy zalozenia indukcyjnego istnieje przedstawienie
postaci w(z) = (p(z))? + (¢(x))? i wystarczy teraz przyjaé

P(z) = (z—a)p(z), Q)= (x—a)q(z).

Jezeli zag wielomian W nie ma pierwiastkow rzeczywistych, to na podstawie
zasadniczego twierdzenia algebry jest on iloczynem tréjmianéw kwadratowych
przyjmujacych tylko wartosci dodatnie. Niech

W(z) = (2% + ka + Dw(z),
gdzie w jest wielomianem przyjmujacym wartosci dodatnie. Wéwczas mamy
2 +kr+1= (a(x)? + (b(2)*,  w(z) = (p(x))* + (a())?,

gdzie a(x) = = + %k, b(z) = 3V4l — k2, za$ wielomiany p, ¢ istnieja na mocy
zalozenia indukcyjnego. W tej sytuacji wielomiany

P(z) = a(x)p(x) +b(x)q(z),  Qz) = alz)q(x) — b(x)p(x)

spelniajg zaleznosé

9. Okregi 01, 02, 03, 04 przechodzg przez punkt P, przy czym okregi o1 i 03
sg styczne zewnetrznie oraz okregi 0o 1 04 sg stycznie zewnetrznie. Punkty A, B,
C, D sa drugimi punktami przeciecia odpowiednio par okregdéw: o1 i 02, 02 i 03,
03 1 04, 04 1 01. Wykazaé, ze

AB-BC _ PB?
AD-DC ~ PD*
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Rozwiazanie:

Rozwazmy inwersje wzgledem punktu P o dowolnym promieniu. Obraz punk-
tu X przy tej inwersji bedziemy oznaczaé¢ X'.

Okregi 071 1 03 sa styczne w punkcie bedacym srodkiem inwersji, zatem ich ob-
razami sg dwie proste réwnolegle. To samo mozna powiedzieé¢ o okregach 05 1 04.
Wobec tego punkty A, B, C, D sa kolejnymi wierzchotkami réwnolegtoboku.

AB B'A BP
TYé‘?kqt}./ PAB i PB'A’ s3 podobne, skad BP = AP iAB=A'B". TP
Analogicznie
BP DP DP
BC =B'C'- AD=A'D"- DC=D'C"- .
¢ ¢ c'P’ AP’ ¢ ¢ c'pP
Wykorzystujac teraz powyzsze cztery réwnosci oraz zaleznosci A’B’ = D'C,

B'C" = A’D’ obliczamy lewa strone danego w tresci zadania wyrazenia, otrzy-
mujac w wyniku rachunku jego prawa strone.

10. Szeéciokat ABCDEF jest wpisany w okrag. Czescig wspolna trojkatow
ACFE i BDF jest szesciokat KLM NOP. Dowiesé, ze proste KN, LO, M P
przecinaja sie w jednym punkcie.

Rozwigzanie:

Ustalmy oznaczenia kolejnych wierzchotkéw szeéciokata K LM NOP tak, by
K=FEANnFBoraz L=FBnNAC.

Stosujac twierdzenie Pascala do ,szeSciokata” o kolejnych wierzchotkach
F, D, B, E, A, C stwierdzamy, ze punkty P = FDNFEA, M = DB N AC,
X = BE N CF bedace punktami przeciecia ,przeciwlegtych bokéw” leza na
jednej prostej. Podobnie punkt Y = CF N AC lezy na prostej KN oraz punkt
Z = AC' N BD lezy na prostej LO.

Punkty X, Y, Z sa wyznaczone przez przeciecia gtéwnych przekatnych sze-
sciokata ABCDEF, zatem pokrywaja sie (i teza jest spelniona, gdyz jak udo-
wodnili$my przekatne KN, LO, M P przechodza przez ten punkt) albo sa wierz-
chotkami niezdegenerowanego tréjkata XY Z.

W tym drugim przypadku zastosujemy do tego trdjkata trygonometrycz-
na wersje twierdzenia Cevy. Azeby dowies¢, ze przekatne gléowne szesciokata
KLMNOP przecinaja sie w jednym punkcie, nalezy wykazaé, ze

sin/EXP sinZCYN sinZAZL

Sn/PXF smZNYD sn/LXB -

(%)

Stosujac jednak trygonometryczna wersje twierdzenia Cevy do tréjkata X EF
i prostych X P, EP, FP dostajemy

sin/EXP sinZBFEA sin/ZEFD

sin/PXF sin/AEF sin/DFC
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i analogicznie

sin ZCY N _sin /FCE sinZCDB sin ZAZL sin /DAC sinZABF

sin/NYD sin/ECD sin/BDA’ sin/LXB sin/CAB sin/FBE’

Mnozac powyzsze trzy zaleznosci i korzystajac z rownosci katéw wpisanych
/BEA = /BDA, /EFD = /ECD, /FCE = /FBE, /CDB = ZCAB,
LDAC = /DFC, ZABF = ZAEF uzyskujemy zwiazek (x), czyli teze.

11. Rozstrzygnaé, czy istniejg takie dwa czworosSciany, z ktérych jeden lezy
wewnatrz drugiego, ze suma dlugosci wszystkich krawedzi czworo$cianu we-
wnetrznego jest wigksza od sumy dlugoéci wszystkich krawedzi czworoscianu
zewnetrznego.

Rozwigzanie:

Takie czworosciany istnieja. Rozpatrzmy mianowicie czworo$cian ABCD,
w ktérym podstawa ABC jest tréjkatem réwnobocznym o boku 1 i ponadto
DA = DB = DC = 1000, oraz niech rézne punkty P, @, R, S leza wewnatrz
czworoécianu ABCD, przy czym odlegtosci punktéw P i @ od plaszczyzny
ABC wynosza 1, za$ odlegloéci punktéw R 1S od tej plaszczyzny wynosza 999.
Woéwczas kazdy z odcinkéw PR, PS, QR, QS ma dlugo$¢ co najmniej 998,
a zatem suma dlugosci wszystkich krawedzi czworoscianu PQRS' jest wigksza
niz 4 - 998 = 3992, za$ suma dlugosci wszystkich krawedzi zawierajacego go
czworo$cianu ABCD jest réwna 3003.
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Drugi Mecz Matematyczny

1. Znalez¢ najwigksza mozliwa liczbe wierzcholtkéw wieloscianu wypuklego,
w ktorym dowolne trzy wierzchotki tworza trojkat nierozwartokatny.

Rozwiazanie:

Niech V bedzie wielocianem wypuklym o wierzchotkach A;, Ao, ..., A,
spelniajacym warunki zadania oraz niech V; bedzie obrazem wieloscianu V przy
przesunieciu o wektor m dlat=1,2,...,n.

Udowodnimy, ze:

A. Wielosciany Vq, Vs, ..., V, maja parami rozlaczne wnetrza.

B. Wielosciany Vi, Vo, ..., V,, zawieraja si¢ w wielo$cianie VW bedacym

obrazem wielo$cianu V w jednokladnosci wzgledem punktu A; o skali 2.
Dowdd zdania A. Niech 1 < 7,7 < n, ¢ # j. Zauwazmy, ze wieloécian V;

jest obrazem wieloécianu V; przy przesunieciu o wektor A; 41 + A1 A; = A;A;.
Wielodciany V, V; 1 V; sa przystajace, wystarczy wiec udowodnié, ze w wyniku
przesuniecia wieloScianu V o wektor A;A; otrzymujemy wieloscian V', ktérego
wnetrze jest roztaczne z wnetrzem wielo$cianu V.

Niech 7y, 2 beda plaszczyznami prostopadiymi do prostej A;A;, przecho-
dzacymi odpowiednio przez punkty A;, A;. Punkty te sa wierzchotkami wielo-
Scianu V; zauwazmy ponadto, ze wraz z dowolnym punktem, nie lezacym po-
miedzy plaszczyznami 7 i T3, wyznaczajg one trojkat rozwartokatny. Zatem
wszystkie wierzchotki wieloécianu wypuklego V sa zawarte pomiedzy plaszczy-
znami 71 1 Ty, a wiec jest tam zawarty caly wielo$cian. Przesuniecie o wektor
m przeksztalca plaszczyzne m na m. Stad wynika, ze wieloSciany ViV’ leza
po przeciwnych stronach plaszczyzny mo i wszystkie ich punkty wspoélne leza na
tej ptaszczyznie. Poniewaz nie zawiera ona punktéw wewnetrznych wieloscianu
V, wiec dowdd zdania A. jest zakonczony.

Dowdd zdania B. Niech punkt P nalezy do pewnego wielo$cianu V;, gdzie
1 < i < n. Uzupehijmy tréjkat A1 A; P do réwnolegloboku A; A; PQ. Wéwczas
67)3 = Al—A;, co oznacza, ze punkt @ nalezy do wieloScianu V. Punkt A; jest
wierzchotkiem tego wielo$cianu, a poniewaz jest on wypukty, wiec srodek M
odcinka QA; réwniez nalezy do wieloScianu V. Jednakze punkt M jest rowniez
srodkiem odcinka A; P. Stad i z okreslenia wieloécianu W wynika, ze punkt P
nalezy do tego wieloscianu. To dowodzi zdania B.

Ze zdan A. i B. wynika, ze suma objetosci wieloscianow Vi, Vo, ..., V,,, ktéra
jest réwna n-krotnej objetosci wielo$cianu V (gdyz wszystkie te wielo$ciany sa
przystajace), nie przekracza objetosci wieloscianu W. Ta ostatnia objetosé jest
23 = 8 razy wieksza od objetosci wielocianu V. Zatem n < 8.

Jest jasne, ze szeScian jest przykladem wieloécianu o 8 wierzchotkach i po-
stulowanej wlasnosci.
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2. W wierzchotkach grafu skonczonego bez petli i krawedzi wielokrotnych
umieszczono lampy. Ruch polega na tym, ze wybieramy lampe, a nastepnie
zmieniamy stan tej lampy oraz wszystkich lamp sasiednich, tj. zapalamy zgaszo-
ne i gasimy zapalone. Na poczatku wszystkie lampy sa zgaszone. Rozstrzygnaé
w zaleznosci od grafu, czy mozna je wszystkie zapali¢ za pomoca skonczonej
liczby ruchéw.

Rozwigzanie:

Udowodnimy nie wprost, ze dla kazdego grafu taka operacja jest mozliwa.
Przypuéémy zatem, ze G jest grafem, dla ktérego nie da sie tego zrobié i spo-
$réd takich graféw ma najmniej wierzchotkéw. Rozwazmy graf G z usunietym
jednym wierzchotkiem. Z zalozenia wiemy, ze w tym mniejszym grafie istnieje se-
kwencja ruchéw zapalajaca wszystkie lampy tego grafu. Gdyby ta sama sekwen-
cja w grafie G zapalala rowniez lampe w pozostalym wierzchotku, mieliby$my
sprzeczno$¢. Powtarzajac to rozumowanie dla wszystkich wierzchotkéw grafu G
widzimy, ze istnieje sekwencja ruchéw zmieniajaca stan wszystkich wierzchot-
kéw poza jednym dowolnie wybranym. Wykonujac dwie takie sekwencje dla
dwoch réznych wierzchotkéw spowodujemy zmiane stanu tylko tych dwoch, resz-
te pozostawiajac bez zmian. To oznacza, ze gdyby w pewnym momencie liczba
lamp zgaszonych byla parzysta, to zapalajac po dwie uzyskalibySmy sprzecz-
no$¢é. W takim razie graf G ma nieparzysta liczbe wierzchotkéw, a kazdy ruch
powoduje zmianeg stanu parzystej liczby lamp, co oznacza, ze kazdy wierzchotek
ma nieparzysta liczbe sasiadéw. Zatem suma liczb sasiadéw wszystkich wierz-
chotkéw jest nieparzysta, co jest jednak niemozliwe, bo suma tych liczb to po-
dwojona liczba krawedzi. Sprzecznosé konczy dowdd.

3. Dane sa takie liczby rzeczywiste x1,za,...,z, z przedzialu [—1,1], ze
3+ 23+ ...+ 23 = 0. Udowodnié, ze

r1+xo+...+x, <

e

Rozwiazanie:
Podstawmy x; = sina; dla j = 1,2,...,n. Wéwczas réwnoé¢ dana w zato-
zeniach przyjmuje postac

sin® o + sin® as + ...+ sin® a, = 0.
Stad sumujac zaleznoéci sin3a; = 3sin oy — 4sin® aj dla j =1,2,...,n otrzy-
mujemy
1 +x9+...+x, = sina;+sinas+...+sino, =

_ sin 3o + sin3as + ... + sin 3oy, <

3

n
3
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4. Wyznaczy¢ wszystkie takie pary (a,b) liczb rzeczywistych, ze uklad réw-
nan
ety = a(@®+y?)
{ B4y = b(z?+y?)

ma rozwigzanie w liczbach rzeczywistych z, y nie réwnych jednoczesnie zeru.

Rozwigzanie:

Jezeli (x,y) jest rozwiazaniem danego ukladu dla pary (a,b), to dla kazdej
liczby rzeczywistej t réznej od zera (tz,ty) jest rozwigzaniem dla pary (%,tb).
Wynika stad, ze istnienie rozwiazan zalezy jedynie od wartosci iloczynu ab
(przy czym przypadek ab = 0 trzeba wylaczy¢ do odrebnego rozpoznania), a po-
nadto ze rozwiazanie istnieje wtedy i tylko wtedy, gdy istnieja liczby rzeczywiste
x, y nie réwne jednoczesnie zeru, dla ktérych

(z + ) (23 +y3) = ab(x? + y?)%

Nie ograniczajac w niczym ogoélnosci dalszego rozumowania mozemy przyjac,
ze x2 +y? = 1; wéwczas

(z+y) (@ +1°) = (x+9)* (@ —2y+y°) = (14 22y) (1 —2y) = L+ 2y —2(zy)”.

Przy warunku z? + y? = 1 iloczyn xy przebiega wszystkie liczby rzeczywiste
o wartosci bezwzglednej nie wiekszej niz % Ponadto dla |t| < % tréjmian kwa-
dratowy 1+ ¢ — 2t* przyjmuje wartosci w przedziale od 0 do 3.

Pozostaje zauwazy¢, ze dla a = b = 0 uklad ma rozwiazania, natomiast dla
ab= 01 (a,b) # (0,0) rozwigzan nie ma, gdyz réwnania z+y = 01 z3+y> = 0 sa
réwnowazne. Wobec tego szukany zbidr par (a,b) to pary spelniajacea=b =0
lub 0 < ab < 3.

5. Wyznaczy¢ wszystkie takie funkcje f : R — R, ze dla kazdej pary liczb
rzeczywistych x, y zachodzi réwnosé

flaf(z+y)) = fyf(2)) + 2

Rozwiazanie:

Podstawiajac « = 0 otrzymujemy f(0) = f(yf(0)). Zatem dla f(0) # 0
otrzymaliby$my, ze f jest funkcja stala, co jest rzecz jasna niemozliwe. Mamy
wiec f(0) = 0. Wstawiajac z kolei y = 0 i y = —z otrzymujemy odpowiednio

() flxfx) =2 oraz  f(—zf(z)) = —2>

Zatem f(x) = 0 pociaga x = 0. Udowodnimy teraz, ze f jest ré6znowarto$ciowa.
Niech f(a) = f(b). Jesli f(a) = 0, to a = 0 = b. Zaldézmy wiec, ze f(a) # 0.
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Podstawmy w réwnaniu z tresci zadania x = a, y = b — a. Dostajemy wowczas
F(af(®)) = F((b— a)f(a) + a®. Ale f(af()) = flaf(a)) = a?, cayli mamy
(b—a)f(a) =0, astad b = a.

Zatem funkcja f istotnie jest réznowartosciowa. Stad i z (x) wynika, ze dla
kazdego x zachodzi —xf(—x) = xf(x), skad f(—z) = —f(z) (dla = 0 jest
to oczywiste). Wstawmy w wyjSciowym réwnaniu —x w miejsce x oraz y + «
w miejsce y. Uwzgledniajac ostatnia uwage uzyskujemy

—flzf(y) = —f((y +2)f(x)) + 2>

Wobec tego dla podstawienia z «— z 4y, y < —y mamy

flle+y)fe)=~fyflz+y) +(x+y)? =
=—flaf) -y’ + (z+y)? = —flaf(y) + 2% + 2z,

gdzie przedostatnia rownos¢ bierze si¢ z przestawienia zmiennych w warunku
z tredci zadania. Widzimy zatem, ze f(zf(y)) = zy. Oczywiscie analogicznie
flyf(x)) = zy. Zatem xf(y) = yf(x) dla wszystkich z, y, co po wstawieniu
y = 1 prowadzi do wyniku f(x) = cx dla pewnego rzeczywistego c¢. Latwo
sprawdzi¢, ze ¢ = 1 i ¢ = —1 sa jedynymi wartosciami, dla ktérych otrzymana
funkcja spelnia wyjsSciowe rownanie.

6. Wyznaczy¢ wszystkie takie $ciSle rosnace ciagi (a1, aq,...,a,) liczb cal-
kowitych, ze wielomian

WE)=(@x—a)(z—a2)...(x —ay,)+1

jest iloczynem dwdch wielomianéw stopnia dodatniego o wspélezynnikach cal-
kowitych.

Rozwigzanie:
Przypusémy, ze wielomian W (z) jest iloczynem wielomianéw P(x) i Q(x)
stopnia dodatniego o wspolczynnikach catkowitych. Wéwcezas

P(a;)Q(a;) =W(a;) =1 dlai=1,2,...,n.

Liczby P(a;) 1 Q(a;) sa catkowite, za$ jedynymi przedstawieniami liczby 1 w po-
staci iloczynu dwéch liczb catkowitych sa: 1-1 oraz (—1) - (—1). Zatem

P(a;)) =Qa;)) =+1  dlai=1,2,...,n,
skad uzyskujemy

P(a;) — Qa;) =0 dlai=1,2,...,n.
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Stopien kazdego z wielomianéw P(z), Q(x) jest mniejszy niz n, wiec réznica
P(z) — Q(x) ma réwniez stopnien mniejszy niz n. Wykazalidmy jednak, ze r6z-
nica ta ma n réznych pierwiastkéow: aq, as, ..., a,. Wobec tego réznica ta jest
wielomianem zerowym. Wielomiany P(x) i Q(z) sa wiec réwne oraz

(r—ar1)(w—az)...(x—a,) =W(x)—1=Px)Q(z)—1= (Px)+1)(P(z)—1)

dla kazdej liczby rzeczywistej x. Poniewaz prawa strona jest iloczynem dwdch
wielomianéw tego samego stopnia, co P, wiec jest to wielomian stopnia parzy-
stego. Wynika stad, ze n jest liczba parzysta: n = 2m. Ponadto istnieja takie
ciagi i1, 2, ..., im OTazZ j1, Ja, - .., jm, 2e kazda liczba ze zbioru {1,2,...,n}
jest wyrazem dokltadnie jednego z nich oraz

Plz)+1 = (x—ai)(x—ay)...(x —a;,),
P(x)_l = (x_ajl)(x_a]é)"'(x_ajm)

dla kazdej liczby rzeczywistej x. Zatem

(x—ay)(x—ai,)...(r—ai,) — (r—a;)(x—aj,)...(—aj,) =2

Przypu$émy, ze liczba n wystepuje w ciagu i1, is, ..., %m. Podstawiajac
powyzej ¥ = a, otrzymujemy wéwczas

—(an —aj,)(an —ag,) ... (an —aj,,) = 2.

Na mocy zatozen zadania mamy a; < ag < ... < an, wiec liczby a;,, aj,, ..., aj,,
sg mniejsze od a,,. Zatem lewa strona jest ujemna i otrzymujemy sprzeczno$c.

Wobec tego liczba n wystepuje w ciagu j1, jo, - - -, jm; kltadac x = a,, widzimy,
ze

(an —ai )(an —aiy) ... (an —a;,, ) = 2.

Liczby a;,, ai,, ..., ai,, sa rézne i mniejsze od a,. Jedynym przedstawieniem
liczby 2 w postaci iloczynu co najmniej dwéch réznych liczb naturalnych jest
1-2. W zwiazku z tym po lewej stronie wystepuje albo jeden sktadnik réwny 2,
albo dwa skladniki, réwne odpowiednio 1 i 2.

W pierwszym przypadku m =1, n =2, i; =1 oraz as — a1 = a, — a4, = 2.
Zatem (ay,as) jest ciagiem postaci (k,k + 2) dla pewnej liczby caltkowitej k.

Z kolei w drugim przypadku mamy m = 2, n = 4 oraz a4 — a;, = 1,
a4 — a;, = 2. Wobec tego i1 = 3, ia = 2 oraz ag, as, a4 jest ciagiem trzech
kolejnych liczb catkowitych. Patrzac na réwnosé

(SL’ _a‘i1)(x _aiz) - (aj _a’jl)(x _ajz) =2

widzimy, ze lewa strona jest wielomianem, ktorej wspdlczynnik przy x jest row-
ny a; + a4 — az — ag, zas po prawej stronie wystepuje wielomian staly. Za-
tem a; + a4 —az —az = 0, czyli a1 — as = az3 — ay = —1. To dowodzi, ze
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(a1,a2,as,a4) jest ciagiem czterech kolejnych liczb catkowitych, a wiec ma po-
sta¢ (k,k+1,k+ 2,k + 3).

Ciagi obu postaci spelniaja warunki zadania, otrzymujemy bowiem odpo-
wiednio wielomiany W (z) = (z+k+1)%i W(z) = (22 + (2k+3)z+k*+3k+1)%.

7. Wykazaé, ze réwnanie

332005 + y2006 =+ 22007 — t2010

ma rozwiazanie w zbiorze dodatnich liczb catkowitych.

Rozwiazanie:

Udowodnimy, ze istnieje rozwiazanie tego réwnania, w ktéorym kazda z nie-
wiadomych jest postaci 2¢-3%-117 dla pewnych liczb naturalnych «, 3, v. W tym
celu zauwazmy, ze mnozac ré6wnoéé 2° - 3 4+ 112 + 22 = 36 przez 2P - 37 - 117 do-
stajemy

oPF5 . 39t 117 4 9P . 32,1172 4 oPFY .39 117 = 2P . 39%6 . 117,

Aby z powyzszej zaleznosci otrzymac rozwiagzanie danego w treéci réwnania,
nalezy tak dobra¢ wykladniki p, g i r, by

5-401p+5, 2-17-59|p, 3-3-223|p+9, 2-3-5-67p,
5-401|g+1, 2-17-59]q, 3-3-223|q, 2-3-5-67|q +6,
5 - 401]r, 2-17-59|r +2, 3-3-223|r, 2.3-5-67|r.

Powyzsze zaleznoéci traktujemy jako uktad kongruencji o zmiennych p, ¢ i r. Ma
on rozwigzanie na podstawie uogélnionego chinskiego twierdzenia o resztach —
moduly nie sa wprawdzie wzglednie pierwsze, ale dla kazdej pary kongruencji
z tg sama niewiadoma najwiekszy wspolny dzielnik modutéow jest dzielnikiem
réznicy reszt, ktére chcemy otrzymaé przy dzieleniu przez te moduty.

8. Dowie$é, ze istnieje nieskoniczenie wiele takich par (p,q) réznych liczb
pierwszych, ze liczba 2P~! — 1 jest podzielna przez q oraz liczba 2971 — 1 jest
podzielna przez p.

Rozwiazanie:

Rozwazmy liczby postaci F,, = 22" + 1 dla n > 2. Przyjmijmy, ze p i q sa
takimi liczbami pierwszymi, ze p|F, i q|Fp,+1. Wtedy mamy

2n+1

22" = -1 (mod p) oraz 2 =1 (mod p),

skad wynika, ze 2”1 jest najmniejszym wyktadnikiem dodatnim, do ktérego
nalezy podnie$é¢ 2, aby otrzymac liczbe dajaca reszte 1 z dzielenia przez p. To
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wraz z malym twierdzeniem Fermata daje 2""!|p — 1. W takim razie liczba p
daje reszte 1 z dzielenia przez 8, a wiec 2 jest reszta kwadratowa modulo p, co

pociaga
o' =1 (mod p).

Rozumujac podobnie jak poprzednio dochodzimy do wniosku, ze 2"+ %, czyli
27+2|p—1. Poniewaz ¢[22" " 41, wiec réwniez ¢|22"" —1, co wobec podzielnodci
27+2|p — 1 daje 2P~ — 1.

Analogicznie uzyskujemy 2"*3|q—1. Ponadto z podzielnogci p|22" +1 wynika
P22 — 1, skad p|2¢9-1 — 1.

Wskazane przez nas pary (p, q) sa rézne, gdyz dowolne dwie liczby F,, i F,
(n # m) sa wzglednie pierwsze.

9. Tréjkat ABC jest wpisany w okrag o. Dla X € {A, B, C'} rozpatrujemy
okrag styczny do bokéw wychodzacych z wierzchotka X oraz styczny w punk-
cie T'x do okregu opisanego na tréjkacie ABC. Udowodnié, ze proste ATy, BTg,
CT¢ przecinajg sie¢ w jednym punkcie.

Rozwiazanie:

Istnieje jednokladno$é j; o srodku A i skali dodatniej, ktora przeprowadza
okrag wpisany w trojkat ABC' na okrag styczny do bokéw AB, AC oraz do
okregu opisanego w punkcie T'4. Ponadto istnieje jednoktadnosé js o $rodku T4
i skali dodatniej przeprowadzajaca ten ostatni okrag na okrag opisany na trojka-
cie ABC. W mysl twierdzenia o sktadaniu jednoktadnosci przeksztatcenie js 0 j;
jest jednokladnoscia o srodku P lezacym na prostej AT4.

Poniewaz js 07 jest jednokladnoscia o skali dodatniej odwzorowujaca okrag
wpisany w tréjkat ABC na okrag opisany, a istnieje tylko jedna taka jedno-
kladno$é¢, wiec analogiczne rozumowanie wskazuje, ze jej srodek P lezy takze
na prostych BTg i CT¢, skad teza.

10. Czworokat ABCD jest wpisany w okrag o. Okrag o0y jest styczny do
odcinkéw AB i C'D oraz do tuku BC okregu o nie zawierajacego innych wierz-
chotkéw czworokata w punkcie P;. Okrag o jest styczny do odcinkéw AC i BD
oraz do tego tuku w punkcie P. Dowiesé, ze P = Ps.

Rozwigzanie:

Niech M i N beda punktami stycznosci okregu oy odpowiednio do odcinkéw
AC'iBD, za$ K i L — punktami przeciecia prostej M N odpowiednio z prostymi
AB i CD. Ponadto niech R bedzie punktem przeciecia prostych AC i BD.
Wykorzystamy teraz nastepujacy

Lemat (Kobosa): Niech okrag w' lezacy wewnatrz okregu w bedzie do niego
styczny w punkcie P. Wybierzmy punkt X € w rézny od P oraz niech prosta
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przechodzgca przez punkt X bedzie styczna do okregu w’ w punkcie Y. Wowczas
wartosé stosunku % nie zalezy od wyboru punktu X.
Dowdd: Niech Z bedzie punktem przeciecia okregu w’ z prosta X P réznym

od P. Z twierdzenia o potedze punktu wzgledem okregu mamy
XY?=XP-XZ=XP-(XP—-ZP)=XP-(XP—k-XP)=XP*(1—-r),

gdzie k jest skalg jednokladno$ci o §rodku P przeksztalcajacej okrag w na w’.

To oznacza, ze % = /1 — K, co dowodzi lematu.
Przejdzmy do rozwiazania zadania. Z lematu Kobosa zastosowanego do

punktéw A, B € o i okregu 09 stycznego do o w punkcie P, wiemy, ze

AM BN
AP,  BP,

Ponadto na mocy twierdzenia Menelausa dla tréjkata ABR przecietego prosta
MN dostajemy

_AK BN RM AK BP, RM AK BP,
" KB NR MA KB NR AP, KB AP,

gdzie wykorzystaliémy réwnosé odcinkéw stycznych RM = N R. To oznacza, ze
prosta P, K jest dwusieczna kata ZAP,B. Analogicznie prosta Py L jest dwu-
sieczna kata ZC P, D.

Niech teraz K’, L', M’, N’ oznaczaja drugie punkty przeciecia odpowiednio
prostych PK, PL, PM, PN z okregiem o. Z poprzednich rozwazan wynika, ze
K’ i L’ sa odpowiednio §rodkami tukéw AB i C'D okregu o. Ponadto z istnienia
jednokladnosci o §rodku P, przeksztalcajacej okrag oo na o wynika, ze M’ jest
punktem stycznosci do okregu o prostej réwnolegtej do AC, czyli jest srodkiem
luku AC. Analogicznie N’ jest $rodkiem tuku BD. Stad wynika, ze dlugosé
tuku KM’ jest réwna potowie dtugosci tuku BC' zawierajacego punkty D i A;
tak samo dlugos$é tuku L'N’. Wobec tego czworokat K'L'N’'M’ jest trapezem
réwnoramiennym, czyli w szczegdélnosci K'L’ || M'N'. Laczac to z warunkiem
MN || M'N’ (wynikajacym z rozpatrzenia jednokladnosci o srodku P») otrzy-
mujemy K'L’ || KL. Na mocy twierdzenia Talesa stwierdzamy teraz, ze

PBK  PL
PK' ~ PL

czyli okrag o’ przechodzacy przez punkty P, K, L jest obrazem okregu o w jed-
nokladnosci o $rodku Ps i skali .

Pozostaje spostrzec, ze o' = o01. Rzeczywiscie, styczna do okregu o w punk-
cie K’ jest réwnolegla do AB, bo K’ jest érodkiem tuku AB. Zatem jej obrazem
w tej jednokladnosci jest prosta AB. W takim razie okrag o’ jest styczny do o
w punkcie P, do odcinka AB w punkcie K i analogicznie do odcinka C'D
w punkcie L. W rezultacie o' = 01, co rzecz jasna daje P = Ps.
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11. Okregi 01, 02, 03, 04 leza na plaszczyznie w ten sposéb, ze o1 i 03 sa
styczne zewnetrznie do og i 04. Ponadto wszystkie te okregi sa styczne wewnetrz-
nie do okregu o odpowiednio w punktach A, B, C, D. Punkt M jest srodkiem
odcinka AC. Dowies¢, ze ZAMB = /DM A.

Rozwiazanie:

Poprowadzmy styczne do okregu o w punktach B i D.

Jezeli sg one réwnolegle, to cala konfiguracja jest symetryczna wzgledem
prostej BD, a w takim razie ZAMB = ZDMA = 90°.

Przypu$émy zatem, ze poprowadzone styczne przecinaja si¢ w punkcie P;
oczywiscie PB = PD. Rozwazmy teraz inwersje o srodku P i promieniu PB.
Przeprowadza ona punkty B i D oraz proste PB i PD na siebie; wobec tego
przeprowadza ona okrag o na okrag styczny do prostych PB i PD odpowiednio
w punktach B i D, czyli na siebie. Z podobnych powodéw okregi o, i 04 przejda
na siebie (wystarczy dorysowaé druga styczng z punktu P). To oznacza, ze
obrazy okregbéw o7 i 03 sg styczne wewnetrznie do o oraz zewnetrznie do o0z i 04.
Ale sg tylko dwa takie okregi, mianowicie o1 i 03. Nie moze jednak o, przej$é na
siebie, bo wéwczas A bylby punktem stalym inwersji i mielibyémy PB = PA,
czyli prosta PA bylaby styczna do okregu o przechodzacg przez punkt P, ale
takich prostych innych niz PB i PD nie ma. W efekcie okregi o1 i 03 przy
badanej inwersji wymieniaja sie, skad punkt A przechodzi na C. Punkty P, A
i C leza zatem na jednej prostej.

Niech teraz O bedzie érodkiem okregu o i rozwazmy okrag o srednicy OP.
Poniewaz B, D, M sg rzutami prostokatnymi punktu O odpowiednio na proste
PB, PD i AC przechodzgce przez P, wigc punkty te lezg na tym okregu. Stad
za$ katy ZAM B i ZDM A sa réwne jako wpisane w okrag (lub ich dopelnienia)
oparte na réwnych cieciwach PB i PD.
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Czesko-Polsko-Stowackie Zawody Matematyczne

1. Znalez¢ wszystkie trojki dodatnich liczb rzeczywistych (a, b, ¢) spelniajace
uktad réwnan
awb—c = a
b

by/c—a =
cy/a—b

Rozwigzanie:

Nie ograniczajac ogélnosci rozumowania przyjmijmy, ze a jest najwicksza
spoérod trzech niewiadomych.

7 nieréwnosci a > ¢ oraz z pierwszego rownania uktadu wynika, ze

c=a(Vb—1) > c¢(Vb—1),

gdyz czynnik vb — 1 jest dodatni, jako réwny ilorazowi <. Dzielac powyzsza
zaleznoéé stronami przez ¢ widzimy, ze 1 > Vb — 1, czyli b < 4.

Podobnie drugie rownanie uktadu prowadzi do wniosku, ze
b(\/a - 1) =a > b7

skad /e —12> 1, czyli ¢ > 4.
Na koniec, uwzgledniajac trzecie rownanie oraz uzyskane wyzej zaleznosci
dostajemy

b4
1<yVe—1<Va-1=-<-<1.
C C

Wszystkie powyzsze nieréwnosci sa wiec réwnosciami i w rezultacie

Ve=+va=2 oraz b=rc,

czyli a = b = ¢ = 4. Dokonujac bezposredniego sprawdzenia stwierdzamy osta-
tecznie, ze jedynym rozwiazaniem jest (a,b,c) = (4,4,4).

2. W kole o promieniu 1 umieszczono 60 punktow. Wykazaé, ze istnieje punkt
na obwodzie kota, ktérego suma odlegloéci od wszystkich danych 60 punktéw
nie przekracza 80.

Rozwiazanie:
Whpiszmy tréjkat réwnoboczny ABC w dane koto. Udowodnimy, ze dla do-
wolnego punktu X nalezacego do danego kota spelniona jest nieréwnoscé

(*) AX + BX +CX < 4.
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Niech bowiem punkt X lezy wewnatrz kata wypuktego ZAOB, gdzie O oznacza
srodek kota; wystarczy wykazaé, ze wowczas AX + BX < 2 oraz CX < 2.

Druga nieréwno$é jest oczywista. By uzasadnié¢ pierwsza, zauwazmy, ze ob-
raz trojkata AOB w symetrii wzgledem prostej AB zawiera sie w danym kole
i wobec tego po ewentualnym odbiciu wzgledem tej prostej mozemy zalozy¢,
ze punkt X lezy na prostej AB lub po jej przeciwnej stronie niz srodek kola.
Niech pélprosta AX ~ przecina obwdd kola w punkcie Y # A (jezeli X = A, to
AX + BX = BA =+/3 < 2). Na mocy nieréwnoéci tréjkata mamy

AX +BX < AX + XY +YB =AY + BY,

czyli pozostaje uzasadnié, ze AY +BY < 2. To za$ jest konsekwencja twierdzenia
Ptolemeusza zastosowanego do czworokata AY BC, gdyz plynaca zen réwnosé

AY -BC+ AC-BY = AB-CY

po uwzglednieniu zaleznoéci BC' = AC = AB daje AY + BY =CY < 2.

Powr6émy teraz do rozwiazania zadania. Niech Py, Ps, ..., Pso beda danymi
w tresci zadania punktami. Biorac X = P; dlai=1,2,...,60 w nieréwnosci (x)
i sumujac stronami dostajemy

60
> (AP, + BP; + CP;) < 60 - 4 = 240,

i=1

60 60 60

zatem przynajmniej jedna z sum Z AP;, Z BPF;, Z C P; nie przekracza 80,
i=1 i=1 i=1

a to pokrywa sie¢ z dowodzona teza.

3. Niech p bedzie liczbg pierwsza. Dowiesé, ze na szachownicy o wymiarach
p? x p? mozna tak wybraé p? pél, aby érodki zadnych czterech wybranych pél
nie tworzyly prostokata o bokach réwnolegltych do bokow szachownicy.

Rozwiazanie:
Wprowadzmy nastepujace oznaczenia wierszy i kolumn danej szachownicy:
p? wierszy oznaczamy parami (a,b) dla a,b = 0,1,2,...,p — 1, za$ p? kolumn

— parami (¢,d) dla ¢,d = 0,1,2,...,p — 1. Aby uzyskaé¢ zadana konfiguracje
pol, wybieramy pole lezace na przecieciu wiersza (a,b) i kolumny (¢, d) wtedy
i tylko wtedy, gdy

ac=b+d (mod p).

Dla kazdej tréjki (a, b, ¢) liczb ze zbioru {0, 1,2,...,p— 1} istnieje dokladnie
jedna taka liczba d € {0,1,2,...,p—1}, ze spelniona jest powyzsza kongruencja:
liczba ta jest mianowicie reszta z dzielenia liczby ac — b przez p. Wobec tego
w opisany sposéb wybraliémy p? pél szachownicy.
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Pozostaje sprawdzié, ze taki wyboér pdl rzeczywiscie spelnia warunki zada-
nia. Przypusémy, ze tak nie jest; istnieja wiec takie dwa rézne wiersze (a1,b1)
i (ag,by) oraz takie dwie rézne kolumny (c1,d;y) i (c2,ds), ze wybrane zostalo
kazde z czterech pdl lezacych na przecieciu jednego z tych wierszy i jednej z tych
kolumn. W takim razie

a;c; =b;+d; (mod p) dlai,j=1,2.

Ustalajac wartos¢ i oraz odejmujac dwie z powyzszych zaleznosci uzyskane dla
j = 1,2 widzimy, ze

(%) a;(c1 —c2) =dy —dy  (mod p) dlai=1,2,

skad otrzymujemy

(a1 —ag)(c1 —c2) =0 (mod p),
a poniewaz p jest liczba pierwsza, wiec musimy mie¢ a; = as lub ¢ = co.
Z uwagi na symetrie zmiennych a i ¢ w warunku ac = b+ d (mod p) mozemy
przyjaé, ze c1 = co. W tej sytuacji warunek (x) daje dqy = da. Zatem pary (c1,dq)
i (co,ds) sa jednakowe i uzyskalidémy sprzecznosé, ktéra konczy rozwiagzanie.

4. Znalez¢ najwieksza liczbe naturalng k, dla ktérej nastepujace stwierdzenie
jest prawdziwe:

Danych jest dowolnych 2010 niezdegenerowanych tréjkatow. W kazdym troj-
kacie malujemy jeden bok na niebiesko, jeden na czerwono i jeden na biato. Dla
kazdego koloru z osobna porzadkujemy boki niemalejaco ze wzgledu na dlugosé.
Uzyskujemy

ny <ng < ... < N0 — dlugosci bokéw niebieskich,
1 << ... < e10 — dlugoéci bokéw czerwonych,
by < by < ... < byo — dlugoéci bokéw biatych.

Wowczas istnieje k wskaznikow j, dla ktorych mozna zbudowaé niezdegenero-
wany tréjkat o bokach dtugosci nj, c¢;, b;.

Rozwigzanie:

Udowodnimy, ze liczby n2910, c2010 1 b2010 zawsze sa dlugosciami bokéw tréj-
kata. Mozemy oczywiScie przyjacé, ze nog1o jest najwieksza z tych trzech liczb.
WezZmy pod uwage ten trojkat T', w ktorym niebieski bok ma dlugosé nog1g; jego
czerwony bok i bialy bok maja odpowiednio dlugoéci ¢; oraz b; dla pewnych
wskaznikéw ¢,7 € {1,2,...,2010}. Na podstawie nieréwnosci tréjkata dla T
mamy wowczas

ngo10 < ¢ + b; < ca010 + 2010,

co w polaczeniu z warunkiem nag1p = max{nz2010, 2010, b2010} dowodzi stwier-
dzenia sformulowanego w pierwszym zdaniu rozwiagzania.
Z drugiej strony, rozwazmy nastepujace 2010 tréjkatow:
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e dla ¢ = 1,2,...,2008 trojkat o niebieskim boku 2¢, czerwonym boku ¢
i bialym boku ¢ 4 1;

e trojkat o niebieskim boku 4018, czerwonym boku 2009 i biatym boku 4020;
e tréjkat o niebieskim boku 4020, czerwonym boku 4020 i bialym boku 1.

Nietrudno sprawdzié¢, ze dla takiego zbioru tréjkatéw mamy

(’I’Ll,’I’LQ,. .. ,ngoog,ngoog,’l’mow) = (2,4,. .. 74016,4018,4020),
(01,02,. . ,02008,02009702010) = (1,2,. .. 72008,2009,4020),
(b1,ba, ..., bagos, b2oo9, b2010) = (1,2,...,2008,2009,4020),

idlaj=1,2,...,2008,2009 tréjka (n;,c;,b;) = (24,7,7) nie okresla dlugosci
bokéw niezdegenerowanego trdjkata. Wobec tego szukana najwieksza wartoscia
jest k =1.

—~

5. Dodatnie liczby rzeczywiste x, y, z spelniaja nieréwnosé
r+y+z226.

Znalez¢ najmniejsza mozliwg warto$¢ wyrazenia

Yy z
y2+z+l+z2+x+1+x2+y+1'

2?4y + 2%+

Rozwiazanie:
Wprowadzmy oznaczenie

- Y 4
24241 224x4+1 a24y+1

Na mocy nieréwnoéci miedzy Srednig arytmetyczna i geometryczna otrzy-
mujemy zaleznosc

x? T 2 z2 T

2
R S Y N TV . — 1
nt T TW ety U a1 W rEth=

oraz dwie analogiczne zaleznoéci otrzymane z powyzszej po dokonaniu cyklicz-
nego przestawienia symboli z, y, z. Sumujac te trzy nieréwnosci dostajemy

2(33+ —&-z)—&-E 3(:10—1— +2)
49 a9\ Y a9 = 7Y

co po przeksztalceniach sprowadza sie do nieréwnosci

11 6 _ 19 19
E+ — — . 6.
98(93 +y7+2%) + +t19 > 9( T+y+z) > 9

1
L 4B 2@ P+ h +

14

L=
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Ponadto nier6wno$é miedzy $érednia arytmetyczna i kwadratowa prowadzi do
wniosku, ze # 4+ y® + 22 > $(z + y + 2)? > 12. W takim razie

87 6 19 87 6 90
2 2 2 2 2 2

E=L+ — ——>— 6+ — 12— — ="
Ayt +98<$ AR 19719 "7 % 49 7

Uzyskana po prawej stronie liczba jest wartos$cig danego w zadaniu wyrazenia
dla x = y = z = 2. Wobec tego szukana najmniejsza wartoscia jest %.

6. W czworokacie wypuklym ABCD spelnione sa réwnosci
AB+CD=+v2-AC oraz BC+DA=+2-BD.

Dowiesé, ze czworokat ten jest réwnolegtobokiem.
Rozwiazanie:
— -3 7 S = = 7 - . 7 ;.
Oznaczmy @ = AB, b = BC, ¢ = CD, d = DA. Na mocy nieréwnosci
tréjkata mamy

lal+1le| > la-¢l,

(+) Bl+id > [-dl.

Zatem mozemy przeprowadzi¢ nastepujacy rachunek wykorzystujacy wlasnosci
iloczynu skalarnego:

(AB+CD)* +(BC + DA)* = (Jd| +|])* + (b + [d])* >

G-+ b—d)?* =

@ + (6P = 2-doc+ b +|d? =2 - bod =

i+ b2+[@+d)?—2-(G+d)o(b+¢)=

= |AC|?+|CA|*>~2-DBoBD =
2(AC? + BD?).

v

W myél zalozeh zadania wielkosci (AB+CD)?+(BC+DA)?1i2(AC?*+ BD?) sa
réwne, a wiec powyzsze nierownosci musza by¢ w istocie réwnoéciami. To samo
dotyczy zatem nieréwnosci (x). Jednak nieréwnosé tréjkata dla sumy dwdch
wektorow staje sie réwnoscia jedynie dla wektoréw rownolegtych, skad wniosek,
7 @| @ib| d, co rzecz jasna implikuje teze zadania.
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Regulamin Meczu Matematycznego

Ustalenia wstepne

. W Meczu biora udzial dwie druzyny. Kazda z druzyn wybiera ze swojego

grona Kapitana.

. W pierwszej fazie Meczu obie druzyny rozwiazuja 11 zadan dostarczonych

przez Jury i przygotowuja sie do zreferowania rozwiazan przy tablicy.
Drugg faza Meczu jest rozgrywka.

Rozgrywka

. Ekipy na przemian wywoluja druzyne przeciwna do zreferowania przy ta-

blicy rozwiazania jednego z niewybranych dotad zadan. Numer zadania
jest wybierany przez druzyne wywoltujaca. Wywolywanie rozpoczyna dru-
zyna wylosowana tuz przed rozgrywka.

. Druzyna wywotana do rozwiazania zadania deklaruje, czy przyjmuje za-

danie. Dalszy przebieg rozgrywki zalezy od decyzji druzyny wywotanej.

Jesli druzyna wywolana przyjmuje zadanie...

5. Druzyna wywolana staje si¢ druzyna referujaca.

10.

. Zawodnika druzyny referujacej, ktéry przedstawia rozwiazanie przy tabli-

cy, wyznacza Kapitan druzyny przeciwnej.

. Zawodnik moze by¢ wyznaczony jedynie wtedy, gdy kazdy zawodnik z jego

druzyny zakonczyl referowanie zadania nie mniej razy niz on. Nie mozna
wyznaczy¢ zawodnika po raz drugi do tego samego zadania. Jezeli do re-
ferowania wyznaczono Kapitana, wskazuje on na czas pobytu pod tablica
swego zastepce.

. Osoba referujaca nie moze korzystaé z notatek, ani konsultowaé sie ze swo-

ja druzyna. Druzyna przeciwna nie moze przeszkadzaé¢ lub przerywac re-
ferujacemu.

. Kapitan druzyny referujacej moze odwolywaé osoby referujace dowolna

liczbe razy. Takze osoba referujaca moze zrezygnowac z referowania. Wow-
czas Kapitan druzyny przeciwnej wskazuje kolejna osobe druzyny referu-
jacej do kontynuowania rozwiazania przy tablicy na zasadach opisanych
w punktach 7 i 8. Druzyna zmieniajaca referujacego traci N punktéw przy
swojej N-tej zmianie w czasie Meczu.

Laczny czas na zreferowanie rozwiazania przez druzyne referujaca wynosi
10 minut. Po uplywie tego czasu Jury moze przerwaé referowanie, poprosié¢
o streszczenie dalszej czesci rozwigzania lub pozwoli¢ na dalsze referowa-
nie, w zaleznosci od tego, czy rozwiazanie zdaniem Jury rokuje nadzieje
na poprawnos¢é i zbliza sie do konca.
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11.

12.

13.

14.

15.

16.

17.

18.

Po oznajmieniu przez referujacego, ze referowanie rozwiazania zostalo za-
koniczone, druzyna przeciwna moze zgtosi¢ zastrzezenia co do poprawnoéci
lub kompletnosci rozwiazania, a nastepnie referujacy odpowiada na te za-
strzezenia.

Jezeli podczas dyskusji druzyna wywolujaca zwrécita uwage na bledy lub
luki dyskwalifikujace rozwigzanie, ma ona prawo do zreferowania braku-
jacych czesci rozwiazania na zasadach okreslonych w punktach 6—-11.

Ostatecznie Jury ocenia zaprezentowane referaty oraz dyskusje i przyzna-
je obu druzynom nieujemne liczby punktéw o sumie nie przekraczajacej
10 punktéw. Druzyna, ktora przedstawila poprawne rozwigzanie, otrzy-
muje co najmniej 7 punktéow. Jury ma prawo zadaé pytania referujacemu
w celu ustalenia oceny.

Jesli druzyna wywotana nie przyjmuje zadania...
Druzyna wywolujaca staje sie druzyna referujaca i prezentuje rozwiazanie
zgodnie z zasadami okreslonymi w punktach 6-11.

Ostatecznie Jury przyznaje druzynie referujacej od 7 do 10 punktow, je-
zeli zaprezentowane rozwiazanie jest poprawne, albo —10 (minus dziesied)
punktéw w przeciwnym przypadku. Jury moze réwniez przydzieli¢ dru-
zynie przeciwnej punkty za wskazanie luk lub btedéw w przedstawionym
rozwiazaniu. Jury ma prawo zadaé¢ pytania referujacemu w celu ustalenia
oceny.

Ustalenia koncowe

Rozgrywka konczy sie po wywolaniu 8 zadan. W przypadku remisu wy-
woluje sie dodatkowo 2 zadania.

Przewodniczacy Jury moze nalozy¢ kare punktowa na druzyne za niezgod-
ne z niniejszym regulaminem zachowania jej zawodnikéw.

Interpretacja niniejszego regulaminu nalezy do przewodniczacego Jury.
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