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XLVII Olimpiada Matematyczna

Zawody pierwszego stopnia

Teksty zadan

. Wyznaczy¢ wszystkie liczby catkowite n, dla ktorych réwnanie 2sinnr = tgz + ctgxr ma

rozwiazania w liczbach rzeczywistych x.

. Liczbg palindromiczng nazywamy taka liczbe naturalna, ktérej zapis dziesietny czytany od

strony lewej do prawej jest taki sam, jak czytany od strony prawej do lewej. Niech (x,,) bedzie
rosnacym ciggiem wszystkich liczb palindromicznych. Wyznaczy¢ wszystkie liczby pierwsze,
ktore sa dzielnikami co najmniej jednej z réznic 11 — xp.

. W pewnej grupie kn oséb kazda osoba zna wiecej niz (k — 1)n innych (k,n sa liczbami natu-

ralnymi). Wykazaé, ze mozna z tej grupy wybra¢ k + 1 oséb, z ktorych kazde dwie si¢ znaja.
Uwaga. Jezeli osoba A zna osobe B, to osoba B zna osobe A.

. Prosta styczna do okregu wpisanego w trojkat rownoboczny ABC' przecina boki AB i AC

|AD|  |AE|
_"_ J—

odpowiednio w punktach D i E. Udowodnic, ze DB @ =

. Na plaszczyznie dany jest trojkat ABC, w ktérym |[LCAB| = a > 90°, oraz odcinek PQ,

ktérego srodkiem jest punkt A. Dowiesé, ze
a
(IBP|+1CQI) - tg 5 = |BCl.

. Dane sg dwa ciagi liczb catkowitych dodatnich: ciag arytmetyczny o réznicy r > 0 i ciag

geometryczny o ilorazie ¢ > 1; liczby naturalne r, ¢ sa wzglednie pierwsze. Udowodnié, ze jesli
te ciagi maja jeden wspolny wyraz, to majg nieskonczenie wiele wspolnych wyrazow.

. Liczby nieujemne a, b, ¢, p, q, r spetniaja warunki:

a+b+c=p+q+r=1  pqr<i.
Udowodni¢, ze 8abc < pa + qb+ rc oraz rozstrzygnaé, kiedy zachodzi rownosc.

. Ze $rodka kwadratu wybiega promien Swietlny, ktory odbija sie od bokéw kwadratu zgodnie

z zasada kgt padania jest rowny kgtowi odbicia. Po pewnym czasie promien wraca do srodka
kwadratu. Promien nigdy nie trafit w wierzchotek, ani nie przeszedt wczesniej przez $rodek.
Dowiesé, ze liczba odbi¢ od bokéow kwadratu jest nieparzysta.

. Wielomian o wspoélezynnikach catkowitych daje przy dzieleniu przez wielomian x? — 12z + 11

reszte 990x — 889. Wykazac, ze wielomian te nie ma pierwiastkéw catkowitych.

Wykazaé, ze réwnanie 2% = y3 + 2% ma nieskonczenie wiele rozwigzan w liczbach catkowitych
dodatnich z, vy, 2.

W konkursie skokéw narciarskich uczestniczy 65 zawodnikow. Startujg oni kolejno, wedtug
ustalonego wezesniej porzadku. Kazdy wykonuje jeden skok. Przyjmujemy, ze uzyskane wyniki
sa rozne od zera oraz ze kazda kolejnos¢ koncowa jest jednakowo prawdopodobna. W kazdym
momencie konkursu liderem nazywamy zawodnika, ktéry do tego momentu uzyskat najlepszy
wynik. Oznaczmy przez p prawdopodobienstwo tego, ze w czasie catego konkursu doktadnie
jeden raz nastapita zmiana lidera. Wykaza¢, ze p > %.

Rozstrzygnaé, czy istnieja takie dwa przystajgce szesciany o wspolnym srodku, ze kazda Sciana
pierwszego szeScianu ma punkt wspolny z kazda Sciana drugiego szescianu.



