XLVII Olimpiada Matematyczna

Zawody trzeciego stopnia

Teksty zadan

. Wyznaczy¢ wszystkie pary (n, ), gdzie n jest liczba cakowitg dodatnia, r zas liczba rzeczywista,
dla ktorych wielomian (z + 1)" — r jest podzielny przez wielomian 222 + 2x + 1.

. Wewnatrz danego tréjkata ABC wybrano punkt P spehiajacy warunki: | PBC| = |4 PCA| <
| PAB]. Prosta BP przecina okrag opisany na tréjkacie ABC w punktach Bi E. Okrag opisa-
ny na trojkacie APFE przecina procstg C'E w punktach £ i F. Udowodni¢, ze punkty A, P, F, F
sg kolejnymi wierzchotkami czworokata oraz ze stosunek pola czworokata APEF do pola troj-
kata ABP nie zalezy od wyboru punktu P.

. Dana jest liczba naturalna n > 2 oraz liczby dodatnie aq,as, ..., a,, ktérych suma jest rowna
sie 1

(a) Dowiesé, ze dla dowolnych liczb dodatnich xy, s, ..., 2, 0 sumie réwnej 1 zachodzi nie-
rownosé
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(b) Wyznaczy¢ wszystkie uktady liczb dodatnich xy, 2y, ..., x, o sumie réwnej 1, dla ktérych
powyzsza nieroOwnos¢ staje si¢ rOwnoscia.
Uwaga. Symbol Y- z;x; oznacza sume (g) sktadnikéw odpowiadajacych wszystkim parom
i<j
wstaznikéw 4, j ze zbioru {1,2,...,n} speliajacych warunek i < j.

. W czworoscianie ABC'D zachodza nastepujace réwnosci:
|[LBAC| = |$ ACD| oraz |< ABD| = |¥ BDC).
Dowies¢, ze krawedzie AB i C'D maja jednakows dtugosc.

. Dla liczby naturalnej & > 1 oznaczmy przez p(k) najmniejsza liczbe pierwsza, ktéra nie jest

dzielnikiem liczby k. Jesli p(k) > 2, to przyjmujemy, ze q(k) jest iloczynem wszystkich liczb

pierwszych mniejszych od p(k); gdy zas p(k) = 2, to przyjmujemy ¢(k) = 1. Okreslamy ciag

(x,,) wzorami:
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Wyznaczy¢ wszystkie liczby naturalne n, dla ktérych zachodzi réwnos¢ x,, = 111111.

xo =1, Tpa1 = dlan=20,1,2,....

. Sposrod wszystkich permutacji f zbioru {1,2,...,n} spetaniajacych warunek

f@y=i—1 dlai=1,2,...,n
wybieramy jedna (kazdy wybér jest jednakowo prawdopodobny). Niech p, bedzie prawdopo-
dobienstwem tego, ze wybrana permutacja spetnia warunek

fl@) <i+1 dlai=1,2,...,n.
Wyznaczy¢ wszystkie liczby naturalne n, dla ktérych p,, > %



