XLVIII Olimpiada Matematyczna

Zadania konkursowe zawoddéw stopnia pierwszego

I seria.

1.

Rozwiazaé¢ uklad réwnan
Tz +y-lyl =1
[z] + [y] = 1

Uwaga. [t] jest najwieksza liczba calkowita nie wieksza od t.

2. Punkt P lezy wewnatrz réwnolegloboku ABCD, przy czym SABP = SADP. Wykazaé, e YPAB =
IPCB.

3. Udowodnié, ze dla dowolnych liczb rzeczywistych a,b > 1, ¢ = 0 oraz dla kazdej liczby naturalnej n > 1
zachodzi nieréwnosé¢ (ab+ ¢)” —c < ((b+¢)™ — ¢)a”.

4. Udowodni¢, ze liczba naturalna n = 2 jest zlozona wtedy i tylko wtedy, gdy istnieja liczby naturalne
a,b,x,y > 1 spelniajace warunki: a + b = n, ad + 5= 1.

a
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5. Dwusieczne katéow wewnetrznych A, B, C tréjkata ABC przecinaja przeciwlegle boki odpowiednio
w punktach D, E, F, a okrag opisany na tréjkacie ABC — odpowiednio w punktach K, L, M. Dowies¢,
ze
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6. Wielomian P(z) stopnia n spelnia warunek

Pk)=— dla k=1,2,4,8,...,2".
Obliczy¢ P(0).

Obliczy¢ kres gérny objetosci czworo$cianéw zawartych w kuli o danym promieniu R, ktérych jedna z
krawedzi jest srednica tej kuli.
Niech a,, bedzie liczba wszystkich niepustych podzbioréw zbioru {1,2,...,6n}, ktérych suma elementéw

daje przy dzieleniu przez 6 reszte 5 oraz niech b, bedzie liczba wszystkich niepustych podzbioréw zbioru
{1,2,...,7n}, ktérych iloczyn elementéw daje przy dzieleniu przez 7 reszte 5. Obliczy¢ iloraz ay,/by,.
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9.

10.

11.

12.

Wyznaczy¢ wszystkie funkcje f:(1;00) — (1;00) speliajace nastepujace warunki:
2
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(73) funkcja g(xz) = “——— jest ograniczona.

x
Punkty P,Q leza wewnatrz tréjkata ostrokatnego ABC, przy czym SACP = ¥BCQ oraz SCAP =
YBAQ. Punkty D, E, F sa rzutami prostokatnymi punktu P odpowiednio na boki BC, CA, AB.
Dowiesé, ze kat DEF jest prosty wtedy i tylko wtedy, gdy punkt @ jest punktem przeciecia wysokosci
tréjkata BDF.

Dana jest liczba naturalna m > 1 oraz wielomian P(xz) stopnia dodatniego o wspélczynnikach catkowitych
majacy co najmniej trzy rézne pierwiastki catkowite. Dowiesé, ze wielomian P(z) + 5™ ma co najwyzej
jeden pierwiastek catkowity.

Grupa zlozona z n 0séb stwierdzila, ze codziennie przez pewien okres czasu trzy z nich moga wspdlnie

zje$¢ obiad w restauracji, przy czym kazde dwie z nich spotkaja sie na dokladnie jednym obiedzie.
Dowiesé, ze liczba n przy dzieleniu przez 6 daje reszte 1 lub 3.



