XLVIII Olimpiada Matematyczna

Szkice rozwiazan zadan z zawodow drugiego stopnia

1. Podstawienie: z =u+1%, y=v+3, z=w+3; sprowadza dany uklad
réwnan do postaci:
v+wltutv+w+l=a
(%) w+ul+utv+w+l=a
v+’ +utv+w+l=a
skad przez odejmowanie stronami: u? = v2 = w?. Zatem kazde rozwiazanie
(u,v,w) ukladu (%) ma dokladnie jedna z nastepujacych postaci:

(1) (t.t,1); teR;

(2) (=t t,t) lub (¢, —t,t) lub (t,¢t,—t); teR, t#0.
Dla v = v = w = t uklad (x) sprowadza sie do réwnania

(1) 2t> + 3t + (1 —a) = 0;

gdy zas$ dwie z liczb u, v, w sa réwne t, trzecia —t (¢ # 0), uklad (x)
sprowadza sie do réwnania

(2" 2t +t+(1—a)=0.

Liczba rozwiazan (u,v,w) ukladu (x) majacych postaé¢ (1) jest réwna licz-
bie pierwiastkéw réwnania (1'); oznaczmy ja przez N;. Liczba rozwiazan
(u,v,w) postaci (2) jest réwna 3N, gdzie N, oznacza liczbe pierwiastkéw
réwnania (2') réznych od zera. Obliczamy wyrézniki tréjmianéw (1') i (2'):
A; =8a+1, Ay = 8a — 7. Zatem:

0 gdy a<-1/8, 0 gdy a<17/8,
N=<¢1 gdy a=-1/8, No=< 1 gdy a=7/8 lub a=1,
2 gdy a>-1/8, 2 gdy a>7/8,a#1.
Liczba rozwiazan ukladu () jest wiec réwna:
0 gdy a<-1/8,
1 gdy a=-1/8,
N=N +3N,={ 2 gdy —1/8<a<7/8,
5 gdy a=7/8 lub a=1,
8 gdy a>7/8, a#1l.

* * * * *



2. Oznaczmy przez K punkt przeciecia prostych BP i AC, za$ przez L punkt
przeciecia prostych CP i AB. Na mocy warunkéw zadania mamy:

YKPC = Y PBC +4PCB=<YABC — 4 ABP + Y ACB — Y ACP =
= <IABC+<iACB—2-%(<IABC’+<1AC’B):
— %(4ABC+<lACB) = 4 PCK,

co dowodzi, ze KP = KC. Analogicznie LP = LB. Tréjkaty ABK oraz
ACL sa podobne, wiec dostajemy

AB _AK+KB AC-KC+KP+PB AC+PB
AC  AL+LC AB—-LB+LP+PC AB+PC’
czyli réwno$c¢, ktéra nalezalo udowodnic.

* * * * *

3. Przyjmijmy, ze dane punkty sa wierzchotkami pewnego n-kata (jesli n = 2,
wystarczy oczywiscie jeden kolor). Wszystkie odcinki o jednakowym kolo-
rze wyznaczaja rozlaczne pary wierzchotkéw wielokata. Maksymalna liczba
rozlacznych podzbioréw dwuelementowych zbioru n-elementowego wynosi
[n/2]. Zatem liczba koloréw jest nie mniejsza niz

n [n] -t n dla n nieparzystych,
5 =
Wykazemy, ze ta liczba koloréw wystarcza do spelnienia zadanego warunku.

2/) L2 n—1 dlan parzystych.

Gdy n jest liczba nieparzysta, bierzemy zbiér wierzchotkéw n-kata forem-
nego i malujemy jednakowym kolorem bok i wszystkie réwnolegle do niego
przekatne; odcinki nieréwnolegle malujemy réznymi kolorami. UzyliSmy n
koloréw.

Gdy n jest liczba parzysta, bierzemy zbiér wierzchotkéw (n—1)-kata forem-
nego V oraz jeszcze jeden punkt Py. Kolorujemy boki i przekatne wielokata
V w sposéb opisany powyzej, uzywajac n — 1 koloréw. Dla kazdej rodziny
réwnoleglych odcinkéw jednakowego koloru k; pozostaje jeden wierzchotek
P; wielokata V' nie bedacy koncem zadnego z tych odcinkéw. Malujemy
odcinek Py P; kolorem k;. UzyliSmy n — 1 koloréw, speliajac wymagany
warunek.

(mek7 wp)
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4. Niech a, b, ¢ beda liczbami, jakich szukamy. Z podanych warunkéw wynika,
ze s to liczby wieksze od 1, parami wzglednie pierwsze. Liczba bc+ca+ab—1
dzieli sie przez a, przez b i przez ¢, dzieli sie wiec takze przez iloczyn abc:

(1) bc + ca + ab = kabc + 1 (k — liczba calkowita) .
Po podzieleniu stronami przez abc:
@ UV

a b ¢ abc

Suma po lewej stronie réwnoéci (1) jest wieksza od 1, wiec k > 0. Suma po
lewej stronie (2) jest mniejsza od 2, wiec k < 2. Zatem k = 1. Prawa strona
(2) jest wieksza od 1, wiec najwieksza z liczb 1/a, 1/b, 1/c przekracza 1/3.
Przyjmujac, ze a > b > ¢ wnosimy stad, ze ¢ = 2. Réwnos¢ (1) przybiera
postaé 2a + 2b + ab = 2ab+ 1, czyli (a — 2)(b—2) = 3. Stad a = 5,
b =3, c = 2. Te liczby spelniaja warunki zadania i sa (z dokladno$cia do
permutacji) jego jedynym rozwiazaniem.

* * * * *

5. Zbiorem zdarzen elementarnych w tym zadaniu jest
Q= {(bl,...,bk,cl,...,cm) t by, .., bg, 01, 50m € {1,2,...,6}},

gdzie wszystkie zdarzenia elementarne sa jednakowo prawdopodobne. Niech
A oznacza zdarzenie, ktérego prawdopodobienistwa szukamy:

A={(b1,---,bg,c1y-hem) €Q : T|(b1+...+bg—c1—...—cm)}-

Niech za§ B bedzie zdarzeniem, ze laczna liczba wyrzuconych oczek na w-
szystkich k£ + m kostkach jest podzielna przez 7:

B={(b1,.--,bg,c1,.--sem) €Q : T|(b1+...+bg+c1+...+cm)}-
Przeksztalcenie dane wzorem
(bl,...,bk,cl,...,cm)l—> (bl,...,bk,7—61,...,7—0m)

jest odwzorowaniem wzajemnie jednoznacznym zbioru A na zbiér B. Zbiory
A i B sa wiec réwnoliczne, a zatem prawdopodobieristwa zdarzed A i B sa
jednakowe.

Oznaczmy przez p,, (n > 1, r =0,1,...,6) prawdopodobierstwo tego, ze
przy rzucie n kostkami reszta przy dzieleniu przez 7 lacznej liczby wyrzuco-
nych oczek jest réwna r. Wéwczas p1o=0,p11 =p12=...=p16 = 1/6.



Ze wzoru na prawdopodobienstwo calkowite dostajemy dla n = 1,2,3,...
réwnoé¢:

d 1S 1
(*)  Pnt1,0=P10 Pno+ ;mer Pnr =g ;Pn,r =gl = Pno).
Wprowadzajac oznaczenie g, = pyo0— %, ze wzoru () otrzymujemy réwno$é

1
dn+1 =4n - (_6> dla n>1.
Stad przez tatwa indukcje

1 n—1 _1)»
anfh'(—g) = ( ) dla n>1.

Ostatecznie wiec

1 1 (_1)k+m
P(A) = P(B) = prtm,o = ?+Qk+m = ?‘F 7 ghtmT "
* * * * *
. Oznaczmy wierzchotki danego szeécianu C przez Aq, ..., Ag. Oznaczmy przez
C; szeScian o krawedzi dlugosci %, majacy jeden wierzcholek w punkcie A4;
oraz trzy $ciany zawarte w Scianach szeScianu C. Niech Pi,..., Ps beda

o$mioma danymi punktami.

Kazdy szeécian C; ma érednice %\/3 < 1. Jedli wiec pewne dwa rézne punkty
Py, P, leza w ktéryms§ z szedciandw C;, to P, P; < 1; wymagany warunek jest
spelniony.

Zalézmy zatem, ze kazdy z tych szescianéw zawiera dokladnie jeden punkt
P;. Ustalmy numeracje tak, by P; € C; dlai = 1,...,8. Sze$cian C; ma
dokladnie trzy $ciany wspdlne z powierzchnia sze$cianu C; punkt P; jest
odlegly od kazdej z tych trzech §cian o nie wiecej niz 1/2. Oznaczmy te
trzy odleglosci przez a;, b;, ¢;. Niech d bedzie najwieksza sposrdod 24 liczb:
a1, bi,c1,...,as,bs,cg. Bez straty ogdlnoSci mozemy przyjaé, ze d = P,Q,
gdzie @) jest rzutem prostokatnym punktu P; na pewna $ciane sze$cianu C,
oraz ze Aj As jest krawedzia szeScianu C réwnolegla do prostej P Q.

Niech R bedzie rzutem prostokatnym punktu P na prosta A;As. Wezmy

pod uwage prostopadlo$cian, ktérego jedna krawedzia jest odcinek AsR,

a jedna ze $cian prostopadlych do AsR jest kwadrat o wierzchotku A5 i boku

dlugosci d, zawarty w $cianie szeScianu C. Z okreSlenia liczby d wynika, ze

0w prostopadloScian zawiera punkty P, i P>. Jego Srednica jest réwna
VB +dE2+(1-d)?=+dBd-2)+1<1,

gdyz 0 < d < } < 2. Zatem P, P, < 1, co koriczy dowdd.

(mek, wp)



