XLVIII Olimpiada Matematyczna

Szkice rozwiazan zadan z zawodéw trzeciego stopnia

1. Oznaczmy: a = 21 + 22, b= 123, ¢ = 22+ 23. Wbwczas 22 = ¢c— b,

1 =a— o2 = a+b— c. Sa to z zalozenia liczby dodatnie. Tak wiec

(1) 0<b<c<a+hb.

Dalej, z4 = ab, ©5 = abc, T = abc(ab + b) = a(a + 1)b%c. Z nieréwnosci
(1) wynika, ze a > 1. Jedynymi dzielnikami liczby 144 majacymi postaé
a(a + 1) (gdzie a > 1) sa liczby 6, 12, 72, odpowiadajace warto$ciom a =
2, a = 3, a = 8. Iloczyn b?c powinien mie¢ — odpowiednio — wartosé:
24, 12, 2. Pierwsza mozliwoé¢ prowadzi do sprzecznoéci z warunkiem (1).
Druga i trzecia mozliwos$¢ daje (w polaczeniu z warunkiem (1)) rozwiazania
(a,b,¢) = (3,2,3) oraz (a,b,c) = (8,1,2). W kazdym przypadku z =
CEG($5 + $4) =144 ab(c+ 1) = 144 - 24 = 3456.

* * * * *
. Przypus$émy, ze liczby z, vy, z spelniaja dany uklad; z drugiego réwnania
wynika, ze
(1) zyz(z+y+2)20.
Dalej mamy
(2) 0<(z—9)+(y—2)°+(z—2) =3 +1y"+2°) — (z +y +2)°,
co na mocy pierwszego réwnania ukladu daje:
(3) (z+y+2)2<1.
Zachodzi tez nieréwno$c
0 < (zy —y2)® + (yz — 22)* + (22 — 2y)* =
= 2(z?y?® + y%2% + 2%20?) — 2xyz(z +y + 2),

czyli

(4) zyz(z +y +2) < 22y + 2% + 2%

Dzieki wlasnosci (1) mozemy pomnozy¢ nieréwnosci (3) i (4) stronami:
(5) zyz(z +y + 2)® <%y +y22% + 222

Zgodnie z drugim réwnaniem ukladu, nieréwno$é (5) ma by¢ réwnoscia.
To znaczy, ze albo obie mnozone nieréwnosci (3) i (4) sa réwno$ciami, albo
wyrazenia po obu stronach (4) sa réwne zeru. W pierwszym przypadku znak
réwnosci w zwiazkach (2) i (3) prowadzi do wniosku, ze z =y = 2z = +£1/3.
W drugim przypadku iloczyny zy, yz, zz sa réwne zeru, czyli pewne dwie
sposréd liczb z, y, z sa réwne zeru; trzecia musi by¢ réwna +1/ /3, zgodnie



z pierwszym réwnaniem ukladu. Daje to osiem tréjek (z,y, z) speliajacych
dany uklad réwnai:
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gdzie € = +1.

* * * * *

. Udowodnimy nieréwnos§é

(1) pole (ABD) < pole (BCD) + pole (CAD)

(pozostate dwie nieréwnoéci dostaniemy analogicznie). Oznaczmy przez K,
L, M odpowiednio $rodki krawedzi BC, CA, AB. Odcinki DK, DL, DM

tworza réwne katy odpowiednio z krawedziami BC, C A, AB; oznaczmy ten
wspdlny kat przez a. Niech DH bedzie wysokoscia tréjkata ABD. Mamy:

(2) pole(ABD)=1AB-DH = $AB-DM -sina = KL-DM -sina.
Analogicznie:

(3) pole(BCD) = LM-DK -sina oraz pole(CAD) = MK-DL-sina.
Poniewaz sin a # 0, wiec wykorzystujac réwnosci (2) i (3) mozemy zapisaé
nieréwnoé¢ (1) w nastepujacej réwnowaznej postaci:

(4) KL-DM < LM-DK + MK - DL.

Rozwazmy czworos$cian K LM D. Niech N bedzie takim punktem plaszczyz-
ny KLM, ze KN = KD, LN = LD oraz punkty M i N leza po prze-
ciwnych stronach prostej K L. Oznaczmy przez P punkt przeciecia prostej
KL z odcinkiem M N. Poniewaz tréjkaty K LD i KLN sa przystajace, wiec
DP = NP. Dla czworokata M K N L zachodzi nieréwno$é Ptolemeusza:

KL-NM LM -NK+ MK - -NL.
Stad otrzymujemy
KL-DM < KL-(DP+PM)=KL-(NP+PM)=KL-NM <
< LM-NK+MK-NL=LM-DK+ MK -DL,

czyli nieréwnoéé (4), ktdéra jest réwnowazna nieréwnosci (1).

(mek, wp)
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4. Kazdej liczbie catkowitejn > 1 przyporzadkowujemy skonczony ciag symboli
dwéch rodzajéw: kropek i przecinkéw. Zapisujemy liczbe n w systemie
dwéjkowym. Pomiedzy kazde dwie kolejne cyfry wstawiamy kropke, gdy te
cyfry sa jednakowe, a przecinek, gdy sa rézne. Jezeli n spelnia nieréwnos¢
2k < n < 2k czyli jest (w systemie dwéjkowym) liczba (k+1)-cyfrowa,
to wstawione w opisany sposéb kropki i przecinki tworza ciag k-wyrazowy.
Bedziemy go nazywali kodem,, liczby n. Kazdy taki ciag kropek i przecinkéw
jest kodem dokladnie jednej liczby n: na poczatku ma ona jedynke, a dalsze
cyfry sa wyznaczone przez kolejne symbole kodu. Kod k-wyrazowy wyznacza
liczbe (k+1)-cyfrowa.

Oznaczmy przez b, liczbe kropek, a przez ¢, liczbe przecinkéw w kodzie
liczby n i przyjmijmy d,, = b, — cp.

Niech n bedzie dowolna liczba (k+1)-cyfrowa (k > 1). Skreslajac jej ostatnia
cyfre otrzymujemy zapis dwéjkowy liczby [n/2]. Jesli ostatnie dwie cyfry
liczby n sa réwne, to b, = b, 2] + 1, ¢n = c[p/2). JeSli ostatnie dwie cyfry
liczby n sa rézne, to by, = b, 2], ¢n = C[n/2] + 1. Pierwsza z tych sytuacji
ma miejsce, gdy n = 0 lub n = 3 (mod 4), druga —gdyn =1lubn =2
(mod 4). Réznica dy, — djn/2) wynosi 1 w pierwszym przypadku, za§ —1
w drugim przypadku.

Dokladnie takie same wartosci przybiera réznica a, — a[,/2- Dlan =1
mamy a; = by = ¢; = d; = 0. Stad wniosek, ze a, = d,, czyli a, = b, — ¢y,
dlan = 1,2,3,... . Zatem dla (k+1)-cyfrowej liczby n réwnosé a, = 0
zachodzi wtedy i tylko wtedy, gdy w jej k-wyrazowym kodzie jest tyle samo
symboli kazdego rodzaju. Liczba takich k-wyrazowych ciagéw wynosi (kljz),
gdy k jest liczba parzysta, oraz 0, gdy k jest liczba nieparzysta. Tyle jest
wiec numerdw n spelniajacych zadane warunki.

* * * * *

5. Na przedluzeniu odcinka BC odkladamy odcinek CP = AE. 7 warunkéw
zadania wynika, ze tréjkaty prostokatne PCD i AED sa przystajace. Stad
AD = DP oraz

Y ADP =<4 PDC +4 ADC =4 ADE + Y ADC =Y EDC..
Poniewaz réwniez ED = DC, wiec tréjkaty ADP i EDC sa podobne. O-
znaczajac przez ) punkt przeciecia prostych AP i EC dostajemy réwnosé

IDEQ =<4 DEC =<4DAP =YDAQ,
ktéra dowodzi, ze punkty A, @, D, E leza na jednym okregu. Zatem
(1) Y ADE = ¥ AQE.



Ze zwiazkow

AF AE PC

BF ~ BC BC
wynika, ze proste AP i FC sa réwnolegle. Stad 4 AQE = 4 FCE, co
w potaczeniu ze wzorem (1) daje pierwsza réwnos¢ tezy. Druga jest analo-
giczna.

* * * * *

. Odcinek o koricach w rozwazanym zbiorze bedziemy nazywaé diugim, jesli
jego dlugo$é jest wieksza niz /2, a krétkim w przeciwnym przypadku. Tak
wiec ¢ jest liczba dlugich odcinkéw. W dany okrag wpisujemy kwadra-
t ABCD tak, by zaden z danych n punktéw nie byl jego wierzchotkiem.
Przyjmijmy, ze na tukach AB, BC, CD, D A lezy odpowiednio a punktéw, b
punktéw, ¢ punktéw, d punktéw. Wezmy pod uwage zbidr wszystkich czwo-
rokatéw majacych wierzchotki w danych punktach, po jednym na kazdym
z czterech tukéw. Jest abed takich czworokatéow. Kazdy czworokat wpisany
w dany okrag ma co najmniej jeden bok krétki.

Przyporzadkujmy kazdemu czworokatowi (z rozwazanego zbioru) jeden z je-
go krétkich bokéw i pomalujmy ten wybrany bok na zielono. Ustalony zielo-
ny odcinek majacy korice na tukach AB i BC mégl zostaé przyporzadkowany
co najwyzej ¢ - d czworokatom, a wiec co najwyzej m czworokatom, gdzie
m jest najwieksza z liczb ab, be, cd, da. Tak samo da sie oszacowac liczbe
czworokatow, ktérym zostal przyporzadkowany dowolnie ustalony zielony
odcinek (o koricach w ktérychkolwiek dwéch sasiednich tukach). Stad wnio-
sek, ze laczna liczba zielonych odcinkdw jest nie mniejsza niz (abed) /m.

Wszystkie zielone odcinki sa krétkie. Oczywiscie takie wszystkie odcinki ma-
jace oba korice w jednym luku sa krétkie. Zatem liczba krétkich odcinkéw,
réwna (3) — g, spelnia oszacowanie:

() —a>t+ () + )+ () + ()

Mozna przyjaé (przesuwajac w razie potrzeby oznaczenia), ze m = ab. O-
trzymana nier6wno$¢ przybiera po przeksztalceniu postaé:

g < i(n(n—1)—ala—1)—bb—1)—c(c—1)—d(d—1)) —cd =
=in? -3+ +7+d®)—cd
(skorzystalismy z tego, ze a + b+ c+d = n). A zatem
n*—3¢ > —in?+ 3(a® +0* +® +d?) + 3cd =
= Za+b)—(c+d)*+3(a-b)?>0.

(mek, wp)



