XLIX Olimpiada Matematyczna

Zadania konkursowe zawodow stopnia pierwszego

I seria (okres od 11 wrzesnia do 10 paZdziernika 1997 r.)

1. Rozwiaza¢ uktad réwnan

|z
{ lz—yl——=-1
22 —yl+|lz+y—1|+|z—y|+y—1=0.
2. Proste zawierajace wysokosci tréjkata ABC', wpisanego w okrag o srodku O, przecinaja sie w punkcie H,
przy czym AO = AH. Obliczy¢ miare kata CAB.
3. Ciagi (an), (bn), (cn) sa okredlone przez warunki: a1 = 4, any1 = an(an, — 1), 2 = a,, 2"~ ° = b, dla
n=1,2,3,.... Wykaza¢, ze ciag (c,) jest ograniczony.
4. Dana jest liczba dodatnia a. Wyznaczy¢ wszystkie liczby rzeczywiste ¢ majace nastepujaca wlasnosé: dla
kazdej pary liczb dodatnich x, y spelniona jest nieréwnosé
(e = D™ < (ey — 2)y”.
Rozwiazania powyzszych zadan (kazde na osobnym arkuszu) maja by¢ wystane pod adresem wlasciwego komitetu okregowego
Olimpiady najpdzniej dnia
10 pazdziernika 1997 r.

Rozwiazania przestane w terminie pézniejszym nie beda rozpatrywane.

II seria (okres od 11 paZdziernika do 10 listopada 1997 r.)

5. Dana jest liczba calkowita n > 1. Rozwiazaé réwanie
[tg"x — ctg x| = 2n|ctg 2x|.

6. W trdjkacie ABC punkt D jest srodkiem boku BC, punkt E lezy na boku AC. Punkty P i @ sa
odpowiednio rzutami prostokatnymi punktow B i E na prosta AD. Udowodnié, ze BE = AE+ AC wtedy
i tylko wtedy, gdy AD = PQ.

7. Dane sa liczby naturalne m,n > 1. Niech A = {1,2,3,...,n}. Wyznaczy¢ liczbe funkcji f:A — A
przyjmujacych dokladnie m wartosci oraz spetiajacych warunek

jezeli k£ e A, k<{, to f(f(k))=f(k)<f(L).

8. Rozstrzygnaé, czy istnieje wieloscian wypukly majacy k krawedzi oraz plaszczyzna nie przechodzaca przez
zaden z jego wierzcholkéw i przecinajaca r krawedzi, przy czym 3r > 2k.
Rozwiazania powyzszych zadan (kazde na osobnym arkuszu) maja by¢ wyslane pod adresem wlasciwego komitetu okregowego
Olimpiady najpézniej dnia
10 listopada 1997 r.

Rozwiazania przestane w terminie pézniejszym nie beda rozpatrywane.

IIT seria (okres od 11 listopada do 10 grudnia 1997 r.)

9. Niech ap =0,91 oraz ar =0,99...900...01 dla k=1,2,3,.... Obliczy¢ lim (apa; ...an,).
— n—00
2k 2k —1

10. Srodkowe AD, BE, CF, tréojkata ABC przecinaja sie w punkcie G. Na czworokatach AFGE i BDGF
mozna opisaé okregi. Wykazaé, ze trojkat ABC jest réwnoboczny.

11. W turnieju tenisowym uczestniczylo n graczy. Kazdy rozegral z kazdym innym jeden mecz; nie bylo
remiséw. Udowodnié, ze istnieje taki gracz A, ktéry kazdego innego gracza B pokonat bezposrednio lub
posrednio, tzn. A wygral z B lub A pokonal pewnego zawodnika C, ktéry wygrat z B.

12. Niech g(k) bedzie najwiekszym dzielnikiem pierwszym liczby calkowitej k, gdy |k| > 2, oraz niech g(—1) =
9(0) = ¢g(1) = 1. Rozstrzygnadé, czy istnieje taki wielomian W stopnia dodatniego o wspélczynnikach
catkowitych, dla ktérego zbidr liczb postaci g(W (z)) (z — catkowite) jest skoriczony.

Rozwiazania powyzszych zadan (kazde na osobnym arkuszu) maja by¢ wystane pod adresem wlasciwego komitetu okregowego
Olimpiady najpézniej dnia
10 grudnia 1997 r.

Rozwiazania przestane w terminie p6zniejszym nie beda rozpatrywane.




