XLIX OLIMPIADA
MATEMATYCZNA

Do Pani/Pana Dyrektora Szkoty
Do Pani/Pana Profesora Matematyki

Komitet Gléwny Olimpiady Matematycznej uprzejmie prosi o zapoznanie
uczniéw i nauczycieli zainteresowanych zadaniami Olimpiady z podanymi tu
szkicami rozwiazan zadan konkursowych stopnia pierwszego XLIX Olimpiady
Matematycznej.

W dalszej czesci niniejszego druku podajemy teksty zadan z zawoddéw
miedzynarodowych: XXXVIII Miedzynarodowej Olimpiady Matematycznej
i XX Austriacko—Polskich Zawodéw Matematycznych, a takze z VIII Za-
wodéw Matematycznych Paristw Baltyckich (Baltic Way '97).

Zawody pierwszego stopnia XLIX Olimpiady Matematycznej sa zakori-
czone. Zawody stopnia drugiego odbeda sie w dniach 27 i 28 lutego 1998 r.

Zawiadomienia o dokladnym terminie i miejscu zawodéw stopnia drugiego
wy$la komitety okregowe zakwalifikowanym zawodnikom w terminie do dnia
10 lutego 1998 r.

Komitet Glowny Olimpiady Matematycznej



Szkice rozwiazan zadan konkursowych

zawodow pierwszego stopnia XLIX Olimpiady Matematycznej

1. Przypus$émy, ze liczby z, y spelniaja podany uklad réwnan. Z pierw-
szego réwnania wynika, ze z # 0 oraz ze iloraz |z|:z nie moze by¢ réwny —1;
jest wiec réwny 1, co oznacza, ze z jest liczba dodatnia. Pierwsze réwnanie
méwi zatem, ze |z —y|=0. Podstawiajac y =z do drugiego réwnania (i pa-
mietajac, ze z > 0) otrzymujemy zalezno$é 2z — 1+ |2z — 1| =0, réwnowazna,
temu, ze 2z — 16 0. Tak wiec kazde rozwiazanie (z,y) danego ukladu réwnan
ma posta¢ 0 <z =y6 1/2. Na odwrét, kazda para (z,y) takiej postaci spelnia
oba réwnania ukladu.

2. Oznaczmy przez M $rodek boku BC. Rozwiazanie zadania bedzie
oparte na réwnosci AH =2-OM (ktéra zachodzi w kazdym tréjkacie, nieza-
leznie od zalozenia, ze AO = AH). Oto jej dowdd:

Mozna przyjaé, ze AB; AC; kat ABC jest wiec ostry. Gdy kat CAB
jest prosty, woéwczas AH =OM =0. Gdy kat CAB jest ostry lub rozwarty,
prowadzimy §rednice okregu opisanego na tréjkacie ABC. Odcinek OM laczy
§rodki bokéw C X i CB trdjkata prostokatnego CBX, a zatem 2-OM = BX.
Proste AX i HB sa réwnolegle (kazda z nich jest prostopadla do AC);
takze proste BX i H A sa réwnolegle (jako prostopadle do BC). Wobec tego
czworokat AHBX jest réwnoleglobokiemi AH =BX =2-OM.

Jesli teraz, zgodnie z treScia zadania, dlugo$¢ odcinka AH jest réwna
promieniowi okregu opisanego na trdjkacie ABC, to punkt M jest Srodkiem
promienia prostopadiego do BC. Stad wynika, ze < BOC = 120°. Wniosek:
kat C AB, jako kat wpisany oparty albo na krétszym albo na dtuzszym tuku
BC(C, ma miare 60° lub 120°.

3. Wykazemy przez indukcje, ze

-1
(1) 22" f1<a,6 22"

Dla n =1 nieréwnosci 3 < a1 6 4 sa spelnione. Zaktadajac, ze oszacowania (1)
zachodza dla pewnej liczby naturalnej n, otrzymujemy dla n+1 analogiczne

oszacowania:
Ty 2 n+1
<a26 (227)" =22

Apy1 = an(a'n - ]-) _ _ _
> (22" 1) 22" =2 " s 2"
Na podstawie zasady indukcji wnosimy o prawdziwosci zwiazkéw (1) dla
wszystkich liczb naturalnych nj 1. Ze zwiazkéw tych wynika oczywiscie,

-1
ze 22" <a, 6 22". Zastepujac a, przez 2", a nastepnie b, przez 2" °n,
dostajemy kolejno nieréwnoéci: 2" < b, 6 27; nastepnie: n—1<n—c,6 n;
i wreszcie: 06 ¢, < 1. Ciag (c,,) jest wiec ograniczony.
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4. Ustalmy liczbe rzeczywista c. Podstawiajac w podanej nieréwnosci
y =tz i dzielac stronami przez z®*! otrzymujemy warunek réwnowazny
(1) ct®tt—t%; ¢c—1 dla t>0.

Moéwiac wyrazniej: rozwazana w zadaniu nieréwno$c¢ zachodzi dla kazdej pary
liczb dodatnich z,y wtedy i tylko wtedy, gdy nieréwno$é (1) zachodzi dla
kazdej liczby dodatniej ¢.

Oznaczajac lewa strone (1) przez f(t) stwierdzamy, ze f(1)=c—1 oraz
f'(t)=c(a+1)t*—at? 1. Jezeli warunek (1) jest spelniony, to funkcja f ma
w punkcie t =1 minimum, a wiec f'(1)=c(a+1)—a=0, skad c=a/(a+1).
Na odwrét, jesli c=a/(a+1), to
>0 dla t>1,
<0 dla t<1;

a zatem najmniejsza wartoscia funkcji f w przedziale (0;00) jest f(1)=c—1,
czyli spelniony jest warunek (1).

Whiosek: dla danej liczby dodatniej a jedynie liczba c=a/(a+1) ma
postulowana wlasnosc.

f't) =at* —at®* ' =at> 1t -1) {

cos2z  cos?z—sin’z

5. Poniewaz 2ctg2z=2- =ctgz—tgz, dane réw-

o j ) sin2z  sinzcosz
nanie jest rOownowazne nastepujacemu:

(1) [tg"z—ctg"z| = n|tgz —ctgz|.

Gdy n =1, réwnanie (1) jest spelmione tozsamo$ciowo w zbiorze liczb, ktére
nie sg catkowitymi wielokrotno$ciami /2.

Dalej rozwazamy przypadek, gdy n; 2. Réwnanie (1) jest oczywiscie
spelnione, gdy tgz =ctgz, czyli dla liczb postaci z=mm /4, gdzie m jest
dowolna liczba catkowita nieparzysta. Wykazemy, ze dla nj 2 réwnanie (1)
nie ma innych rozwiazan.

Przypuéémy wiec, ze istnieje liczba z speliajaca réwnanie (1) i taka, ze
liczby a =tgz, b= ctgz nie sa réwne; warunek a # b jest rGwnowazny temu,
ze |a| # 1. Dzielac (1) stronami przez |a —b| dostajemy zwiazek

la® ' +a™ 2b+...+ab” 240" =n.
Wszystkie skladniki sa jednocze$nie dodatnie lub ujemne; modul sumy jest
wiec réwny sumie moduléw. Uwzgledniajac zalezno$é¢ b=1/a otrzymujemy:
(2) ™ +lal" P+ Flal P 4 fa T =
Dla kazdej liczby dodatniej t # 1 prawdziwa jest nieréwno$é t+¢=1 > 2 (réw-
nowazna, po prostym przeksztalceniu, nieréwnosci (t—1)2>0). Zatem dla
kazdej liczby calkowitej £ mamy

k —x [ >2 gdy k#0,
jal” +lal {:2 gdy k=0.
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Podstawiajac za k kolejno liczby n—1, n-3, ..., —n+3, —n+1 i dodajac
stronami otrzymane n nieréwnoéci stwierdzamy, ze podwojona warto§é sumy
napisanej po lewej stronie zwiazku (2) jest wieksza od 2n. (W tym miejscu
ma znaczenie warunek, ze n j 2.) Zatem réwno$é (2) nie jest w rozwazanym
przypadku mozliwa, co oznacza, ze réwnanie (1) nie ma innych rozwiazan niz
te, ktére zostaly znalezione na poczatku.

6. Oznaczmy przez X punkt przeciecia odcinkéw BE i AD, a przez F
punkt symetryczny do C wzgledem A; prosta F'B jest réwnolegla do AD.
Przyjmijmy oznaczenia katéw:

JCAD =<4 EFB =, IDXB=4JEBF =9.
Przy zalozeniu, ze AB > AC (podanym w poprawionej wersji zadania, roze-
stanej w Erratach) punkt D lezy miedzy punktami A i P, i mamy oszacowanie:
1 =<IBXP < ¥BDP <90°; wynika z niego, ze PQ = BE-cos.

Odcinek AD laczy $rodki bokéw tréjkata F'C'B; tak wiec BF =2-AD.

Stad oraz z twierdzenia sinuséw dla tréjkata EF B otrzymujemy zaleznoSci:
AD 2-AD BE  BF 1 _sin<IBEF I
PQ  2-BE PQ 2-BE cost) sindBFE 2cosy)
_ sin(p+¢) _ L+ctgptgy
~ 2singcosty) 2 '
Zatem réwnos§é AD = P(@) jest rownowazna temu, ze tgy =tgy, czyli p =1.
Ta ostatnia réwnoé¢é jest zad réwnowazna temu, ze tréjkat BEF jest réwno-
ramienny: BE=FEF. A skoro EF = AE+ AC, dostajemy teze zadania.

7. Funkcje f spelniajaca podane warunki bedziemy nazywaé dobrg. Przy-
pusémy, ze liczby ki <... <k, sa wszystkimi wartosciami przyjmowanymi
przez dobrg funkcje f. Niech
(1) L=max{jeA: f(j)=ki} dlai=1,...,m;
oczywiscie l,, =n. Z okreélenia (1) oraz z warunkéw definiujacych funkcje
dobre wynika, ze f(k;)=f(f(l;))=f(l;)=k; dlai=1,...,m, i wobec tego
(2) 0<ki1 6 l1<kab6la<...<kpy_16 lp_1<kn6 n.

Na odwrét, jezeli (k1,l1,k2,l2,...;km—1,lm—1,km) jest dowolnym ciagiem liczb
naturalnych speliajacym warunki (2), to wzér

ki gdy 0 <5614

, k d lh <j61

fGy=4" 8¥ nSIve

km gdy ln-1<j6n
okresla dobra funkcje f: A — A, ktérej wartodciami sa liczby k;, a warunek (1)
wyznacza zadane liczby [; (trzeba tylko przyjaé [, =n). Dobrych funkcji f
jest wiec tyle, ile ciagéw typu (2).



Kazdemu ciagowi liczb naturalnych spetniajacemu warunki (2) przypo-
rzadkujemy ciag (a1,b1,a2,b2,...,Gm—1,bm_1,am) 0 wyrazach

a;=ki+i—1 dla :=1,...,m,

3) kit =
b;=1;+1 dla ¢=1,...,m—1.

Z ukladu nieréwnosci (2) wynika, ze wowczas
(4) O<ar<bi<as<be<..<am1<bm_1<a,<n+m.

Na odwrét, majac dany dowolny ciag speliajacy warunki (4) mozemy odtwo-
rzy¢ ciag (k1,l1,k2,l2,. ., km—1,lm—1,km) pPrzyjmujac

(5)

nier6wnoéci (2) beda spelnione. Wzajemnie odwrotne uklady réwnan (3) i (5)
ustalaja wzajemnie jednoznaczna odpowiednio$é miedzy ciagami typu (2)
i ciagami typu (4).

Whiosek: dobrych funkcji f:A— A jest tyle, ile (2m—1)-wyrazowych
ciagéw liczb naturalnych speliajacych warunki (4) — czyli tyle, ile (2m—1)-
elementowych podzbioré6w ma zbiér {1,2,...,n+m—1}. Ta szukana liczba jest

réwna ("™ 1).

ki=a;—i+1 dla i =1,...,m,
li=bi—1 dla i:l,...,m—l;

8. Niech k bedzie liczba, krawedzi, a s — liczba $cian wielo$cianu wy-
puklego W. Brzeg kazdej $ciany zawiera co najmniej trzy krawedzie, a kazda
krawedz jest wspdlnym bokiem dokladnie dwéch Scian. Zatem 2k 3s. JeSli
plaszczyzna nie przechodzaca przez zaden wierzcholek przecina r krawedzi,
to przekrdj wieloscianu ta plaszczyzng jest wielokatem wypuklym majacym
r wierzchotkéw, a wiec takze r bokéw. Kazdy jego bok jest zawarty w pewnej
Scianie wielo$cianu W, i to kazdy w innej. Wobec tego s r, i w konsekwencji
2k ; 3r. Nie istnieje wiec wieloScian o rozwazanej w zadaniu wlasnosci.

9. W mysl podanego okreslenia,

k k+1
a=1-(%)" +(%)° dla k=0,1,2,....

Oznaczmy liczbe % przez (3 oraz przyjmijmy a =1+ 3+ 3% =1,11. Zachodza
réwnosci

a-ap =1+8+4)(1-4+8%) =1+52+5",
a-apay = (1+82+Y(1-62+5*) =1+ 458,
a-agaraz = (1+ B8+ 5%)(1-p*+5%) = 1+ 8%+ ¢,

i ogblnie (indukcja)

n+1 n+2
a-apay...ap, =1+32 " + 32 T dla n=0,1,2,....
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Gdy n dazy do nieskoriczono$ci, warto$é otrzymanego wyrazenia dazy do 1.
Zatem

lim ( ) 1_100
nLn;o agQi...an —a—m.

10. Oznaczmy miary katéw CAB, ABC, BCA przez a, 3,7, a miary
katéw FGE, DGF, EGD odpowiednio przez o',',v'. Na czworokatach
AFGE i BDGF mozna opisaé okregi, wiec a+a' =180° oraz 5+ ' =180°.
Zatem takze v+’ =180° (bowiem a+ 3+ =180°, o' +3'+v'=360°); a to
oznacza, ze réwniez na czworokacie C EGD mozna opisaé okrag.

Z istnienia pierwszej wymienionej pary okregéw opisanych wynika ponad-
to, z2e JAFE =<JAGE =<4DGB = 4DFB. Odcinki FE i DF s3 odpowied-
nio réwnolegle do BC i C' A; wobec tego YAFE=(3, XDFB=a, i otrzy-
mujemy réwnos$¢ a=[.

Wykorzystujac istnienie okregu opisanego na czworokacie CEGD dowo-
dzimy analogicznie, ze 8 =. Tréjkat ABC jest wiec réwnoboczny.

11. Niech A bedzie tym uczestnikiem turnieju, ktéry pokonal najwieksza,
liczbe przeciwnikéw. (Jeéli kilku zawodnikéw odniosto jednakowa maksy-
malng, liczbe zwyciestw, wybieramy ktéregokolwiek z nich.) Twierdzimy, ze
wybrany w ten sposéb gracz A pokonal bezposrednio lub posrednio wszyst-
kich innych zawodnikéw.

Niech B bedzie dowolnym graczem, ktéry wygral z A. Nalezy wykazaé, ze
wéréd wszystkich graczy Ci,...,C,, pokonanych przez A istnieje taki, ktéry
wygral z B. Gdyby to nie bylo prawda, wynikaloby stad, ze zawodnik B
pokonal graczy Ci,...,C,, oraz jeszcze gracza A — mialby wiec na swoim
koncie wiecej zwyciestw niz zawodnik A, wbrew wyborowi tego ostatniego.
Sprzecznosé konczy dowdd.

12. Niech p; =2, p»=3, p3=5, psa=7,... bedzie rosnacym ciagiem
wszystkich liczb pierwszych i niech W bedzie wielomianem stopnia dodat-
niego o wspoélczynnikach catkowitych. Ustalmy liczbe calkowita a, dla ktérej
W (a) #0, oraz ustalmy liczbe naturalna n.

Wezmy pod uwage liczbe c= W (a) - p1p2...pn. Znajdujemy liczbe natural-
ng mj 2, dlaktérej W(a+mc) # W (a); liczba taka istnieje, bo warto$é W (a)
jest przez wielomian W przyjmowana tylko w skoriczenie wielu punktach.

Dla danej liczby calkowitej b+# a réznica W (b)—W(a) dzieli sie przez
b—a (jesli bowiem W(z)=ao+aiz+...+azt, to W(b)—W(a) jest sumga
sktadnikéw o, (b —a’) dla j=1,...,l, a kazdy z nich dzieli sie przez b—a).
W szczegblnosci réznica W (a+me) —W(a) dzieli sie przez me. Zatem dla
pewnej liczby catkowitej ¢ # 0 zachodzi réwnosé

W (a+mc) = W(a)+gme=W(a)(1+gmpip2...pn).
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Skoro m j 2, liczba w nawiasie ma modul wiekszy od 1. Liczba ta nie dzieli
sie przez pi, p2, ..., Pn; Ma wiec co najmniej jeden dzielnik pierwszy wiekszy
od p,,. Jest on takze dzielnikiem liczby W (a+mc) (ktéra réwniez ma modul
wiekszy od 1). To znaczy, ze g(W(a+mc)) > py.

Wykazaliémy w ten sposob, ze dla dowolnie ustalonej liczby naturalnej n
zbidr liczb postaci g(W(z)) zawiera liczbe wieksza od p,,. Nie istnieje wiec
wielomian, dla ktérego zbidr ten bylby skonczony.

(mek)

Zadania z XXXVIII Miedzynarodowej Olimpiady Matematycznej
Mar del Plata (Argentyna), 24 —25 lipca 1997 r.

1. Na plaszczyZnie punkty o wspétrzednych calkowitych sa wierzcholtkami
kwadratéw jednostkowych. Kwadraty te pomalowano na przemian na czarno
i bialo (tak, jak na szachownicy).

Dla kazdej pary liczb calkowitych dodatnich m i n rozwazamy tréjkat
prostokatny, ktérego wierzcholki maja wspélrzedne calkowite, a przyprosto-
katne dlugos$ci m i n leza na liniach wyznaczonych przez boki kwadratéw.
Niech S; bedzie polem czarnej czesci trojkata, a So — polem czeéci bialej
oraz niech f(m,n)=|S;—Sa|.

(a) Obliczyé f(m,n) dla wszystkich liczb catkowitych m i n, ktére sa albo
obie parzyste, albo obie nieparzyste.

(b) Udowodni¢, ze f(m,n)6 1max{m,n} dla wszystkich m i n.

(c) Wykazaé, ze nie istnieje taka stata C, ze f(m,n) <C dla wszystkich
min.

2. Kat A jest najmniejszym katem tréjkata ABC. Punkty B i C' dziela
okrag opisany na trdjkacie na dwa tuki. Niech U bedzie punktem wewnetrz-
nym tego tuku o konicach B i C, ktéry nie zawiera punktu A. Symetralne
odcinkéw AB i AC przecinaja prosta AU odpowiednio w punktach V i W.
Proste BV i CW przecinaja sie w punkcie 7. Udowodnié, ze AU =TB+TC.

3. Niech z1,z2,...,2, beda liczbami rzeczywistymi spelniajacymi wa-
runki:

n+1 )
n| = i —_— =1,2,...,n.
|21 +22+...+2z,| =1 oraz |z;]|6 5 dla i=1,2,...,n

Dowiesc, ze istnieje permutacja y1,Y2,-..,Yn liczb x1,2s,...,2,, dla ktérej
n+1

ly1 +2y2+...+nyn| 6 5



4. Macierz n xn (tablice kwadratowa majaca n wierszy i n kolumn)
o wyrazach ze zbioru S={1,2,...,2n—1} bedziemy nazywaé macierza sre-
brzysta, jezeli dla kazdego ¢ = 1,2,...,n wiersz i-ty oraz i-ta kolumna zawieraja
lacznie wszystkie elementy zbioru S. Dowies¢, ze

(a) nie istnieje macierz srebrzysta dla n =1997;

(b) istnieja macierze srebrzyste dla nieskoriczenie wielu wartosci n.

5. Wyznaczy¢ wszystkie pary (a,b) liczb catkowitych aj 1, by 1, ktére
spelniaja réwnanie a? = b2

6. Dla liczby calkowitej dodatniej n niech f(n) oznacza liczbe sposobdw
przedstawienia n w postaci sumy poteg liczby 2 o wykladnikach catkowitych
nieujemnch. Nie rozrézniamy takich przedstawien, ktére réznia sie jedynie
porzadkiem sktadnikéw. Na przyklad f(4) =4, gdyz liczbe 4 mozna przed-
stawié¢ na cztery sposoby: 4; 2+42; 24+1+1; 1+1+1+41. Udowodnié, ze

2712/4 <f(2n) <2n2/2
dla kazdej liczby calkowitej n; 3.

Zadania z XX Austriacko-Polskich Zawodéw Matematycznych
Salzburg (Austria), 25— 27 czerwca 1997 r.

1. Proste [; i Iy przecinaja sie w punkcie P. Okregi S; i S2 sa styczne
zewnetrznie w punkcie P i prosta [; jest ich wspdlna styczna w tym punkcie.
Podobnie, okregi T} i T5 sa styczne zewnetrznie w punkcie P i prosta l» jest ich
wspdlng styczna w tym punkcie. Okregi S; i T} przecinaja sie w punktach
P i A. Podobnie, okregi S; i T» przecinaja sie w punktach P i B, okregi
S2 1Ty w punktach P i C oraz okregi Sz i 71 w punktach P i D. Udowodni¢,
ze punkty A, B, C' i D leza na okregu wtedy i tylko wtedy, gdy proste 1 i I
sa, prostopadle.

2. Dana jest szachownica majaca m kolumn i n wierszy. Kazde pole ma
wspélrzedne (z,y), gdzie z jest numerem kolumny (16 26 m), a y jest nu-
merem wiersza (16 y6 n). Niech p i ¢ beda liczbami catkowitymi dodatnimi.
Pionek stojacy na polu (z,y) moze poruszy¢ sie na pole (z',y') wtedy i tylko
wtedy, gdy |[z—2'|=p i |y—y'|=g¢.

Na kazdym polu stoi jeden pionek. Chcemy jednocze$nie wykonaé ruch
wszystkimi pionkami tak, by znéw na kazdym polu stal tylko jeden pionek.
Na ile sposobéw mozna to zrobic¢ ?



3. Na tablicy napisano 97 liczb: 48, 24, 16, ..., 48/97, tzn. liczby wy-
mierne 48/k dla k=1,2,3,...,97. W kazdym kroku wybieramy dowolnie dwie
liczby a i b napisane na tablicy, usuwamy je i wpisujemy liczbe 2ab—a—b+1.
Po 96 krokach na tablicy pozostanie dokladnie jedna liczba. Wyznaczy¢ zbiér
liczb, ktére moga pozostac na tablicy.

4. W czworokacie wypuklym ABCD boki AB i CD sa réwnolegte. Prze-
katne AC i BD przecinaja sie w punkcie E. Punkt F' jest punktem przeciecia
wysokosci tréjkata EBC, a punkt G jest punktem przeciecia wysokosci tréj-
kata EAD. Udowodnié, ze Srodek odcinka GF' lezy na prostej przechodzacej
przez punkt E i prostopadlej do AB.

5. Niech p1, p2, p3, ps beda czterema réznymi liczbami pierwszymi. Udo-
wodnié, ze nie istnieje wielomian trzeciego stopnia Q(z) = az®+bz?+cx+d
o wspolczynnikach calkowitych taki, ze

|Q(P1)| = |Q(p2)| = |Q(P3)| = |Q(p4)| =3.

6. Udowodnié, ze nie istnieje funkcja f:Z —Z spelniajaca réwnanie
f(z+ f(y)) = f(z) —y dla wszystkich liczb catkowitych z, y.
Uwaga. Z jest zbiorem liczb catkowitych.

7. (a) Udowodnié, ze dla dowolnych liczb rzeczywistych p,q zachodzi
nieréwnos$é: p®+q>+1>p(g+1).

(b) Wyznaczy¢ najwieksza liczbe rzeczywista b taka, ze dla wszystkich
liczb rzeczywistych p, ¢ zachodzi nieréwnoéé: p?+q2+1; bp(g+1).

(c¢) Wyznaczy¢ najwieksza liczbe rzeczywista ¢ taka, ze dla wszystkich
liczb catkowitych p, ¢ zachodzi nieréwnosé: p?+q>+1; cp(g+1).

8. Niech n bedzie liczba naturalng i niech M bedzie zbiorem n-elemen-
towym. Wyznaczy¢ najwieksza liczbe naturalng k o nastepujacej wlasnosci:

Istnieje k-elementowa rodzina I tréjelementowych podzbioréw zbioru M
taka, ze kazde dwa zbiory nalezace do I maja niepuste przeciecie.

9. Dany jest réwnolegloscian P. Niech Vp bedzie jego objetoscia, Sp po-
lem jego powierzchni i Lp suma dlugosci jego krawedzi. Dla liczby rzeczy-
wistej t; 0 niech P; bedzie bryla zlozona ze wszystkich punktéw X, ktorych
odleglos¢ od P jest nie wieksza niz t. Udowodnié, ze objetos¢ bryly P, wyraza
sie wzorem:

V(P,)=Vp+Sp-t+(n/4)-Lp-t>+ (4/3)-m-t>.

Wyjasnienie: Odleglosé punktu X od réwnolegloécianu P jest nie wieksza
niz t, jesli istnieje punkt ¥ nalezacy do réwnolegloscianu P taki, ze | XY|6 t.



Zadania z VIII Zawodéw Matematycznych Parnstw Baltyckich
Baltic Way '97
Kopenhaga (Dania), 9 listopada 1997 .

1. Wyznaczy¢ wszystkie funkcje f ze zbioru liczb rzeczywistych do zbioru
liczb rzeczywistych, rézne od funkcji zerowej i takie, ze f(z)f(y)=f(z—y)
dla wszystkich liczb rzeczywistych z i y.

2. Dany jest ciag a1,as,as,... liczb caltkowitych dodatnich, w ktérym
kazda liczba calkowita dodatnia wystepuje dokladnie raz. Dowie$é, ze istnieja
liczby catkowite £ i m, 1</{<m, takie, ze a1 + a,, = 2ay.

z

3. Niech z; =1 oraz Zpi1=2,+ [—n] +2 dlan=1,2,3,... ([z] oznacza

n

najwieksza liczbe catkowita nie wieksza niz z). Wyznaczyé z1997-

4. Niech a bedzie §rednia arytmetyczna liczb 21,...,2,. Udowodni¢ nie-
réwnosc

(1—a)’+...+(zn—a)* 6 1(|Jz1—al+...+|zn—a|)%

5. Dany jest ciag uo,u1,... liczb catkowitych dodatnich o dowolnym wyra-

zie poczatkowym ug. Dla kazdej liczby calkowitej dodatniej n:

un/2  gdy liczba u,, jest parzysta,
Up+1 = . . .
a+uy, gdy liczba u, jest nieparzysta;
a jest ustalona dodatnia liczba calkowita nieparzysta. Dowiesé, ze ciag ten
od pewnego miejsca jest okresowy.

6. Znalezé wszystkie tréjki (a,b,c) liczb calkowitych nieujemnych takie,
ze a; by coraz 1-a>+9-b2+9-c+7=1997.

7. Niech P i @) beda wielomianami o wspdlczynnikach caltkowitych. Przy-
pu$émy, ze liczby calkowite a i a+1997 sa pierwiastkami wielomianu P
oraz ze (J(1998) =2000. Dowiesé¢é, ze réwnanie Q(P(z)) =1 nie ma rozwiazan
w liczbach catkowitych.

8. Gdy dodajemy liczby 1996 i 1997, to najpierw dodajemy cyfry jedno$ci
61 7. Otrzymujemy 13, zapisujemy 3 i ,,przenosimy” 1 do nastepnej kolumny.
W ten sposéb wykonujemy przeniesienie. Kontynuujac, wykonamy lacznie

trzy przeniesienia:
111

1996
+ 1997

3993

Czy istnieje taka liczba calkowita dodatnia k, ze przy dodawaniu 1996-k do
1997-k nie bedzie ani jednego przeniesienia?
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9. Na Sferze Swiatéw Swiaty sa ponumerowane 1,2,3,... i polaczone
tak, ze dla kazdej liczby naturalnej n; 1 czarodziej Gandalf moze poruszaé
sie w obu kierunkach pomiedzy §wiatami o numerach n, 2n i 3n+1. Czy
zaczynajac od dowolnego $wiata Gandalf moze dotrze¢ do kazdego innego
Swiata?

10. Dowiesc¢, ze w dowolnym ciagu 79 kolejnych liczb caltkowitych dodat-
nich, zapisanych w systemie dziesietnym, istnieje liczba calkowita dodatnia,
ktérej suma cyfr jest podzielna przez 13.

11. Na dwdéch réwnoleglych prostych wybrano odpowiednio rézne punk-
ty Ay, A2, As,... oraz By, Bs, B3, ... w taki sposéb, ze |4;A;11|=1 oraz

|B;Bi+1|=2 dla i=1,2,3,..., przy czym wektory A;A;+1 i B;B;y1 sa jedna-
kowo skierowane. Wiedzac, ze < A; 42B1 =a, obliczy¢ warto$¢ nieskonczonej
sumy

<lAlBlAz + <IA232A3 + ¢A3B3A4 +....

12. Dwa okregi C; i C2 przecinaja sie w punktach P i Q). Prosta prze-
chodzaca przez P przecina ponownie C; i C» odpowiednio w punktach A
i B. Punkt X jest §rodkiem odcinka AB. Prosta przechodzaca przez @ i X
przecina ponownie C; i C2 odpowiednio w punktach Y i Z. Udowodnié, ze X
jest §rodkiem odcinka Y Z.

13. Pie¢ réznych punktéw A, B, C, D i E lezy na prostej, przy czym
|AB|=|BC|=|CD|=|DE|. Punkt F nie lezy na tej prostej. Punkt G jest
§rodkiem okregu opisanego na tréjkacie ADF, za§ H jest $rodkiem okregu
opisanego na trdjkacie BEF. Dowiesc¢, ze proste GH i FC sa prostopadle.

14. Dany jest tréjkat ABC, w ktérym |AC|? jest $rednia arytmetyczna
liczb |BC|? i |AB|%. Udowodnié, ze ctg? B ctgA-ctgC.

15. W tréjkacie ostrokatnym ABC dwusieczne katéw JA, <B i 4C
przecinaja okrag opisany odpowiednio w punktach A;, By i Cy. Niech M
bedzie punktem przeciecia prostych AB i B;Ci, a N punktem przeciecia
prostych BC' i A; B;. Dowie$é, ze M N przechodzi przez §rodek okregu wpi-
sanego w tréjkat ABC.

16. Dwaj gracze graja na szachownicy 5 x5 w nastepujaca gre. Pierw-
szy gracz stawia skoczka na wybranym polu. Nastepnie gracze na przemian
(zaczynajac od gracza drugiego) przesuwaja skoczka wedlug regut szacho-
wych. Nie wolno przesunaé skoczka na pole, na ktérym juz byl Przegrywa
gracz, ktéry nie moze wykonaé¢ ruchu. Ktéry z dwéch graczy ma strategie

wygrywajaca?
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17. Prostokat mozna podzieli¢ na n réwnych kwadratéw. Ten sam prosto-
kat mozna rowniez podzieli¢ na n+76 rownych kwadratéw. Wyznaczy¢ n.

18. (a) Udowodni¢, ze istnieja dwa nieskoriczone zbiory liczb calkowitych
nieujemnych A i B (niekoniecznie roztaczne) takie, ze kazda liczbe catkowita
nieujemna n mozna jednoznacznie przedstawi¢ w postaci n=a+b, gdzie
acA, beB.

(a) Udowodnié, ze dla kazdej takiej pary (A4,B) zbiér A lub zbiér B za-
wiera tylko wielokrotnosci pewnej liczby caltkowitej & > 1.

19. W puszczy kazde z n zwierzat (nj 3) mieszka w swojej grocie. Przed
wyborami Kréla Puszczy niektére zwierzeta organizuja kampanie wyborcza.
Kazde zwierze organizujace kampanie odwiedza kazda z pozostalych grot
dokladnie raz. Porusza sie tylko po $ciezkach prowadzacych od groty do groty;
nie przechodzi przy tym z jednej $ciezki na inna pomiedzy grotami i wraca
do swojej wlasnej groty na koricu kampanii. Przez zadna $ciezke laczaca dwie
groty nie przechodzi wiecej niz jedno zwierze organizujace kampanie.

(a) Udowodnié, ze dla kazdej liczby pierwszej n maksymalna mozliwa
liczba zwierzat organizujacych kampanie réwna sie (n—1)/2.

(b) Wyznaczyé maksymalna liczbe zwierzat organizujacych kampanie dla
n=9.

20. W rzedzie lezy dwanadcie kart. Karty sa trzech rodzajéw: maja obie
strony biale, obie strony czarne lub jedna strone biala i jedna, czarna. Poczat-
kowo dziewie¢ z tych kart lezy czarna strona do géry. Nastepnie odwracamy
karty 1-6, po czym cztery karty leza czarna strona do goéry. Potem odwra-
camy karty 4-9, w rezultacie czego sze$¢ kart lezy czarna strona do gory.
W koricu odwracamy karty 1-3 i 10— 12, po czym pie¢ kart lezy czarna
strong do géry. Ile jest kart kazdego rodzaju?
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