XLIX Olimpiada Matematyczna

Zadania konkursowe zawodéw stopnia drugiego

Zadania na dzien 27 lutego 1998 r.
(pierwszy dzien zawodoéw)

1. Niech A,, = {1,2,...,n}. Rozstrzygna¢, czy dla kazdej liczby naturalnej n > 2
istnieja funkcje f: A, — A,, g: A, — A, spelniajace warunki:
JUf(R)) =g(g(k)) =k dlak=12,...n;
g(f(k))=k+1dlak=1,2...,n—1.

2. W tréjkacie ABC kat BCA jest rozwarty oraz < BAC =23ABC. Prosta
przechodzaca przez punkt B i prostopadla do BC' przecina prosta AC' w pun-
kcie D. Punkt M jest $rodkiem boku AB. Dowies¢, ze SAMC = <BMD.

3. (a) Liczby nieujemne a, b, ¢, d, e, f, ktérych suma jest réwna 1, spelniaja
zaleznosé

1
bdf > — .
ace + bdf > 108

Udowodni¢, ze
1
abc + bed 4 cde + def + efa + fab < TR
(b) Rozstrzygnaé¢, czy istnieje szesé¢ réznych liczb dodatnich a, b, ¢, d, e,
f o sumie réwnej 1, dla ktorych obie napisane wyzej nieréwnosci staja sie
réwnosciami.

Zadania na dzien 28 lutego 1998 r.
(drugi dzien zawoddéw)

4. Zmalez¢ wszystkie pary liczb catkowitych x, y spelniajace rownanie
22 + 3y? = 1998z.

5. Liczby nieujemne aq, ao, ..., ar, by, b, ..., by speiniaja warunek
az+b1§2 dlaz=1,2,,7
Wykazaé, ze dla pewnych dwéch réznych liczb k,m € {1,2,...,7} zachodzi

nier6wnosé |ay — ap| + |bp — bm| < 1.

6. Dany jest czworo$cian ABCD. Dowies¢, ze krawedzie AB i C'D sa prostopadte
wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje w przestrzeni taki réwnoleglobok CDPQ), ze
PA=PB=PD oraz QA = QB = QC.



