XLIX Olimpiada Matematyczna

Szkice rozwigzan zadan z zawodow drugiego stopnia

1. Dla kazdej liczby naturalnej n > 2 istnieja funkcje o wymaganych wtasnosciach.
Oto przyktad:

9= {

2. Niech prosta réwnolegta do AB i przechodzaca przez punkt C przecina odcinek
BD w punkcie E. Oznaczmy przez N Srodek odcinka CE. Wéwczas punkty M,
N, D sa wspélliniowe. Tréjkat BCE jest prostokatny, wiec N jest $rodkiem
okregu opisanego na nim. Stad wynika, ze tréjkat BC'N jest rOwnoramienny, co
daje nastepujace réwnosci:

IBAC =29ABC = SABC + IYBCN = JABC + JCBN = JABN .
Czworokat ABNC jest wiec trapezem réwnoramiennym, nie bedgcym réwnole-

globokiem. Zatem punkt N jest obrazem punktu C' w symetrii wzgledem syme-
tralnej odcinka AB. To oznacza, ze SAMC = SBMN = <BMD.

n—k da k<n,

n dla k =n, g(k) =n+1-Fk.

3. (a) Oznaczmy A = ace+bdf, B = abc+bced+ cde+def +efa+ fab. Korzystajac
z nieréwnosci pomiedzy érednia geometryczng i arytmetyczng otrzymujemy

(a+d)+(b+e)+(c+f))3_i

A+B—(a+d)(b+e)(c+f)<< 3 >
1 1 11

(b) Takie liczby istnieja. Aby dane w zadaniu nier6wnosci staly sie réwnosciami

potrzeba i wystarcza, aby

A+ B= % , A= ﬁ .
Pierwsza z powyzszych rownosci zachodzi wtedy i tylko wtedy, gdy liczby a + d,
b+e, c+ f sarowne % Obliczajac b = % —e,d= % —a, f= % — ¢ i podstawiajac
te wartosci do drugiej réwnosci otrzymujemy
ace+ (3 —e)(3 —a)(3 —¢) = 105 -

Stad dane nieréwnosci staja sie rownosciami wtedy i tylko wtedy, gdy
ac—i—ce—i—ae—i—%:%(a—l—c—l—e), gdzie 0<a,c,e<§.
Pozostaje znalezé takie liczby a, ¢, zeby po wyznaczeniu z powyzszej réwnosci
liczby e — a nastepnie liczb b, d, f — otrzymacé sze$¢ roznych liczb dodatnich.

Rozwiazan jest duzo, oto przykltad jednego z nich:

_1 _1 _ 2 _ 1 _ 2 _
a= b=z, c= d=+, e==, f[f=

1
4 97 127 15 9

(mek, wp)
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4. Przyjmijmy, ze liczby calkowite z, y spelniaja zadane réwnanie i ze y # 0; wow-
czas takze x # 0. Liczba z jest jednym z pierwiastkéw trojmianu kwadratowego
t2 — 1998t + 3y?; niech z bedzie drugim pierwiastkiem. Ze wzoréw = + z = 1998,
xzz = 3y? wynika, ze z tez jest liczba calkowity oraz ze z,z > 0. Oznaczmy
najwickszy wspolny dzielnik liczb x, z przez d; tak wiec © = ud, z = wd,

(1) (u+w)d =1998 = 2:3%.37,  wwd® = 3y>.
Liczby u, w sa wzglednie pierwsze, wiec z drugiego wzoru widaé, ze
(2) u=3a%, w=>b> lub w=3a*, u=>b

dla pewnych liczb naturalnych a, b, przy czym b nie dzieli si¢ przez 3. Z pierwszego
wzoru (1) wnosimy teraz, ze d dzieli si¢ przez 33. Przyjmijmy d = 33¢c. Dostajemy
réwnanie (3a? + b?)c = 2-37. Czynnik (3a? + b?), jako wickszy od 3, musi by¢
réwny 37 lub 2-37. Druga mozliwos¢ tatwo prowadzi do sprzecznosci. Zatem ¢ = 2
(czyli d = 54) i mamy réwnanie 3a+b% = 37, 7z jednym rozwiagzaniem w liczbach
naturalnych a = 2, b = 5. Wracajac do alternatywy (2) stwierdzamy, ze u = 12
lub u = 25, wobec czego

x=12-54 =648 lub r=25-54 =1350.
Drugi wzér (1) daje w obu przypadkach wartosci y = +540.

Pozostal przypadek, gdy y = 0; wtedy x = 0 lub x = 1998. Nastepujace pary
(z,y) stanowia zatem pelne rozwiazanie réwnania: (0,0), (1998, 0), (648, 540),
(648, —540), (1350, 540), (1350, —540).

* * * * *

5. Zaznaczmy w ukladzie wspolrzednych punkty P; = (a;,b;) (1 =1,2,...,7).
7 warunkéw zadania wynika, ze punkty te leza wewnatrz lub

na obwodzie tréjkata o wierzchotkach (0,0), (2,0), (0,2). Po- 2

dzielmy ten tréjkat na sze$é¢ obszaréw: dwa kwadraty i cztery

trojkaty prostokatne, jak na rysunku. Punktéw jest siedem, 1

wiec pewne dwa z nich — na przyklad Py i P,, — lezag w tym

samym obszarze O danego podziatu. 0 1 2

Jesli obszarem O jest kwadrat, to przez Q = (u,w) oznaczmy jego srodek; jesli
za$ obszarem O jest tréjkat prostokatny, to niech @ = (u,w) bedzie $rodkiem
jego przeciwprostokatnej. W obu przypadkach |z — u| + |y — w| < % dla punktéw
(z,y) nalezacych do obszaru O. W szczegdlnosci

oraz |am — u| + by — w| < %

lak — u| + b — w| < %



Stad dostajemy
lak = am| + bk — bm| = |(ar —u) + (u = ap)| + (b — w) + (w —bp)| <
<lae —ul + [u—am| + b — w| + |w — bp| =
= (lar, — ul + by, — w]) + (Jam — ul + by —w|) < 5+ 5 =1.

* * * * *

. Oznaczmy przez k prosta prostopadla do pltaszczyzny trojkata ABC i przecho-
dzaca przez Srodek okregu opisanego na trojkacie ABC. Analogicznie, przez
¢ oznaczmy prostg prostopadla do plaszczyzny tréjkata ABD i przechodzaca
przez $rodek okregu opisanego na trdjkacie ABD. Proste k, ¢ przecinaja si¢
w przestrzeni (w §rodku sfery opisanej na czworoscianie ABCD) oraz obie sa
prostopadle do krawedzi AB. Zatem plaszczyzna m, zawierajaca proste k i £ jest
prostopadla do krawedzi AB czworoscianiu ABCD.

Zalézmy najpierw, ze istnieje taki réwnolegtobok CDPQ, ze PA = PB = PD
oraz QA = QB = QC. Wdéwcezas punkt P lezy na prostej £, punkt @) lezy na
prostej k. Prosta PQ lezy w plaszczyznie 7, co oznacza, ze jest ona prostopadia
do krawedzi AB. A poniewaz CD || PQ, wigc CD 1 AB.

Zal6zmy teraz, ze krawedzie AB i C'D s prostopadle. Wtedy prosta C'D jest

rownolegta do plaszczyzny w. Przesuwajac prosta k o wektor 6’3 otrzymamy
prosta k' lezaca takze w plaszczyznie 7 (i nie réwnolegla do £). Istnieje wiec
punkt wspélny prostych k' i ¢, ktéry oznaczymy przez P. Niech @ bedzie obra-
zem punktu P w translacji o wektor DC. Wowezas punkt ) lezy na prostej k.
Punkt P lezy na prostej £. Czworokat C'DPQ jest réwnolegtobokiem, w ktérym
PA=PB=PD oraz QA= QB =QC.

(mek, wp)
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