XLIX Olimpiada Matematyczna

Zadania konkursowe zawodow stopnia trzeciego

Zadania na dzien 24 kwietnia 1998 r.
(pierwszy dzien zawod6w)

1. Znalez¢ wszystkie uktady liczb catkowitych (a,b, ¢, x,y, z) spehiajace uklad réwnan
a+b+c=2xyz
x4y + 2z =abc
oraz warunkia >b>c>1, x>y > 22> 1.

2. Ciag Fibonacciego (F},) jest dany wzorami:
F(]:Fl:]., Fn+2:Fn+Fn+1 dla n:O,l,Q,....

Wyznaczyé wszystkie pary (k,m) liczb catkowitych m > k > 0, dla ktérych w ciagu (x,,)
okreslonym wzorami
2x, — 1

AR T

F,
To = —

1
gdy @n 7 1, (n=0,1,2,3,...)
gdy x, =1
wystepuje liczba 1.

3. Pieciokat wypukly ABCDE jest podstawa ostrostupa ABCDES. Ptlaszczyzna przecina
krawedzie SA, SB, SC, SD, SE odpowiednio w punktach A’, B’, C', D', E' (r6znych
od wierzchotkéw ostrostupa). Udowodnié, ze punkty przeciecia przekatnych czworokatéw
ABB'A', BCC'B', CDD'C’, DEE'D’, EAA'E’ leza na jednej plaszczyZnie.

Zadania na dzien 25 kwietnia 1998 r.
(drugi dzien zawoddéw)

4. Dowiesé, ze w ciagu (a,) okreslonym wzorami
ap =1, Ap = p—1 + Qe dla n=2,3,4,...
wystepuje nieskonczenie wiele liczb podzielnych przez 7.
Uwaga: [n/2] jest najwieksza liczba calkowita nie przekraczajaca n/2.
5. Punkty D i F leza na boku AB tréojkata ABC' i spehiaja warunek
AD AE _ (AC)2
DB EB CB

Udowodnié, ze SACD = <BCE.

6. Rozwazamy na plaszczyznie kwadraty jednostkowe, ktérych wierzchotki maja obie wspétrzedne
catkowite. Niech S bedzie szachownica, ktérej polami sa wszystkie kwadraty jednostkowe za-
warte w kole okreslonym nieréwnodcia 22 + y? < 19982. Na wszystkich polach szachownicy
piszemy liczbe +1. Wykonujemy ciag operacji. Kazda z nich polega na wybraniu dowolnego
rzedu poziomego, pionowego lub ukosnego i zmianie znakéw wszystkich liczb napisanych na
polach wybranego rzedu. (Rzad ukosny tworza wszystkie pola szachownicy S, ktérych srodki
leza na pewnej prostej przecinajacej osie uktadu wspoétrzednych pod katem 45°.)

Rozstrzygnaé, czy w ten sposéb mozna doprowadzi¢ do sytuacji, w ktérej na jednym polu
bedzie napisana liczba —1, a na pozostatych +1.



