
XLIX Olimpiada Matematyczna
Zadania konkursowe zawodów stopnia trzeciego

Zadania na dzień 24 kwietnia 1998 r.
(pierwszy dzień zawodów)

1. Znaleźć wszystkie uk lady liczb ca lkowitych (a, b, c, x, y, z) spe lniaj ↪ace uk lad równań{
a+ b+ c = xyz
x+ y + z = abc

oraz warunki a ≥ b ≥ c ≥ 1, x ≥ y ≥ z ≥ 1.

2. Ci ↪ag Fibonacciego (Fn) jest dany wzorami:

F0 = F1 = 1 , Fn+2 = Fn + Fn+1 dla n = 0, 1, 2, . . . .

Wyznaczyć wszystkie pary (k,m) liczb ca lkowitych m > k ≥ 0, dla których w ci ↪agu (xn)
określonym wzorami

x0 =
Fk
Fm

, xn+1 =


2xn − 1

1− xn
gdy xn 6= 1,

1 gdy xn = 1
(n = 0, 1, 2, 3, . . .)

wyst ↪epuje liczba 1.

3. Pi ↪eciok ↪at wypuk ly ABCDE jest podstaw ↪a ostros lupa ABCDES. P laszczyzna przecina
kraw ↪edzie SA, SB, SC, SD, SE odpowiednio w punktach A′, B′, C ′, D′, E ′ (różnych
od wierzcho lków ostros lupa). Udowodnić, że punkty przeci ↪ecia przek ↪atnych czworok ↪atów
ABB′A′, BCC ′B′, CDD′C ′, DEE ′D′, EAA′E ′ leż ↪a na jednej p laszczyźnie.

Zadania na dzień 25 kwietnia 1998 r.
(drugi dzień zawodów)

4. Dowieść, że w ci ↪agu (an) określonym wzorami

a1 = 1, an = an−1 + a[n/2] dla n = 2, 3, 4, . . .

wyst ↪epuje nieskończenie wiele liczb podzielnych przez 7.
Uwaga: [n/2] jest najwi ↪eksz ↪a liczb ↪a ca lkowit ↪a nie przekraczaj ↪ac ↪a n/2.

5. Punkty D i E leż ↪a na boku AB trójk ↪ata ABC i spe lniaj ↪a warunek

AD

DB
· AE
EB

=
(
AC

CB

)2

.

Udowodnić, że <)ACD = <)BCE.

6. Rozważamy na p laszczyźnie kwadraty jednostkowe, których wierzcho lki maj ↪a obie wspó lrz ↪edne
ca lkowite. Niech S b ↪edzie szachownic ↪a, której polami s ↪a wszystkie kwadraty jednostkowe za-
warte w kole określonym nierówności ↪a x2 + y2 ≤ 19982. Na wszystkich polach szachownicy
piszemy liczb ↪e +1. Wykonujemy ci ↪ag operacji. Każda z nich polega na wybraniu dowolnego
rz ↪edu poziomego, pionowego lub ukośnego i zmianie znaków wszystkich liczb napisanych na
polach wybranego rz ↪edu. (Rz ↪ad ukośny tworz ↪a wszystkie pola szachownicy S, których środki
leż ↪a na pewnej prostej przecinaj ↪acej osie uk ladu wspó lrz ↪ednych pod k ↪atem 45◦.)

Rozstrzygn ↪ać, czy w ten sposób można doprowadzić do sytuacji, w której na jednym polu
b ↪edzie napisana liczba −1, a na pozosta lych +1.


