XLIX Olimpiada Matematyczna

Szkice rozwigzan zadan z zawoddéw trzeciego stopnia

1. Dodajac réwnania danego uktadu stronami i przeksztatcajac otrzymujemy réw-
no$¢ A+ B+ X +Y =4, gdzie
A=(ab—1)(c—1), B=(a—1)(b-1),
X=(@-1)(E=-1), Y=(@-LF-1).
Liczby A, B, X, Y sa liczbami calkowitymi nieujemnymi. Jesli ¢ > 2, to A > 3,
B >11iwkonsekwencji A=3, B=1,X =0,Y =0, co daje rozwigzanie
(a’ b? C? I’ y? Z) = (27 27 27 6) 17 1) *
Analogicznie, zalozenie z > 2 prowadzi do rozwigzania
(a,byc,z,y,2)=(6,1,1,2,2,2).
Pozostaje mozliwosé ¢ = z = 1. Wowezas A = X =0, wiec B+Y = 4. W wy-
niku prostego rozumowania otrzymujemy dalszych pie¢ uktadéw (a,b,c,x,y, 2)
spelniajacych zadane réwnania:
(3,2,1,3,2,1), (3,3,1,7,1,1), (5,2,1,8,1,1), (7.1,1,3,1,1), (8,1,1,5,2,1).

* * * * *

2. Zalézmy, ze dla pewnej liczby catkowitej r > 0 zachodzi rownosé: x,. = 1, przy
czym 1 jest najmniejszym numerem o tej wlasnosci. Jedli r = 0, to F, = F,,
skad £k = 0, m = 1. Dalej zakladamy, ze » > 1. W podanym wzorze reku-
rencyjnym podstawiamy n = r — 1 i wyznaczamy x,_1 = 2/3. Zgadujemy, ze

Ty_j = Fy;/Fs;41 dlaj=0,1,...,ridowodzimy stusznosci tego przypuszczenia
przez tatwg indukcje. Dla j = r otrzymujemy
FQT Fk
1 o = = -
( ) F2r+1 Fm

Wykazemy teraz, ze m = k+1 oraz ze k jest liczba parzysta. (Nietrudno wykazad,
ze nawet k = 2r.) Gdyby zachodzila nier6wno$é m > k + 2, mieliby$my

F_m,1>Fk+2,1:Fk+1 >1>£:%,1’

F F Fy Fa, F
wbrew réwnosci (1). Zatem m = k + 1, czyli 9 = Fj/Fi11. Gdy wyraz poczat-
kowy xo ma te postaé, z rekurencyjnej definicji ciagu (x,,), otrzymujemy przez
tatwa indukcje wzér

Fk—2n

(2) o Fk+172n
Przypusémy, ze k jest liczba nieparzysta i przyjmijmy ¢ = (k—1)/2. Wéwczas,
na mocy wzoru (2), z, < 1 dlan < £ oraz xy = Fy/F>, = 1/2, skad 2441 = 0,

k
dl < 5.
a n< g



xe+2 = —1 i wszystkie dalsze wyrazy sa ujemne. W ciagu (x,) nie wystepuje
wiec liczba 1, wbrew temu, ze z,, = 1. Liczba k musi wigc by¢ parzysta.

WykazaliSmy zatem, ze jesli w rozwazanym ciagu wystepuje liczba 1, to para
(k,m) jest postaci (2r,2r 4+ 1) dla pewnej liczby catkowitej r > 0.

Na odwrét: jesli k = 2r, m = 2r 4+ 1, gdzie r jest dowolng liczba calkowita
nieujemng, to xg = Fj/Fii1, skad na mocy wzoru (2) widzimy, ze ciag (z,)
zawiera wyraz x, = Fy/F; = 1.

* * * * *

. Oznaczmy przez i n’ plaszczyzny zawierajgce odpowiednio punkty A, B, C, D,
FE oraz A’, B, C', D', E’. Ponadto niech K, L, M, N, O beda punktami prze-
ciecia przekatnych czworokgtéw ABB'A’, BCC'B', CDD'C’, DEE'D’, EAA'E’
(odpowiednio).

Zalézmy najpierw, ze plaszczyzny m i ' sg réwnoleglte. Wowczas stosunek od-
legtodci tych plaszczyzn od kazdego z punktow K, L, M, N, O jest taki sam.
Punkty te lezg wigc na jednej ptaszczyznie, réwnoleglej do ptaszczyzn 7 i 7.

Zalézmy teraz, ze plaszczyzny 7 i @' nie sq réwnoleglte. Oznaczmy przez £ ich
wspolng prosta. Niech o bedzie plaszczyzng zawierajaca prosta £ i przechodzaca
przez punkt K. Poniewaz punkty A, C, A’, C' sa wspdlplaszczyznowe, wiec
proste AC' i A’C” sg albo réwnolegtle, albo przecinaja si¢ w punkcie X nalezgcym
do prostej £.
W pierwszym przypadku, zaréwno prosta KL (cze$¢ wspélna plaszczyzn AB'C,
A’BC") jak i prosta £ (czes¢ wspllna plaszczyzn ABC, A’B’'C’) sa réwnolegle
do prostych AC i A’C’. Proste KL i ¢ sa wiec réwnolegle.
W drugim przypadku, punkty K, L, X nalezg do obu plaszczyzn AB'C' i A’ BC'.
Stad wnioskujemy, ze punkty te leza na jednej prostej, czyli proste KL i ¢ maja
punkt wspdlny. Zatem w obu przypadkach punkt L nalezy do plaszczyzny o.
Rozwazajac plaszczyzny BC'D, B'CD’ oraz korzystajac z tego, ze L € o, po-
przez rozumowanie analogiczne do powyzszego dowodzimy, ze punkt M lezy
na plaszczyznie o. Wnioskujac tak jak wyzej jeszcze dwukrotnie dostajemy, ze
punkty N, O réowniez leza na plaszczyznie o. Zatem punkty K, L, M, N, O leza
na plaszczyznie o, co konczy dowdd.

(mek, wp)
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4. W ciagu (ay) sa wyrazy podzielne przez 7 (na przykltad as = 7). Przypusémy, ze
jest ich skonczenie wiele; niech ay bedzie ostatnim z tych wyrazéw. Oznaczmy:
ax = X, Aop—1 = Y, aakx—3 = 2; liczba x dzieli si¢ przez 7, a liczby y i 2 — nie.
Zachodza réwnosci:

agy, =agk-1+tax =z+y, azk+1 = azg + ag =2z +y,

Q4f—2 = Q4—3 + a2k—1 =y + 2, A4f—1 = Qqg—2 + a2p—1 = 2y + 2,

gy,  =agp-1tazy =T +3Y+z, aagt1 =agg+az =2x+4y+z,

Q4k+2 = Qqk+1 + a2k+1 =42 +5Y + 2, Gap+3 = Qapt2 + azkr1 = 62 + 6y + 2.
Przy dzieleniu przez 7 liczby ay—3, G4k —2, - - . , aqi+3 daja wiec takie same reszty
jak liczby z, z + 1y, ..., 2 + 6y. Poniewaz y nie dzieli si¢ przez 7, wszystkie te

reszty sa rozne. Zatem jedna z tych siedmiu liczb jest podzielna przez 7, wbhrew
przypuszczeniu, ze ay jest ostatnim takim wyrazem. Sprzeczno$¢ konczy dowod.

* * * * *

5. Oznaczmy przez ¢ prosta przechodzacg przez punkt A i réwnolegla do BC. Proste
CD i CFE przecinaja prosta ¢ odpowiednio w punktach P i Q.

7Z warunkow danych w zadaniu otrzymujemy

C
AC\? AD AE AP AQ
CB) DB EB CB CB’
skad
AP AC
= _ = '
AC AQ 3 e B
Poniewaz SCAP = JQAC, wicc z powyzszej ré6w-
nosci wynika, ze trojkaty CAP i QAC sa podobne. P
Zatem
JACD = 4JACP = SAQC = 4BCE. 0
* * * * *

6. OdpowiedzZ: nie mozna.

Przypuéémy, ze da si¢ uzyskaé¢ konfiguracje z doktadnie jednym polem P;, na
ktorym jest napisana liczba —1. Z uwagi na standardowe symetrie szachownicy
S mozma zalozy¢, ze pole Py ma érodek (a—3,b—3), gdziea > b > 1 (a, b —
liczby catkowite). Punkt (a,b) jest wierzchotkiem pola Py, wige a® + b? < 19982



Wykazemy, ze kwadrat jednostkowy P» o srodku (a—3,b+3) takze jest polem

szachownicy S.

Jezelia > b, to (a—1)?+(b+1)% < a®+b? < 19982. Jesli zas a = b, to nieréwnosé

a® + b% = 2a® < 19982 na pewno nie jest réwnoécig; stad wynika, ze
(a—1)2+(b+1)% =20 +2 < 1998

Zatem punkt (a—1,b+1), czyli prawy gérny wierzcholek kwadratu P,, nalezy do

kota, o ktérym mowa w zadaniu. W konsekwencji caty kwadrat P, zawiera sie
w tym kole, czyli jest polem szachownicy S.

E

Rozwazmy teraz osiem kwadratéw jednostkowych, z ktérych PP
dwa sa polami P; i P, ulozonych tak jak na rysunku obok. |— —
Poniewaz kwadraty P; i P» sa polami szachownicy S, wigc po-

zostate sze$¢ kwadratow rowniez. ‘

Zauwazmy, ze kazdy rzad pionowy, poziomy lub ukos$ny zawiera albo doktadnie
dwa spoéréd odmiu danych pél, albo nie zawiera zadnego z nich. Iloczyn liczb
napisanych na tych oSmiu polach nie ulega wobec tego zmianie w wyniku wy-
konywanych operacji i stale jest réwny 1. Nie jest wiec mozliwe, by w pewnym
momencie na polu P; znalazla sie liczba —1, a na pozostalych +1.

(mek, wp)
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