L Olimpiada Matematyczna

Zadania konkursowe zawodow stopnia pierwszego

1 seria.

1. Dowieéé, ze wsréd liczb postaci 50" + (50n + 1)%°, gdzie n jest liczba naturalna, wystepuje nieskoriczenie
wiele liczb ztozonych.

2. Wykazaé, ze dla dowolnych liczb rzeczywistych a, b, ¢, d zachodzi nieréwnosé¢

(a4+b4c+d)* <3(a® +b* + 2+ d?) + 6ab.

3. W tréjkacie réwnoramiennym ABC kat BAC jest prosty. Punkt D lezy na boku BC, przy czym BD = 2-CD.
Punkt FE jest rzutem prostokatnym punktu B na prosta AD. Wyznaczy¢ miare kata CED.

4. Dane sa takie liczby rzeczywiste x, y, ze liczby = + vy, 22 + 2, 22 + > i * + y* sa calkowite. Dowieéé, ze

dla kazdej liczby calkowitej dodatniej n liczba ™ + y™ jest liczba catkowita.

Rozwiazania powyzszych zadan (kazde na osobnym arkuszu) maja by¢ wystane pod adresem wlasciwego komitetu okregowego Olim-
piady najpézniej dnia

12 pazdziernika 1998 r.

Rozwiazania przestane w terminie pdzniejszym nie beda rozpatrywane.

11 seria.

5. Znalez¢ wszystkie pary liczb calkowitych dodatnich z, y spelniajace réwnanie y* = z°°.

6. Przekatne AC i BD czworokata wypuklego ABC D przecinaja sie w punkcie P. Punkt M jest srodkiem
boku AB. Prosta M P przecina bok C'D w punkcie Q. Dowiesé, ze stosunek pdl tréjkatéw BCP i ADP jest
rowny stosunkowi dlugosci odcinkow CQ i DQ.

7. Dana jest liczba naturalna n > 2. Wyznaczy¢ wszystkie wielomiany P(z) = ag + a1z + ... + a,z™ majace
dokladnie n pierwiastkéw nie wigkszych niz —1 oraz speliajace warunek

a% + ara, = ai “+ aplp—1 -
Uwaga: Pierwiastki sa liczone z uwzglednieniem krotnosci: jesli liczba zg jest pierwiastkiem k-krotnym
wielomianu P(x) (tzn. jeéli wielomian P(z) jest podzielny przez wielomian (z — z¢)*, ale nie przez (z —
7)), wéwezas liczba z¢ jest traktowana jak k pierwiastkéw wielomianu P(x).
8. Dana jest liczba naturalna n > 2 oraz zbiér n-elementowy S. Wyznaczy¢ najmniejsza liczbe naturalna k,

dla ktoérej istnieja podzbiory Aj, Ao, ..., Ag zbioru S o nastepujacej wlasnosci:
dla dowolnych dwéch réznych elementéw a,b € S, istnieje taka liczba j € {1,2,...,k}, ze zbiér A; N {a,b}
jest jednoelementowy.

Rozwiazania powyzszych zadani (kazde na osobnym arkuszu) maja byé¢ wystane pod adresem wlasciwego komitetu okregowego Olim-
piady najpézniej dnia

12 listopada 1998 r.

Rozwiazania przestane w terminie pdzniejszym nie beda rozpatrywane.

11T seria.

9.

10.

11.

12.

Punkty D, E, F leza odpowiednio na bokach BC', C A, AB tréjkata ABC'. Okregi wpisane w tréjkaty AEF,
BFD, CDF sa styczne do okregu wpisanego w trojkat DEF. Udowodni¢, ze proste AD, BE, C'F przecinaja
sie w jednym punkcie.

Dana jest liczba 1 > 0. Ciag (z,) jest zdefiniowany wzorem:

1
Tp1 =T+ — dla n=1,2,3,... .
xn
x

Udowodni¢, ze istnieje granica lim 3—n i obliczy¢ ja.
n—oo \/ﬁ
W urnie znajduja sie dwie kule: biala i czarna. Ponadto mamy do dyspozycji 50 kul bialych i 50 czarnych.
Wykonujemy 50 razy nastepujaca czynnos¢: losujemy z urny kule, a nastepnie wrzucamy ja z powrotem do
urny oraz dokladamy jedna kule tego samego koloru, co wylosowana kula. Po zakoniczeniu tych czynnosci

mamy wiec w urnie 52 kule. Jaka liczba kul bialych znajdujacych sie w urnie jest najbardziej prawdopodobna?

Wszystkie wierzcholki szescianu o krawedzi a leza na powierzchni czworoscianu foremnego o krawedzi 1.
Wyznaczy¢ mozliwe wartosci a.

Rozwigzania powyzszych zadan (kazde na osobnym arkuszu) maja by¢ wystane pod adresem wlasciwego komitetu okregowego Olim-
piady najpézniej dnia

10 grudnia 1998 r.

Rozwigzania przeslane w terminie pdzniejszym nie beda rozpatrywane.




