L OLIMPIADA
MATEMATYCZNA

Do Pani/Pana Dyrektora Szkoty
Do Pani/Pana Profesora Matematyki

Komitet Gléwny Olimpiady Matematycznej uprzejmie prosi o zapoznanie
uczniéw i nauczycieli zainteresowanych zadaniami Olimpiady z podanymi
tu szkicami rozwigzan zadan konkursowych stopnia pierwszego L Olimpiady
Matematycznej.

W dalszej czesci niniejszego druku podajemy teksty zadan z zawodow
miedzynarodowych: XXXIX Miedzynarodowej Olimpiady Matematycznej i XXI
Austriacko—Polskich Zawodéw Matematycznych, a takze z IX Zawodéw Ma-
tematycznych Panstw Baltyckich (Baltic Way '98).

Zawody pierwszego stopnia L Olimpiady Matematycznej sa zakoniczone.
Zawody stopnia drugiego odbeda sie¢ w dniach 26 i 27 lutego 1999 r. Zawody
stopnia trzeciego odbeda sie w dniach 14 i 15 kwietnia 1999 r.

Zawiadomienia o dokladnym terminie i miejscu zawoddw stopnia drugiego
wysla komitety okregowe zakwalifikowanym zawodnikom w terminie do dnia
10 lutego 1999 r.

Zadania z poprzednich Olimpiad Matematycznych oraz biezace informacje
mozna znalez¢ w internecie pod adresem:

http://www.impan.gov.pl/~olimp/

Komitet Gtowny Olimpiady Matematycznej



Szkice rozwiazan zadan konkursowych
zawodow pierwszego stopnia L Olimpiady Matematycznej

1. I sposob: Jezeli n jest liczba nieparzysta, to liczba 50" przy dzieleniu
przez 3 daje reszte 2. Jesli ponadto n dzieli sie przez 3, to (50n+1)°° przy
dzieleniu przez 3 daje reszte 1. Stad wynika, Ze liczba 50™ + (50n+1)%° jest
podzielna przez 3 dla liczb n postaci 6k + 3.

II sposéb: Dla n podzielnych przez 5 liczba 50"+ (50n+1)%° jest suma
piatych poteg. Zatem liczba ta, na mocy tozsamosci

@’ +y’ = (z+y)(at — 2’y +a?y? —zy’ +y),

jest zlozona.

2. I sposdb: Teze dostajemy natychmiast z nastepujacej réwnosci:
2a+2b—c—d)? n 3(c—d)?

2 2

11 sposcb: Na mocy nieréwnosci pomiedzy srednia kwadratowa a arytme-
tyczna otrzymujemy 3((a+b)2+c?+d?) > ((a+b) +c+d)?, czyli nieréwnosé,
ktéra nalezalo udowodnié.

3. Uzupemijmy trojkat ABC do kwadratu ABFC'. Zalézmy, ze prosta AD

przecina bok C'F w punkcie P, za$ prosta BFE przecina bok AC' w punkcie Q.
Poniewaz

3(a® +b?+ 2 +d*) +6ab—(a+b+c+d)? = (

cp_CD 1
AB DB 2’
wiec CP = %C F. Wykorzystujac prostopadtosé prostych AP i BQ oraz powyzsza,
réwnos¢ dostajemy CQ = %AC, i w konsekwencji CP=C@Q. Punkty C, Q,
E, P leza na jednym okregu, skad SCED =JCEP =<JCQP =45°.

4. Poniewaz 2zy = (v +1v)? — (22 +9?) oraz 22%y? = (2% +y?)? — (2* +y*),
wiec liczby 2zy i 222y? sa calkowite. Gdyby przy tym liczba zy nie byla
catkowita, to 2zy bylaby nieparzysta. Ale wéwczas liczba 222y? = (22y)? /2
nie bylaby calkowita. Wniosek stad, ze liczba zy jest catkowita.

Calkowitos¢ liczby ™ +y™ dowodzimy indukcyjnie korzystajac z tozsamosci
2ty = (2" T (et y) —ay(e T 4y ).

5. Dane réwnanie zapisujemy w postaci y =x . Poniewaz dla kazdego
x bedacego dzielnikiem 50 liczba po prawej stronie jest calkowita, otrzymu-
jemy rozwiazania réwnania dla x € {1,2,5,10,25,50}. Inne rozwigzania tego
réwnania otrzymamy tylko wtedy, gdy x > 2 oraz dla pewnego k > 2 liczba x
jest jednoczesnie k-ta potega pewnej liczby naturalnej oraz dzielnikiem liczby
50k. Jesli p jest dzielnikiem pierwszym takiej liczby z, to p*|50k. Poniewaz
p¥ >k, wiec nie moze byé p* |k, skad p€ {2,5}. Jezeli p=2, to 2|2k, skad
k=2. Jezeli zas p=25, to 5k|25k7 skad znowu k=2. Zatem x musi jedno-
czesnie by¢ kwadratem pewnej liczby naturalnej oraz dzielnikiem liczby 100.

50/z



Otrzymujemy dwie nowe wartosci x w tym przypadku: z =4 oraz x=100.
Zatem dane rownanie ma 8 rozwiagzan:

(1,1), (2,2*°), (4,2%), (5,5'), (10,10°), (25,625), (50,50), (100,10).

6. Przez [XY Z] bedziemy oznaczaé pole tréjkata XY Z. Niech K bedzie
punktem przeciecia odcinkéw DP i AQ, za$ niech L bedzie punktem przeciecia
odcinkéw CP i BQ. Poniewaz punkt M jest srodkiem odcinka AD, wigc (na
mocy twierdzenia Cevy)

BL _AK dad  BCP] _[ADP]
IQ  KQ ¥ [cqr] T [DQP]

Dostajemy zatem

[BCP] [CQP] CQ
[ADP] ~ [DQP]  DQ’

7. Niech —p; < —po <.... < —p,, beda pierwiastkami wielomianu speliajacego
warunki zadania. Wéwczas p; > ps > ... > p, > 1 oraz a, # 0. Ponadto

1
an—1=an(Pr+p2+...4+0n);, a1 =anp1pz-.-pn( +—+..+— )
P11 D2 Pn

oraz ag=appipPz...Pn. Warunek a% +aia, = afl +apa,—1 mozna wiec prze-
pisa¢ w postaci
1

1 1 1
P1p2-pnt —+—+...t—=———4pr+tprt...+pn.
p1 D2 Pn DP1P2.--Pn

Udowodnimy indukcyjnie, ze dla n > 2 oraz dla dowolnych liczb rzeczywistych
P1 > P2 > ... > py > 1 zachodzi nieréwnosé

1 1 1 1
PiD2Pnt—+—F. At —>————+pi+p2t...+Dn (1)
P11 D2 Pn P1P2.---Pn
oraz, ze
réwnosé zachodzi wtedy i tylko wtedy, gdy po=p3=...=p, =1. (2)
Dla n =2 nieréwnos¢ (1) przybiera postaé
1 1 1
Pip2+—+—>——+pi+p. (3)
b1 P2 Pi1p2

Jest ona réwnowazna nierdwnosci
Pips—pip2 —p1p3+p1p2 = pip2—p1—p2+1,

czyli pipa(p1 —1)(p2—1) > (p1 —1)(p2 — 1), co przy zalozeniu py >ps > 1 jest
spelnione. Réwnos¢ zachodzi wtedy i tylko wtedy, gdy p, —1=0.

Zalézmy teraz prawdziwosé nieréwnosci (1) oraz stwierdzenia (2) dla
pewnego n > 2. Niech ponadto dane beda liczby p;1 >p2 > ... > pp > ppt1 > 1.



Woéwczas p1pa > p3 > ... 2> prt1 > 1, skad na mocy zalozenia indukcyjnego

1 1 1 1
(p1p2)P3---PrPri1+——+ —+...+ —+

>
pip2  P3 Pn DPn+1
1
2 +p1p2 +p3++pn+pn+l (4)
(P1P2)P3--PrPn+1
oraz rowno$¢ zachodzi wtedy i tylko wtedy, gdy ps=...=pp =ppt+1=1.
Dodanie nieréwnosci (3) i (4) stronami daje
1 1 1 1
p1p2P3...PnPpn+1t+—+—+—+...+—+ >
p1 P2 P3 Pn DPn+1
1
>——————+p1+p2+p3st+...+Pn+Pnt1-
P1p2p3---PnPn+1
Rownosé zachodzi wtedy i tylko wtedy, gdy po=p3=... =pn =pp+1=1.

Ze stwierdzenia (2) wynika zatem, ze wielomiany spemhiajace warunki za-
dania maja posta¢ P(z)=a(z+1)""1(x+b), gdzie a jest dowolna niezerowa
liczba rzeczywista, zas b> 1.

8. Wykazemy, ze k= [logy(n—1)+1], tzn. 28~ <n <2k,

Majac liczbe k okreslona jak wyzej, konstruujemy zbiory A; nastepujaco:
numerujemy elementy zbioru S liczbami k-cyfrowymi w ukladzie dwéjkowym
(dopuszczamy zera poczatkowe). Mamy wiec do dyspozycji 2% > n liczb. Nastepnic
za A; bierzemy zbidr tych elementéw zbioru S, ktérych numer ma na i-tym
miejscu jedynke. Dowolne rézne elementy a i b zbioru S maja wowczas przy-
pisane rézne numery, ktére réznia sie, powiedzmy, na j-tym miejscu. Wtedy
do zbioru A; nalezy dokladnie jeden z elementéw a, b.

Tak znaleziona liczba k jest najmniejsza. Zalézmy bowiem, zZe istnieja
zbiory Ai,As,...,A; speliajace warunki zadania dla 2F <n. Kazdemu ele-
mentowi x zbioru S przypisujemy uklad k liczb (c1,ca,...,cr) wedtug nastepujacej

zasady:
{0 edy 24 -
2_{1 gdy zecA; (i=12,... k).

Poniewaz 2F < n, wiec istniejg takie dwa rézne elementy a,b € S, ktére maja
przypisany ten sam uklad liczb. To zas oznacza, ze element a nalezy do
dokladnie tych samych zbioréw sposréd Aj,As,..., A, co element b.

9. Oznaczmy przez ¢; okrag wpisany w tréjkat DEF, zas przez co okrag
wpisany w tréjkat ABC. Poniewaz okregi wpisane w tréjkaty AEF i DEF
s styczne, wiec AF+DE =AE+ DF. To oznacza, ze w czworokat AEDF
mozna wpisa¢ okrag; oznaczmy ten okrag przez c4. Punkt D jest srodkiem
jednoktadnoéci j1, o skali dodatniej, przeksztatcajacej okrag ci; na c4; punkt
A jest srodkiem jednoktadnosci jo, o skali dodatniej, przeksztalcajacej okrag
ca na cy. Zatem jednokladnosé j, o skali dodatniej, przeksztalcajaca okrag cq



na cy jest zlozeniem jednoktadnosci j; i jo — jej srodek lezy wiec na prostej
AD. Analogicznie dowodzimy, ze srodek jednokladnosci j lezy na prostych
BEiCF.

Whiosek: proste AD, BE, CF maja punkt wspdlny, bedacy srodkiem
jednoktadnosci okregéw ¢y i cs.

10. W rozwiazaniu skorzystamy z nastepujacego twierdzenia:
Jezeli ciag (ay,) jest zbiezny do granicy g, to ciag (by), okreslony wzorem

a1 +ag+...+ay
bn - )
n

jest rowniez zbiezny 1 jego granica wynosi g.

Podstawmy y,, =x2>. Wtedy

1\3 3 1
Yn Yn  Yn

Skoro yn+1 > yn +3, to ciag (y,) jest rozbiezny do nieskoriczonosci. Zatem na
mocy powyzszej réwnosci (Yn4+1 —Yn) — 3. Z ostatniej zbieznosci oraz z za-

cytowanego wyzej twierdzenia dostajemy LN 3, skad lim f" =V3.
n n—oo n

11. Niech P(k,n), gdzie 1 <k <n—1, oznacza prawdopodobieistwo zda-
rzenia, ze gdy w urnie jest n kul, to dokladnie k£ z nich ma kolor bialy.
Wowcezas

n—k k—1
P(1,2)=1 oraz P(kn+l)=—P(k,n)+——P(k—1,n).
n n

Korzystajac z powyzszych zwiazkéw dowodzimy indukcyjnie (ze wzgledu
na n), ze P(k,n)=1/(n—1) dla k=1,2,...,n—1. W szczegblnosci

1
P(k52)=z  dla k=12..5L

Zatem kazda mozliwa liczba kul biatych po 50 losowaniach (od 1 do 51) jest
jednakowo prawdopodobna.

12. Z warunkéw zadania wynika, ze dany szescian ABCDA’'B'C'D’ lezy
wewnatrz danego czworoscianu K LM N. Mozliwe sa dwa przypadki:

(a) Istnieje Sciana czworoscianu K LM N (na przyklad KLM), na ktérej
leza co najmniej trzy wierzcholki sze$cianu;

(b) Na kazdej $cianie czworoscianu K LM N leza dokladnie dwa wierz-
chotki szescianu.

Rozwazmy najpierw przypadek (a). Trzy wierzcholki szedcianu, ktére leza
na $cianie K LM, musza by¢ wierzchotkami jednej $ciany tego sze$cianu.
To oznacza, ze pewna Sciana szescianu, powiedzmy ABCD, lezy wewnatrz
trojkata K LM; pozostale cztery wierzchotki A’, B’, C’, D' znajduja sie na
$cianach KLN, LMN, MKN. Bez straty ogdlnoéci mozemy przyjac, ze
$ciana K LN zawiera ktére$ dwa sposréd punktéw A’, B, C’, D’'. Musza



one byé¢ dwoma kolejnymi wierzchotkami kwadratu A’B’C’D’. Nie tracac
ogdlnosci rozwazan, mozemy przyjaé, ze punkty A’, B’ lezg na $cianie K LN,
punkt C’ lezy na $cianie LM N, za$ punkt D’ znajduje si¢ na $cianie MK N.

Warunek (a) wyznacza wiec jednoznacznie (z doktadnoscia do przyjetych
oznaczen) polozenie danego szescianu wewnatrz czworoscianu foremnego o krawed
1. Przystepujemy do wyznaczenia dtugosci krawedzi a.

Oznaczmy przez K’', L', M’ odpowiednio punkty przecigcia krawedzi
KN, LN, MN z plaszczyna A’B'C’'D’. Czworoécian K'L’'M’N jest foremny.
Oznaczmy jego krawedz przez b. Wtedy K'A’'=B'L' = @a, skad

b=a+ %a. (1)
3
Wysokos$é czworoscianu foremnego o krawedzi A wyraza sie wzorem h = @)\.

Poréwnujac wysokosci czworo$cianéw KLMN oraz K'L'M'N otrzymujemy

%, skad wykorzystujac réwnosé (1) mamy

7 V6
T or2v+s

Pozostat do rozpatrzenia przypadek (b).

réwnosé @ b+a=

Kazdy z czterech odcinkéw taczacych wierzchotki danego szescianu, lezace
na tej samej $cianie czworoscianu K LM N, jest krawedzia tego sze$cianu.
Odcinki te nie maja wspdlnych koncéw. Przypuéémy, ze krawedz AB lezy
na $cianie K LM . Wéwezas jedna z krawedzi A’ B’ lub CD lezy na jednej ze
$cian KLN, LM N, MK N. Bez straty ogélnosci przyjmijmy, ze A’B’ lezy na
KLN. Wtedy proste AB i A’ B’ sa réwnolegle do krawedzi KL, a co za tym
idzie, proste CD i C'D’, sa prostopadle do krawedzi M N; nie moga wiec one
lezeé¢ na $cianach LM N i KM N. Mozemy zatem zalozyé, ze odcinek C'C’
lezy na $cianie LM N, za$ odcinek DD’ znajduje sie na $cianie KM N.

Oznaczmy przez X, Y, Z, T odpowiednio srodki krawedzi KN, NL, LM,
MK. Wéwezas kwadraty A’B'BA oraz D'C’'C'D maja boki réwnolegte od-
powiednio do bokéw kwadratu XY ZT. Stad istnieje (w przestrzeni) srodek
jednokladnosci P kwadratéw A’B'BA 1 XY ZT, lezacy na krawedzi K L oraz
grodek jednoktadnosci Q kwadratéw D'C'CD i XY ZT, lezacy na krawedzi
MN. Skale jednokladnosci w obu przypadkach sa rowne i wynosza 2a. Od-
leglosci od punktéw P i Q do plaszezyzny XY ZT sa réwne i wynosza v/2/4.
Stad wynika, ze odleglosci od plaszczyzn A’B’BA i D'C’'CD do plaszczyzny
XY ZT sa réwne — a wiec kazda z nich wynosi a/2. Te trzy wielkosci sa
zwiazane ze soba zaleznoscia

1—2a= L/2 skad otrzymujemy a= 1

V2/4’




Pozostaje zauwazy¢, ze powyzsza warto$¢ mozna zrealizowac¢ biorac za P i @
$rodki krawedzi KL i M N.
Reasumujac: mozliwe wartosci a wynosza

V6 1

oraz

V6+2v/243 242"

(wp, juwr)

Zadania z XXXIX Miedzynarodowej Olimpiady Matematycznej
Taipei (Tajwan), 15—16 lipca 1998 r.

1. W czworokacie wypuklym ABC' D przekatne AC i BD sa prostopadle,
a przeciwlegte boki AB i DC' nie sg rownolegte. Zakladamy, ze symetralne
bokéw AB i DC przecinaja si¢ w punkcie P lezacym wewnatrz czworokata
ABCD. Udowodnié, ze czworokat ABC D da si¢ wpisa¢ w okrag wtedy i tylko
wtedy, gdy tréjkaty ABP i CDP maja réwne pola.

2. W konkursie bierze udzial a uczestnikdéw, ocenianych przez b egzami-
natoréw, gdzie b>3 jest liczba calkowita nieparzysta. Kazdy egzaminator
ocenia kazdego uczestnika, wydajac werdykt ,,zdal” lub , nie zdal”. Zalézmy,
ze k jest liczba o wlasnosci: dla kazdych dwoéch egzaminatoréw, ich oceny sa
zgodne dla co najwyzej k uczestnikow. Dowiesé, ze

kE_b—1
>
a~ 2b

3. Dla kazdej dodatniej liczby catkowitej n oznaczmy przez d(n) liczbe jej
dodatnich dzielnikéw (wlacznie z 1 oraz n). Wyznaczy¢ wszystkie dodatnie
liczby catkowite k takie, ze

d(n?)
d(n)

=k

dla pewnego n.
4. Wyznaczy¢ wszystkie pary (a,b) liczb catkowitych dodatnich takie, ze
liczba a?b+a+b jest podzielna przez ab®+b+7.

5. Niech I bedzie srodkiem okregu wpisanego w tréjkat ABC'. Okrag ten
jest styczny do bokéw BC, CA i AB odpowiednio w punktach K, L i M.
Prosta przechodzaca przez B i rownoleglta do M K przecina proste LM i LK
odpowiednio w punktach R i .S. Wykazaé, ze kat RIS jest ostry.

6. Rozwazamy wszystkie funkcje f ze zbioru N wszystkich liczb catkowitych
dodatnich do tego samego zbioru, spetniajace warunek

F(#f(s))=s(f())*

dla wszystkich s,t € N. Wyznaczy¢ najmniejsza mozliwa wartosé f(1998).



Zadania z XXI Austriacko-Polskich Zawodéw Matematycznych
Przysiek (Polska), 29 czerwca—1 lipca 1998 r.

1. Niech 1, z2, y1, y2 beda takimi liczbami rzeczywistymi, ze x% —|—x§ <1.
Udowodnié¢ nieréwnosé

(T1y1 32y —1)* > (2T + 23— 1) (yi +y3 — 1).

2. Rozwazamy n punktéw Py, Ps,..., P, polozonych w tej kolejnosci na jed-
nej linii prostej. Malujemy kazdy z tych n punktéw na jeden z nastepujacych
koloréw: bialy, czerwony, zielony, niebieski, fioletowy. Kolorowanie nazwiemy
dopuszczalnym, jesli dla dowolnych dwdéch kolejnych punktéw P;, Piyq (i=
1,2,...,n—1) oba sa tego samego koloru lub co najmniej jeden z nich jest bialy.
Tle jest dopuszczalnych kolorowan?

3. Wyznaczy¢ wszystkie pary liczb rzeczywistych (z,y) spelniajace nastepujac;

uktad réwnan:
2—13=y
2—y3=u.

4. Niech m, n beda danymi liczbami catkowitymi dodatnimi. Niech

Sulm) =3 [/ ]

k=1
([«] jest najwieksza liczba calkowita nie wieksza od ). Udowodnié, ze

Sm(n) <n+m-(V2m—1).

5. Wyznaczy¢ wszystkie pary (a,b) liczb calkowitych dodatnich takich, ze
réwnanie 2% —1722+az—b%> =0 ma trzy pierwiastki catkowite (niekoniecz-
nie rézne).

6. Rézne punkty A, B, C, D, E, F sa potozone na okregu k w tej ko-
lejnodci. Proste styczne do okregu k w punktach A i D oraz proste BF i CE
przecinaja sie w jednym punkcie P. Udowodnié, ze proste AD, BC' i EF sa
réwnolegle lub przecinaja sie w jednym punkcie.

7. Rozwazamy pary (a,b) liczb naturalnych takich, ze iloczyn a®-b® w za-
pisie dziesietnym koniczy sie dokladnie 98 zerami. Wyznaczy¢ pare (a,b) o tej
wlasnosci, dla ktorej iloczyn ab jest najmniejszy.

8. Niech n>2 bedzie dana liczba naturalna. Rozwazamy siatke kwa-
dratowa na plaszczyznie. W kazdym kwadracie jednostkowym siatki wpi-
sana jest liczba naturalna. Wielokaty o polu réwnym n, ktérych boki sa za-
warte w prostych tworzacych siatke, nazwiemy wielokatami dopuszczalnymi.
Wartosciq wielokata dopuszczalnego nazwiemy sume wszystkich liczb wpisa-
nych w kwadraty zawarte w tym wielokacie. Udowodnié¢, ze jesli wartosci



dowolnych dwdéch przystajacych wielokatéw dopuszczalnych sa réwne, to
wszystkie liczby wpisane w kwadraty siatki sa rowne.

Uwaga. Przypominamy, ze obraz symetryczny () wielokata P jest wie-
lokatem przystajacym do P.

9. Niech K, L, M beda srodkami bokéw BC, AC, AB tréjkata ABC.
Punkty A, B, C dziela okrag opisany na tréjkacie ABC na trzy luki: AB, BC,
CA. Niech X bedzie takim punktem tuku BC, ze BX = XC. Analogicznie,
niech Y bedzie takim punktem tuku AC, ze AY =Y C, zas Z takim punktem
tuku AB, ze AZ=Z7B. Niech R bedzie promieniem okregu opisanego na
trojkacie ABC'iniech r bedzie promieniem okregu wpisanego w tréojkat ABC.
Udowodnié, ze r+ KX+ LY +MZ =2R.

Zadania z IX Zawodéw Matematycznych Panstw Baltyckich
Baltic Way 98

Warszawa, 8 listopada 1998 r.

1. Znalez¢ wszystkie funkcje dwoch zmiennych f, ktérych argumenty x, y
i wartosci f(x,y) sa liczbami catkowitymi dodatnimi, speliajace nastepujace
warunki (dla wszystkich dodatnich liczb catkowitych = i y):

flz,x) = =z,
f(:my) = f(y7x),

2. Tréjke liczb calkowitych dodatnich (a,b,c) nazywamy quasi-pitagorej-
ska, jedli istnieje tréjkat o bokach dlugoéci a, b, ¢, w ktérym miara kata
naprzeciwko boku ¢ wynosi 120°. Udowodnié, ze jesli (a,b,c) jest tréjka quasi-
pitagorejska, to ¢ ma dzielnik pierwszy wiekszy od 5.

3. Znalez¢ wszystkie pary liczb catkowitych dodatnich x,y, ktore spetniaja,
réwnanie

222 +5y% =11 (zy —11).

4. Niech P bedzie wielomianem o wspdtczynnikach catkowitych. Zalézmy,
ze dlan=1,2,...,1998 wartosci P(n) sa liczbami naturalnymi trzycyfrowymi.
Udowodni¢, ze wielomian P nie ma pierwiastkéw catkowitych.

5. Niech a bedzie cyfra nieparzysta, zas b cyfra parzysta. Udowodnié¢, ze
dla kazdej liczby catkowitej dodatniej n istnieje liczba catkowita dodatnia,
podzielna przez 2™, w ktorej zapisie dziesietnym nie wystepuja cyfry inne niz
aib.

6. Niech P bedzie wielomianem stopnia 6 i niech a, b beda liczbami rze-
czywistymi takimi, ze 0 <a <b. Zalézmy, ze P(a)= P(—a), P(b)=P(-b),
P’(0) =0. Udowodnié, ze P(x) = P(—x) dla wszystkich liczb rzeczywistych x.



7. Niech R oznacza zbiér wszystkich liczb rzeczywistych. Znalezé wszyst-
kie funkcje f: R — R spehiajace dla dowolnych x,y € R réwnanie

f@)+fy) =) f(y)).
8. Niech Py(z)=1+2z+2%+---+2" 1. Wykazaé, ze

> (1) po-zn ()

k=1
dla kazdej liczby rzeczywistej x i kazdej liczby calkowitej dodatniej n.
9. Liczby «, 0 spehiaja 0 < a < 8 < /2. Niech 7, § beda liczbami okreslonymi
przez warunki:

(i) 0 << /2 oraz liczba tan+y jest $rednia arytmetyczna liczb tana i tanj;

1
(if) 0<d < 7/2 oraz liczba —— jest $rednig arytmetyczna liczb i .
cosd cosa  cosf3

Udowodnié, ze vy < 4.

10. Niech n >4 bedzie parzysta liczba calkowita. W okrag o promieniu
1 wpisane sa n-kat foremny i (n—1)-kat foremny. Dla kazdego wierzchotka
n-kata rozwazmy odlegtos¢ od tego wierzchotka do najblizszego wierzchotka
(n—1)-kata, mierzona po obwodzie okregu. Niech S bedzie suma tych n od-
legtosci. Udowodnié, ze S nie zalezy od wzajemnego potozenia tych dwdch
wielokatéw.

11. Niech a, b, ¢ beda dlugosciami bokéw pewnego trojkata, zas R —
promieniem okregu opisanego na nim. Udowodnié, ze
212
R>_ “HC
2v/2a2+2b% —c?
Kiedy zachodzi rownosc?

12. W tréjkacie ABC zachodzi ¥ BAC =90°. Punkt D lezy na boku BC
i $BDA =23 BAD. Udowodnié, 7e

1 1/ 1 i 1
AD 2\BD CD)’

13. W pieciokacie wypuklym ABCDE boki AE i BC sa réwnolegle oraz
JADE =<BDC. Przekatne AC i BE przecinaja sie w punkcie P. Udo-
wodnié, ze $EAD =<BDP oraz 4CBD = <JADP.

14. Dany jest tréjkat ABC, w ktérym AB < AC. Prosta przechodzaca
przez B i réwnolegla do AC przecina dwusieczna kata zewnetrznego < BAC
w punkcie D. Prosta przechodzaca przez C i réwnolegla do AB przecina te

dwusieczng w punkcie E. Punkt F' lezy na boku AC i speliona jest réwnosé
FC = AB. Udowodnié, ze DF =FE.
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15. Dany jest tréjkat ostrokatny ABC. Punkt D jest spodkiem wysoko-
sci opuszczone] z wierzchotka A na bok BC'. Punkt F lezy na odcinku AD
i spelnione jest rownanie

AE CD

ED DB’
Punkt F' jest spodkiem wysokosci opuszczonej z wierzchotka D na bok BE.
Udowodnié¢, ze <AFC =90°.

16. Czy mozna pokry¢ szachownice o wymiarach 13 x 13 czterdziestoma
dwoma klockami o wymiarach 4 x1 w taki sposob, ze tylko srodkowe pole
szachownicy pozostanie nie zakryte? (Zakladamy, ze kazdy klocek zakrywa
cztery pelne pola szachownicy.)

17. Niech n i k beda liczbami catkowitymi dodatnimi. Danych jest nk
przedmiotéw (tych samych rozmiaréw) i k pudelek, z ktérych kazde pomiesci
n przedmiotow. Kazdy przedmiot jest pokolorowany jednym z k réznych
koloréw. Wykazaé, ze mozna rozmiesci¢ te przedmioty w pudetkach w taki
sposéb, ze w kazdym pudetku znajda sie przedmioty w co najwyzej dwdéch
kolorach.

18. Wyznaczy¢ wszystkie liczby caltkowite dodatnie n, dla ktérych istnieje
zbiér S o nastepujacych wlasnosciach:

(i) S sklada sie z n liczb catkowitych dodatnich, z ktérych wszystkie sa mniej-

sze od 21
(ii) dla dowolnych dwdéch réznych niepustych podzbioréw A i B zbioru S

suma elementéw zbioru A jest rézna od sumy elementéw zbioru B.

19. Rozwazmy mecz ping-ponga miedzy dwiema druzynami, z ktérych
kazda sktada sie z 1000 graczy. Kazdy gracz gral przeciwko kazdemu z gra-
czy przeciwnej druzyny dokladnie raz (w ping-pongu nie ma remiséw). Udo-
wodnié, ze istnieje dziesieciu graczy z jednej druzyny, takich ze kazdy z graczy
druzyny przeciwnej przegral z co najmniej jednym z tych dziesieciu graczy.

20. Powiemy, ze liczba calkowita dodatnia m pokrywa liczbe 1998, jesli
1, 9, 9, 8 pojawiaja sie w tej wladnie kolejnosci jako cyfry m. (Na przyktad
1998 jest pokrywana przez 215993698, ale nie przez 213326798.) Niech k(n)
oznacza liczbe tych liczb catkowitych dodatnich, ktére pokrywaja 1998 i maja
doktadnie n cyfr (n > 5), z ktérych wszystkie sa rézne od 0. Jaka reszte z dzie-
lenia przez 8 daje k(n)?
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