L Olimpiada Matematyczna

Zadania konkursowe zawodéw stopnia drugiego

Zadania na dzien 26 lutego 1999 r.
(pierwszy dzien zawodow)

1. Dana jest funkcja f:(0,1) — R taka, ze f(%) = (=) dlan =1,2,....
Wykazaé, ze nie istnieja takie funkcje rosnace g: (0,1) — R, h: (0,1) — R, ze
f=g—nh.

2. Szescian S o krawedzi 2 jest zbudowany z o$miu szeScianow jednostkowych.
Klockiem nazwiemy bryle otrzymana przez usuniecie z szeScianu S jednego
sposrdéd osmiu szeScianow jednostkowych. Szescian T o krawedzi 2" jest
zbudowany z (2")® szedcianéw jednostkowych. Udowodnié, ze po usunieciu
7 szescianu T dowolnego spoéréd (27)3 szedcianéw jednostkowych powstaje
bryta, ktéra daje sie szczelnie wypehié¢ klockami.

3. Czworokat wypukly ABCD jest wpisany w okrag. Punkty E i F' leza od-
powiednio na bokach AB i C'D, przy czym AE:EB = CF:FD. Punkt P
lezy na odcinku EF' i spelia warunek EP: PF = AB:CD. Udowodni¢, ze
stosunek podl tréjkatow APD i BPC' nie zalezy od wyboru punktéw E i F.

Zadania na dzien 27 lutego 1999 r.
(drugi dzieri zawoddw)

4. Punkt P lezy wewnatrz tréjkata ABC i spelnia warunki: {PAB = SPCA
oraz L PAC = <PBA. Punkt O jest srodkiem okregu opisanego na tréjkacie
ABC'. Dowies¢, ze jezeli O # P, to kat APO jest prosty.

5. Niech S = {1,2,3,4,5}. Wyznaczy¢ liczbe funkcji f: S — S spehiajacych
réwnosé f90(z) = x dla wszystkich z € S.

Uwaga: f°x) = fo fo...of(z).
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6. Dana jest liczba naturalna k > 2 oraz liczby catkowite aq, as, . . ., a, speliajace
warunki

a1 +2'as +3as+ ... +nla, =0 dla i=1,2,... k—1.

Dowiesé, ze liczba ap + 2¥as + 3%as + ... + nFa, jest podzielna przez k!.



