L Olimpiada Matematyczna

Szkice rozwiazan zadan z zawodéw stopnia drugiego
Pierwszy dzieni (26 lutego 1999 r.)

1. Przypusémy, ze istnieja funkcje g i h spelniajace warunki zadania. Poniewaz funkcje
te sa rosnace, wiec dla kazdego k € N mamy

9(srr1) = f(srmn) +h(arr) = —1+h(ge) <

<—1+h(gg) =14+ (55) =2=f(a5) +P(5) —2=9(3) —2<9(z=) -2
7 monotonicznosci funkcji g oraz powyzszych nieréwnosci dostajemy

900) <g(577) <9(5i=1) —2<9(35) —4<...<g(3) —2(k—1) < g(1) —2k.
Zatem g(1)—g(0) > 2k dla dowolnego k € N, co nie jest mozliwe.

* * * * *

2. Przeprowadzimy dowdd indukcyjny. Dla n =1 teza zadania jest oczywiscie prawdzi-
wa. Zalézmy wiec, ze teza jest prawdziwa dla pewnego n i rozwazmy sze$cian C' o krawedzi
27+l 7 wyréznionym szeécianem jednostkowym D. Szescian C' dzielimy na osiem przys-
tajacych szescianéw Cq,Cj,...,Cs, kazdy o krawedzi 2. W jednym z nich (przyjmijmy, ze
w () znajduje sie szescian jednostkowy D. Polézmy klocek w samym $rodku sze$cianu C
tak, aby jego cze$¢ wspolna z kazdym z szescianéw C1,C5,...,C7 byla szeScianem jednos-
tkowym. Woéwczas pozostanie nam do wypekienia klockami osiem szescianow
C1,Cs,...,Cg, kazdy z usunietym szescianem jednostkowym. To zas, na mocy zalozenia
indukcyjnego, jest wykonalne. Dowodd indukcyjny jest wiec zakonczony.

X S * S x

3. Zal6zmy najpierw, ze proste AD i BC nie sa réwnolegle i przecinaja sie w punkcie S.
Wéwcezas tréjkaty ASB i C'SD sa podobne. Poniewaz AE : EB=CF : FD, wiec podobne
sa réwniez tréjkaty ASE i CSF. Stad DSE = 4CSF. Ponadto

SE SA AB PE

SF~ SC CD PF’
skad dostajemy Y ESP = S FSP. Zatem punkt P jest réwnoodlegly od prostych AD i BC.
Stosunek pdl tréjkatéw APD i BPC jest wiec réwny stosunkowi diugosci odcinkow AD
i BC, czyli nie zalezy od wyboru punktéw E i F.

Zal6zmy teraz, ze proste AD i BC' sa réwnolegte. Wtedy ABC'D jest trapezem réwno-
ramiennym, gdzie AB =C'D. Punkt P jest srodkiem odcinka EF oraz BE = DF. Punkty
E i F sa wiec jednakowo odlegte odpowiednio od prostych BC'i AD. Ponadto punkt P jest
réwnoodlegly od prostych przechodzacych przez punkty E, F' i réwnoleglych do podstaw
trapezu ABCD. Zatem réwniez w tym przypadku odlegtosci od punktu P do prostych
AD i BC sa jednakowe. Powtarzajac konicéwke rozumowania z poprzedniego przypadku
dostajemy teze.

(wp, jur)
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4. Oznaczmy przez K, L, M odpowiednio punkty przeciecia prostych AP, BP, C'P
z okregiem opisanym na trdéjkacie ABC. Na mocy réwnosci $BAK = JACM dlgoéci
tukéw BK i AM sa réwne. Analogicznie, dtugosci tukéw KC' i LA sa rowne. Odcinki LC,
AK, M B sa wigc rownolegte oraz maja wspdlna symetralna, przechodzaca przez punkt O.
Na tej symetralnej lezy rowniez punkt P, jako punkt przeciecia przekatnych MC i BL
trapezu réwnoramiennego M BCL. Zatem w szczegdlnosci S APO = 90°.

* S * S x

5. Niech f bedzie funkcja spelniajaca warunki zadania. Dla liczb x#y dostajemy
fOf (@) =x#y=f¥(f(y)), skad f(z)# f(y). Zatem f jest permutacja zbioru S. Oz-
naczmy przez r(z) (z €S) najmniejsza liczbe calkowita dodatnia taka, ze f7(®)(z)=u.
Wéwezas r(x) <5 oraz r(x)|50, skad r(x) € {1,2,5}.

Jezeli istnieje taka liczba a €S, ze r(a)=5, to liczby a, f(a), f2(a), f3(a), f*(a)
sa rozne; wyczerpuja wiec zbidr S. Wtedy dla dowolnej liczby z €S, r(x) =5. Funkcja
f jest wiec jednoznacznie wyznaczona przez permutacje (f(1),f2(1),f3(1),f*(1)) zbioru
{2,3,4,5}; zatem moze by¢ okreslona na 4! =24 sposoby.

Jezeli dla wszystkich x € S zachodzi r(z) =1, to f jest funkcja identycznosciowa. Taka
funkcja jest jedna.

Pozostat do rozpatrzenia przypadek, w ktérym najwieksza warto$¢ osiagana przez
funkcje r wynosi 2. Niech wiec a bedzie takim elementem zbioru S, ze r(a) =2. Wtedy
takze r(b) =2, gdzie b= f(a).

Jezeli r(x) =1 dla wszystkich x € S\ {a,b}, to f jest wyznaczona przez wybdr dwuele-
mentowego podzbioru {a,b} zbioru S, co mozna uczynié¢ na (g) =10 sposobow.

Jezeli natomiast istnieje taka liczba c€ S\ {a,b}, ze r(c) =2, to przyjmujac d= f(c)
oraz oznaczajac przez e jedyny element zbioru S\ {a,b,c,d}, mamy

fla)=b, f(b)=a,  fle)=d, [f(d)=c,  fle)=e. (1)
Taka funkcja f jest wyznaczona przez wybdr liczby e (mozna to zrobi¢ na 5 sposobéw)
oraz podzial zbioru S\ {e} na dwa podzbiory dwuelementowe {a,b} i {c,d} (istnieja 3 takie
podzialy). Dostajemy wiec 15 funkcji postaci (1).
lacznie istnieje 50 funkcji spelniajacych warunki zadania.
* b S % * *

6. Dla dowolnej liczby catkowitej m >k liczba (7,?) jest catkowita. Stad dla dowolnej
liczby catkowitej dodatniej m liczba m(m—1)(m—2)...(m—k+1) jest podzielna przez k!.
Istnieja wiec takie liczby calkowite by,bs,...,br_1, ze dla dowolnej liczby catkowitej dodat-
niej m,

mF=bym+bsm?+...4+bp_ymF! (mod k!).

Mnozac powyzsza kongruencje przez a.,, a nastepnie dodajac stronami od m=1do m=n
otrzymujemy
a1 +2Fay+...+nfa, =bi(ay +2as+... +na,) +ba(a; +2%2a3 +... +n%a,) + ...
b1 (ar +2F tag 4+ ... +nFta,) =
=0 (modk!).
(wp, jwr)



