L Olimpiada Matematyczna

Zawody stopnia trzeciego
14 kwietnia 1999 r. — pierwszy dzien zawoddw

Zadanie 1.  Punkt D lezy na boku BC tréjkata ABC, przy czym AD > BC.
Punkt E lezy na boku AC' i spelia warunek
AFE BD
EC ~ AD - BC’
Udowodnié, ze AD > BE.

Rozwiagzanie:
F A
Uzupeliamy tréjkat BDA do

réwnolegloboku BDAF. Na pétprostej BC™
odktadamy odcinek BK o dlugosci AD. Dana w
zadaniu zaleznosé¢ przyjmuje teraz postaé E

AE AP

EC ~ CK’
7Z tej réwnosci oraz z réwnoleglosci odcinkéow CK B D c K

i AF wynika, ze punkty F, E, K sa wspolliniowe.
Punkt E lezy wiec na podstawie K F' tréojkata rownoramiennego BK F'. Stad
dostajemy BF > BE, czyli AD > BE.

Zadanie 2. Dane sa liczby catkowite nieujemne a1 < a2 < az < ... < aio1
mniejsze od 5050. Dowie$¢, ze sposrdd nich mozna wybraé takie
cztery rézne ag, ai, Gm, arn, ze liczba ar +a; — ay — ar jest podzielna
przez 5050.

Rozwigzanie:

Rozwazamy wszystkie wyrazenia postaci ar + a;, gdzie 1 < k <1 < 101.
Takich wyrazen jest (121) = 5050. Jezeli znajdziemy wsréd nich dwa, po-
wiedzmy ay + a; i a, + an, ktérych wartosdci daja te sama reszte z dzielenia
przez 5050, to liczby ag, a;, am, an spehmiaja warunki zadania — liczby
te sa bowiem parami rézne (jesli np. ax = an,, to takze a; = a,, gdyz
0 < ay, a, < 5050).

Pozostaje do rozpatrzenia przypadek, w ktorym wszystkie powyzsze sumy
daja rézne reszty z dzielenia przez 5050. Wykazemy, ze ten przypadek za-
chodzi¢ nie moze. Gdyby bowiem tak bylo, to rozwazane sumy dawalyby
wszystkie mozliwe reszty z dzielenia przez 5050 — kazda jeden raz. Stad

5049
S = Z (ap +a;) = Zz = w = 2525 (mod 5050),
1<k<I<101 i=0

co dowodzi, ze S jest liczba nieparzysta.



7 drugiej strony
101

S= Y (ax+a) =100-Y ax,

1<k<1<101 k=1

co oznacza, ze S jest liczba parzysta. OtrzymaliSmy sprzecznosc.

Zadanie 3. Dowiesé, ze istnieja takie liczby naturalne n; < n2 < ... < nso, ze
ny + S(?’Ll) = no + S(n2) =n3 + S(?’L3) = ...="mn50 + S(n50) ,
gdzie S(n) jest suma cyfr liczby n.

Rozwiagzanie:
Wprowadzmy nastepujace oznaczenia:

k
ay(k) = 10107 +F+1 _9.10% = 9999...99 1 0000...00,
—_———— ——
10k k
as(k) = 101" +5+1 = 10000...00 .
———
10k +k+1
Woéwezas a1(k)+ S (a1(k)) = az(k) + S (az(k)) = 10107 k41 4 Okredlamy
liczby ko, k1, ko, ... wzorami:
ko=0 oraz ki3 =10 +k;+2 dla i>0.

Dla dowolnego ciagu € = (g9, ¢€1,...,¢5), gdzie o, €1, ...,e5 € {1,2}, przyj-

mijmy
5
ne = Zaai(ki) .
i=0

Otrzymane w ten sposéb 64 liczby n. sa parami rézne. Wykazemy, ze dla
wszystkich 64 ciagéw e, wielkosci n. + S(n.) sa jednakowe.

Poniewaz dla i € {0,1,2,3,4,5} liczba a., (k;) jest co najwyzej ki 1-cyfro-
wa i ma co najmniej k; zer koficowych, wiec zadne dwie z liczb a, (k;) i Qe (k)
(dla ¢ # j) nie maja niezerowych cyfr na tym samym miejscu dziesietnym.
Stad

5
S(ne) = ZS (ac, (ki)
i=0
Zatem
5 5 .
ne+S(ne) =Y (ac, (ki) + 5 (az; (ki) = 6+ _ 1010t
i=0 i=0

co jest wielko$cia niezalezna od €.

(wp, juwr)
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Zadanie 4. Rozstrzygnaé, dla jakich liczb naturalnych n > 2 uklad réwnan
2 + 22 + 50 = 16z1 + 122
2 + 22 4+ 50 = 16z + 1223
22 + 22 + 50 = 1623 + 1224

2 1 + 22 450 = 162,_1 + 12z,
22 + 22 + 50 = 162, + 1221

ma rozwiazanie w liczbach catkowitych x1,x2,x3,...,Zn.

Rozwiagzanie:
Réwnanie 12 + 23 + 50 = 1621 + 1275 jest réwnowazne réwnaniu

(z1 —8)% + (w2 — 6)? = 50.

Liczby 21,22, ...,2, spehiaja dany w tresci za-
dania uklad réwnan wtedy i tylko wtedy, gdy
punkty (z1,x2), (x2,23), ..., (Xn, 1) leza na ok-
regu o $rodku (8,6) i promieniu /50. Na .
tym okregu lezy 12 punktéw o wspoélrzednych
catkowitych: (1,5), (1,7), (3,1), (3,11), (7,-1),
(7,13), (9,-1), (9,13), (13,1), (13,11), (15,5), ~ e
(15,7).

Poniewaz kazda z liczb x; wystepuje raz jako odcieta, a raz jako rzedna
punktu kratowego lezacego na tym okregu, wiec liczby x; moga przyjmowaé
tylko wartosci 1, 7 lub 13. To pozostawia nam trzy mozliwe uklady dla
par (2;,x;+1), a mianowicie: (1,7), (7,13) lub (13,1). Stad wniosek, ze
w ukladzie liczb (21, z2,...,z,) bedacym rozwiazaniem wyjsciowego ukladu
réwnan, wystepuja cyklicznie liczby 1, 7, 13. Taka sytuacja jest mozliwa
wtedy i tylko wtedy, gdy n jest liczba podzielna przez 3.

Zadanie 5. Niech ai,as,...,an,b1,ba,...,b, beda liczbami catkowitymi. Udo-

wodnié¢, ze
> (lai—ag| +1b = b)) < D> ai— byl -

1<i<j<n 1<i,j<n

Rozwiqzanie:

Sumy wystepujace po obu stronach danej w zadaniu nieréwnosci nie
zmienia sig, jesli w dowolny sposéb zmienimy kolejnosé liczb a; oraz liczb
b;. Bez szkody dla ogdélnosci mozemy wiec zalozyé, ze a; < as < ... < ay
oraz by <by <...<b,. Wowczas

Y (ai—agl+ b= b)) = > (aj—ai+b;—b) <

1<i<j<n 1<i<j<n



< D (lag = bil + b —ai]) <

1<i<j<n
< 37 (aj =il +lai — b)) + > |ai — bi| =
1<i<j<n 1<i<n
= > lai—bl.

1<i,j<n

Zadanie 6. W szesciokacie wypuklym ABCDEF zachodza réwnosci:

. AB CD EF _
JA+4C+SE=360°, 56 DE Fi~ L
Dowiedé. ze 2B FD EC _
WISC, 2¢ BF 'DE CA

Rozwigzanie:
Na mocy zalozenia <A + 4 C + < E = 360°, istnieje taki punkt P, ze
zachodzg nastepujace réwnosci katéw (rysunek):

(1) ¥BCP=4BAF, YPCD=<YFED, $CDP=<EDF.

D
Trojkaty DEF i DCP sa wiec podobne, skad E
dostajemy
ED FD
2 EDC =<4 FDP — =
(2) X C=9< oraz C = DP

Korzystajac z danej w tresci zadania réwnosci
oraz z podobienstwa tréjkatéw EDF i CDP
otrzymujemy
FA FEF CD CP CD CP
AB~ DE BC CD_ BC  BC’
co na mocy pierwszej sposréd réwnosci (1) dowodzi, ze tréjkaty BAF i BCP
sa podobne. Zatem

A B

AB FB
BC ~ BP’
Réwnosci (2) oznaczaja, ze tréjkaty EDC i FDP sa podobne; z réwnosci (3)
wynika natomiast, ze podobne sa tréjkaty CBA i PBF. Otrzymujemy wiec
odpowiednio nastepujace proporcje:

EC FP AB  BF

DE ~ FD CA~ FP’
Mnozac stronami powyzsze dwie réwnosci dostajemy teze.

(3) YCBA=<4PBF  oraz

oraz

(wp, jur)



