Zadania konkursowe
zawodOw stopnia pierwszego

I seria

(okres od 11 wrzesnia do 11 paZdziernika 1999r.)

1. Dana jest liczba naturalna n > 3. Udowodnié, ze suma sze$cianow wszystkich liczb naturalnych mniej-
szych od n, wzglednie pierwszych z n dzieli sie przez n.
2. W tréjkacie ostrokagtnym ABC spetniony jest warunek <ACB = 2 < ABC. Punkt D lezy na boku BC
przy czym S BAD = $ YABC. Dowie$¢, ze
1 1 1
BD AB AC
3. Suma liczb dodatnich a, b, ¢ réwna jest 1. Udowodnié, ze a? + b + ¢ + 2v/3abc < 1.

4. Kazdy punkt okregu jest pomalowany jednym z trzech koloréw. Dowies¢, ze pewne trzy punkty jednego
koloru sa wierzchotkami tréjkata rownoramiennego.

Rozwiazania powyzszych zadan (kazde na osobnym arkuszu) maja by¢ wystane pod adresem wlasciwego
komitetu okregowego Olimpiady najp6zniej do dnia
11 pazdziernika 1999r.

Rozwiazania przestane w pozniejszym terminie nie beda rozpatrywane.

IT seria
(okres od 12 pazdziernika do 10 listopada 1999r.)

5. Wyznaczyé wszystkie pary (a,b) liczb naturalnych, dla ktérych liczby a® + 6ab + 1 i b® + 6ab + 1 sa
szeScianami liczb naturalnych.

6. Punkt X lezy wewnatrz lub na brzegu tréjkata ABC, w ktérym kat C' jest prosty. Punkty P, @ i R sa od-
powiednio rzutami punktu X na boki BC, CA i AB. Udowodnié¢, ze réwno$¢ AR - RB = BP - PC + AQ - QC
zachodzi wtedy i tylko wtedy, gdy punkt X lezy na boku AB.

7. Wykazaé, ze dla dowolnej liczby catkowitej dodatniej n i dowolnej liczby ¢t € (%, 1) istnieja takie liczby
a,b € (1999, 2000), ze

1, 1., n
30" +3b < (ta+(1—1t)b)".

8. Liczby ¢(n, k) sa okreslone dla liczb catkowitych nieujemnychg n > k w ten sposéb, ze zachodza réwnosci:

¢(n,0) =¢(n,n) =1 dla kazdej liczby n >0,
c(n+1,k) = 2%¢(n, k) + ¢(n,k—1) dla n>k>1.
Dowiedé, ze c¢(n,k) = c¢(n,n—k) dlan >k >0.

Rozwiazania powyzszych zadan (kazde na osobnym arkuszu) maja by¢ wystane pod adresem wlasciwego
komitetu okregowego Olimpiady najpdzniej do dnia
10 listopada 1999r.
Rozwiazania przestane w poézniejszym terminie nie beda rozpatrywane.



III seria
(okres od 11 listopada do 10 grudnia 1999r.)

9. Dane sa takie liczby catkowite dodatnie m i n, ze mn|m? + n? + m. Wykazaé, ze m jest kwadratem
liczby catkowitej.

10. W przestrzeni dane sg trzy wzajemnie prostopadte wektory jednostkowe 07, OB , OC'. Niech w bedzie
plaszczyzng przechodzaca przez punkt O, za$§ A’, B’, ¢’ — rzutami punktéw A, B, C odpowiednio na
plaszczyzne w. Wyznaczy¢ zbiér watosci wyrazenia OA’2 + OB’ + OC"? dla wszystkich plaszczyzn w.

11. Dana jest liczba calkowita dodatnia n oraz zbiér M, zlozony z n2+1 liczb calkowitych dodatnich
i majacy nastepujaca wlasnosé: wsrdéd n+1 liczb dowolnie wybranych ze zbioru M znajduje sie para liczb,
z ktérych jedna dzieli sie przez druga. Udowodnié¢, ze w zbiorze M istnieja rézne liczby aq, ..., an41 spelnia-
jace warunek: dla¢=1,...,n liczba a; dzieli si¢ przez a;1.
12. W trojkacie ostrokatnym ABC punkty D, E, F leza odpowiednio na bokach BC, C A, AB. Okregi
opisane na tréjkatach AEF, BF D, CDFE przecinaja sie w punkcie P. Udowodnié, ze jezeli
PD BD PE CE PF AF
PE  AE’ PF  BF’ PD CD’
to AD, BE, CF sa wysokoSciami tréjkata ABC.

Rozwiazania powyzszych zadan (kazde na osobnym arkuszu) maja by¢ wystane pod adresem wlasciwego
komitetu okregowego Olimpiady najpdzniej do dnia
10 listopada 1999r.
Rozwiazania przestane w pdzniejszym terminie nie beda rozpatrywane.



