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Rozwiazania zadah konkursowych
zawodobw stopnia pierwszegoLl Olimpiady Matematycznej
Zadanie 1. '

Dana jest liczba naturalnan> 3. Udowodnic, ze suma szeciarow

wszystkich liczb naturalrych mniejszychod n, wzglednie pierwszych
Z n, dzieli sie przezn.
Rozwazanie

Kazda liczba naturalnamniejszaod n i wzglednie pierwszaz n jest rowna

k lub n—k, gdzie k jest pevna liczba natural@ mniejsa od n/2 i wzglednie
pierwsa z n. Zatemdanaw zadaniusumaszeciarow jest rowna

Zk3+ (n—k)® Zn —3kn?+3k?n = n- § n?—3kn+3Kk?,
1<k<n/2 1<k<n/2 1<k<n/2
(k,n)=1 (k,n)=1 (k,n)=1
a wiec jest podzielnaprzezn.
Zadanie 2.

W trojkacie ostrolatnym ABC spetniory jest warunek

JACB=2<ABC.

Punkt D lezy na boku BC, przy czym <BAD = 3 < ABC. Dowiest, ze
1 1 1

Rozwazanie

Wykazemy ze rowndcst (1) jest pravdziwa dla dowolnggo trojkata ABC
niekoniecznie ostrolatnego

Niech E bedzietakim punktempbtprostejBC™, ze AD jest dwusiecza kata
BAE (rys. 1i 2).

B

B 5L
rys. 1 rys. 2
Wowczas { EBA = S EAB. Jeeli punkt E lezy na boku BC (rys. 1), to

JAEC = 24 ABC = S ACE.
Jesli natomiastpunkt E nie lezy na boku BC (rys. 2), to
JAEC = 180° — 24 ABE= 180° — < ACB = S ACE.
Zatemw obu przypadkachBE = AE = AC. Na mogy twierdzeniao dwusiecznej
otrzymujemy
BD BD_DE BD_BE_
AB  AC AE AE AE



co nalezato udovodnic.

Zadanie3. Sumaliczb dodatnicha, b, ¢ réwna jest 1. Udowodnic, ze
a?+b?+c?+2v/3abc< 1.
Rozwazanie
Wystarczy dowiest, ze dla dowolnych liczb dodatnicha, b, ¢ zachodzi
nierbwnast
a+b?+c?+24/3abda+b+c) < (a+b+c)?.

Przeksztatcaic rownownaznie povyzsza zalendst otrzymujemy

v/3abga+ b+ c) < ab+bc+ca.

Wykonugc podstavienie x = bc, y=ca, z=ab, spravadzamy dowodzora
nierbwnost do postaci

vV 3(Xy+yz+2zX) < X+y+z.

Podnosac do kwadratu obie strory ostatniej nierowndsci i przeksztatcaic
rownowvaznie otrzymujemy

Xy+yz+xz< X +y?+Z lub  (x—y)?+(y—2)*+(z—x)? >0,
co jest pravda.

Zadanie4. Kazdy punktokregujestpomalavary jednym z trzechkolorow. Dowiest,
ze pewne trzy punkty jednego koloru sa wierzchotkamitrojkata row-
noramienngo.

Rozwazanie

Niech Ap,Ay,...,A13 beda wierzchotkami dowolnego 13-kata foremneo
wpisango w dary okrag. Wykazemy ze wsrdd dowolnych pieciu wierzchotlow
tego 13-kata znajch sie trzy bedace wierzchotkamitrbjkata rownoramienngo.
Ponievaz wsrod dowolnych trzynastupunkbw dango okregu zawvsze znajdzie
sie pie€ pomalavarnych tym samym kolorem, zadaniezostanierozwiazane.

Przyp&tmy wiec, ze udalo sie tak wybrat piec wierzchollbw spcrod
A1, A, ..., A3, ze zadnetrzy spasrod wybrarych punkbw nie tworza trojkata
rbwnoramienngo.

Zalozmy najpierw ze wsrod wybrarych punkbw nie ma dwoch sasiednich
wierzchotlow 13-kata A1A;...A13. Wowczaswsrod wybrarych punkbw znaj-
dziemy dwa oddzielone doktadnie jedrym wierzchotkiem, ktory nie zostat
wybrary. Bez szlody dla ogblncsci rozumavania, mozemy przyjat, ze sa
to A1 i As. Poniavaz zadne trzy wybrane wierzchotki nie tworza trojkata
robwnoramienngo, wiec nie zostatwybrary zadenz punkbw: Ais, A1z, Az, Ag,
As (rys. 1).



Aq Ay

Ag3 Ag
Aq Aq
Ay As
A1o As
Ag A7
Ag
rys. 1 rys. 2

Poniavaz trojkat AjAsA11 jest rbwnoramieny, wiec co najmniej jeden
z wierzchotldw A, A1; nie zostatwybrary. Bez straty ogdlncsci rozumavania
mozemy przyjac, ze tym wierzchotkiemjest Ag. Zatemspdasrod pieciu punkbw
Az, Ag, Ag, Ao, A11 dokladnietrzy zostaty wybrane,przy czym zadnedwa z
nich nie sa kolejrymi wierzchotkamil3-kata A1A;...A13. Musialy wiec zost&
wybranepunkty Az, Ag, A11. To jednaknie jest mozliwe, gdyz punkty te tworza
trojkat rownoramieng (rys. 2). Otrzymalsmy sprzeczngt.

Pozostaborozpatrzenigprzypadekw ktorym wsrod wybrarych wierzchotow
znajdup sie dwa sasiednie,powiedzmy A; i A;. Oznaczato, ze nie zostat
wybrary zadenz wierzchotlow: Ajs, Az, Ag (rys. 3).

Aq Ao Ay Ay
Ag3 Az A3 Ag
Ag2 Aq A Aq
A1l As A1l As
Ao Ag A10 As
Ao A Ag A7
Ag Ag
rys. 3 rys. 4

Poniavaz trojkaty AoA4As, Ai1AsA11, A11A1A4 sa rbwnoramienne wiec zostat
wybrary co najwyzej jedenz punkbw: A4, Ag, Ai1. Analogiczniestwierdzamy
ze zostatwybrary co najwyzej jedenz punkbw: As, Aig, A12. Zatemwybrary
by¢ musiatco najmniejjedenz punkbw A7, Ag. Bezstratyogdlnasci przyjmijmy;,
ze zostat wybrary punkt A; (rys. 4). Rownoramienngt trojkatbw: A;A4A7,
AoA10A7, AxA11A; oraz AAq10A7 dowodzi, ze nie wybrano punkbw: As, Ago,
Aq1 oraz Apa.



Zatemwsrod wybrarych pieciu punkbw musa byt dwa spaésrod As, Ag, Ag.
Z uwagi na rownoramienngt trojkata AsAsA7 wybrary mogt byc tylko jedenz
punkbw As, As. Zatemwybrarym punktemjest Ag (rys. 5). To z kolei oznacza,
ze nie zostatwybrary punkt As, gdyz trojkat AsAzAg jest rownoramieny.

A A
AVK] Az
A Aq
A11 As
A10 As
Ag A
Ag
rys. 5 rys. 6

Tak wiec piatym z wybrarnych punkbw musi by Ag, co daje sprzeczngt, gdyz
trojkat AgA1As jest rownoramieny (rys. 6).

Tym samymwykazalémy, ze wybor pieciu wierzchotéw 13-kata, z ktorych
zadne trzy nie wyznacza trojkata rownoramienngo, nie jest mozliwy, co
kohczy rozwiazaniezadania.

Zadanie5. Wyznaczyg wszystkie pary (a,b) liczb naturalrych, dla ktorych liczby
a®+6ab+1 i b®+6ab+1 sa szécianamiliczb naturalrych.
Rozwazanie

Niech a i b beda liczbami spetniapoymi warunki zadania.Bez szlody dla
ogbInacsci rozumavania mozemy zalazy€, ze a < b. Wowczas

b < b+ 6ab+1< b3+ 607+ 1< b®+6b%+12b+8= (b+2)3.

Skoro liczba b®+6ab+ 1 jest szé&cianemliczby catkowitej, to musi zachodzi
rownast

(1) b+ 6ab+1=(b+1)3,
Przeksztatcajc rownowaznie powvyzszy zwiazek otrzymujemy po kolei

b%+6ab+1=Db>+3b°+3b+1
2ab=Db(b+1)
2 b=2a-1
Pozostajerozstrzygac, dla jakich par (a,b) spetniafc/ch warunek (2) liczba
a’+6ab+ 1



jest széscianemliczby catkowitej. Na mogy zalezndsci (2) powyzszaliczba jest
rowna a®+12a% —6a+ 1. Z nietowndsci

adgad+6a®—6a<al+t12a®—6atl<a’+12a’+48a+64=(a+4)3
wynika, ze jezeli liczba a®>+ 12a°> —6a+ 1 jest szécianemliczby catkowitej,
to jest onarowna (a+1)3, (a+2)3 lub (a+3)3. Nalezy wiec rozwezyt trzy
przypadki:

(@) a®+12a°—6a+1= (a+1)3.
Wowczasotrzymujemy 9a2 —9a=0, skad a=0 lub a=1.

(b) a®+122% —6a+1=(a+2)3.
Stad mamy 6a? — 18a— 7 = 0. Uzyskanerownanienie ma rozwiaza w liczbach
catkowitych, gdyz lewa stronanie jest podzielnaprzez 3, a prawa jest.

(c) a®+12a°>—6a+1= (a+3)3.
Wtedy uzyskujemy3a? — 33a— 26 = 0. Podobnigak w przypadku(b), otrzymane
robwnanie nie ma rozwiazah w liczbach calkowitych, gdyz lewa stronanie jest
podzielnaprzez 3, a prava jest réwna O.

OstatecznieznaléliSmy tylko jedra pare (a,b) = (1,1) spetniagca warunki
?&%‘é‘ﬁ?‘e’& Punkt X lezy wewnatrz lub na brzegu trojkata ABC, w ktérym kat C

jest prosty Punkty P, Q i R sa odpowiednio rzutami punktu X na
boki BC, CA i AB. Udowodnic, ze rownast

AR-RB=BP-PC+AQ-QC

zachodziwtedy i tylko wtedy, gdy punkt X lezy na boku AB.
Rozwazanie

Wpravadzmy dla zwieztdsci zapisu nasepupace oznaczenie:
w=2-(AR-RB—BP-PC—AQ-QC).

Nalezy wykaza&, ze w=0 wtedy i tylko wtedy gdy XR=0.
Na mocgy twierdzeniaPitagorasaotrzymujemy zalezndst (rys. 1):

(AR+RB)% = (AQ+ QC)?+ (CP+PB)2.
Przeksztatcajc rownowaznie povyzsza rowncst uzyskujemypo kolei:

A
w=AQ?+ QC?+CP?+ PB’— AR’ — RP’
w=AQ? + PX24+ QX2+ PB? — AR — RB? o R
w=AX?+BX?— AR — RB X
w=2XR? c 5 B

rys. 1
Z ostatniejrowndsci wynika natychmiast,ze w= 0 wtedy i tylko wtedy, gdy
XR=0.



Zadanie7. Wykaza, ze dla dowolnej liczby catkowitej dodatniejn i dowolnej
liczby t € (3,1) istnieja takie liczby a,b € (19992000, ze
la'+1b" < (ta+ (1-t)b)".
Rozwazanie
Niech c=39992. Liczb a, b szukamyw postacia=c+x, b=c—x, gdzie
x € (0,3). Wowczas

(tat+ (1—t)b)" — 3a"— Ib" =
= (ct+tx+(1—t)c— (1-t)x)"— J(c+x)"— 3(c—x)"=
=(c+(2a—1)x)"—(c+x)"—3(c—x)"=
= (c+5%" - 3(c+x)"— 3(c—x",
gdzies=2t — 1> 0. Po rozpisaniuze wzoru dwumianavego Newtona ostatnie
wyrazenie przyjmuje post&
(1) W(x) = sx+X*p(x) ,

gdzie p(x) jest pavnym wielomianem.
Chcemywykaz, ze dla pewnej liczby y € (O, %), liczba w(y) jest dodatnia.
Z rébwndsci (1) wynika, ze

. w(X
lim L =s>0.
x—=0 X

Zatem istnieje taka liczba y € (0, %), ze wyrazenie w(y)/y, a co za tym idzie
rowniez wyrazenie w(y), ma wartcst dodatna. To za kohczy dowod.

Zadanie 8. Liczby c(n,k) sa okreslone dla liczb catkowitych nieujemrych n> k
w ten spo$b, ze zachoda réwndasci:
c(n,0) =c(n,n) =1 dla kazdej liczby n> 0,
c(n+1,K) = 2%¢(n,k) + c(n,k—=1) dla n>k>1.
Dowie&t, ze c(n,k) =c(n,n—k) dla n>k>0.
Rozwazanie
Niech f bedzie funkcja okreslora na zbiorzeliczb catkowitych nieujemiych
zdefiniovara wzorami:

f(0) =1, fm=2'-1)(22-1)---(2"-1) dla m>1.
Niech ponadto
f(n)
=—~ 7 >k>0.

a(n, k) FF(N=K da n>k>0

Woweczas a(n, k) = a(n,n—k). Wykazemy ze a(n,k) = c(n,k).
Ponievaz warunki danew treSci zadaniawyznaczag jednoznacznidiczby

c(n,k), wiec wystarczydowie&t, ze liczby a(n,k) spetniag te samewarunki.



Oczywiscie a(n,0) =a(n,n) = 1. Ponadto

_ 2XF(n) f(n) _
2a(n,k) +a(nk-1) = F0F(n—R) T T F(nktd)
2K () (27 K+ — 1) f(n)(2-1)

=T F(n—K) (2 K1 —1) T Fk—1) (X — 1) F(n—kqD)

2k(2nfk+l _ l) + (2k_ l) B
ffin—kil)

- M1 f1)
=W gt~ T fraoR ALK

co dowodzi, ze a(n,k) = c(n, k).

= f(n).

Zadanie9. Dane sa takie liczby catkowite dodatniem i n, ze mn|nm?+n?4m.
Wykaza, ze m jest kwadratemliczby catkowitej.

Rozwazanie

Niech d bedzie najwiekszymwspblnym dzielnikiem liczb m i n. Woéwczas
d? | mn, a zatemd? | n? +n?+m. Stad wobec podzielnéci d? | m? oraz d? | ?
otrzymujemyd? | m.

Z drugiej strory, m| n?+n?+m, skad uzyskujemypodzieln& m| n?. Zatem
m jest wspdlnym dzielnikiemliczb n? i m?. To oznaczaze najwiekszywspdlny
dzielnik liczb m? i n?, ktéry jest rowny d?, jest podzielly przezm. Wobec
wyzej udavodnionej podzielngci d? | m otrzymujemym= d?,

Zadanie 10. W przestrzenidanesa trzy wzajemnieprostopadtevektory jednostiowe
Oﬁ, (Té, OC. Niech w bedzieptaszczyza przechodac przezpunkt O,
zas A, B, C' — rzutami punktbw A, B, C odpawviednio na ptaszczyze
. Wyznaczy zbior wartdasci wyrazenia
(1) (OA')2 4 (OB)? + (OC')?
dla wszystkich ptaszczyznow.

Rozwazanie

Wykazemy ze wartasc wyrazenia (1) jest rowna 2, niezalenie od wyboru
ptaszczyzy w.

Niech w bedzie dowolna ptaszczyza przechodaa przez punkt O, za& T
ptaszczyza zawierajp@ punkty O, A, B. Oznaczmyprzez ¢ wspdlna prost
ptaszczyzrmti w. Niech X, Y beda rzutamiprostokatrymi odpaviednio punkbw
A, B naprosh £. Wowczas,niezal&nie od potozeniapunkbw A, B wzgledem
prostejZ (rys. 11 2),

JOAX =90 — $AOX = YBOY =a.



><k444

o
rys. 1 rys. 2

Stad
(2) AX?+BY? = coga +sirfa = 1.

Ponadto <AXA' = {BYB' = (kat pomiedzy ptaszczyznamit i w) = . Zatem
na mogy rébwndasci (2),

(AX)? 4 (BB')? = AX?sir? B+ BY?sin’ B = sir? .

Na mogy twierdzeniaPitagorasaoraz powyzszejrownadsci otrzymujemy

(3) (OA)2 4 (OB)? = 2— (AA)? — (BB)? = 2 sir?B.
Wektor OC jest prostopadtydo ptaszczyzy 1, skad $COC' = 90° — B. Zatem
(4) (0C")? = cog(9C° — a) = sir? .

Dodapc stronamirbwnasci (3) i (4) uzyskujemy
(OA')%2+ (0OB')? +(0C')? = 2,

niezalenie od wyboru ptaszczyzyp w.

Zadanie1l. Danajest liczba catkowita dodatnian oraz zbior M, zlozory z n?+1
roznych liczb catkowitych dodatnichi majacy nasepupca wltasnde:
wsrod n+1 liczb dowolnie wybrarych ze zbioru M znajduje sie
para liczb, z ktorych jedna dzieli sie przez druga. Udowodnic, ze
w zbiorze M istnieja rozne liczby aj,ay, ... ,an+1 Spetniagce warunek:
dlai=1,2,...,n liczba & dzieli sie przez aj .

Rozwazanie
Niech k€ M. Oznaczmy przez d(k) najwieksa liczbe naturala ¢, dla
ktorej istniejp rozne liczby a3 =Kk, ap, az, ..., a spelniagce warunek: dla

i=12...,/-1 liczba & dzieli sie przeza;1.

Przyp&tmy, zetezazadanianie jestspetniona.To oznaczaze dla dowolnego
ke M mamy 1< d(k) <n. Wobwczasna mog zasadyszufladiowej, istniep
takie rozne liczby ky, Kk, ..., kny1, z€

d(k]_) = d(kz) =...= d(kn+1) =m.

Z zalazeh zadaniawynika, ze dla pewnych roznych liczb s, t zachodzi
podzieln&t ks | k. Warunekd(ks) = m oznacza,ze istniep liczby a; = ks, ap,



.., am spetniagce: dlai=1,2,... ,m-1 liczba g dzieli sie przeza;;1. Jednak
wtedy liczby by =k, bo=a; =ks, b3=ap, ... , bnr1 = am spetniag warunek:
dlai=1,2,...,m liczbab; dzieli sie przezb;;. To dovodzi, ze d(k;) > m+1
wbrew zatazeniu, ze d(k) = m.

Otrzymalbmy sprzeczngt.

Zadanie12. W trojkacie ostrokatnym ABC punkty D, E, F leza odpowiednio na
bokach BC, CA, AB. Okregi opisanena trojkatach AEF, BFD, CDE
przecinag sie w punkcie P. Udowodnic, ze jezeli

PD BD PE CE PF _AF
PE AE’ PF BF’ PD CD’
to AD, BE, CF sa wysokosciami trojkata ABC.

Rozwazanie

Wykorzystamynasepupce

Twierdzenie

Wysokosci AD, BE, CF trojkata ABC przecinag sie w punkcie H. Punkty
K, L, M sa odpaviednio srodkami bokow BC, CA, AB. Punkty X, Y, Z sa
odpawviednio srodkamiodcinkbow AH, BH, CH. Wowczasnasepupce punkty:
D, E,F, K, L M, X,Y, Z leza na jedrym okregu (rys. 1).

Okrag ten nazyva sie okregiem dziewvieciu punkbw trbjkata ABC.

B—5——%¢" c
rys. 1
Z powyzszeo twierdzeniawynika, ze jesli okrag przehodacy przezsrodki

bolkow trojkata ostrokatnegyo ABC przecinaobwdd tego trbjkata po raz drugi
w punktad D, E, F, to punktyD, E, F sa spodkamiwysolosci trojkata ABC.

Przysepujemy do rozwiazaniazadania.
Na potprostej FA~ odktadamy taki punkt Q, aby zachodzitanasepupca
rowncst katow: $FPQ= JEPC (rys. 2).

10



c

rys. 2
Punkty A, E, P, F leza na jedrym okregu, wiec <QFP = JCEP.
Z powyzszych rowndsci wynika, ze tréjkaty PQF oraz PCE sa podobne.
Zatem

PF _ PQ
PE PC’

Ponadto < FPE = $QPC. Z dwoch ostatnich rowndsci wynika, ze trojkaty
PFE oraz PQC sa podobne.Z zalezndsci w tresci zadaniaoraz z podobidistwa
trojkatow PQF, PCE otrzymujemy

BF PF QF

CE PE CE’
skad BF = QF. Zatem punkt F jest srodkiem odcinka BQ.

Niech K bedzie srodkiem boku BC. Waoweczas proste KF oraz CQ sa
rownolegte. Zatem kat EFK jest rowny katavi pomiedzy prostymi FE oraz
CQ. Natomiastna mocgy podobidistwa trojkatow PFE oraz PQC, kat pomiedzy
prostymi FE oraz CQ jest rowny katavi pomiedzy odcinkamiPE i PC, czyli
katavi EPC. Punkty E, P, D, C leza na jedrym okregu, skad wynika rownast
JEPC = YEDC.

Z powyzszychrozwazah uzyskujemyzalezndst ¥ EFK = < EDC. Dowodzi
ona, ze punkty D, K, E, F leza najedrym okregu, niezal&nie od tego, z ktorej
strory punktu K lezy punkt D. Jezeli K =D, to okrag opisaly na trojkacie
DEF jest styczry do prostejBC w punkcieD.

Innymi stowy: okrag opisaly na trojkacie DEF przechodziprzez punkt D
oraz Srodek boku BC i nigdzie indziej nie przecinaprostej BC. Analogicznie
dowodzimy ze ten samokrag przechodziprzezsrodki pozostatychbokow. Poza
punktamiD, E, F orazSrodkamibokow trojkata ABC okrag ten nie ma punkbw
wspblnych z obwodem trojkata ABC.

Wykazalsmy wiec, ze okrag przechodacy przezsrodki bokdow trojkata ABC
przecinajego obwdd po raz drugi w punktachD, E, F. To z& dowodzi, ze
proste AD, BE, CF sa wysokosciami trojkata ABC.

11



Zadania z XL Miedzynamdowej Olimpiady Matematycznej
Bukareszt(Rumunia),16—17 lipca 1999r.

1. Wyznaczg¢ wszystkie zbiory skohczoneS na ptaszczynie, ztozone z co
najmniejtrzechpunkbw i spetniagce nasepupoy warunek: Dla kazdych dwoch
roznych punkbw A i B zbioru S, symetralnaodcinka AB jest osia symetrii
zbioru S.

2. Niech n > 2 bedzie ustalom liczba naturalma.
(a) Wyznacz¢ najmniejsa stah C taka, ze niertbwnast

s it <c($x)

zachodzidla dowolnych Iiczb rzeczywistychxy, o, ... , X, > 0.
(b) Dla tej statejC ustali, kiedy zachodzirobwndt.

3. Rozwezmy plansz kwadrateva nx n, gdzie n jest dara dodatna liczba
catkowita parzysa. Planszgestpodzielonanan? kwadrabw jednostiowych. Dwa
roznekwadratyplanszysa przylagte, gdy majawspolny bok. N kwadrabw planszy
zostatowyrbdzniorych w taki spo®b, by kazdy kwadratplanszy(wyrozniory lub
nie) byt przylegly do co najmniejjedngo kwadratuwyréznioneyo. Wyznaczg
najmniejsa mozliwa wartcst N.

4. Wyznaczyg wszystkietakie pary (n,p) liczb catkowitych dodatnich,ze:
p jest liczba pierwsa, n < 2p oraz (p—1)"+1 dzieli sie przeznP1.

5. Okregi ', i ', sa potozone wewnatrz okregu I' i sa odpawiednio styczne
do " w rbznych punktachM i N. Okrag "1 przechodziprzezSrodekokregu I,.
Prostaprzechodaca przez punkty przececia okregdbw ' i ', przecinaokrag
I w punktachA i B. ProsteMA i MB przecina@ "1 odpaviednio w punktach
C i D. Udowodni¢, ze prostaCD jest stycznado okregu I».

6. Wyznaczyg wszystkietakie funkcje f: R —+ R, ze
f(x=1(y)) = £(f(y) +xf(y) + f(X) —
dla wszystkichx,y € R.

Zadania z XXII Austriacko-Polskich Zawodow Matematycznych
Spittal/Drau (Austria), 30 czerwca-2 lipca 1999r.

1. Niechn bedzieliczba catkowita dodatn@ i niechM ={1,2,... ,n}. Wyzna-
czyt liczbe uporadkowanych szstekzbiorow (A, Ay, Az, A4, As, As) spetniag/ch
nasepupce dwa warunki:

(a) zbiory Aq,Ay,...,As sa (niekoniecznierbznymi) podzbioramizbioru M;
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(b) kazdy elementzbioru M albo nie nalezy do zadngo, albo nalezy do do-
ktadnie trzech, albo nalezy do wszystkichszéciu zbiorow Aq, Ao, ..., As.

2. Wyznaczg¢ najwieksa liczbe rzeczywisa C; i najmniejsa liczbe rzeczy-
wista C, takie, ze dla dowolnych liczb rzeczywistychdodatnicha, b, c, d, e
zachoda nasepupce nierdwndsci

a b c d e

C
atb bic crd dre era 2

Ci<

3. Dana jest liczba naturalnan > 2. Wyznaczg wszystkie takie uktady
n funkcji (fq,fo,...,f,), gdzie fi: R —» R dla kazdego i = 1,2,...,n, ze dla
dowolnych liczb rzeczywistychx, y spetnionesa nasepupce rowndsci:
f1(x) — f2(x) f2(y) + fa(y) =0
f2(x) — fa(x) fa(y) + f2(y?) = 0

4. Dary jest trojkat ABC. Przez punkt P lezacy wewnatrz trojkata ABC

provadzimy trzy prostek, |, m w taki spo$b, ze:

(a) prosta k przecina proste AB i AC odpaviednio w takich punktach A
i Ao (Al 75 Az), ze PA, = PA;

(b) analogicznie prosta | przecina proste BC i BA odpaviednio w takich
punktachB; i By (B; # By), ze PB; = PBy;

(c) analogicznie prosta m przecina proste CA i CB odpaviednio w takich
punktachCl i C (C]_ #Cz), ze PC, = PCo.

Udowodnic, ze prostek, I, m sa przez te warunki wyznaczonejednoznacznie.
Wyznaczyg punkt P (i udovodnic, ze jest tylko jedentaki punkt), dla ktérego
trojkaty AA1A,, BB1B,, CC1C, maja rébwne pola.

5. Ciag liczb catkowitych (a,) spetnianasepup@ zalezndt rekurengjna:
an+1 = a3+ 1999
dlan=1,2,... . Udowodnki, ze istnieje co najwyzej jednawartcst n, dla ktorej
a, jest kwadratemliczby catkowite;.
6. Rozwiaz& nasepupgy uktad rownah

X XXno1+X4_ =1 (n=1,2,...,1999
Xo = X1999
w zbiorze liczb rzeczywistychnieujemiych.
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7. Wyznaczyg wszystkietakie pary (x,y) liczb catkowitych dodatnich,ze
XY =y

8. Danajest prostag i punkty P, Q, S lezace po tej samej stronie tej
prostej. Punkty M i N leza na prostejg, przy czym PM L g i QN _L g. Punkt
S lezy miedzy prostymi PM i QN. PonadtoPM =PSi QN = QS Symetralne
odcinkbow SM i SN przecinag sie w punkcie R Prosta RS przecina okrag
opisaty na trojkacie PQR w punkcie T réznym od R. Udowodni, ze punkt S
jest srodkiemodcinka RT.

9. Punktemkratovym nazywamy punktptaszczyzy majacy obie wspbtrzedne
catkowite. Rozwazamy nastpup@ gre jednoosobwa. Pozycjaw grze sklada
sie ze skohczongo zbioru zaznaczoych punkbw kratavych i ze skohczongo
zbioru odcinkbw spetniaggych nasepupce warunki:

(a) konce kazdego zaznaczorgo odcinka sa zaznaczoymi punktami krato-
wymi;

(b) kazdy zaznaczoy odcinek jest rownolegty do jednej osi uktadu wspot-
rzedrych lub do jednej z dwoch prostycho rébwnaniachy = x, y= —x;

(c) kazdy zaznaczoy odcinek zawiera doktadnie 5 punkbw kratovych i kaz-
dy z tych punkbw jest zaznaczoy

(d) dowolne dwa zaznaczoneodcinki maja co najwyzej jeden punkt wspdlny.

Ruch w grze polegga na zaznaczeniunovego punktu kratovego, a nasepnie
zaznaczeniwdcinkaw taki spo®b, by powstata nowa pozycjaw grze. Roz-
strzygrat, czyistniejetakapozycjapocatkowaw grze,zemozliwe jestwykonanie
nieslohczongo ciagu ruchow.

X Zawody Matematyczne Panstw Battyckich
Reykjavik (Islandia), 6 listopadal999

1. Wyznaczg wszystkie liczby rzeczywistea, b, c, d spetiaace uktad
rownan:
abc+ab+bc+cat+a+b+c=1
bcd+ bc+cd+db+b+c+d=9
cda+cd+da+ac+c+d+a=9
dab+da+ab+bd+d+a+b=9

2. Wyznaczg wszystkie liczby catkowite dodatnien o tej wlasndci, ze
pierwiastektrzecigyo stopniaz n powstaje przezodrzucenigrzechostatnichcyfr
rozwiniecia dziesgtneyo liczby n.

3. Wyznaczg wszystkietakie liczby catkowite n> 3, ze nierbwnast

@ tapagt...+a& 1@ +aa <0
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zachodzidla wszystkichliczb rzeczywistychay, ay, ... ,a, spetniapcych rowndst
yt+a+...+a,=0.

4. Dla liczb rzeczywistychdodatnichx, y okreslamy

—mi y
f(x,y) = min (x, x2+y2) .
Udowodnic, ze istnieja takie liczby xo, Yo, ze f(x,y) < f(Xo,Yo) dla wszystkich
liczb dodatnichx, y. Wyznacz¥ f(xo,Yo)-

5. Stycznaw punkcie o wspotrzedrych (a,b) do okregu x> +y> =1 ma
z parabch y = x*+ 1 doktadnie jeden punkt wspolny. Wyznaczg wszystkie
punkty (a,b) o powyzszejwlasnaci.

6. Jakajest najmniejszaliczba ruchow, ktora potrzeluje skoczek szachavy,
aby przegt z jedneyo naraznika szachwnicy nx n (gdzie n > 4) do naranika
przeciwleytego?

7. Dwa rézne pola szachwnicy 8x 8 nazwiemysasiadugcymij jezeli maja
wspolny bok lub wspblny wierzchotek. Rozstrzygat, czy jestmozliwe, aby krol
szachavy zaczynaic od penvnego pola szachwnicy 8 x 8 odwiedzit wszystkie
pola doktadnieraz wedtugnasepupcejreguty: W kazdym etapiepodtozy (liczac
od trzeciggo odwiedzongo pola) krol stoi na polu sasiadugcym z parzysa liczba
pol, ktére juz odwiedzit.

8. Mamy do dyspozycji 1999 monet, z ktérych kazde dwie maja
rozny ciezar Dysponujemy urzadzeniem, ktore pozwala sp&ésrod dowolnych
trzech monetwskaz& te, ktbrej ciezar zawiera sie pomiedzy ciezarami dwbch
pozostatych. Dowiest, ze monetatysiecznapod wzgledem ciezaru moze byt
wyznaczonaprzez naszeurzadzenie stosavane nie wiecej niz 1000000 razy
Udowodnic, ze za pomo@ tego urzadzeniamiejsce w ciagu ciezatbw mozna
wyznaczyg tylko dla tej monety

9. Szeécian o krawedzi 3 podzielonona 27 szeciarbw jednostiowych,
ktore ponumerwvano w spo®b dowolny liczbami 1,2,...,27. Tworzymy 27
mozliwych sumw poszczgolnych rzedach(jest dziewiet takich sumw kazdym
z trzech kierunkow rownolegtych do krawedzi szécianu, kazda sumao trzech
skfadnikach).Co najwyzej ile spasrod tych 27 summoze byt liczba nieparzysa?

10. Czy mozna koto o promieniul (taczniez brzegiem) rozdzielt na trzy
takie podzbiory ze zadenz nich nie zawiera dwoch punkbw odlegtych o 1?

11. Na pfaszczynie dane sa cztery punkty z ktérych zadnetrzy nie sa
wspbtliniowe. Udowodnic, ze istnieje taki okrag przechodacy przeztrzy z tych
punkbw, ze czwarty punkt lezy na okregu lub w jego wnetrzu.
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12. W trojkacie ABC zachodzirownost 2AB= AC+ BC. Udowodnic, ze
nasepupcecztery punkty: srodekokregu wpisango w tentrojkat, sSrodekokregu
opisango oraz srodki bokow AC i BC, leza na jedrym okregu.

13. W trojkacie ABC dwusiecznekatbw A i B przecinag boki BC i CA
odpaviednio w punktachD i E. PonadtoAE+BD = AB. Wyznaczg miare
kata C.

14. W trojkacie rownoramiengm ABC rowne sa boki AB i AC. Punkty D i
E leza odpaviednio na bokachAB i AC. Prostaprzechodaca przez punkt B i
rownolegta do AC przecinaprosa DE w punkcie F. Prostaprzechodacaprzez
punkt C i rownolegta do AB przecinaprosi DE w punkcie G. Dowie&, ze
[DBCG] AD
[FBCE] ~ AE’
gdzie [PQR$ oznaczapole czworokata PQRS

15. W trojkacie ABC zachodzi 4C = 60° oraz AC < BC. Punkt D lezy
na boku BC i spetniaBD = AC. Bok AC przedhzono do punktu E tak, aby
AC =CE. Udowodnic, ze AB=DE.

16. Znalezt najmniejsa liczbe catkowita dodatna k, ktbra moznaprzedstwic
w postacik = 19" — 5™ dla pewnych liczb catkowitych dodatnichm, n.

17. Czy istniejetaki skohczory ciag liczb catkowitych cy,¢o,... ,cn, ze kazda
z liczb a+cy, a+cy, ..., a+cC, jest pierwszadla wiecej niz jednej, ale tylko
dla skohczeniewielu réznych liczb catkowitych a?

18. Liczba catkowita dodatniam daje z dzieleniaprzez4 resze 2. Dowiest,
Ze istnieje co najwyzej jedenrozklad m= ab, gdziea, b sa liczbami catkowitymi

dodatnimi spetniagoymi
0<a—b<y/5+4v4m+1.

19. Dowie&t, ze istnieje nieslonczenie wiele takich liczb catkowitych
dodatnich parzystychk, ze dla kazdej liczby pierwszej p liczba p?>+k jest
zlozona.

20. Liczby a, b, ¢, d sa pierwszeoraz spetniag warunkia > 3b > 6¢ > 12d,
a2 — b? +c? —d? = 1749. Wyznaczg wszystkie wartdsci wyrazenia

a+b%+c?+d>.
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