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http://www.impan.gov.pl/~olimp


Rozwi �azania zadań konkursowych
zawodów stopnia pierwszegoLI Olimpiady Matematycznej

Zadanie1. Dana jest liczba naturalna n � 3. Udowodníc, że suma szésciańow
wszystkich liczb naturalnych mniejszych od n, wzgl  ednie pierwszych
z n, dzieli si  e przez n.

Rozwi �azanie
Każda liczba naturalnamniejszaod n i wzgl �ednie pierwszaz n jest równa

k lub n ! k, gdzie k jest pewn �a liczb �a naturaln�a mniejsz�a od n" 2 i wzgl �ednie
pierwsz�a z n. Zatem danaw zadaniusumaszésciańow jest równa

∑
1 # k $ n% 2&

k ' n ( ) 1

k3 *,+ n ! k - 3 . ∑
1 # k $ n% 2&

k ' n( ) 1

n3 ! 3kn2 * 3k2n . n / ∑
1 # k $ n% 2&

k ' n( ) 1

n2 ! 3kn * 3k2 0
a wi �ec jest podzielnaprzez n.

Zadanie2. W trójk  acie ostrok  atnym ABC spełniony jest warunek1 2
ACB 3 2

1 2
ABC 4

Punkt D leży na boku BC, przy czym
1 2

BAD 3 1
2
1 2

ABC. Dowieść, że5
12 1

BD
3 1

AB 6 1
AC
4

Rozwi �azanie
Wykażemy, że równósć (1) jest prawdziwa dla dowolnego trójk �ata ABC,

niekoniecznieostrok �atnego.
Niech E b �edzietakim punktempółprostejBC 7 , że AD jest dwusieczn�a k �ata

BAE (rys. 1 i 2).

A

B CD E
rys. 1

A

B CD E

rys. 2

Wówczas 8 - EBA . 8 - EAB 9 Jėzeli punkt E leży na boku BC (rys. 1), to8 - AEC . 2 8 - ABC . 8 - ACE 9
Jésli natomiastpunkt E nie leży na boku BC (rys. 2), to8 - AEC . 180:;! 2 8 - ABE . 180:<!�8 - ACB . 8 - ACE 9
Zatemw obu przypadkachBE . AE . AC. Na mocy twierdzeniao dwusiecznej
otrzymujemy

BD
AB

* BD
AC

. DE
AE

* BD
AE

. BE
AE

. 1 0
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co nalėzało udowodníc.

Zadanie3. Suma liczb dodatnicha, b, c równa jest 1. Udowodníc, że

a2 6 b2 6 c2 6 2 = 3abc > 1 4
Rozwi �azanie

Wystarczy dowieść, że dla dowolnych liczb dodatnich a, b, c zachodzi
nierównósć

a2 * b2 * c2 * 2 ? 3abc+ a * b * c-A@ + a * b * c- 2 9
Przekształcaj�ac równoważnie powyższ �a zalėznósć otrzymujemy? 3abc+ a * b * c-A@ ab * bc * ca 9
Wykonuj �ac podstawienie x . bc, y . ca, z . ab, sprowadzamy dowodzon�a
nierównósć do postaci ? 3 + xy * yz * zx-A@ x * y * z 9
Podnosz�ac do kwadratu obie strony ostatniej nierównósci i przekształcaj�ac
równoważnie otrzymujemy

xy * yz * xz @ x2 * y2 * z2 lub + x ! y- 2 *,+ y ! z- 2 *B+ z ! x- 2 C 0 0
co jest prawd �a.

Zadanie4. Każdy punktokr  egu jestpomalowany jednym z trzechkolorów. Dowieść,
że pewne trzy punkty jednego koloru s  a wierzchołkami trójk  ata rów-
noramiennego.

Rozwi �azanie
Niech A1

0 A2
0 9D9D9 0 A13 b �ed �a wierzchołkami dowolnego 13-k �ata foremnego

wpisanego w dany okr �ag. Wykażemy, że wśród dowolnych pi �eciu wierzchołḱow
tego 13-k �ata znajd �a si �e trzy b �ed �ace wierzchołkami trójk �ata równoramiennego.
Ponieważ wśród dowolnych trzynastupunkt́ow danego okr �egu zawsze znajdzie
si �e pi �eć pomalowanych tym samymkolorem, zadaniezostanierozwi �azane.

Przypúsćmy wi �ec, że udało si �e tak wybrác pi �eć wierzchołḱow spósród
A1
0 A2
0 9D9D9 0 A13, że żadnetrzy spósród wybranych punkt́ow nie tworz �a trójk �ata

równoramiennego.
Załóżmy najpierw, że wśród wybranych punkt́ow nie ma dwóch s �asiednich

wierzchołḱow 13-k �ata A1A2 9D9D9 A13. Wówczaswśród wybranych punkt́ow znaj-
dziemy dwa oddzielone dokładnie jednym wierzchołkiem, który nie został
wybrany. Bez szkody dla ogólnósci rozumowania, możemy przyj �ać, że s �a
to A1 i A3. Ponieważ żadne trzy wybrane wierzchołki nie tworz �a trójk �ata
równoramiennego, wi �ec nie zostałwybrany żadenz punkt́ow: A12, A13, A2, A4,
A5 (rys. 1).
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Ponieważ trójk �at A1A6A11 jest równoramienny, wi �ec co najmniej jeden
z wierzchołḱow A6, A11 nie zostałwybrany. Bez straty ogólnósci rozumowania
możemy przyj �ać, że tym wierzchołkiemjest A6. Zatemspósród pi �eciu punkt́ow
A7, A8, A9, A10, A11 dokładnie trzy zostały wybrane,przy czym żadnedwa z
nich nie s �a kolejnymi wierzchołkami13-k �ata A1A2 9D9D9 A13. Musiały wi �ec zostác
wybranepunkty A7, A9, A11. To jednaknie jest możliwe, gdyż punkty te tworz �a
trójk �at równoramienny (rys. 2). Otrzymalísmy sprzecznósć.

Pozostałdo rozpatrzeniaprzypadek,w którymwśród wybranych wierzchołḱow
znajduj �a si �e dwa s �asiednie,powiedzmy A1 i A2. Oznaczato, że nie został
wybrany żadenz wierzchołḱow: A13, A3, A8 (rys. 3).E E E E EEEEEEE
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rys. 4

Ponieważ trójk �aty A2A4A6, A1A6A11, A11A1A4 s �a równoramienne,wi �ec został
wybrany co najwyżej jedenz punkt́ow: A4, A6, A11. Analogiczniestwierdzamy,
że zostałwybrany co najwyżej jedenz punkt́ow: A5, A10, A12. Zatemwybrany
być musiałco najmniejjedenz punkt́ow A7, A9. Bezstratyogólnósci przyjmijmy,
że został wybrany punkt A7 (rys. 4). Równoramiennósć trójk �atów: A1A4A7,
A2A10A7, A2A11A7 oraz A2A12A7 dowodzi, że nie wybrano punkt́ow: A4, A10,
A11 oraz A12.
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Zatemwśród wybranych pi �eciu punkt́ow musz�a być dwa spósród A5, A6, A9.
Z uwagi na równoramiennósć trójk �ata A5A6A7 wybrany mógł być tylko jedenz
punkt́ow A5, A6. Zatemwybranym punktemjest A9 (rys. 5). To z kolei oznacza,
że nie został wybrany punkt A5, gdyż trójk �at A5A7A9 jest równoramienny.E E E E EEEEEEE
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rys. 6

Tak wi �ec pi �atym z wybranych punkt́ow musi być A6, co daje sprzecznósć, gdyż
trójk �at A9A1A6 jest równoramienny (rys. 6).

Tym samymwykazalísmy, że wybór pi �eciu wierzchołḱow 13-k �ata, z których
żadne trzy nie wyznaczaj�a trójk �ata równoramiennego, nie jest możliwy, co
kończy rozwi �azaniezadania.

Zadanie5. Wyznaczýc wszystkiepary
5
a H b2 liczb naturalnych, dla których liczby

a3 6 6ab 6 1 i b3 6 6ab 6 1 s  a széscianami liczb naturalnych.
Rozwi �azanie

Niech a i b b �ed �a liczbami spełniaj�acymi warunki zadania.Bez szkody dla
ogólnósci rozumowania możemy załȯzyć, że a @ b. Wówczas

b3 8 b3 * 6ab * 1 @ b3 * 6b2 * 1 8 b3 * 6b2 * 12b * 8 .I+ b * 2- 3 9
Skoro liczba b3 * 6ab * 1 jest széscianemliczby całkowitej, to musi zachodzíc
równósć+ 1- b3 * 6ab * 1 .J+ b * 1- 3 0
Przekształcaj�ac równoważnie powyższy zwi �azek otrzymujemypo kolei

b3 * 6ab * 1 . b3 * 3b2 * 3b * 1

2ab . b + b * 1-
b . 2a ! 1(2)

Pozostajerozstrzygn�ać, dla jakich par + a 0 b- spełniaj�acych warunek + 2- liczba

a3 * 6ab * 1
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jest széscianemliczby całkowitej. Na mocy zalėznósci (2) powyższaliczba jest
równa a3 * 12a2 ! 6a * 1. Z nierównósci

a3 @ a3 * 6a2 ! 6a 8 a3 * 12a2 ! 6a * 1 8 a3 * 12a2 * 48a * 64 .�+ a * 4- 3
wynika, że jeżeli liczba a3 * 12a2 ! 6a * 1 jest széscianemliczby całkowitej,
to jest ona równa + a * 1- 3, + a * 2- 3 lub + a * 3- 3. Nalėzy wi �ec rozważyć trzy
przypadki:

(a) a3 * 12a2 ! 6a * 1 .I+ a * 1- 3 9
Wówczasotrzymujemy 9a2 ! 9a . 0 0 sk �ad a . 0 lub a . 1.

(b) a3 * 12a2 ! 6a * 1 .I+ a * 2- 3 9
St �ad mamy 6a2 ! 18a ! 7 . 0 9 Uzyskanerównanienie ma rozwi �azán w liczbach
całkowitych, gdyż lewa stronanie jest podzielnaprzez 3, a prawa jest.

(c) a3 * 12a2 ! 6a * 1 .I+ a * 3- 3 9
Wtedyuzyskujemy3a2 ! 33a ! 26 . 0 9 Podobniejak w przypadku(b), otrzymane
równanienie ma rozwi �azán w liczbach całkowitych, gdyż lewa stronanie jest
podzielnaprzez 3, a prawa jest równa 0.

Ostatecznieznalézliśmy tylko jedn �a par�e + a 0 b- .I+ 1 0 1- spełniaj�ac �a warunki
zadania.
Zadanie6. Punkt X leży wewn  atrz lub na brzegu trójk  ata ABC, w którym k  at C

jest prosty. Punkty P, Q i R s  a odpowiednio rzutami punktu X na
boki BC, CA i AB. Udowodníc, że równósć

AR K RB 3 BP K PC 6 AQ K QC

zachodziwtedy i tylko wtedy, gdy punkt X leży na boku AB.
Rozwi �azanie

Wprawad́zmy dla zwi �ezłósci zapisunast�epuj �ace oznaczenie:

w . 2 / + AR / RB ! BP / PC ! AQ / QC -L9
Nalėzy wykazác, że w . 0 wtedy i tylko wtedy, gdy XR . 0.

Na mocy twierdzeniaPitagorasaotrzymujemyzalėznósć (rys. 1):+ AR * RB- 2 .I+ AQ * QC - 2 *,+ CP * PB- 2 9
Przekształcaj�ac równoważnie powyższ �a równósć uzyskujemypo kolei:

w . AQ2 * QC2 * CP2 * PB2 ! AR2 ! RB2

w . AQ2 * PX2 * QX2 * PB2 ! AR2 ! RB2

w . AX2 * BX2 ! AR2 ! RB2

w . 2XR2

A

BC P

Q
R

X

rys. 1

Z ostatniej równósci wynika natychmiast,że w . 0 wtedy i tylko wtedy, gdy
XR . 0.
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Zadanie7. Wykazác, że dla dowolnej liczby całkowitej dodatniej n i dowolnej
liczby t M 5 12 H 12 istniej  a takie liczby a H b M 5 1999H 20002 , że

1
2an 6 1

2bn 1,N ta 6 5 1 O t
2
bP n 4

Rozwi �azanie
Niech c . 3999" 2. Liczb a, b szukamyw postacia . c * x, b . c ! x, gdzie

x Q + 0 0 12 - . Wówczas+ ta *,+ 1 ! t - b- n ! 1
2an ! 1

2bn ..R+ ct * tx *,+ 1 ! t - c ! + 1 ! t - x- n ! 1
2
+ c * x- n ! 1

2
+ c ! x- n ..R+ c *,+ 2t ! 1- x- n ! 1

2
+ c * x- n ! 1

2
+ c ! x- n ..R+ c * sx- n ! 1

2
+ c * x- n ! 1

2
+ c ! x- n 0

gdzie s . 2t ! 1 S 0. Po rozpisaniuze wzoru dwumianowego Newtona ostatnie
wyrażenie przyjmuje postác+ 1- w + x- . sx * x2p + x- 0
gdzie p + x- jest pewnym wielomianem.

Chcemywykazác, że dla pewnej liczby y Q + 0 0 12 - , liczba w + y- jest dodatnia.
Z równósci (1) wynika, że

lim
x7 0

w + x-
x
. s S 0 9

Zatem istnieje taka liczba y Q + 0 0 12 - , że wyrażenie w + y-D" y, a co za tym idzie
równiėz wyrażenie w + y- , ma wartósć dodatni�a. To zás kończy dowód.

Zadanie8.Liczby c
5
n H k2 s  a okréslone dla liczb całkowitych nieujemnych n � k

w ten spośob, że zachodz a równósci:

c
5
n H 02 3 c

5
n H n2 3 1 dla każdej liczby n � 0 H

c
5
n6 1 H k2 3 2kc

5
n H k2 6 c

5
n H k O 12 dla n � k � 1 4

Dowieść, że c
5
n H k 2 3 c

5
n H n O k2 dla n � k � 0.

Rozwi �azanie
Niech f b �edzie funkcj �a okréslon �a na zbiorze liczb całkowitych nieujemnych

zdefiniowan �a wzorami:

f + 0- . 1 0 f + m- .J+ 21 ! 1- + 22 ! 1-L/D/D/ + 2m ! 1- dla m C 1 9
Niech ponadto

a + n 0 k - . f + n-
f + k - f + n ! k - dla n C k C 0 9

Wówczas a + n 0 k - . a + n 0 n ! k - . Wykażemy, że a + n 0 k - . c + n 0 k - .
Ponieważ warunki dane w trésci zadaniawyznaczaj�a jednoznacznieliczby

c + n 0 k - , wi �ec wystarczydowieść, że liczby a + n 0 k - spełniaj�a te samewarunki.
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Oczywíscie a + n 0 0- . a + n 0 n- . 1. Ponadto

2ka + n 0 k - * a + n 0 k ! 1- . 2k f + n-
f + k - f + n ! k - * f + n-

f + k ! 1- f + n ! k * 1- .. 2k f + n- + 2n T k U 1 ! 1-
f + k - f + n ! k - + 2n T k U 1 ! 1- * f + n- + 2k ! 1-

f + k ! 1- + 2k ! 1- f + n ! k * 1- .. f + n-V/ 2k + 2n T k U 1 ! 1- *B+ 2k ! 1-
f + k - f + n ! k * 1- .

. f + n-V/ 2nU 1 ! 1
f + k - f + n* 1 ! k - . f + n* 1-

f + k - f + n* 1 ! k - . a + n* 1 0 k - 0
co dowodzi, że a + n 0 k - . c + n 0 k - .
Zadanie9. Dane s  a takie liczby całkowite dodatnie m i n, że mn W m2 6 n2 6 m.

Wykazác, że m jest kwadratemliczby całkowitej.
Rozwi �azanie

Niech d b �edzie najwi �ekszymwsṕolnym dzielnikiem liczb m i n. Wówczas
d2 X mn, a zatemd2 X m2 * n2 * m. St �ad wobec podzielnósci d2 X m2 oraz d2 X n2

otrzymujemyd2 X m.

Z drugiej strony, m X m2 * n2 * m, sk �ad uzyskujemypodzielnósć m X n2. Zatem
m jest wsṕolnym dzielnikiem liczb n2 i m2. To oznacza,̇ze najwi �ekszywsṕolny
dzielnik liczb m2 i n2, który jest równy d2, jest podzielny przez m. Wobec
wyżej udowodnionej podzielnósci d2 X m otrzymujemym . d2.

Zadanie10. W przestrzenidanes  a trzy wzajemnieprostopadłewektory jednostkoweOZY
OA,

O[Y
OB,

O\Y
OC. Niech ω b  edziepłaszczyzn a przechodz ac  a przezpunkt O,

zás A] , B] , C] – rzutami punkt́ow A, B, C odpowiednio na płaszczyzn e
ω. Wyznaczýc zbiór wartósci wyrażenia5
12 5

OA] 2 2 6 5 OB] 2 2 6 5 OC] 2 2
dla wszystkich płaszczyznω.

Rozwi �azanie

Wykażemy, że wartósć wyrażenia (1) jest równa 2, niezalėznie od wyboru
płaszczyzny ω.

Niech ω b �edzie dowoln �a płaszczyzn�a przechodz�ac �a przez punkt O, zás π
płaszczyzn�a zawieraj �ac �a punkty O, A, B. Oznaczmyprzez ^ wsṕoln �a prost �a
płaszczyznπ i ω. Niech X, Y b �ed �a rzutamiprostok�atnymi odpowiednio punkt́ow
A, B na prost �a ^ . Wówczas,niezalėznie od położenia punkt́ow A, B wzgl �edem
prostej ^ (rys. 1 i 2),8 - OAX . 90:;! 8 - AOX . 8 - BOY . α 9
8



A

B

X YO _
rys. 1

A

B

X
Y

O _
rys. 2

St �ad+ 2- AX2 * BY2 . cos2α * sin2α . 1 9
Ponadto 8 - AXA� . 8 - BYB� . (k �at pomi �edzy płaszczyznamiπ i ω) . β 9 Zatem
na mocy równósci (2),+ AA� - 2 *,+ BB� - 2 . AX2sin2β * BY2sin2β . sin2 β 9
Na mocy twierdzeniaPitagorasaoraz powyższej równósci otrzymujemy+ 3- + OA� - 2 *B+ OB� - 2 . 2 ! + AA� - 2 ! + BB� - 2 . 2 ! sin2 β 9
Wektor

!a
ÒC jest prostopadłydo płaszczyzny π, sk �ad 8 - COC� . 90: ! β. Zatem+ 4- + OC� - 2 . cos2 + 90:;! α - . sin2β 9

Dodaj �ac stronamirównósci (3) i (4) uzyskujemy+ OA� - 2 *B+ OB� - 2 *,+ OC� - 2 . 2 0
niezalėznie od wyboru płaszczyzny ω.

Zadanie11. Dana jest liczba całkowita dodatnian oraz zbiór M, złożony z n2 6 1
różnych liczb całkowitych dodatnich i maj  acy nast epuj  ac  a własnósć:
wśród n6 1 liczb dowolnie wybranych ze zbioru M znajduje si  e
para liczb, z których jedna dzieli si  e przez drug  a. Udowodníc, że
w zbiorze M istniej  a różne liczby a1 H a2 Hb4c4b4dH ane 1 spełniaj  ace warunek:
dla i 3 1 H 2 Hc4b4b4dH n liczba ai dzieli si  e przez ai e 1.

Rozwi �azanie
Niech k Q M. Oznaczmy przez d + k - najwi �eksz �a liczb �e naturaln�a ^ , dla

której istniej �a różne liczby a1
. k, a2, a3, 9D9D9 , af spełniaj�ace warunek: dla

i . 1 0 2 0 9D9D9 0 ^g! 1 liczba ai dzieli si �e przez ai U 1.
Przypúsćmy, że tezazadanianie jest spełniona.To oznacza,̇zedla dowolnego

k Q M mamy 1 @ d + k -h@ n. Wówczas na mocy zasadyszufladkowej, istniej �a
takie różne liczby k1

0 k2
0 9D9D9 0 knU 1, że

d + k1 - . d + k2 - . 9D9D9 . d + knU 1 - . m 9
Z załȯzén zadania wynika, że dla pewnych różnych liczb s, t zachodzi

podzielnósć ks
X kt . Warunekd + ks - . m oznacza,że istniej �a liczby a1

. ks, a2,

9



9D9D9 , am spełniaj�ace: dla i . 1 0 2 0 9D9D9 0 m! 1 liczba ai dzieli si �e przezai U 1. Jednak
wtedy liczby b1

. kt , b2
. a1

. ks, b3
. a2, 9D9D9 , bmU 1

. am spełniaj�a warunek:
dla i . 1 0 2 0 9D9D9 0 m liczba bi dzieli si �e przez bi U 1. To dowodzi, że d + kt - C m * 1
wbrew załȯzeniu, że d + kt - . m.

Otrzymalísmy sprzecznósć.

Zadanie12. W trójk  acie ostrok  atnym ABC punkty D, E, F leż  a odpowiednio na
bokach BC, CA, AB. Okr  egi opisanena trójk  atach AEF, BFD, CDE
przecinaj a si  e w punkcie P. Udowodníc, że jeżeli

PD
PE
3 BD

AE
H PE

PF
3 CE

BF
H PF

PD
3 AF

CD
H

to AD, BE, CF s  a wysokościami trójk  ata ABC.

Rozwi �azanie

Wykorzystamynast�epuj �ace

Twierdzenie

Wysokości AD, BE, CF trójk �ata ABC przecinaj�a si �e w punkcie H. Punkty
K, L, M s �a odpowiednio środkami boków BC, CA, AB. Punkty X, Y, Z s �a
odpowiednio środkamiodcinḱow AH, BH, CH. Wówczasnast�epuj �ace punkty:
D, E, F, K, L, M, X, Y, Z leż �a na jednym okr �egu (rys. 1).

Okr �ag ten nazywa si �e okr �egiem dziewi �eciu punkt́ow trójk �ata ABC.

i
i i

A

B C

X

Y Z

M

K

L

D

E

F

H

rys. 1

Z powyższego twierdzeniawynika, że jeśli okr �ag przechodz �acy przezśrodki
boḱow trójk �ata ostrok �atnego ABC przecina obwód tego trójk �ata po raz drugi
w punktach D, E, F, to punkty D, E, F s �a spodkamiwysokości trójk �ata ABC.

Przyst�epujemydo rozwi �azaniazadania.

Na półprostej FA7 odkładamy taki punkt Q, aby zachodziłanast�epuj �aca
równósć k �atów: 8 - FPQ . 8 - EPC (rys. 2).
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A

B C

P

Q

KD

E

F

rys. 2
Punkty A, E, P, F leż �a na jednym okr �egu, wi �ec 8 - QFP . 8 - CEP.

Z powyższych równósci wynika, że trójk �aty PQF oraz PCE s �a podobne.
Zatem

PF
PE

. PQ
PC

9
Ponadto 8 - FPE . 8 - QPC. Z dwóch ostatnich równósci wynika, że trójk �aty
PFE oraz PQC s �a podobne.Z zalėznósci w trésci zadaniaoraz z podobiénstwa
trójk �atów PQF, PCE otrzymujemy

BF
CE

. PF
PE

. QF
CE

0
sk �ad BF . QF . Zatem punkt F jest środkiemodcinka BQ.

Niech K b �edzie środkiem boku BC. Wówczas proste KF oraz CQ s �a
równoległe. Zatem k �at EFK jest równy k �atowi pomi �edzy prostymi FE oraz
CQ. Natomiastna mocy podobiénstwa trójk �atów PFE oraz PQC, k �at pomi �edzy
prostymi FE oraz CQ jest równy k �atowi pomi �edzy odcinkami PE i PC, czyli
k �atowi EPC. Punkty E, P, D, C leż �a na jednym okr �egu, sk �ad wynika równósć8 - EPC . 8 - EDC.

Z powyższych rozważán uzyskujemyzalėznósć 8 - EFK . 8 - EDC. Dowodzi
ona, że punkty D, K, E, F leż �a na jednym okr �egu, niezalėznie od tego, z której
strony punktu K leży punkt D. Jėzeli K . D, to okr �ag opisany na trójk �acie
DEF jest styczny do prostej BC w punkcie D.

Innymi słowy: okr �ag opisany na trójk �acie DEF przechodziprzez punkt D
oraz środek boku BC i nigdzie indziej nie przecinaprostej BC. Analogicznie
dowodzimy, że ten samokr �ag przechodziprzezśrodki pozostałychboków. Poza
punktamiD, E, F orazśrodkamiboków trójk �ataABC okr �ag ten nie ma punkt́ow
wsṕolnych z obwodem trójk �ata ABC.

Wykazalísmy wi �ec, że okr �ag przechodz�acy przezśrodki boków trójk �ata ABC
przecinajego obwód po raz drugi w punktachD, E, F. To zás dowodzi, że
prosteAD, BE, CF s �a wysokościami trójk �ata ABC.

11



Zadania z XL Mi �edzynarodowej Olimpiady Matematycznej
Bukareszt(Rumunia),16–17 lipca 1999 r.

1. Wyznaczyj ć wszystkiezbiory skończoneS na płaszczýznie, złożone z co
najmniej trzechpunkt́ow i spełniaj�acenast�epuj �acy warunek:Dla każdychdwóch
różnych punkt́ow A i B zbioru S, symetralnaodcinka AB jest osi �a symetrii
zbioru S.

2. Niech n C 2 b �edzie ustalon�a liczb �a naturaln�a.
(a) Wyznaczýc najmniejsz�a stał �a C tak �a, że nierównósć

∑
1 k i l j k n

xix j
+ x2

i
* x2

j -m@ C

n
n

∑
i o 1

xi p 4

zachodzidla dowolnych liczb rzeczywistychx1
0 x2
0 9D9D9 0 xn

C 0.
(b) Dla tej stałej C ustalíc, kiedy zachodzirównósć.

3. Rozważmy plansz�e kwadratow �a n q n, gdzie n jest dan �a dodatni�a liczb �a
całkowit �a parzyst�a. Planszajestpodzielonanan2 kwadrat́ow jednostkowych. Dwa
różnekwadratyplanszys �aprzyległe, gdymaj �awsṕolny bok. N kwadrat́ow planszy
zostałowyróżnionych w taki spośob, by każdy kwadratplanszy(wyróżniony lub
nie) był przyległy do co najmniej jednego kwadratuwyróżnionego. Wyznaczýc
najmniejsz�a możliw �a wartósć N.

4. Wyznaczýc wszystkie takie pary + n 0 p- liczb całkowitych dodatnich,że:
p jest liczb �a pierwsz�a, n @ 2p oraz + p ! 1- n * 1 dzieli si �e przez npT 1.

5. Okr �egi Γ1 i Γ2 s �a położonewewn �atrz okr �egu Γ i s �a odpowiednio styczne
do Γ w różnych punktachM i N. Okr �ag Γ1 przechodziprzezśrodekokr �egu Γ2.
Prostaprzechodz�aca przez punkty przeci�ecia okr �egów Γ1 i Γ2 przecinaokr �ag
Γ w punktachA i B. ProsteMA i MB przecinaj�a Γ1 odpowiednio w punktach
C i D. Udowodníc, że prostaCD jest stycznado okr �egu Γ2.

6. Wyznaczýc wszystkie takie funkcje f : rB`�r , że

f + x ! f + y-D- . f + f + y-D- * xf + y- * f + x-�! 1

dla wszystkichx 0 y Qsr .

Zadania z XXII Austriacko-Polskich Zawodów Matematycznych
Spittal/Drau(Austria), 30 czerwca–2 lipca 1999 r.

1. Niechn b �edzieliczb �a całkowit �a dodatni�a i niechM .ut 1 0 2 0 9D9D9 0 nv . Wyzna-
czyć liczb �euporz �adkowanychsźostekzbiorów + A1

0 A2
0 A3
0 A4
0 A5
0 A6 - spełniaj�acych

nast�epuj �ace dwa warunki:
(a) zbiory A1

0 A2
0 9D9D9 0 A6 s �a (niekoniecznieróżnymi) podzbioramizbioru M;

12



(b) każdy elementzbioru M albo nie nalėzy do żadnego, albo nalėzy do do-
kładnie trzech, albo nalėzy do wszystkichszésciu zbiorów A1

0 A2
0 9D9D9 0 A6.

2. Wyznaczyj ć najwi �eksz �a liczb �e rzeczywist�a C1 i najmniejsz�a liczb �e rzeczy-
wist �a C2 takie, że dla dowolnych liczb rzeczywistychdodatnicha, b, c, d, e
zachodz�a nast�epuj �ace nierównósci

C1 8 a
a * b

* b
b * c

* c
c * d

* d
d * e

* e
e * a

8 C2

3. Dana jest liczba naturalnan C 2. Wyznaczýc wszystkie takie układy
n funkcji + f1 0 f2 0 9D9D9 0 fn - , gdzie fi : rw`xr dla każdego i . 1 0 2 0 9D9D9 0 n, że dla
dowolnych liczb rzeczywistychx, y spełniones �a nast�epuj �ace równósci:

f1
+ x-�! f2

+ x- f2 + y- * f1
+ y- . 0

f2
+ x2 -�! f3

+ x- f3 + y- * f2
+ y2 - . 0

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
fk
+ xk -�! fk U 1

+ x- fk U 1
+ y- * fk

+ yk - . 0
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

fn
+ xn -�! f1

+ x- f1 + y- * fn
+ yn - . 0

4. Dany jest trójk �at ABC. Przez punkt P leż �acy wewn �atrz trójk �ata ABC
prowadzimy trzy prostek, l , m w taki spośob, że:

(a) prosta k przecina proste AB i AC odpowiednio w takich punktach A1

i A2 (A1 y. A2), że PA1
. PA2;

(b) analogicznie prosta l przecina proste BC i BA odpowiednio w takich
punktachB1 i B2 (B1 y. B2), że PB1

. PB2;
(c) analogicznieprosta m przecina proste CA i CB odpowiednio w takich

punktachC1 i C2 (C1 y. C2), że PC1
. PC2.

Udowodníc, że prostek, l , m s �a przez te warunki wyznaczonejednoznacznie.
Wyznaczýc punkt P (i udowodníc, że jest tylko jeden taki punkt), dla którego
trójk �aty AA1A2, BB1B2, CC1C2 maj �a równe pola.

5. Ci �ag liczb całkowitych + an - spełnianast�epuj �ac �a zalėznósć rekurencyjn �a:

anU 1
. a3

n
* 1999

dla n . 1 0 2 0 9z9z9 . Udowodníc, że istnieje co najwyżej jednawartósć n, dla której
an jest kwadratemliczby całkowitej.

6. Rozwi �azác nast�epuj �acy układ równán

x2
n
* xnxn T 1

* x4
n T 1

. 1 + n . 1 0 2 0 9D9D9 0 1999-
x0
. x1999

w zbiorze liczb rzeczywistychnieujemnych.
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7. Wyznaczýc wszystkie takie pary + x 0 y- liczb całkowitych dodatnich,że

xxU y . yy T x 9
8. Dana jest prosta g i punkty P, Q, S leż �ace po tej samej stronie tej

prostej. Punkty M i N leż �a na prostej g, przy czym PM { g i QN { g. Punkt
S leży mi �edzy prostymi PM i QN. PonadtoPM . PS i QN . QS. Symetralne
odcinḱow SM i SN przecinaj�a si �e w punkcie R. Prosta RS przecina okr �ag
opisany na trójk �acie PQR w punkcie T różnym od R. Udowodníc, że punkt S
jest środkiemodcinka RT.

9. Punktemkratowym nazywamypunktpłaszczyzny maj �acy obiewsṕołrz �edne
całkowite. Rozważamy nast�epuj �ac �a gr �e jednoosobow �a. Pozycja w grze składa
si �e ze skończonego zbioru zaznaczonych punkt́ow kratowych i ze skończonego
zbioru odcinḱow spełniaj�acych nast�epuj �ace warunki:

(a) końce każdego zaznaczonego odcinka s �a zaznaczonymi punktami krato-
wymi;

(b) każdy zaznaczony odcinek jest równoległy do jednej osi układu wsṕoł-
rz �ednych lub do jednej z dwóch prostycho równaniachy . x, y . ! x;

(c) każdy zaznaczony odcinek zawiera dokładnie5 punkt́ow kratowych i każ-
dy z tych punkt́ow jest zaznaczony;

(d) dowolne dwa zaznaczoneodcinki maj �a co najwyżej jeden punkt wsṕolny.

Ruch w grze polega na zaznaczeniunowego punktu kratowego, a nast�epnie
zaznaczeniuodcinka w taki spośob, by powstała nowa pozycja w grze. Roz-
strzygn�ać, czy istniejetakapozycjapocz �atkowa w grze,żemożliwe jestwykonanie
nieskończonego ci �agu ruch́ow.

X Zawody Matematyczne Państw Bałtyckich
Reykjavik (Islandia), 6 listopada1999

1. Wyznaczýc wszystkie liczby rzeczywistea, b, c, d spełniaj�ace układ
równán: |}}~ }}� abc * ab * bc * ca * a * b * c . 1

bcd * bc * cd * db * b * c * d . 9
cda * cd * da * ac * c * d * a . 9
dab * da * ab * bd * d * a * b . 9

2. Wyznaczýc wszystkie liczby całkowite dodatnie n o tej własnósci, że
pierwiastektrzeciego stopniaz n powstajeprzezodrzucenietrzechostatnichcyfr
rozwini �ecia dziesi�etnego liczby n.

3. Wyznaczýc wszystkie takie liczby całkowite n C 3, że nierównósć

a1a2
* a2a3

* 9D9D9 * an T 1an
* ana1 @ 0
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zachodzidla wszystkichliczb rzeczywistycha1
0 a2
0 9D9D9 0 an spełniaj�acych równósć

a1
* a2

* 9D9D9 * an
. 0.

4. Dla liczb rzeczywistychdodatnichx, y okréslamy

f + x 0 y- . min � x 0 y
x2 * y2 � 9

Udowodníc, że istniej �a takie liczby x0, y0, że f + x 0 y-A@ f + x0
0 y0 - dla wszystkich

liczb dodatnichx, y. Wyznaczýc f + x0
0 y0 - .

5. Styczna w punkcie o wsṕołrz �ednych + a 0 b- do okr �egu x2 * y2 . 1 ma
z parabol�a y . x2 * 1 dokładnie jeden punkt wsṕolny. Wyznaczýc wszystkie
punkty + a 0 b- o powyższej własnósci.

6. Jakajest najmniejszaliczba ruch́ow, któr �a potrzebuje skoczek szachowy,
aby przej́sć z jednego narȯznika szachownicy n q n (gdzie n C 4) do narȯznika
przeciwległego?

7. Dwa różne pola szachownicy 8 q 8 nazwiemys �asiaduj �acymi, jeżeli maj �a
wsṕolny bok lub wsṕolny wierzchołek.Rozstrzygn�ać, czy jest możliwe, aby król
szachowy zaczynaj�ac od pewnego pola szachownicy 8 q 8 odwiedził wszystkie
pola dokładnieraz wedługnast�epuj �acej reguły: W każdym etapiepodŕoży (licz �ac
od trzeciego odwiedzonego pola) król stoi na polu s �asiaduj�acym z parzyst�a liczb �a
pól, które już odwiedził.

8. Mamy do dyspozycji 1999 monet, z których każde dwie maj �a
różny ci �eżar. Dysponujemy urz �adzeniem,które pozwala spósród dowolnych
trzech monet wskazác t �e, której ci �eżar zawiera si �e pomi �edzy ci �eżarami dwóch
pozostałych. Dowieść, że moneta tysi �ecznapod wzgl �edem ci �eżaru może być
wyznaczonaprzez naszeurz �adzeniestosowane nie wi �ecej niż 1000000 razy.
Udowodníc, że za pomoc�a tego urz �adzeniamiejsce w ci �agu ci �eżaŕow można
wyznaczýc tylko dla tej monety.

9. Széscian o kraw �edzi 3 podzielono na 27 szésciańow jednostkowych,
które ponumerowano w spośob dowolny liczbami 1 0 2 0 9D9D9 0 27. Tworzymy 27
możliwych sum w poszczególnych rz �edach(jest dziewi �eć takich sum w każdym
z trzech kierunḱow równoległych do kraw �edzi széscianu,każda sumao trzech
składnikach).Co najwyżej ile spósród tych 27 summoże być liczb �a nieparzyst�a?

10. Czy można koło o promieniu 1 (ł �aczniez brzegiem) rozdzielíc na trzy
takie podzbiory, że żadenz nich nie zawiera dwóch punkt́ow odległych o 1?

11. Na płaszczýznie dane s �a cztery punkty, z których żadne trzy nie s �a
wsṕołliniowe. Udowodníc, że istnieje taki okr �ag przechodz�acy przeztrzy z tych
punkt́ow, że czwarty punkt leży na okr �egu lub w jego wn �etrzu.
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12. W trójk �acie ABC zachodzi równósć 2AB . AC * BC. Udowodníc, że
nast�epuj �aceczterypunkty: środekokr �egu wpisanego w ten trójk �at, środekokr �egu
opisanego oraz środki boków AC i BC, leż �a na jednym okr �egu.

13. W trójk �acie ABC dwusiecznek �atów A i B przecinaj�a boki BC i CA
odpowiednio w punktachD i E. PonadtoAE * BD . AB. Wyznaczýc miar �e
k �ata C.

14. W trójk �acie równoramiennym ABC równe s �a boki AB i AC. Punkty D i
E leż �a odpowiednio na bokachAB i AC. Prostaprzechodz�aca przez punkt B i
równoległa do AC przecinaprost �a DE w punkcieF. Prostaprzechodz�aca przez
punkt C i równoległa do AB przecinaprost �a DE w punkcie G. Dowieść, że�

DBCG��
FBCE � . AD

AE
0

gdzie
�
PQRS� oznaczapole czworok �ata PQRS.

15. W trójk �acie ABC zachodzi 8 - C . 60: oraz AC 8 BC. Punkt D leży
na boku BC i spełnia BD . AC. Bok AC przedłu̇zono do punktu E tak, aby
AC . CE. Udowodníc, że AB . DE.

16. Znalézć najmniejsz�a liczb �e całkowit �a dodatni�a k, któr �a możnaprzedstawić
w postacik . 19n ! 5m dla pewnych liczb całkowitych dodatnichm, n.

17. Czy istnieje taki skończony ci �ag liczb całkowitych c1
0 c2
0 9D9D9 0 cn, że każda

z liczb a * c1, a * c2, 9D9D9 , a * cn jest pierwszadla wi �ecej niż jednej, ale tylko
dla skończeniewielu różnych liczb całkowitych a?

18. Liczba całkowita dodatniam daje z dzieleniaprzez4 reszt�e 2. Dowieść,
że istniejeco najwyżej jedenrozkładm . ab, gdziea, b s �a liczbami całkowitymi
dodatnimi spełniaj�acymi

0 8 a ! b 8w� 5 * 4� 4m * 1 9
19. Dowieść, że istnieje nieskończenie wiele takich liczb całkowitych

dodatnich parzystychk, że dla każdej liczby pierwszej p liczba p2 * k jest
złożona.

20. Liczby a, b, c, d s �a pierwszeoraz spełniaj�a warunki a S 3b S 6c S 12d,
a2 ! b2 * c2 ! d2 . 1749. Wyznaczýc wszystkiewartósci wyrażenia

a2 * b2 * c2 * d2 9
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